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Motivacion

Limitantes del perceptrén:

@ Solo contempla el caso linealmente separable
@ No hay unicidad de la solucién
Limitantes de los métodos de Kernel:
e En training: irrealizable si se requiere evaluar k(x,,,x,,) para
todo par de muestras de entrenamiento

@ En testing o clasificacién de nuevo x: costo computacional de
evaluar k(x,x,) para todo x,, de entrenamiento puede ser
EXCESIVO.



Motivacion
Caso linealmente separable
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Tres posibles clasificadores lineales SVM lineal, con sus margenes

Clasificador SVM: hiperplano separador mas distante de las
muestras de entrenamiento.

@ Intuicién: generaliza mejor.

o Agregar muestras fuera de los margenes no afecta la frontera
de decisién. Completamente determinada por las muestras que
soportan los margenes (vectores de soporte, SV).



Motivacién

Caso NO linealmente separable

SVM lineal: jQué ocurre en el ejemplo anterior si hay outliers?
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Solucién: permitirnos ampliar el margen a costa de admitir algunas
muestras mal clasificadas = soft margin SVM.
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C-SVM. El parametro C controla el trade off margen vs. muestras mal clasificadas



Motivacion
SVM no lineal, kernels, kernel trick

Agregando caracteristicas no lineales se puede llegar a transformar
un problema no linealmente separable en uno linealmente separable.

Kernel polinémico

Ejemplo: ¢(l‘1,l‘2) = [17 \/>1'17 \f:l’,‘g,(l?’%,l‘%, \[xlx?]T

Kernel Trick: k(x,x') = ¢(x)Tp(x') = (1 +xTx')2. Kernel
polinémico de orden 2.
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Motivacion
SVM no lineal, kernels, kernel trick

Kernel RBF Gaussiano

Idea: agregar caracteristicas calculadas con una funcién de similitud

que mida cuan parecida es una instancia a un landmark particular:
_ w2
k(x,x') = e~ Ix=x1F,

@ Landmarks: se suelen tomar todas las muestras
@ ¢(x) mapea a un espacio de dim. infinita (Taylor de exp(-)).
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@ Resumiendo:

o SVM busca el hiperplano separador (en el espacio
transformado) que maximiza el margen

e SVM permite contemplar el caso no linealmente separable

e SVM permite controlar trade-off entre margen y errores en
training

@ Veremos que:

o Parametros: se determinan resolviendo un problema convexo
e Clasificacion de nuevas muestras x: depende sélo de los
k(x,x,) con x,, SV (subconjunto muy reducido de muestras)

@ Discutiremos qué sucede con SVM y la maldicién de la
dimensionalidad



Problema de dos clases

o {(x1,t1),(x2,t2),...,(Xn,tn)} conjunto de entrenamiento,
X, € X espacio de caracteristicas, t, € {—1,+1} etiqueta de
clase.

@ ¢: X — ) mapeo no lineal a un espacio de dimensién mayor,
dim(Y) > dim(X’).

@ Superficie de decision:
g(x) = wl(x) +0, § = {x: g(x) =0}.

En el espacio YV: hiperplano de normal Twl Y S€S€0 [T

o Clasificacion: nueva muestra x se clasifica segin signo(g(x)).



Caso linealmente separable

Conjunto de aprendizaje linealmente separables

Problema linealmente separable = Existe al menos un par (w,b)
para el cual todas las muestras estan bien clasificadas, i.e.

Vn=1,...,N, th,g(xy) > 0.

SVM: entre los (w,b) posibles, elegir aquél que corresponde al
hiperplano separador de margen maximo.

g=-1
g=0
g=1



Caso linealmente separable

Clasificador de maximo margen

iPor qué? Maximizar el margen minimiza el error de generalizacion
del clasificador (es intuitivo y se puede demostrar [Vapnik, 1996])

Tenemos:

lg()]
[[w] *

e Distancia de un punto y = ¢(x) al plano {g(x) = 0}:

o Caso linealmente separable = para cualquier hiperplano
separador,

19(%p)| = tag(xn), n=1,...,N.

= Solucién de maximo margen:

(P) max min
w,b ne{l,...,N}



Caso linealmente separable

Optimizacion del clasificador de maximo margen

@ (P) problema de optimizacién complejo.
@ Se puede transformar en un problema equivalente (P’) sencillo

(W' ¢(xn)+b)

de optimizar, observando que f,(w,b) = W] es

invariante ante escalados:

VA>0, fu(AW,Ab) = fa(w,b).

= Podemos re-escalar para que ti(w’ ¢(xy) +b) = 1 para el (o
los) xj que realizan el margen.

= Con esa normalizacién,

Vn=1,...,N, ty(wlp(x,) +b) > 1.



Caso linealmente separable

Optimizacion del clasificador de maximo margen

Problema equivalente para clasificador de maximo margen:

(PI) minw,b %”WH2
sujeto a t, (Wl ¢(x,) +b) > 1, n=1,...,N.

e Puntos activos/inactivos:

_ =1 x, punto activo
T n
S tn(w d’(xn) + b) { > 1 x, punto inactivo.

Al maximizar el margen habra al menos dos puntos activos.
@ (P') es un problema de programacién cuadratica facil de
resolver (e.g. solvers de Matlab, CVX, etc).

@ (P') (problema primal) admite una formulacién ain mas
sencilla (problema dual) via las condiciones de KKT.



Caso linealmente separable

Paréntesis: condiciones de Karush-Kuhn-Tucker

min f(x)

Consideramos el problema { st g(x) >0

Dos posibilidades para la solucién:

@ x < {g > 0}: entonces x minimo local de f = V f(x) = 0.

@ x € {g=0}: entonces debe ser Vf(x) L {g = 0}, de lo contrario
existiria x' € {g = 0} vecino de x con f(x') < f(x).

e Como Vg(x) L {g =0}, IAN#0t.q. Vf(x)=AVyg(x).

o Ademas debe ser A > 0, de lo contrario existiria x’ € {g > 0}
vecino de x con f(x') < f(x).



Caso linealmente separable

Paréntesis: condiciones de Karush-Kuhn-Tucker

@ Definimos el Lagrangeano L£(x,\) = f(x) — Ag(x).

@ Las dos situaciones de solucién se resumen en una anica (KKT):

oL

[ > =
% 0, A>0, M(x)=0

@ Obs.1: La solucién (x*, \*) es un punto silla de £(x,\):
V(x,A), L(x",A)<L(x"A) < L(x,AT).
-lDemostrar
@ Obs.2: De Obs.1, la optimizacién correspondiente es

(x*,\") = arg min rilg()fﬁ(x, A).



Caso linealmente separable

Vuelta al clasificador de maximo margen (caso separable)

. 1 2
) , min b 3 || wl|
Teniamos (P’) { sujeto a t,(Wlp(x,) +b)>1, n=1,...,N.

Llamamos a = (a1, aq,...,ayn) a los multiplicadores de Lagrange:
1 N
L(w.ba) = o |[w]? - Zl (tn (W (xn) +b) — 1)
n=

N N
S =0= w:nzanw(xn) (0 5 =0= Zlantn:()(**)

N
1O i, b a) = £(a) = ; an—% Z Z tntimtnto 7 (5) 650

n=1m=1
k(xruxm)



Caso linealmente separable

Optimizacién del clasificador de maximo margen (separable)

El nuevo problema equivalente (llamado problema dual porque
involucra sélo a los multiplicadores) queda:

, max, £(a)
(D) : N _ _—
sujetoa >, _qant, =0, a, >0, n=1,...,N.

Problema de programacioén cuadratica mas sencillo (involucra
anicamente a los multiplicadores)



Caso linealmente separable

Clasificador de maximo margen (caso separable)

o Clasificacion de nueva muestra x: se evalta el signo de

g(x) =wlo(x,)+b © SN antnk(xn, %) + b
(veremos luego cémo calcular el sesgo b).

@ Vectores de soporte: De las condiciones KKT,
an >0, thg(xn)—1=0, ap(thg(x,)—1)=0.

= Dos tipos de muestra:
@ a, =0 — No influyen en la clasificacién de una nueva
muestra: g(x) = >_, . antnk(Xn,Xx) +b

@ t,9(x,) =1 — muestras que caen sobre los hiperplanos de
maximo margen. Se llaman vectores de soporte (SV).



Caso linealmente separable

Clasificador de maximo margen (caso separable)

@ Obs. 1: en general #SV <« N = etapa de testing rapida.

o Obs. 2: g(x) =), oy antnk(Xn,x) + b es un promedio
ponderado (y con signo) de cuan similar es la muestra x a los
SV. La decisién se toma segin signo(g(x)).

e ;Cuanto vale el bias b? ! Usando la def. de SV,

mostrar que

b= #15‘/ Z (tn — Z amtmk(xn,xm)> )

X SV Xm SV



Caso linealmente separable

Ejemplo XOR

Queremos disefiar un clasificador para el problema XOR,
en donde los puntos (—1,—1) y (1,1) son de la clase wy, y (—1,1)
y (1,—1) son de la clase ws.

o Considerando el mapeo ¢ : R? — RS,
y = ¢(x1,22) = [1,V221, V229, V21129, 2%, 23]7, demostrar
que el problema se vuelve separable en el espacio transformado.

@ Disefiar un clasificador de maximo margen para el problem.

@ Especificar los hiperplanos (separador, y de margenes) y el
margen.



Caso linealmente separable

Ejemplo XOR
B(xn) T p(xm)
/_Aﬂ
Maximizar: £(a Z ap — — Z Z AnGmtntm (X Xm + 1)2,
n=lm=1 Kernel pol. orden 2
sujeto a: a; —ag+ag—ag =0, ay, >0, ne{l,234}.

o Lasolucién es a; =as =az =as=1/8y b=+2.
@ La funcién discriminante es g(x) = z1x9.
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Caso no separable linealmente

Caso no separable linealmente

Idea: modificar la formulacién anterior para autorizar algunos
puntos mal clasificados en entrenamiento.

Obs.: Definiendo una penalizacién para los errores, habra un
compromiso entre mayor margen (mejor generalizacién) y mayor
cantidad de errores en entrenamiento.
.. 0 si x,, bien clasificado
Penalizacion: &, = o
|tn, — g(xp)| sino

=1
ES
X 9 q=°
e

/?
f%"o
U1 o

o B

@ Puntos en la frontera: g(x,) =0=¢, =1
e Puntos mal clasificados: &, > 1



Caso no separable linealmente

Caso no separable linealmente: C-SVM

Remplazamos la condicién de clasificacion perfecta (hard margin):
tn(wlp(x,)+b)>1, n=1,...,N
por la condicién relajada (soft margin):
ta(Wwlop(xp)+b)>1—6,, £ >0, n=1,...,N
Objetivo: maximizar el margen penalizando errores:

miny {31wl?+C XY 6}, € >0

t tn(wT(b(Xn) + b) Z 1— §n7
*“ V¢ >0, n=1,... N

! i Qué representa C7 C' 1 4+o0 7, C [ 07




Caso no separable linealmente

Optimizacién de C-SVM

@ Escribir el Lagrangeano para C-SVM, en funcién de w, b y los
multiplicadores a y .

@ Escribir las condiciones de optimalidad y KKT.

@ Demostrar que el Lagrangeano del problema dual es

Zan — fz Z A tp bk (Xn, Xm,),

n=1m=1
y que el problema dual es

max, £(a) sujeto a

ZnNzlantn:0>
0<a,<C, pup,=C-a,, n=1,...,N.



Caso no separable linealmente

C-SVM

@ Clasificacion de una nueva muestra x: se evalia el signo de

N
93) = 3 antak(xs, %) +b.
n=1

e Vectores de soporte: verifican a, > 0, t,g9(xn) =1 —&,.
Dos casos:

@ a4, <C=pu,>0
correcto, fuera del margen

i Z0KKT) ¢ ). SV del lado

@ a,=C ”"::>C_a” tn =0 = si &, <1 bien clasificado; si
&, > 1 mal clasificado.



Caso no separable linealmente

C-SVM

@ Bias b: SV: 0<a, <C =&, =0=t,g9(x,) =1.

Idem que para hard margin,

b= #15‘/ Z <tn - Z amtmk(xmxm)> )

xn SV xm SV
con SV ={x,: 0<a,<C, n=1,...,N}.

@ Eleccion de parametros: usualmente C, la eleccién del
kernel y sus parametros se estiman conjuntamente usando Grid
Search y validacién cruzada, sobre el conjunto de
entrenamiento.



Caso no separable linealmente

C-SVM

Ejemplo: Cada clase es una mezcla de 10 gaussianas de baja
varianza, cuyas medias siguen una distribucién gaussiana.

€ = 10000 =001

Lineal
'SVM - Degree-4 Polynomial in Feature Space SVM - Radial Kernel in Feature Space

Polinomial (orden 4) y RBF (v = 1). En ambos casos C ajustado por validacién cruzada.



Extensién multi-clase

No hay una Gnica forma de extender SVM.

@ Uno contra el resto: M clasificadores binarios, una clase y el resto para
; T P
cada clase, ¢’ (x) = w? x4+ w},j =1, ...,c. Luego una muestra nueva x
se asigna a la clase con mayor discriminante, arg max;—1,....c ¢’ (x) .
Poco simétrico o balanceado. Regiones indefinidas.

@ Clasificacion por pares: se consideran los ¢(c — 1)/2 pares de clases, y
para cada una se disefia un clasificador. Nueva muestra: se pasa por
todos los clasificadores, y se asigna a la clase mas votada. Hay que
resolver mas problemas, pero con menos muestras. Regiones indefinidas.

© Error Correcting Output Coding: se generan L = log, ¢ particiones
binarias del conjunto de clases. A cada clase le corresponde un Gnico
cédigo binario d = (di,do, ... ,dr) € {-1, 1}L. Para cada particién se
entrena un clasificador ¢!, ..., ¢g~. Clasificacién de nueva muestra x: a la
clase mas cercana a (sgn(g'(x)),...,sgn(g"(x))) en distancia de

Hamming.



SVM y la Maldicién de la Dimensionalidad

Viendo que en SVM la frontera de decisién queda
determinada por los SV (y que #SV <« N), tiene sentido
preguntarse si este método tiene alguna ventaja al respecto.

Observacién 1: k(x,x') = (1+x7x')?, con x,x’ € RP
@ Todo los términos tienen pesos fijos, por lo que el kernel no
tiene total libertad para concentrarse en subespacios.

@ Si la separacién lineal se da, por ejemplo, en el subespacio
lineal definido por las dos primeras coordenadas, el kernel
tendra dificultad en encontrar la estructura.

@ Cuanto mayor p, mas compleja la basqueda de la estructura, y
mas muestras se precisan.

@ Ver ejemplo numérico en Hastie et al., seccion 12.3.4.



SVM y la Maldicién de la Dimensionalidad

.z _ T
Observacion 2: k(x,x') = e ¥

 Siv— 400, K= [kz(xn,xm)]fyj:l — Id = Las muestras de
entrenamiento sélo son consideradas similares a ellas mismas
= Overfitting, mala generalizacién, frontera irregular.

e Siy — 0, entonces Vx, X', k(x,x’) = 1 = Efecto
regularizador, underfitting, frontera regular.

y=0.1,C=0.001 y=0.1,C=1000
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SVM y la Maldicién de la Dimensionalidad

Observaciéon 3: margen, generalizacion, rol de la dimensién

Dimensién de Vapnik-Chervonenkis (VC) (capacidad de un
modelo)

@ Un modelo de clasificacién f con parametro 6, se dice que
separa el conjunto {x1,x2,...,x,} si para todas las
asignaciones de etiquetas binarias, existe un 6 que clasifica sin
error.

@ La dimensién VC de f definido sobre el espacio X es el
cardinal del mayor subconjunto de X que puede ser separado
por f.

e Ejemplos: VC(rectas en R?) = 3;

V C (hiperplanos en R%) = d + 1;
VC({sgn(sinwz), w > 0}) = +o0; VC(1-KNN) = 400



SVM y la Maldicién de la Dimensionalidad

Observacioén 3 (cont.)

Riesgo empirico, riesgo verdadero
= [ X = =1L} f(x) = sgn(g(x)).
—{(Xn,tn),n=1,...,N,t, € {—1,1}} muestras etiquetadas.
— Costo 0-1: [ f(xn) — tnl.
@ Riesgo empirico o error promedio de training:
Remplf] = % Sonca 31/ (%) = tl
o Riesgo (verdadero): R[f] = [ 1|f(x) — tn|dP(x,1).

Coémo se vinculan Repp[f], R[f] y la dimensién V77



SVM y la Maldicién de la Dimensionalidad

Observacioén 3 (cont.)
Cota de Vapnik-Chervonenkis
Con probabilidad > 1 — ¢,

R = Rl [ 3 (1 ( () 1) 00 (1))

término de capacidad

e Cuando N — +o00, R[f] = Remplf].
@ h baja = reduce el término de capacidad.

@ Pero: si h demasiado baja = dificil reducir Repp|f].



SVM y la Maldicién de la Dimensionalidad

Observacién 3 (cont.)

@ Recordemos que V' C/(hiperplanos en R%) = d + 1.

e Un resultado fundamental: se demuestra que, si R radio es
de la esfera mas pequefia que contiene los datos,

Indep. de d, VC(hiperplanos de margen p) < %; + 1.

= Conclusién: maximizar el margen es una forma de controlar la
“maldicién de la capacidad” al trabajar en espacios de muy alta
dimension.



SVM y la Maldicién de la Dimensionalidad

Observacién 4: SVM como método de regularizacién L?

Consideremos el problema de regresién
al A
(P): i 321 tngton)ly + 5wl con [o], = max{0.2}

(L(tn,g9(xn)) = [1 — tng(xn)], se conoce como hinge loss function).

1

Observacion: la solucién de (P), con A = &, es la solucién del

problema C-SVM.

= Conclusién: C-SVM es un ajuste a datos con regularizacion:
@ La regularizacion es equivalente a maximizar el margen

e Cuanto mayor A (i.e. menor C'), mas regular sera la solucion.



Vinculo de SVM con otros métodos de clasificacidon

Consideremos ahora la siguiente familia de métodos de clasificacion
lineal (f(x) = wlx + b) con regularizacién por ||w]|3:

min'S " L(tn, £(x0)) + 2]lw]2.

n=1
o -
@ : —— Hinge Loss Loss Function| Lly, f(2)] Minimizing Function
H Binomial Deviance
"™ H Squared Error
o | —— Class Huber
; Binomial )
S - ' Deviance log[l + e%/@)] He) =log iy — iy
: Logistic
w : Regression
& o |
4 - : SVM Hinge [1—yf@)s flx) = sign[Pr(Y = +1]z) - 1]
o ‘ Lo
: Squared ly— F@)P =1 - yf(@)? flz) = 2Pr(Y = +1]z) — 1
w ; Error
3 : LDA
. ' “Huberised’ 1y [ () yf(w) <-1 fla)=2Pr(Y = +1]z) — 1
3 : Square -
T t T T Hinge Loss [L=yf(2)]i otherwise
-3 -2 -1 0 1 2 3




