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Introduccion

Aprendizaje no supervisado: conjunto de muestras sin ningun tipo
de etiquetado de las clases a las que pertenecen.

@ Qué se puede hacer con un conjunto de muestras "mezcladas”,
cuyas categorias se desconocen?

@ Porqué es relevante el problema?

o Costo de etiquetar las muestras (e.g. speech to text)

e Grandes cantidades de datos: distinguir primero grupos, luego
etiquetar (data mining)

e Busqueda de caracteristicas relevantes para categorizar las
muestras

e Descubrir o entender mas sobre la estructura de los datos (grupos
o clusters, subgrupos, sub-subgrupos, etc)
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Introduccion

Dos enfoques:

@ paramétrico: mezcla de densidades de probabilidad de formas
funcionales conocidas (HOY)
@ Se estiman los parametros de la mezcla de densidades
@ Se asigna cada patrén a la clase que maximiza la probabilidad a
posteriori.

@ Clustering o Agrupamiento: particionar los datos en subgrupos o
clusters (LA PROXIMA)
e Tantos clusters como clases
e Puede haber formas funcionales de densidades implicitas en el
proceso.
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1. Mezcla de Densidades

Asumimos:

@ Cantidad de clases ¢, conocida
@ Priors P(w;), j =1,...,c conocidos

@ Verosimilitudes paramétricas: dados 6, w;, las p(x|w;; )
totalmente determinadas

Q 9,,...,0. desconocidos
@ Etiquetas de las muestras desconocidas.

Mas adelante levantaremos los supuestos 2) y 1).
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1. Mezcla de Densidades

Sea® =1{60,,...,0.}.

Evidencia de x: mezcla de densidades

P(x;©) = p(x|wj; 6;)P(w).
=1

Objetivo:
@ Determinar ©, y asi cada una de las densidades de la mezcla;

@ Una vez estimadas las p(x|w;; ), conociendo las P(w;), clasificar
las muestras (MAP).

Nota: en lo que sigue suponemos p(x; ®) identificable:

Si®@#£0 =3x tg. p(x;0) #p(x;0).
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1.1. Estimacion de © por MLE

D = {xy,xy,...,X,} muestras no etiquetadas, realizacién de proceso
i.i.d. con densidad

P(x;©) = p(x|Q = wj; 6;)P(Q = wy).

Verosimilitud: p(D; ©) =" ] p(xi; ©)

Log-verosimilitud: /(®) = logp(D; ®) = > log p(xy; ©)
k=1

MLE: © = arg maxe p(D; ©) = arg maxe [(©).
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1.1. Estimacion de © por MLE

Si p(x; ©) diferenciable con respecto a ©:

~

Vel(®)=0,i=12...c

Voll®) = 3~ V(@)

(*) Suponemos 8, 6; funcionalmente indep. Vi # ;.
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1.1. Estimacion de © por MLE

Ahora buscamos introducir las probas de clase a posteriori — Bayes:

P(Xi|wi; ©®)P(wi) _ p(Xe|wi; 0:)P(wi)
p(x; ©) p(xi; ©)
P(w;) _ P(wi|x¢; ©)
p(x;©)  p(xx|wi; ;)

P(wi\xk; @) =

de dénde
n Vo.p(Xi|wi: 0;)
. = P 1 5 — T
Vo,l(®) z_: (wilxi; © p(Xi|wi; 0;)
= > Plwilxi; ©) Vg, log plxiwi; )
Finalmente, condicion necesaria para el estimador ML:Vi=1,...,c,

Vgl ZP w,|xk, YV, log p(xi|w;; ,) =0.
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1.2. Estimacion de ® y P(w;) por MLE

Qué pasa si los P(w;) son desconocidos?
Se estiman por ML, junto con ©:

{©,P(w1), ..., P(w.)} =
arg maxe, p(w,),i=1,...c 101, ..., 0c, P(wi),. .., P(wc))

.....

sujeto a: ZC:P(W,-) =1 (1)

i=1
Plw)>0,i=1,...,c (2)

Impondremos (1) con multiplicadores de Lagrange.
Luego verificaremos que (2) se cumple.
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1.2. Estimacion de ® y P(w;) por MLE

Lagrangeano £ = 1(®,P(w1),...,P(w.)) — A (ZC:I P(w;) — 1) .

Vi=1,...,c

VoL =0 Vo i(®,P(w),...,Pw)) =0 (@)

Vil =0y L)\ _g (b)
“) E ; (XA‘WJ )P(‘*’J)

Zﬁl _Oﬁgp(wl) = (C)

Multiplicando (b) por P(w,) y sumando en i se obtiene: A\ = n.

Multiplicando (b) por P( ;) y usando \ = n:

@ Z (sl 0P (il)\ _% P(wilxi; ©)

g (el )P(y) "o
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1.2. Estimacion de ® y P(w;) por MLE

Resumiendo,Vi=1,...,c

ZP wt|Xk; VB 1ng(xkk‘% 1) *07 (1)

| P
==Y Pwix:®). ()
k=1

donde e
P(wilxi; ©) = Cp(Xk|Wi;0i)P(f)\. @)

> p(xelwj; 6)P(wy)

j=1

Obs.: De (2), la estimacion 1@ se obtiene como el promedio sobre
los datos, de la estimacién del prior que da cada dato.



[ Jolelele}

2. Aplicacién a mezcla de Gaussianas

2.1. Ejemplo didactico: p; desconocidas; ¥;, P(w;), c conocidas
Oi=p, ©=p={p,....¢n}

1
log p(xilews; ;) = — log((2m)*(det £)'/2) — 5 (x¢ — ) 'S (3¢ — )

Y, log p(xlwis ;) = 57" (% — p,)
n

0= Vo l(li) = > P(wilxi; 1) Ve, log p(xewi; f3;)
k=1

M=

P(wilX; )X
o~ k
el n =

M= L

P(wi|Xk; 1)

~
I

con
N p(Xi|wi; ;) P(w; ~ ~
P(wilxi; () = — (] JP() y p(xiws; B;) = N (xi; By, 2i).-
2P(Xk\wj;#j)P(wj)
j:
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2. Aplicacién a mezcla de Gaussianas

@ Sistema de ¢ ecuaciones vectoriales, no lineales, de punto fijo
que se puede resolver iterativamente:

Semilla: z;(0), ..., z.(0)

En: P(wi|xg; po(1) )X
=1

S Pl 7il))

k=1

pi(t+1) =

@ La solucién en general no es Unica, hay varios 6ptimos locales.
Hay que inicializar varias veces, encontrarlos y quedarse con el
de mayor valor.



2. Aplicacién a mezcla de Gaussianas

Ejemplo: se simulan 25 muestras segun la densidad

psin) = e () e (S522E)

Vorosmitis
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2. Aplicacién a mezcla de Gaussianas

2.2. Mezcla de Gaussianas donde solo se conoce el niumero de
clases

log p(xelewi: 6:) = log (g7 (det 7)) = S (¢ — )57 (x¢ = )
Es mas sencillo parametrizar con respecto a X'

0; = {p;,%; 1} = {pd, o (( Zi_l))pq,qZp,pzl,...,d}.

Vi, log p(xelws; ) = 577 (% — ;)
o1
V- log p(xelws; ) = 5 (31— (% = ) (% — )7)

—~
%

() : ZlogdetA =A~T, Ztrace(AB) =
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2. Aplicacién a mezcla de Gaussianas

3 P(wilxe; ©)x
De las Ecs. (1),(2),(3): f; = = —
> P(wi|xg; ©)
k=1
> Plwilxe; ©)(xx — ;) (x¢ — f3;)"
o k=l
> P(wilxi; ©)
k=1
— 1< —
Plw) =~ > P(wixi; ©)
k=1
con P(w;[x; ©) = LOLBZID) (s i, 55) = N (33 fi, S).

X%P(Xk\wj§l@’fj)f’(wj)
J=

Se resuelve mediante un esquema iterativo como el anterior.



3. Qué pasa cuando el numero de clases es
desconocido?

Dos criterios muy usados (derivados de teo. de la informacion):

@ Criterio de Informacion de Akaike (AIC):
(672\) = arg min@,c {_ 1ng(D, 67 C) + mc}

@ MDL (Minimum Description Length, Rissannen):
(©,¢) = argmine . {—logp(D; ©,¢) + % logn},

donde m,: cantidad de parametros libres del problema. En mezcla de
Gaussianas: Hd 1
mC:(c_l)_FC.d_’_C.%.
priors medias S~ ——"

covarianzas
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4. El Algoritmo EM (Expectation-Maximization)

4.1. EM: caso general

@ Permite encontrar maximos locales de la verosimilitud o el
posterior, aun cuando los datos tienen caracteristicas faltantes

o IDEA: iterar

@ Un paso de estimacién de la verosimilitud con los datos
disponibles en la iteracién en curso
@ Un paso de maximizacién del estimado anterior

@ Aln con datos completos, EM puede dar lugar a iteraciones de
maximizacion mas sencillas de hallar.
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4. El Algoritmo EM (Expectation-Maximization)

D:{Xl,Xz,...7},Xk€Rd.

x, = (Yx, Z&), Y caracteristicas buenas, y, caracteristicas malas o
faltantes.

Y, Z: conjunto de todas las caracteristicas buenas y faltantes de D,
resp.

0(6,6") :=Ez [logp(Y,Z;6)|Y;6']
=/10gp(Y,Z;9)p(ZIY; 0')dzZ
p(Y,Z;0")

p(Y:;6)

p(Y,Z;0'

:/10gp(Y,Z;9) dz
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4. El Algoritmo EM (Expectation-Maximization)

Interpretacion de Q(9, 6'):
@ ¢': mejor estimacion de 6 a la iteracion i- esima
@ ¢: candidato a mejorar la Estimacién
@ Marginalizacién: integra en Z para eliminar la dependencia en
los datos desconocidos o0 malos

@ La marginalizacién se hace con respecto a la mejor distribucién
que conocemos al momento (dada por 6').

Algoritmo:

INIT:0°, T, i< 0
repeat

i<—i+1

(E): compute Q(0, ")

(M): 7+1 < arg maxy Q(0, 6%)
until Q(67+1, 6" — (6, 0~1) < T
return 6 « '+
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4. El Algoritmo EM (Expectation-Maximization)

Observaciones:

@ EM es particularmente util cuando Q(6; 6) es mas facil de
optimizar que 1(0)

@ EM garantiza que la log-verosimilitud con respecto a los datos
buenos crece de forma monoétona con las iteraciones (ejercicio
del practico).

@ Convergencia a un maximo local asegurada.
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4. El Algoritmo EM (Expectation-Maximization)

Ejercicio (Duda & Hart, Seccion 3.8, ejemplo 2):

D= {Xl, X7, X37X4} = {(0, 2)7 (1, O), (27 2), ()C4,1, 4)} muestra iid con
distribucion Gaussiana de:
@ Media (u1, 12)
. . . o 0
@ Matriz de covarianza diagonal ( = )
0 o3
La caracteristica x4, es faltante.

Hallar 0 = (11, po, 03, 03).
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4. El Algoritmo EM (Expectation-Maximization)

4.2. EM: Aplicacion a mezcla de densidades
D= {Xl,Xz,...

x, } realizacién de proceso i.i.d. con densidad

p(xi; © ZP X | = wj; 0))P(Y = wj).

IDEA: O € {wy,...,w.}, k =1,...,n variables "latentes".

0(©,0") =Eq, ..o, [logp(D,%; ©)|D; O]

; ’ E ,,,,,, ZIng Xk7Qk7 )|D7 G)i
k=1
=) Eq,,..q, [logp(xi, %; ©)D; O]
k=1

P S B, [logp(x, O ©)|D; ©F]
k=1
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4. El Algoritmo EM (Expectation-Maximization)

0(0,0) Z Zlogp X0, % = wj; ©) P(Y = w;|D; ©)
N————

k=1 1 ]
= P(Qu=wj|x;©")

Usando p(xi,w;; ©) = p(xi|wj; ©)P(w;)
= p(x¢|wj; 0;)P(w;j) (w; sOlo depende de 6;),

n Cc

0(©,0) = " P(wjlxi; ©) (log p(xc|wj; 6)) + log P(w))

k=1 j=1

Maximizacion: Vj=1,...,c
0="Vg0(0:,...,0;0) =) Plwlx; ©)Ve, logp(xi|wj; 6)) (a)
k=1
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. El Algoritmo EM (Expectation-Maximization)

Si ademas los priors son desconocidos, se maximiza bajo las
c
restricciones P(w;) > 0Vj=1,...,cy > P(w) = 1:
j=1

L=0(0,0) -\ (Z P(w;) — 1). (Verificamos positividad a posteriori).
j=1

oL - o1
oL <
0=-C=1 —j:zlp(w,) ()

Multiplicando (b) por P(w;) y sumando en j:

1 n )
A=n, Pw)= - ZP(wj|Xk; e (d)
k=1

Obs.: (a) y (d) idem que por ML; se resuelven iterativamente.
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