Extraccion de Caracteristicas

Reconocimiento de Patrones — 2013



Extraccion de caracteristicas

» Encontrar una transformacion de las p medidas,
tipicamente, a un espacio de menor dimension
A conjunto de transformaciones posibles

X=[Xyg, Xy, .0 x]
J(A*)= max. J(A(X))
AE€A
~ Optimizo sobre las transformaciones posibles
~ Nuevas caracteristicas y= A*(X)




Razones extraccion de caracteristicas

1. Proveer conjunto relevante de caracteristicas al
clasificador —mejora de desempeno particularmente
en clasificadores simples.

2. Reducir redundancia.
5. Recuperar caracteristicas latentes significativas

4. Generar mayor comprension proceso generacion de
los datos.

5. Visualizacion de los datos.




‘ Extraccion de caracteristicas




Extraccion de caracteristicas

> Analisis de Componentes Principales (PCA): lineal,
no supervisado, basado en vectores propios

> Analisis de discriminantes lineales (LDA): lineal,
supervisado, basado en vectores propios.

> Analisis de componentes independientes (ICA):
lineal, iterativo, asume independencia fuerte.

» Kernel PCA: no lineal, basado en vectores propios,
kernel como producto interno

> Escalado Multidimensional (MDS): no lineal,
Iterativo




PCA - ANALISIS DE
COMPONENTES PRINCIPALES




ANALISIS DE COMPONENTES
PRINCIPALES —PCA

(L]

] L L1y

» Encontrar sub-espacio o /
prinicipal: .,
» proyeccion de los datos
maximice la varianza de los %n

puntos proyectados

> 0 minimice error cuadratico
entre las proyecciones y las
medidas .

1
» Ambas condiciones llevan al
mismo resultado. Transformada de Karhunen- Loéve

Bishop




‘ Aplicaciones PCA

330500313

Reduccion de dimensionalidad
Extraccion de caracteristicas
Explicitar la estructura de los datos
Filtrar ruido

Compresion de datos con pérdidas
Visualizacion de datos.




Analisis de Componentes Principales (PCA

+‘

» Objetivo: derivar un nuevo grupo de variables:

3
~ combinacion lineal de las originales \
~ no correlacionadas )

» Geométricamente: rotacion de ejes a un nuevo sistema de
coordenadas

» Ordenar variables segun importancia: cantidad de varianza que
concentran.

~ Desventajas: las nuevas caracteristicas pueden ser dificiles de
Interpretar




‘ Deduccion del método

X =X X eeeneenns X, ]T caracteristicas originales

y = :yl,yz, ......... Y, ]T combinacio n lineal
P
;=Y aX; y=A'X Amatrizde coef.
j=1

Asumimos datos centrados en el origen




‘ Deduccion del método

> Diferentes formas de resolver PCA:

1.

Maximizar sefal explicada: Buscar una transformacion
ortogonal A que produzca nuevas variables y; con
valores de varianza maximos.

Minimizar redundancia: Buscar una transformacion
ortogonal A que devuelva variables y; no
correlacionadas.

Minimizar distancias: Considerar el problema
geométricamente, encontrar recta para la cual la suma al
cuadrado de las distancias es minima, luego el plano que
mejor ajuste y asi sucesivamente.




‘ PCA- Formulacion de maxima

varianza

> N puntos X, con dimension p

~ objetivo: proyeccion datos en un espacio reducido
d<p al maximizar la varianza de los datos
proyectados.

» Por ahora supondremos d dado. Veremos como
determinarlo desde los datos.

1. Inicio: Proyeccion sobre una dimension d=1.

» Se a, direccion proyeccion, sin pérdida de
generalidad asumiremos a,'a, =la,|" =1




‘ PCA- Formulacion de maxima

varianza 5
~ Consideremos la variable: Yy =D a,X,
j=1

» Elegimos a, = [ail, Ayyeree. aip]T que maximice la varianza de
y; sujeto a la restriccion  a,"a, =|a,|" =1
> Asumimos media de x=0,

var(y,)= E[y;1-E[y, ]’ = E[a;xx"a,]— E[a; X]E[x"a,]
var(y, )= aj (E[xx"1—- EIXIE[x" 1), = a] Za,

~ Encontrar la solucién a | max(a; Xa,), sujeto |a,| =1




Primer componente principal

» Aplicando multiplicadores de Lagrange,

f(a,)=a, Xa, —A(a;a, —1) di(xTAx)zzAx (A simetrica)
X

» Diferenciando con respecto a cada componente de a,

e igualando a0

Ya, —Aa, =0

(X—-Aha, =0

» Solucion no trivial (vector nulo) a, debe ser vector
propio de X con valor propio A.




Primer componente principal

» Ay Ay Ap valores propios de X (no necesariamente todos #
y no nulos, 4, >4, > >4, >0, X semidefinida positiva.
Como:

var(y,)=a, Xa, = Aa,a, = A

» Elegimos /=4, mayor valor propio de modo de
maximizar la varianza y,: vector propio correspondiente.

y,. primer componente principal, mayor varianza de

todas las combinaciones lineales posibles de las variables
originales.




‘ Segundo componente principal

» Podemos definir PCA en forma incremental eligiendo cada
direccion como la de mayor varianza proyectada entre todas
las posibles ortogonales a las ya consideradas.

» El segundo componente principal se elige:

Y, =a;x  max(var(y,)) sujeto [a,|=1 a, a, =0

( y, nocorrelacionado v, : E[y,y,]-E[y,]E[y,]=0
agza1 =0, a, v.p.de X :>aga1 =0 )




PCA

» Usando nuevamente multiplicadores de Lagrange:

a,Xxa, - u(@,a, -1)-na,a, =0
diferenciando respectoa a,.

2%a, —2ua, —na, =0

xa, 2a,Xa, —-n=0=np=0
—(Xa, =ua, | a,esv.p.de X




PCA

. T T
» Como queremos maximizar: a,2a, = za,a, = U

» d, :vector propio correspondiente al siguiente mayor valor
propio u= 4, .

» Podemos continuar hasta determinar el k-ésimo vector propio.

~ Si; =4, lasolucion no es unica. Siempre es posible encontrar

un conjunto ortonormal de vectores propios para una matriz
real simétrica con valores propios no negativos.

-, - - T
~ En notacion matricial: |y = A" X A=[a;,a,..,a,]
Columnas de A vectores propios de X




‘ Formulacion de minimo error
Basada en la minimizacion del error de proyeccion.
Se considera una base ortonormal a.Ta. =g, completa

:Zp:(an )a si aproximamos X Zd:( )

ZHX %, = ayza

i=d+1
La minimizacion de Jparaun p y darbitario

es la determinada por los vectores propiosde X

p
J = Z/li J es minimo eligiendo los A. mas grande para
i=d+1

determinar el subespacio.
Si p =d no hay reduccion de dimensionalidad - rotacion de ejes.




‘ Reduccion de dimension con PCA

> ¢COmo determino d?
~ Para que la distorsion J esté por debajo de un cierto

valor: )
Dovar(y) =) 4
=1 i1=1

d d-1

> A Zazp‘/ai >N A

=1 =1 =1

y=[y,VY,..¥s | y=Alx A, :pxd

» El valor de o depende del problema (a: 70%-90%)




‘ Reduccion de dimension con PCA

M=an Ay =384.107 Apg = 2E. 107 Ay =724-10° Gy = 1.8 10%
=
p— '-’
" - } s
] -

Thea mean vector T along with the 7Irst four PCA elganvectors uy, .. ., wy Tor the off-line
dights data sat, together with the comesponding elgenvaluas.

-

Ciiginal M =1 Af =10 A =n50 AL

3 Bishop

AN original example Tom the off-ine digits data sat togeathar with ks PCA reconstructions
obtalned by retalning AL princlpal components for varlous values of AL, As M IncCreasas
the reconstruction becomes more accurate and would becomea parfact when M = D =
28 = 28 = TH4.

I
=




‘ Reduccion de dimension con PCA

x o Cx1if

0 200 400 00 i 0 200 400 &0 M
{a) (b}

Flgure 12.4 (a) Plot of the elgemvalus spectrum for the of-ine digits data set (B) Plot of the sum of the

discardad alganvalues, which reprasants the sum-of-squares distortion J Intreduced by projecting the data onto B iShOp
a prnclpal componant subspace of dimanslonality AL

» Analizar como varian los valores propios: buscar corte abrupto.
» Distorsion J cuando elijo d-dimension. Grafico paras distintos valores de d.

» Asumimos X conocido. En la practica tenemos una estimacion a partir de
un conjunto de muestras.

» PCA es dependiente de la escala usada para medir las variables originales,
es necesario estandarizar (media nula, varianza unidad)




‘ PCA- Minimizar correlacion

» Transformada A que devuelva variables no correlacionadas.

y=A'xX XT=yy' =A'X(A'X)' = A" (xx")A
Y =BDB' D:diagonal B:matriz v.p.
A=B X = ATEXA =A'ADA'A=D

> Suposiciones:
~ Linealidad: busco cambio de base.
~ Extension: transformacion no lineal
» Componentes principales ortogonales.

~ Mediay varianza describen enteramente la distribucion (ej:
gaus)




'PCA con dimensioén de datos muy alta

» Costo computacional calculo vectores propios de una matriz dxd es
O(d3), existen algoritmos mas eficientes.

» Xopxn, XXT:pxp, puede ocurrir que n<p, n puntos definen un
subespacio de dimension a lo sumo n-1. Al aplicar PCA p-n+1

valores propios son 0. Costo O(p2).

ZZLXXT iXXTu:ﬂuu

n-1 n-1
1 T T T 1 T
— X X(X'U)=AX'U) = —X ' Xv=AV
n-1 n-1
1

Y

~ Calculo los valores y vectores propios de XX vy luego determino
los vectores propios u en el espacio original de datos normalizando.

YX(XV)=A(XV) u=




LDA- ANALISIS
DISCRIMINANTES LINEALES




Funciones discriminantes

y(X)=wW "X +w,

W : vector de pesos

W, : bias o threshold

asigno xac, sl y(x)>0yc, enotrocaso.

La superficie de decision corresponde a un hiperplanode
dimension d -1siel espacio de entrada es de dimension d.




1.DA- Analisis Discriminante Lineal

Discriminante Iineal de Fisher

» Objetivo: Seleccionar una proyeccion que maximice
separabilidad entre clases. Método supervisado.

» EJemplo- 2 clases: ¢, y ¢, con N, y N, patrones.

~ Medias: an an

~ Si consideramos la proyeccion sobre una dimension, una
medida de separabilidad es la separacion de las medias luego
de proyectar:

y:WTX m2_m1:WT(m2_m1)




» Restringiendo a los w con modulo 1 y usando multiplicadores
de Lagrange: w proporcional (m, —-m,).

4t . % T 4r
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-2 . 2 6 =2 2 (‘w
» Sl las matrices de covarianza fuertemene no lineal, no son
diagonales puede existir solapamiento considerable luego de

proyectar y a pesar de ser linealmente separables.

» Discriminante de Fisher busca maximizar separacion de
medias proyectadas, pequeia varianza dentro de cada clase,
minimizar solapamiento entre clases.




Varianza intra- clase: Se= > (Yo—m)* Yy, =wW'X

2
M, — M Varianza entre clases
Criterio de Fisher: | J(W) = ( < ;)
S| +5, Varianza intra clases
T
W S, w
J(W): T : con SB :(mZ_ml)(mZ_ml)T
w S,w
T T
SW = Z(Xn _ml)(xn _ml) T Z(Xn _mz)(xn _mz)
nec, nec,

Diferenciando respecto a w: J(w) maximo si:

(Ww'S,w)S w=(w'S w)S,w S.w=AS W
B w w B B w




> S, simétrica y semidefinida positiva, usualmente no singular
Si n>p.

SIS W = Aw

» En este caso particular no es necesario resolver el problema de
vectores y valores propios ya que :

SgW = (m, —m,)(m, -m,)" woc (M, —m,)

Woe S(m, —m,)

» No importa la magnitud de w. Determino una direccion para la
proyeccion de los datos proyectados.




‘ Analisis de Discriminantes I.ineales
Multiples

» La generalizacion a un problema de C clases involucra

c-1 funciones discriminantes. Se proyecta de un espacio de
dimension p a un espacio de dimension c-1, asumiendo p>c.

» Generalizacion de S,, es directa:

SW :isi Si = Z(Xn _mi)(xn _mi)T m :Nizxn

nECi i I‘IeCi

» Sg . consideramos media y covarianza global de los datos

1 1<
N 5 N 3 j




'LDA Multiples Generalizacion

(%
||
i

(X-m, +m, —m)(Xx—-m, +m, —m)'

O

=> > (x-m;)(x-m,)’ +ZZ(m —m)(m, —m)’

I=1 Xec; I=1 Xec;

S; =S, + > N;(m;—m)(m;-m)" =S, +S,
=1




'LDA Multiples Generalizado

ZZ(V p)(y—m) S _ZN(H. W —p)’

=1 nec,

S, =W'S,W S,, =W'S,, W




> Necesitamos un medida de la razon entre la varianza entre
clases y la varianza intra-clases. Una medida escalar simple es
el determinante de la matriz otra la traza de las matrices.

det(S,) det(W'S,W)
det(S,,) det(W'S, W)
SBWi :;LiSWWi

» Problema de vectores propios generalizado, las columnas de
W son los vectores propios generalizados correspondientes a
los valores propios mayores de:

» SIS, no es singular:

J(w) =

nglsswi — ﬂqui




'LDA Multiples Generalizados

> Nota: Sg es la suma de ¢ matrices que son el producto
de dos vectores por ende de rango 1, solo (c-1) son
Independientes. Por lo tanto S; es a lo sumo de rango
c-1y consecuentemente tengo a lo sumo c-1 vectores
propios no nulos.

» Obs: Las clases no tienen porgue ser linealmente
separables. Alternativa SVM: mapeo no lineal y
discriminantes lineales.




KERNEL PCA




‘ [La magia de la alta dimension
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(x,,x,) = (x,x,, X +Xx3)
La teoria de VC (Vapnik-Chervonenkis) dice gue a menudo un mapeo a un

espacio de mayor dimension tiene mayor poder de clasificacion que el espacio
de entrada




‘ Kernel Trick

~Un mapeo de alta dimension puede incrementar el
tiempo computacional en forma seria.

»¢Podemos evitar ese costo y tener el beneficio de la alta
dimension ?

=) (Jsar algoritmos gue solo requieran producto
escalar entre vectores de H y elegir el mapeo de forma
gue se puedan calcular en el espacio original mediante
una funcion kernel.

. X—>H X—>¢p(xX) funcion kernel dada por:

k(X,X") =@(X)" #(x") |funcion simétrica.




‘ Kernel

» Maétodos de Kernel: mapea los patrones en un espacio de alta dimension. Se
espera lograr ventajas por ejemplo en la separabilidad o la linealidad de los

datos.
X A 3 A 2

X X / -

»'%

» Laeleccion de ¢ (tipicamente no lineal) permite buscar una representacion
adecuada para un problema determinado, definir nuevas medidas de
similitud y algoritmos de aprendizaje.

» Funcion kernel: puede expresarse como un producto interno usualmente en
un espacio diferente.




‘ Kernel

~ El vector caracteristica solo entra en forma de producto escalar
al algoritmo. En lugar de elegir ¢(x) en forma explicita, elijo
K(X,X").

» Hay numerosas funciones cominmente usadas:

k(x,x") =k(x—x") [ kernels estacionarios
Invariantes a traslaciones

k(x,x") =k(x-x’
funciones base radiales, solo dependen de distancia.

). kernels homogeneos




‘ Construccion directa del kernel

» Debemos asegurar que es una funcion valida, que corresponde
a un producto escalar en un espacio de caracteristica (de
dimension finita o infinita)

» EJ:

k(x,z) = (x"z)* en 2 dimensiones x =(X,,X,)

vamos a buscar mapeo no lineal.

k(x,2) = (x"2)* = (X2, + X,2,)°

= (X 2, +2X,2,%,2, + X,"Z,")

= (7, V2%%,, %2 )2, V22,2, 2,°)" = p(X)" $(2)

El mapeo lleva : ¢(x) = (x,°,v/2%,X,, X,°)"

Todos los términos de segundo orden con pesosespecificos.




‘ Kernel trick:

» Necesitamos forma mas facil de saber si una funcion es un
kernel valido sin construirlo en forma explicita. Condicion
necesaria y suficiente para saber si k(x,x") es un kernel valido
es que la matriz GRAM K cuyos elementos estan definidos

por k(x.,X,,”) sea semidefinida positiva.

> Relevante: Seleccionar el kernel apropiado y parametros




‘ Kernels utilizados:

, A\ d
~ Polinémico: K(X,X') = <X, X >

> Funciones de base radial: k(X’X,) =1 (d (X’X,))

d: tipicamente proviene del producto interno
d(x,x) =x—X]|= \/<x—x',x—x'>

> Funciones de base radial Gaussiana:

K(x,X) =& 71" = g7




Kernel PCA

»Extender el analisis convencional de PCA a un
espacio de caracteristicas de mayor dimension
usando “kernel trick”

»Se pueden extraer hasta m (numero de muestras)
componentes principales no lineales sin costo
computacional de trabajar en espacio de mayor
dimension.




Kernel PCA

» Version no lineal de PCA:
~  Mapeo a un espacio de dimension mayor. ¢(x): X—H
~  Aplico PCA en ese nuevo espacio, PCAen H
» Formulamos PCA en terminos de productos internos:




‘ "
V=> aX;
=1

~ | Todo v es combinacion lineal de los x; , todo v con A0,
pertenece al espacio generado por Xy, X,, ...Xq,

A, V)=(x,Zv)  Vi=l..,m
> Introducimos el mapeo:

$:X —>H, X — ¢(X) D p(x;) =0

C:%_qu(xj)qﬁ(xjf AV =CV

V= iai¢(xi)T

1.....m

Ap(x,). V) =(#(x,).CV)  vn




‘ Combinando las 2 Gltimas ecuaciones:

z<¢(xn>,iai¢(xi>>—<¢(xn>,%i¢(xi>¢(xifiai¢<xi>>

DA CONCHEES 2 <¢(xn),i¢(x,-)<¢(x,—),¢<x,->>>

vn=1....m

($(x.), (x)))

Definimos matriz Gram K : kij

miKo=K?a  a=(a,..a,)
equivalente: mAio = Ka




‘ - Sean| 4, =24, >...=2 4, valoresp.de K

o,a ..o vectores p. de K

~ Ay Ultimo valor propio no cero

~ Se normalizan los vectores o' para que los vectores V
en H estén normalizados.

(V',V')=1  vn=1.p
1




Kernel PCA

~ Para la extraccion de los componentes principales necesitamos
calcular las proyecciones sobre los vectores propios V" en H

(n=1...p)
> Sl X es un punto de test con imagen ¢(x) en H

Vo =(V".800) = e ($(x), 409) = > afk(x,,x)

» Son los componentes principales no lineales o caracteristicas
correspondientes al mapeo ¢.




Resumen del algoritmo Kernel PCA

~ Calcular la matriz de Gram | K;=k(X; ,X;)
» Diagonalizar K y normalizar [os vectores propios a",

» Extraer los componentes principales de un punto X.

<V”,¢(x)>=iai”k(xi,x) n=1,..,p

» Centrado: asumimos datos centrados en H. Centrado no
explicito, sino implicito modificando levemente las
ecuaciones, logra invarianza a traslaciones.

K=(K-1,K-K1,+1,K1.) con (L,); =1/m Vi, ]




Resumen de Kernel PCA

~Elegir un kenel Kk,
~Construir la matriz Gram Kii=K(X; ,X;)

~Encontrar los vectores y valores propios:
Ka" =4 .a"
~Representar cada punto como:

Yn :iaink(x’xi) n=1..p
i—1
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‘ Fijemplo: Eliminacion de ruido

Original data

L 31YIOKA 7181910

Data corrupted with Gaussian noise

B e B a9 Ple B WOl PO Y LN
B S N N N S KA B Rl

Result after linear PCA

HEEbeZErEFe

Result after kernel PCA. Gaussian kernel

LI SIYIO RG] 7181710




ICA- ANALISIS COMPONENTES
INDEPENDIENTES




Analisis de Componentes Independientes —

ICA

» Busca las direcciones mas independientes en lugar de
minimizar los errores de representacion (suma del error
cuadratico) como PCA.

» Se aplica por ejemplo a la separacion de mezclas en voz

» Separacion de canales EEG. Se presenta una letra (B, H, J, C,
F, 0 K) cada intervalos de 1500-ms. Responde pulsando uno
de dos pulsadores indicando si la letra es la misma que la vista
hace dos intervalos. Dependiendo de la respuesta, el sujeto
gana o pierde puntos. Seinales de la de sensores cercanos se
parecen mucho. Suposicion :sefales registradas en cada
electrodo del cuero cabelludo son una mezcla de los
potenciales independientes.
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FIGURE 14.41. Fifteen seconds of EEG data (of 1917 seconds) at nine (of

100) sealp channels (top panel), as well as nine ICA components (lower panel).

While nearby electrodes record nearly identical miztures of brain and non-brain Hastie
activity, ICA components are temporally distinet. The colored scalps represent the

ICA unmizing coefficients ay as a heatmap, showing brain or scalp location of the

source.




‘ ICA - Divergencia de Gausstanidad

Y

Y

Y

Encontrar los mejores pesos para que los componentes de salida sean
Independientes.

¢Como medir la independencia?

Combinacion lineal de variables randdmicas llevan a una distribucion
normal

Se usa estadistica de alto- orden para medir divergencia de la Gaussiana:
Momento de cuarto orden, Kurtosis.

0.8 T
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‘ ICA- Maximizar entropia conjunta

H(y)=—E[In(p, (y))|= E[In|a]]- E[In(p,(s))]
Tl
FORCLEEH .
J .7

» Ventajas: No orotgonales, numero variable,
combinado con funciones no lineales.

» Contras: No importa el orden, sensible al ruido, no
considera dimension temporal




