ELECTROMAGNETISMO
CURSO 2010*

4.6

a

Trabajamos en coordenadas cilindricas, con z apuntando en la direccién ver-
tical. Despreciando efectos de borde, los campos son radiales y el potencial
electrostatico verifica:
V(r)=alnr+b.
Imponiendo las CB: V(r = R) =V, y V(r = R+ d) = 0, despejamos a y b,
quedando
% Voln(R+d
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V()= — , R<r<R+d, 0<z<L (1)

El campo eléctrico es: E= —VV, luego

fo Y0 & po.<Rid 0<:<L (2)
In(1+4)r
NOTA: En la regién de interés, R < r < R+d, 0 < z < L, vale la
ecuacién de Laplace por el siguiente razonamiento. Por un lado, es claro que en
R<r<R+d, h<z<L severifica la ecuacién de Laplace porque tenemos
VE_O VxE—O ParalazonaR<r<R—|—d 0 < z < h, sucede que
VxE=0 y V.D = 0. Pero D = ¢E, entonces

vﬁ:v@f):v95+ﬂwﬁzo

Al ser el gradiente de la permitividad perpendicular al campo eléctrico (el cual
es radial, porque desprecio efectos de borde), resulta de la ecuacién anterior que

V.E = 0, lo que termina por demostrar que se verifica la ecuacién de Laplace
en toda la region de interés.

b

El campo eléctrico para r < R es nulo. Para 0 < z < h,

0 =Dj=r = E(Z)Elr:R = [(e1 —20) (1 - %> +€0]m ?

Para h<r <L,
Voeo

= E_:i
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*Por correcciones o sugerencias: mforets at fing.edu.uy
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Calculemos la carga total sobre el cilindro interior:

Qtot. = Qo<z<n + Qrez<r
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La capacidad del sistema serd: C' = Q/V,

2’/TL€0 + ’/Th(€1 — 80)
C= 7]
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Hay una manera alternativa para hallar C que es considerando la con-
tribucion a la capacidad del sistema de cada elemento de altura dz, que se puede
hacer de la siguiente manera. En primer lugar, recordamos que la capacidad de
un condensador cilindrico por unidad de longitud es:

Ccil. _ 2me
L B ln(Rz/Rﬂ7

donde el material entre las placas tiene una permitividad €. Entonces
C = Co<s<h + Chez<r,

porque los condensadores estan en paralelo. El término en el vacio se calcula

Ccomo:
27T€0(L — h)

d
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mientras que el otro término se puede pensar como la serie de muchos conden-

sadores de altura dz, y luego sumando estas capacidades porque estan todos en
paralelo, es decir

Chez<r =

)

9 h
Co<z<h = /dC(z) = ln(lj—d)/o e(z)dz
R
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Obtenemos

2w Leg + 7Th(61 - E())
In(1+ %)

C =Co<z<h + Chescr =

; (6)

que es el resultado obtenido antes.
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Invocando al resultado que para un condensador la energia electrostatica alma-

cvy
cenada es U = =5, queda

U— 27TLEQ + 7Th(€(11 — 60) ‘/027
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a partir del cual se puede hallar la fuerza en la direccién z que se ejerce
sobre el fluido dieléctrico, considerando el cambio virtual en la energia cuando
hay una pequena variacién en h,

2
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F,=+— = — "
dh |V =cte. 21In (1 —+ %)
Para obtener la altura de equilibrio esta fuerza se debe igual al peso de la

columna,
Fy=m g=pVg=~2rRhd,

donde hicimos la hipdtesis que d << R. Con esta hipdtesis queda también que
In(1+ d/R) = d/R. Igualando las fuerzas y despejando h, queda

(e1 —e0) V¢
heq. = ———. 7
o = gl 7)
Alternativamente, se puede calcular la energia electrostdtica sumando la
contribucién de las regiones con y sin dieléctrico, de la siguiente manera:
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Entonces
V2
U =Unpc:<r + Un<zcn = —2——~ (2mLeg — mheg + whey) (8)
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que es la misma expresion que se obtuvo antes para la energia, por lo que el
resultado es consistente con lo anterior.



