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@ Introduccidon



Deduccién natural

@ Definimos inductivamente el conjunto DERp de las
derivaciones de la légica de predicados.

@ Caso base: derivacion trivial (idem PROP)

@ Para los conectivos: las mismas reglas de
introduccidén y eliminacién que en PROP

@ Para los cuantificadores (V y 3) se agregan reglas de
introduccion y eliminacién.
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@ Para todo



j Como probar un V?
Hipdtesis.

01, ... 0,, X es una variable

fresca :
Introduccién V

81s...’ 8,

Tesis.

Para todo x vale a

e Iy()

(Vx)a

Probamos a usando 64, ... 6,

*k .
Como x no aparece en (*) x ”9 OCU“_’e libre
61,...6, la prueba es en las hipotesis
independiente de x. 015 --v» 0y

Luego, hemos probado a para

cualquier x, usando 6y, ... 0,



i Como utilizar un V7

01,..-0,, Yy t es el nombre ——
de v individuo,

01> -+ 0

El individuo nombrado por ¢ (Vy:c)a

cumple la propiedad « aft/x] Ey ()

(*) t debe estar libre
Probamos (Vx)a usando para x en a.

01 ... 0,
Luego, vale a[t/x].
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@ Existe



i Como probar un 37

5y,... 6

-
AIgL’J.n individuo cumple la 8158,
propiedad «a. :

alt/x]

“oa 1509
Pruebo que a vale para
cierto ¢, usando
01 ... 0,.
Luego, existe un elemento
para el cual vale a.

(*) t debe estar libre
para x en a.



i Como utilizar un 37

01, ... 0,, algin individuo

cumple la propiedad a, y

x & FV({sy,...5,}).
o } 81 ees By, L]V

_
Se cumple p. (@Ax)a p
p
(*) x no ocurre libre ni
en f ni en las hipétesis

01y v 0

(1)
E57°(%)

Demostracion.
Asumimos que x cumple a.
Probamos f usando
01,.--0, y &
Luego, hemos probado f,
usando 6;,...6, y (Ix)a
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@ Definicion de DER



Definicion: DER,
El conjunto DERp de las derivaciones de la l6gica de
predicados se define inductivamente como sigue:

Analogo a DER
Hip I, E, E, I, I, E, L,
E, I. E, I, E, E, E RAA

1




Definicion:DER, — V

Si ; € DER, y x € FV(H (D)), entonces
@

@ EDER,

Vx)p

Si ; € DER,, y t esta libre para x en @, entonces
(V)@

(VX)@ E DERP
plt/x]




Definicién: DER 3

IE

Si e € DERp Yy t esta libre para x en @, entonces
@lt/x]

olt/x] € DERp
(Ax)ep




Definicién: DER 3

E3
@

Si W € DERp y \{)’/ E€DERp y x ¢ FV(H(D') - {p})
(Ax)e W

y x & FV(y), entonces

(@]
N\
(Fx)ep W
~— v  €DERp
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@ Consecuencia sintactica



Consecuencia sintactica

Definicién

SeaI' CFORM y @ € FORM. Decimos que ¢ es
consecuencia sintactica deI" o que ¢ se deriva de I ssi
existe D € DERp tal que: C(D) =@y H(D) CT.

Notacién

'~ @ selee @ se deriva deT'.
@ se lee @ es teorema.



Restricciones sobre las variables

i Se necesitan las restricciones enV'y 3 7

Sin las restricciones, las reglas permiten construir
derivaciones que corresponden a razonamientos

incorrectos.

Sélo hay
un elemento el universo?7?

La introduccién es incorrecta porque x estd libre en
la hipotesis.




i Se necesitan las restricciones en Vy 3 7

(V) NGW=" Y
~(Vpy Xy

Hay mas Hay un elemento que no

de un elemento. es igual a si mismo???

Es incorrecta porque y no estd libre para x en
(Vy)x =" y.




i Se necesitan las restricciones en Vy 3 7

(Vx)(§<(x)) -
e RS

Sélo hay

un elemento el universo???

Es incorrecta porque f(x) no esta libre para y en
(Vx)(x =" ).




i Se necesitan las restricciones en Vy 3 7

CERn
(@) P (x) {PI(x)q) E3!
Pl (X) v
Al menos un elemento (VX{PI (b

cumple la propiedad

Todos los elementos

cumplen la propiedad???

Es incorrecta porque x estd libre en la conclusién de
la eliminacién de (3x)P;(x)




Restricciones y alcance

@ Hay que recordar que las hipétesis canceladas, en
realidad, son hipétesis normales de sub-derivaciones.

@ Son hipétesis normales (abiertas, sin cancelar),
desde donde aparecen hasta la regla que las cancela
y por lo tanto, valen las restricciones en todas las
reglas que se utilicen entre esos lugares.

Controlar la zona de cancelacion

[P, (x)](1)
dx)P ===
@R ) = ;l
(Vx) Py (x)
Es incorrecto porque la hipdtesis P,(x) esta abierta desde

donde aparece hasta la regla que la cancela.




Ejemplos

F (Vx)(Vxy)a = (Vx,)(Vx))a

F (3x)(Exy)a = (Ix,)(Ax))a

F (Vx)(a@ A B) = (Vxpa A (Vx))B

F 3x)(aV p) - @xpa Vv (3x))p

= (Vx)(a@ = f) = (@ = (3x)p)

FVx)(a = f) = (@ - (Vx)p), si x & FV(a)
F (Vx)(a = f) = (@x)a — p), si x € FV(f)



Propiedades de los cuantificadores
Lema: propiedades de derivabilidad del V
o Sil'Fepyx¢&FV() entonces I' - (Vx)@.

@ SiI'F (Vx)p y t libre para x en ¢, entonces
I' - @lt/x].

Lema: propiedades de derivabilidad del 3

@ Sit es libre para x en @ entonces @[t/x] F (x)p
o Six ¢ FV(y)UFV() entonces, si I', ¢ - y luego
I,@x)e -y



lgualdad e identidad

Hasta ahora usamos hemos interpretado el simbolo
= en cada estructura como la igualdad. Otra
alternativa es caracterizarlo como identidad a través

de axiomas.



Axiomas de |dentidad
Esquemas de Axiomas
1 (Vx)x=x
12 (V) (Vy)(x=y — y=x)
13- (VX)(Vy)(V2)(x=y A y=z — x=2)
4 (Vyp) o (F9,)(V2) oo (Y2,
/\ISiSn yi=z; = t(yy, ... y,)=1(Z1, ... 2,,))
My ... (Vy,)(Vzy) ... (Vz,)(
Ni<i<cn Vi=zi = 015 - ¥) < @(24, ... 2,,)



Propiedades de los Axiomas

@ Si una estructura ./ es modelo de I1,12,13
entonces el simbolo = es interpretado por una
relacion de equivalencia.

@ [4 exige ademas que la relacién sea una
congruencia con respecto a todas las relaciones
definibles en el lenguaje.

@ Si interpretamos a = como la identidad, se
demuestra que toda estructura .# cumple

ME(I1,12,13,14)



Identidad y Deduccién Natural (1/2)

0S axiomas pueden Iincorporarse como reglas
derivacion.

ERII

I=s
= RI2



Identidad y Deduccién Natural (2/2)

0S axiomas pueden incorporarse como reglas

derivacion.
11=sy ... t,=s,
1 E ST S5 ST | P II  J-S TRRO 4 RI4
t=s; ... t,=s, olt;,....1,/z1,...,2,] T

@Sty ooy 8,121,005 2,]
(*) Para cada i € [1..n] se tiene que ¢, y s; estan
libres para z; en @.



Otras Versiones de las Reglas

Sea & un lenguaje de tipo (r,...r,;ay, ... a,; k).
Entonces, los axiomas Rl4 pueden derivarse de

tlﬁsl ta_isaj

J
. RI4
[0 e 10 )= 551, o 84)

tlisl triisri P(tl,...,tri)
P(sy,....8.)

RI4™*

usando induccién en TERM y FORM.



Para poder probar consistencia, debemos extender
la definicion de F a todo FORM.

Intuitivamente, I' E @ vale sélo si, para todas las
estructuras ./ y todas las posibles asignaciones a
(en |.#|) de valores a las variables libres de I y de
@, se verifica que: si las hipétesis en I'(@) son
ciertas, entonces también es cierta @(a)



Definicion. @(a),I'(a)
Dados I' C FORM, ¢ € FORM
tales que FEV(D) UFV(e) C {y1. 5, ...},
y una estructura A

donde @ una secuencia (ay, a,, ... ) de elementos de

|| (eventualmente repetidos)
definimos I'(@) y @(&@) como la sustitucién simultanea
F[C_ll,c_lz, /yl’y2 ] Yy q0[6_11, 6_12, /yl’y2 ] en todas

las formulas de I" y en ¢ de los y; por los a;



Def 28.1. M ET(G) yT E @

i) M ET(a) si para todo y € I'(a) se cumple
M E
i) ' E @ si para toda estructura ./ y para toda

secuencia @ en ||, si /4 E I'(a) entonces
M F p(a)

Observacién

Esta definicion generaliza la definicién 2.2.4. Que se
aplica sélo si I' C SENT y ¢ € SENT.




Lema 2.8.2. Correccion de DER,,

SiI' @ entonces I' F @

Demostrar que:
o K (V)@ — (FAy)(Vx)p
o (Vx)P(x,x), Vy)(Vx)(P(x,y) = P(y,x)) ¥
(Vx)(VY)(V2)(P(x, y) A P(y, z) = P(x, 2))
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