Logica proposicional.
Metateoria:

Correccion y Completitud
Logica




Del conjunto de hipdtesis I' se deduce «

® Defnicin de

valuacién

_ . @ Prueba formal

@ Equivalencias légicas . :
) @ Requiere ingenio
e Hay métodos que

responden Sl o NO

iSon equivalentes ambas formas de responder la
pregunta?



Correccion y completitud del calculo

proposicional
Si construimos una prueba siguiendo las reglas
dadas:

@ jestamos seguros de que no puede ocurrir que
las hipétesis sean ciertas y la conclusién no?

@ ;Y reciprocamente? Si alpha es consecuencia
l6gica de T, jexiste una derivacién de a con
hipotesis en 17

iSecumple'-a < T Fa?



Correccion del calculo proposicional

La correccién de un célculo nos indica que las reglas
de construccién de sus juicios reflejan nociones
semanticas. Un célculo es correcto para una
semantica.

Lema 1.6.1 Correccién del sistema de pruebas
Sean I' C PROP y @ € PROP

sil'F «a entonces I' F



Lema 1.6.1 Correccion del sistema de
pruebas

4

Versién Original
Sean I' C PROP y a € PROP

si]'F a entonces I' F &

eI'a< (3D EDER)((T =T UH(D)) y
C(D) =a)

@ Si se prueba que
(VD € DER)H (D) kF C(D)
entonces se puede probar la tesis.

@ Esto se puede hacer mediante una induccién en DER.



Lema 1.6.1 Correccidén
Usamos el PIP para DER

Consideramos la propiedad

H(D)EC(D)
T)
@ F o (D = ¢ por lo que coinciden hipétesis y
tesis.)
Dem.

En todas las valuaciones v tal que v(p) =1, se

cumple que v(yp) = 1.
|



Lema 1.6.1 Correccidn

Caso IA (D se construye con IA)

HI)

1. Sea D’ tal que H(D") E C(D’") con
C(D") = a.

2. Sea D” tal que H(D”) E C(D") con
C(D")=p

N4

3. D= 4 8
alp

(IN)

i)
HD)FaAp




Lema 1.6.1 Correccidn

Dem. )
1. Por definicién de H(D) se sabe que H(D) = H(D’)U H(D”) por lo

que se cumple que dada una valuacién v cualquiera:
(Vo € H(D).v(p)=1) =
(Y’ € H(D)o(p') =1) y
(V" € H(D").0(¢") =1)
2. Por HI.1 y 2 para toda valuacién v se cumple que :
(Vg € H(D').(v(p) = 1)) = v(a) = 1
(Vo € H(D").(v(p) =1)) = v(B) =
3. Por 1y 2 se cumple que:

(Vo € H(D).v(p) =1) =
(v(a)=1)y
v(B)=1)

4. Por lo que por definicién de valuacion y de consecuencia légica, se
cumple que la tesis.



Lema 1.6.1 Correccidn

HI)
1. Sea D’ tal que H(D") E C'(D’) con
C(D") = B.




Lema 1.6.1 Correccidn

Caso I —

eT' Por HI.1 se sabe que todas para cualquier valuacion v se cumple que:
(Vo € H(D').v(p) = 1) = v(8) = 1
2. Por def de H(D) se sabe que en este caso, que a lo sumo
H(D’) = H(D) U {a}. (podria ser que H(D) = H(D’))
3. Por la afirmacién 2, se sabe que dada cualquier valuacién v, se cumple
gHe: (Vo € H(D).w(p)=1) =
(Ve € H(D").v(p) =1) o bien v(a) = 0)
4. Por la observacién anterior, dada una valuacién v tal que
(Vo € H(D).v(p) = 1) tiene que cumplir una de las dos condiciones
del consecuente y por lo tanto:
@ o bien la valuacién hace verdaderas a todas las formulas de
H(D’), con lo que v(3) = 1 por hipétesis
@ o bien v(a) =0
En cualquier de estos dos casos v(aw — ) = 1 por lo que se cumple la
tesis.



Lema 1.6.1

Realizar los restantes casos inductivos.



Usos del Teorema de Correccidn

Proporciona formas de mostrar una consecuencia
semantica. En particular, otra forma de mostrar que
una férmula es tautologia.

si ¢ entonces F ¢

Proporciona formas de mostrar cuando no se cumple
una consecuencia sintactica. En particular, una
forma de mostrar que una férmula no es teorema.

si ¥ o entonces ¥ ¢



Teorema de completitud

Completitud

Sean I' C PROP y o« € PROP @ Dice que dada una Consecuencia
) Semantica, se puede hacer una
SiT'F o entonces I' - « derivacién que la justifique.

@ Es el reciproco de Correccion.
@ Demostramos el Contrareciproco.

Demostracién (Contrareciproco: I' ¥ o« = T" ¥ «)

I'Foa

= (crec.RAA)

T,—a ¥ L

=)

(Fv)(Ve e P U{-a})(v(p) =1)

= (s

(Fv)(Ve eT)(v(p) =1y v(a)=0)
(D

—> (Def. consecuencia semantica)

h

ef. valuaciones)



Algunos elementos para terminar la prueba

Definiciones a ver

@ Conjuntos consistentes de férmulas
@ Conjuntos consistentes maximales de féormulas
@ Teorias

Resultados a ver

@ Condicién suficiente de consistencia: si un
conjunto es satisfacible, entonces es consistente

@ Todo conjunto consistente esta incluido en
alglin conjunto consistente maximal

-
‘



Conjuntos consistentes

Definiciéon 1.6.2

Un conjunto I C PROP es consistente (o libre de
contradicciones) sii I' ¥ L.

prop
cons(T")

- // r__— ‘\*\\
@y @i




Conjuntos inconsistentes
Un conjunto I' C PROP es inconsistente sii I' — 1.

cons(I") = Prop

T

{p/¢ < L}



Lema 1.6.3

Demostrar

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i I' es inconsistente
ii Para toda ¢ € PROP se cumple I' F ¢
iii Existe ¢ € PROP tal que '@ y I' - -

Contrareciprocos

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i I' es consistente
ii Existe ¢ € PROP tal que I' ¥ ¢

iii Para todo ¢ € PROP se cumple que I' ¥ ¢ o
T



Lema 1.6.3. o —

H)

I' es inconsistente
T)

Para toda ¢ € PROP se cumple I' - ¢
Dem.

-1
—> (Notacién F)
(3D €DER)H (D) C Ty C (D) = L
—> (Eliminacién 1)
(Vo)(3D €DER)H (D) C Ty C (D) = ¢
= (Notacién +)
(Vo) ko

|



Lema 1.6.3

Pruebe las partes faltantes del lema, es decir,
B—=7vyy—a.



Lema 1.6.4. Condicion suficiente de

nsistencia
H) Dado I' C PROP tal que hay al menos una
valuacién v que cumple que:

(Vo €T)u(p) =1
T) T es consistente.

Estrategia de prueba: Contrareciproco
H) I't 1
T) No hay ninguna valuacién v tal que:

(Vo eT)o(p) =1



Lema 1.6.4 Condiciéon Suficiente de

Consistencia
Demostracién (del contrareciproco)

Dem.

k1

= (7)

e L

= (7)

(Vw)si (Vo € T)w (@) = 1 entonces w (L) = 1

= (7)

No hay ninguna valuacién tal que (Vi € T)w (@) = 1

Ejercicio. Justifique los pasos.
Sugerencia: En el Gltimo paso suponga que hay una valuacién que cumple lo

pedido.



Ejercicio

consistentes
°
{=p1 APy = P, p1 = (7P1 = P2), Py <> ~P2}
° {p; > pip1:t EN}
o {p; 2> piy1:1€{0,1,2}} U{p, = —py}
© {p; & i1 :1€{0,1,2}} U{-p, = pp}




Conjuntos consistentes: Propiedades

Lema 1.6.5

1. SiT'U{—y} es inconsistente, entonces I" - .
2. SiT'U {p} es inconsistente, entonces I' - —¢.

Otra lectura

1. SiT ¥ ¢, entonces I' U {—p} es consistente.

2. SiT' ¥ —p, entonces I' U {¢} es consistente.



Def. 1.6.6. Consistencia maximal

Definicidn

Un conjunto I' C PROP es consistente maximal sii

i I es consistente
i si A C PROP es consistente y I' C A, entonces

r=A
Corolario A. (Otra visién de la def.)
I I' es consistente

i si A C PROP cumple I' C A, entonces A es
inconsistente.

Corolario B. (Otra vision de la def.)
i I' es consistente

ii Para cualquier ¢ € PROP se cumple que si o ¢ T’
entonces I' U es inconsistente.



Consistencia maximal y valuaciones

H) Sea v una valuacién.
T) El conjunto
I',={p €PROP:v(p) =1}
es consistente maximal.
Dem.

Sea 'y, C A.
pyeA T,
= (?)
- el,
= (?)
- € A
= (7)
AF L.



Teorias

Definicién

Un conjunto I' C PROP es una teoria sii
Cons (I') CT.

Otra escritura

Un conjunto I' C PROP es una teoria sii para toda
o € PROP, si I' - a entonces o« € T




Lema 1.6.8 Consistente Maximal = Teoria

H)
Sea I' consistente maximal.
T)
I' es teoria.
Dem.
'«
= (7)
I' ¥ —«
= (7)
I'U{a} es consistente
= (?)
acl.

_



Lema 1.6.9 Pertencia a CM ~ Semantica

H)
Sea I' consistente maximal.
T)

i Para toda o« € PROP, o bien o € I, o bien —a € T".

i Para toda «, 8 € PROP, @ — (B € I sii
(si « € T" entonces B € I).

i Paratoda o, B€PROP, aANBETl'siacl'yBel.
iv Paratoda a,B€€PROP, aVBel'siacel’'opBel.

v Para toda a, B € PROP, a <» B € I' sii (ax € T sii
B eTl).



Lema 1.6.9.i

I'CM < (Yo € PROP) o bien o € ' 0 bien —a € T

Dem.

Como I' es consistente no puede suceder que
acl'y ~acl. Ademas,

aé¢l —a ¢ T
= (7) = (7)
INak L I'—at+ L
= (7) = (7)

I' -« I'Fa

= (?) = (7)

- €T, acel.



Lema 1.6.9.ii.

Directo
H)
Sea I' consistente maximal, y « — g €T’
T)
sia € I' entonces g € T
Dem.
ael
= (?)
I'F«
= (?)
g
= (?7)
pgel.

e



Lema 1.6.9.ii

Reciproco

H) Sea I' consistente T) a—pel
maximal, y si a € I" entonces
gel
Dem.
gel a¢ll
= (7) = (7)
rLp —acl
= (7) = (7)
'Fa—pg I'F -«
= (7) = (7)
a—pel. 'Fa—p
= (7)
a—pel.



Teorema de completitud

Completitud

SiT"E a entonces I' -

Demostracién (Contrareciproco: I' ¥ oo = T' ¥ «)

I' ¥« I',—a ¥ L

= (crec.RAA) = (?7)

L, —a ¥ L AT U{-a} C A

= y A es consistente maximal

U{—a})v(p)=1) =

? (De_f. valuaciones (H'U, A_)F U {_‘Oé} CA
(F)(Ve e D) (v(p)=lyv(a)=0)y (Vp € A)v(p)=1
=> (Def. consecuencia semantica) = (?)

'« Fu)(Ve € T U {—a})v(p) =1

~—~



Lema 1.6.7.

Sea I' C PROP consistente.

Tesis

Existe I'* C PROP consistente maximal tal que
rcr.



Lema 1.6.7. Demostracién (1/2)

1. Enumeramos todas las palabras de PROP:
Pos P1s P2 -
2. Definimos la familia T' de conjuntos de
férmulas como:
fo =T
siT,,U{p,} es consistente

T = entonces I', U {¢, }
sino I,
3. Probamos que para cualquier n € N se tiene
que I",, es consistente (induccién)



Lema 1.6.7. Demostracién (2/2)

4. Definimos el conjunto de férmulas I'* como:
' := U f‘n
neN
5. Probamos que I'* es consistente
(contrarreciproco)

6. Probamos que I'* es consistente maximal
(contrarreciproco)



Lema 1.6.10
Hipotesis
Sea I' C PROP consistente.

Tesis

Existe una valuacién v tal que para cualquier
formula a € T' se cumple v () = 1.

Demostracion
1. Sea I'* consistente maximal tal que I' C I'™*.

2. Definimos v con v (p) = 1 sii p € I'*,
3. Probamos que v () = 1 sii v € T'™.

36



Lema 1.6.10.3

Sea I'* C PROP consistente maximal, y la valuacién
v tal que v (p) = 1 sii p € T™.

Tesis

Para toda o € PROP se cumple que v () = 1 sii
acI™.

Demostracién

Usamos PIP. La propiedad es
Pla) i=v(a)=1ael”

37



Lema 1.6.10.3. Casos base
Pla)=w(a)=1<acl™)

Por definicion de wv.

Hay que justificar que v (L) =0y L ¢ I'".

38



Lema 1.6.10.3. Negacién e implicacién
(v(a) =1 ael™)

P (o — )
v(—p) =1 v(p =) =0
< (?) < (?)
v(p) = v(p)=1ywv()=0
<= (?7) <= (?)
X pel™yy gl
< (7) <= (?)
—p € T*. © — 1 ¢ I~



Lema 1.6.10.3. Conjuncidn y disyuncién
(v(a) =1 ael™)

P (o V)
vipAp) =1 v(pV)=0
= (?) <= (?)
v(ip)=1lywv(p) =1 v(p)=0ywv(p) =0
<= (?) <= (?)
pel™yypel” gy g I
<= (?) <= (?)
oA eTl™. oV ¢TI



Lema 1.6.10.3. Bicondicional
Pla)=(v(e) =1 aecl”)
v(p 1) =1
<= (?7)
v (p) = v ()
<= (?7)
pel*syel™
<= (?)
@ &P el™




Corolario 1.6.11

Demostracion

I' ¥ «
Sean o € PROP y .
I' C PROP tales que )
I'—a ¥ L
I' ¥ a.
= O _
(J0)(Yp € T U {=a})
Existe una valuaciéon v tal v(p)=1
que para toda S €I se =
cumple v (8) =1, y (év)(9g0 el)

ademds v (a) = 0. v(p)=1ywv(a)=0.



Teorema 1.6.12. Completitud

Sean o € PROP y I' C PROP.

Tesis

Si ' F «, entonces I' I «.

Argumento

Contrarreciproco del Corolario 1.6.11.



Del conjunto de hipdtesis I' se deduce «

i
valuacién

@ Prueba formal

@ Equivalencias logicas L :
) @ Requiere ingenio
@ Hay métodos que

responden Sl o NO

Son equivalentes ambas formas de responder la
pregunta. Los teoremas de correccion y completitud
nos autorizan a utilizar tanto mecanismos
semanticos como pruebas formales.



