Logica proposicional. Semantica

Légica



Sintaxis, Semantica e Interpretacién

Sintaxis de un Lenguaje

Describe el conjunto de las frases validas del
lenguaje, tipicamente como un conjunto inductivo.

Semantica de un Lenguaje

Es el significado de las frases validas del lenguaje.
Usualmente involucra diversos conjuntos y
relaciones entre ellos.

Interpretacion de un Lenguaje

Es un mecanismo que permite la asociacién entre
los elementos de la sintaxis (frases del lenguaje) y
los elementos de la semantica.



Sintaxis, Semantica e Interpretaciéon de

PROP
Sintaxis de un PROP

Se define un conjunto inductivo, con ciertas
férmulas base (letras proposicionales) y ciertos
operadores que construyen nuevas férmulas.

Semantica de PROP
El conjunto {0, 1} ({falso,verdadero})

Interpretacién de PROP

Funcién recursiva que para cada elemento de PROP
devuelve el valor 0 o 1 en base al valor de las letras
proposicionales.



Semantica de una férmula proposicional

Valuaciones (intuicién)

@ La semantica de una palabra (férmula) de
PROP estd dada por su valor de verdad (o sea,
si es Verdadera o Falsa).

@ Ese valor se obtiene aplicando una funcién a la
férmula que se desea evaluar.

@ Cada funcién representa un estado de la
realidad (o mundo).

® uv(py) =0,v(p;) =1, ... es la representacién de un
mundo, y v(p,) = 1,...,v(p,) =1 es una
representacion de otro mundo distinto.

e En cada mundo cada proposicién de PROP puede
representar una afirmacion distinta de la realidad.



Semantica de una férmula proposicional

La semantica de una palabra (férmula) de PROP esta
dada por su valor de verdad (o sea, si es Verdadera o
Falsa). Ese valor se obtiene aplicando una funcién a la
formula que se desea evaluar. Cada funcién representa
un estado del universo que se obtiene de la siguiente
forma:

@ En cada funcién, cada una de las letras
proposicionales puede tomar un valor de verdad.

@ | es falsa en cualquier funcion.

@ Los valores de verdad de las formulas atdmicas se
extienden a las féormulas no atémicas de acuerdo
al significado de los conectivos que la forman.



Las palabras de PROP

@ Las letras proposicionales tienen un valor de
verdad conocido.

@ Se abstraen las proposiciones simples a letras.

@ La frase “Los perros comen salchichas con
tuco” colapsa a, por ejemplo, py.

@ Y si esa frase es verdad en una situacion v,
diremos que v(py) = 1. Y si es falsa, diremos
que v(py) = 0.



Construyendo PROP




Calculando valores de verdad




Semantica de PROP

@ PROP esta definido inductivamente.

@ La semantica esta dada por los valores de
verdad de las proposiciones, ya sean simples o
complejas.

@ Se buscara la forma de construir esa semantica
teniendo en cuenta que:

@ Las letras proposicionales pueden tomar cualquier
valor.

e El valor de las letras proposicionales se
“transmite”, lo que permite calcular el valor de las
proposiciones complejas en funcién del valor de las
proposiciones mas simples.



Significado de algunos conectivos

@ El dos es par o impar Verdad

@ El dos es par o natural Verdad

@ Sin es miultiplo de 6, entonces 4 es par Verdad
@ Si4 es impar, entonces 3 es par Verdad



Valuaciones

@ Una valuacion es una funcion de
PROP — {0, 1} que transmite valores de verdad
a partir de las letras proposicionales.
@ No cualquier funciéon de PROP — {0, 1} es una
valuacioén.
@ f(a)=1 para toda a« € PROP
e g(a)=(1+LARGO (a)) mod 2 para toda
a € PROP
@ ;Como se construyen funciones que sean
valuaciones?
e Asegurando que el valor de las férmulas
compuestas queda determinado univocamente por
los valores de las letras proposicionales.



Def. 1.2.1. Valuacién

Una funcién v : PROP — {0, 1} es una valuacién sii
satisface:

v (L) - 0
v((@Ap) = min {v(a),v(f)}
v((aVvp) = max {v(a),v(B)}

v((a = f)) = max {1l —v(a),v(h)}
v((a e p)=1sv(@)=v)
v(() = 1 —v(a)

Observacion. Esta no es la definiciéon de una valuacién,
sino la definiciéon de ser una valuacién; una serie de
ecuaciones que garantizan la transmisién de la verdad.



Teorema 1.2.2

El valor de verdad de los atomos determina una Unica
valuacién (el valor para cualquier féormula).

Seaw : P— {0,1}.
Tesis

Existe una dnica valuacién v : PROP — {0, 1} tal que
v(p) = w(p) para todo p € P.




Teorema 1.2.2
Demostracion
Considere una funcién v sobre PROP definida por
recursién primitiva tal que:
@ v(p) =w(p) paratodo p e P
@ v es una valuacién (cumple con Def. 1.2.1)

Esta funcién existe y es Unica dado que fue definida por
recursién primitiva. Ademas es valuacién (por su propia
definicién).



Lema 1.2.3

El valor de verdad de una férmula depende tinicamente
del valor de sus letras de proposicion

Sea @ € PROP. Sean vy v’ dos valuaciones tales que
v(p) = V' (p) para toda letra p que ocurre en «a.

Tesis

Entonces v (a) = v’ (a).



Def 1.2.4. Tautologia, consecuencia logica

Tautologia

Decimos que a € PROP es una tautologia ssi para
cualquier valuacién v se cumple que v (a) = 1.

Consecuencia légica

Dadas I' C PROP y a € PROP, a es consecuencia logica
de I" ssi para cualquier valuacién v:

Si (Vy e Do (y) =1, entonces v (a) = 1.
Notacién

I'F o selee “a es consecuencia légica de I'"

Yi>---» ¥, F @ se lee {yl,...,yn} Fa
Fa selee @Fa

F a selee “a es tautologia”



Uso directo de la definicién de valuacion
Investigar F py — pg

Sea v una valuacién. Luego,

v(p_o—>po)
max{l = U(Pé) ,U<p0)}

= (v(p) €{0.1})

1.

Como cualquier valuacién cumple v (py = py) = 1,
concluimos que F py = py.



Uso directo de la definicién de valuacion
Investigar F @ — @

Sea v una valuacién. Luego,

v(p = @)
— (def.)
max {1 —v(e),v(p)}

= (v(p) €{0.1})

I.

Como cualquier valuaciéon cumple v (@ — @) =1,
concluimos que (Vo € PROP) F @ — @.



Uso directo de la definicién de valuacion
Investigar F p; V py < —p; = py

Sea v una valuacién. Luego,

v(pyVpy o p > py) =1

<& (def)
v(pVpy) =v(-p = p)
<& (def)
max {v (py),v (p2)} = max {1 —v(=py),v(p2)}
< (def.)

max{v(pl) ,U(pz)} = max{l -1 +v(p1) ,v(pz)},
y esto es inmediato. Como cualquier valuacién cumple
v (pl V p, & Tp; — Pz) = 1, concluimos que
Fp1Vpye P =Dy



Uso directo de la definicién de valuacion
Investigar F py — p;

Sea v una valuacién. Luego,

v (po =~ p1)

= (def)

max{l —U(po) ,U(pl)}.

Siv (po) =1lyv (pl) = 0, tenemos v (Po —>p1) = 0.
Como hay una valuacién v que cumple v (po — pl) =0,
concluimos que ¥ p, — p;.



Uso directo de la definicidon de valuacion
Investigar F (p; = py) A (py V py)
Sea v una valuacién. Luego,

U;(IH = py) A(p; sz))
=min{v (p; = p,) . v (2P V)|
.= min{max{l —v(pl) ,U(pz)},l —v(p1 sz)
= min {max {1 -0 (p;) .0 (p2)} -1 = masx {0 (p,) .0 ()}
= mm{max{l — U(p1> ,v(pz)},mm{l — v(pl) , 1 — U(pz)}}
=m1n{max{1 - v(pl) ,u(pz)},l— U(pl),l —U(pz)}

Siv (pl) =1, tenemos v ((p1 - p,) A (p, sz)) =0.
Como hay una valuacién v que cumple

v ((p; = po) A=(p; V py)) =0, concluimos que

¥ (py = py) A=(py V py).



Uso directo de la definicién de valuacion
Investigar @, w F @ Ay

Sea v una valuacién tal que v(p) =1y v(y) = 1.
Luego,

v(pAy)
— (def.)
min {v (@), v (y)}
= (hip.)

1.

Como cualquier valuacion que cumple v(p) =1y
v(y) =1 debe cumplir que v (@ A yw) =1, concluimos

que Vo, w)p,w EF o Ay,



Uso directo de la definicién de valuacion
Investigar p; F py A p3

Sea v una valuacién tal que v (pl) = 1.

U(pz /\P3)

= (def.)

min {v (pz) ,U (p3)} .

Siv (pl) =1lyv (pz) = (0, tenemos v (pz/\p3) =0.
Como hay una valuacién v que cumple v (P1> =1y
v (p2 /\p3) = 0, concluimos que p; ¥ p, A ps3.

i El argumento anterior sirve para justificar
(Yp,q.r € P)pF qgAr?
.Y para Vo,y,0 € PROP)p F yw Ac?



Considerando los valores de cada parte
Investigar F py — pg

Sea v una valuacién. Luego,

Caso v (po) =0 Caso v (po) =1
v (Po = Po) v (po = Po)
= (def)) = (def)
max{l—u(po),v(po)} max{l—u(po),u(po)}
max{l_— 0,0}. max{l_— 1,1}.

Como cualquier valuaciéon cumple v (po - po) =1,
concluimos que F py — py.



Investigar @,y F @ A w (Considerando ...)

Sea v una valuacién tal que v(p) =1y v(y) = 1.
Luego,

vipAy)
— (def.)
min {v (@), v ()}
= (hip.)

1.

Como cualquier valuacion que cumple v (@) =1y
v(y) =1 debe cumplir que v (@ A y) =1, concluimos

que (Vo,y)p,w Ep Ay.



Investigar p; F p, A p; (Considerando ...)
Sea v una valuacién tal que v (pl) = 1. Luego,
Caso v (pz) =0

U(Pz /\P3)

= (def.)

min {v (p,) ,v (p3) }

min {O, v (p3)} .

Siv (pl) =1lyv (pz) = (0, tenemos v (p2 /\p3) =0.
Como hay una valuacién v que cumple v (pl) =1y
v (p2 /\p3) = 0, concluimos que p; ¥ p, A ps3.



Tablas de verdad
Investigar py = py

Construimos una tabla de verdad considerando todos los
valores posibles que pueden tomar las letras en juego.

Po | Py — Po
0 1
1 1

Como cualquier valuacién cumple v (py = py) = 1,
concluimos que F py = py.



Investigar ¢ — @ (TV

o Y-
0 1
1

Como cualquier valuaciéon cumple v (@ - @) =1,
concluimos que (Vo) E @ — o.

i Qué sucede cuando @ = L7



Investigar p, V p, & —p, = p, (TV

P1| Py |P1IVDy| 7P| P12 D2 | P1IVDPy < D12
00 0 1 0 1
01 1 1 1 1
110 1 0 1 1
1|1 1 0 1 1

Como cualquier valuaciéon cumple

v (pl V p, < pp = p2) = 1, concluimos que
Fp1Vpy<p = b

.En qué renglén aparece la valuaciéon que cumple
v (p3) =07



Investigar p, — p; (TV

Po|P1|Py— P
00 1
011 1
10 0
1|1 1

Como hay una valuacién v que cumple
v (po — pl) = 0, concluimos que ¥ py — p;.



Investigar (p;, = p,) A—(p; V p,) (TV)

PL= D | PP | (P V)| (pp = p) A((py V Pp,))

P | P
0|0 1 0 1 1
0|1 1 1 0 0
10 0 1 0 0
1|1 1 1 0 0

Como hay una valuacién v que cumple
v ((p1 — py) A (py sz)) = 0, concluimos que
F(p1 = p2) A2(py V D).



Investigar o, w F o Ay (TV

AR 2N
0[0] 0
0[1] 0
110 0
1/1] 1

Como cualquier valuacion que cumple v (@) =1y
v(y) =1 debe cumplir que v (@ A yw) =1, concluimos

que Vo, w)p,w F o Ay,



Investigar p, E p, A p; (TV)

P2 A\ D3

»—ﬂ»—t»—ﬂ»—toooos
—_—0 O = = O oOF

—_ O =, O = O = OoF

— O O O = OO

Como hay una valuacién v que cumple v (pl) =1y
v (p2 /\p3) = 0, concluimos que p; ¥ p, A ps3.



Tableau Semantico

Investigar F p, = p,

@ Los Tableau Semanticos son arboles cuya raiz contiene una
féormula y un valor de verdad.

@ Qué valor de verdad elegimos para la raiz depende de lo que
se quiera probar.

F.p, = po

T.py X
F.p, X

Como ninguna valuacién cumple v (p0 - po) = 0, concluimos que
F by = Po-



Investigar F ¢ — ¢ (TS

F.o - @
|

T.p X

F.o X

Como ninguna valuacién cumple v (@ — @) =0,
concluimos que F ¢ — @.



Investigar F p, V p, = =p, — p, (TS)

|
F.pi Vp, = 7p = py

Como ninguna valuacién cumple v (p1 Vp, = p - p2> =0,
concluimos que F p, V p, = —p; = p,.



Investigar F p, — p; (TS

T.po

Las valuaciones que cumplen v (po) =1y
v (pl) = 0 muestran que ¥ py = p;.



Investigar E (p, — p,) A ~(p, V p,) (TS)

F.(py = po) A=(p1 V py)
_/’ 
F.p. = p
|
T'pl

Las valuaciones que cumplen v (pl) =1y

v (Pz) = 0 muestran que ¥ (p; = py) A(p; V py).
Esto hace que no sea necesario seguir con la rama

derecha del tableau.



Investigar @, w F @ Ay (TS

T.g
Ty
FoAy
/\
T.p X T.p
T.y T.yw X
F.o X F.y X

Como ninguna valuacién que cumple v(@p) =1y
v(y)=1 cumple v(@p A w) =0, concluimos que

o,y FoAy.



Investigar p, E p, A p

F.0y A ps
/\

Las valuaciones que cumplen v (pz) =0yv (P1> =1
muestran que p; ¥ p, A p3. No es necesario seguir con el
tableau en este caso.



Reglas de las tableau semantico

F T
Fop-oy To->yw
\ _—
- T.o F.po Ty
F.y
Fpoy Topoy
T.p Fo|To F.po
F.y Ty Ty F.y
F-o T.~@
- | |
T.p F.p




Reglas de las tableau semantico

F T
FoAy ToAy
A — |
F.p F.y To
Ty
F.oVvy ToVvy
| T
v F.o T.p Ty
F.y
1
F.L T.1LX



Tautologia, contradiccion y contingencia

Tautologias Férmulas que son verdaderas en todas las
valuaciones.

Contingencias Férmulas que son verdaderas en algunas
valuaciones y falsa en otras.

Contradicciones Férmulas que son falsas en todas las
valuaciones.

Cuando se trabaja con implicaciones, puede ser mas
simple analizar cuando no es tautologia.

Cuando se trabaja con consecuencias légicas, puede ser
mas simple analizar cuando no se cumple.



Tautologias

= a < o
= a <
= aVa < «o
E avVff < fVa F BRESE
F aAfeo fAa
F (> f) & -aVvp
F(ax— p) o ~(aA-p)
F (e f) & foa = (@ = ) < ~ff —
= aANa « 1
F 1l-oa

F avfVvye(aVvpVy
F aA(BVy)eo(@Ap)V(aAy)



Equivalencia en PROP

Def. Equivalencia entre proposiciones

Dos férmulas proposicionales @ y f# son equivalentes sii
a@ < f es una tautologia

Notacién
aeqp

Observacién
Se cumple a eq f si y sélo si para cualquier valuacién
v . PROP — {0,1} se cumple v (a) = v (f).

Lema 1.3.5
La relacién eq es de equivalencia en PROP X PROP

‘
o



Equivalencia en PROP. Clases de
equivalencia




Leyes algebraicas

FE(avVp)Vy o aVpVy

F aVvVp e fVa

F ava e a
FaV(@Ap) o a
Fav(BAay) o (@vp)Aa(@Vy)
F =(aVp) < an-p

(@aVP)VyeqaVpVy
aVfeqfVa
aVaeqa
aVaeqa

aV(aAp)eqa

~(aV p)eqaA-f



Leyes algebraicas

FE(@APAy o aANPAY

F aANfp o A

F aANad o a
FaA(aVp) o a
Fan(BVy) o (@Ap)V(any)
F —(aAp) < —aVp

(@AB)Ay eqa AP Ay
aANfeqfAa
aANaeqa

aAN(aVp)eqa

aAN(fVy)eq(aAp)V(any)
(@A p)eqaVp



Leyes algebraicas

E-a o a

- eq @



Equivalencias entre conectivos

aofeqa—pPHAPB—a)

a— feqaVp

aVfeqa—p

aV feq(-aA=p)

aApfeq (zaVp)
“aeqa— L
leqaA-a



Mas ejemplos de consecuencia légica

a,pFanp

akEavVvp

PEavVp
aVvp,naF f
aVv p,pFa
a,-a F L
a— f,7fFa
ae pf,aFp
a< f,aFf



L emas Auxiliares
Lema 1.3.2

Fa—f
aAfeqayaVpfeqp

Lema 1.3.3
Si F a entonces a A f eq f

Si F a entonces ~a V ff eq
lvp eq P
~LAB eq B

o o0 T w



Sustitucion.

_[_/_] : PROP X PROP X P — PROP
I Llgp/p] =1
; _J osip=gq
i q[(p/p]—{ -y
i (a % P)[/p] = (ale/p] * Blo/p])
v (ma)[e/p]l = (male/p])



Sustitucion por formulas equivalentes

@ Si a; y a, son equivalentes, entonces puedo
sustituir una letra proposicional de una férmula
p cualquiera por a; y por a,, y obtener
férmulas equivalentes.

@ Esto se utiliza mucho en matematica: no
dudamos en afirmar la siguiente igualdad

3X2+5)=3x7

@ ;Por qué vale esa igualdad?

e Porque sabemos que 2+ 5 =7
e y reemplazamos iguales por iguales

@ Esto es, en la expresion 3 x & sustituimos a &
por (24 5) y por 7, y obtenemos dos nimeros
iguales.



Sustitucion por formulas equivalentes

Teorema de sustitucion 1.2.5

) €q ap

Tesis

Para cualesquiera f € PROP y p € P, se cumple
Pla,/p] eq flay/p]




Teorema de sustitucion 1.2.5

Observemos ...

a; €q ap
> (Vo)v (al) = (az)
=Y, B, p)v (Blay/p]) = v (Blaa/pl)
= (Y6, p)Bla,/p] eq flay/p].

Lema

Hipdtesis Sean v, ay, a, tales que v (al) =v ((xz).
Tesis Para cualesquiera f € PROP y p € P, se
cumple v (ﬂ[al/p]) =v (ﬂ[azlp]).

Pruebe el lema explicitando la propiedad que busca
y usando el PIP adecuado.



Investigar (p;, — p,) A =(p, V p,) (GQ)

(py = p) A=(py V py)
€q (B=pA~(p1 Vpy.ay =p; = Py, =PV D)
(7p1 vV p) A=(py V py)
€q (B = (=p1 V) Ap.ay ==(p; V ), @ = =p; A=py)
(7p1 V P2) APy ATy
eq
((=py V py) ATp) Apy
eq (f=pA-pray = (=p, V) App,ar = py )i Por qué? Completar.

7Py A D,
Siv(p;)=1yv(p,) =1, tenemos
v (—|p1 A —-pz) = (0. Como hay una valuacién v que
cumple v (—|p1 Vp2) =0y
(p; = py) A—(p; V py) eq 7py V p,, concluimos que
Z(p1 = p2) A=(py V o).



Investigar p, V p, < p; = p, (eq

P~ D2
eq
—|—|p1 \/p2
€q (=pVpya =—7p, @ =p)

p1V D>

Como p; V p, eq =p; = p,, concluimos que
Fp1Vpy < 7p = P



Conectivas n-arias

Sea f : {0,1}" = {0,1}. Una conectiva logica n-aria $
queda definida por la funcién f si para cualquier
valuacién v se cumple

(Vq',....q" € P ($(q',....q4")) = £ (v(a') ... v (d"))

Conjuntos completos de conectivos

K es un conjunto completo de conectivos si para cada
conectivo n-ario $ y letras proposicionales ¢, ..., ¢"
existe una formula ¢ € PROP cuyos conectivos estan en
K, sus letras en {ql, ,q"}, y tal que

o eq$(q1,...,q”).



Conectivas unarias (1/2

q" $(q1) 7
0 0 0
1 1 1

7' $<q1) =

1 1

1 0 0




Conectivas unarias (2/2

q |$(q')|~q |q Vg

1|1 l
1l 1 |o 1
q' |$(q")|~q' | 4" v-q'|=(q'v-gh)
0 | 1 I 0
1 0 1 0
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Conjuntos completos de conectivos
Teorema 1.3.6

El conjunto {—,V} es un conjunto completo de
conectivos.

o {7, A}

o {1, —}

o {—l,—)}



Notacion. Conjunciones y disyunciones

Definicién 1.3.7

A\igo @i = Po

i<n+l1 7 = mign i A Pn+1
WiSO @i = )
Wi§n+1 @i = Wign @i v Pn+1



Formas normales
Definicién 1.3.8

Forma Normal Conjuntiva

Una férmula esta en forma normal conjuntiva sii es de
la forma N\;<, (W j <, ®:j) donde cada g;; es una
férmula atémica o la negacién de una férmula
atomica.

Forma Normal Conjuntiva
Una férmula esta en forma normal disyuntiva sii es de
la forma \/,<,, (/A\j<m, ®:;) donde cada @;; es una
férmula atémica o la negacién de una férmula
atomica.



Formas normales
Teorema 1.3.9

Para toda a € PROP existen férmulas a y a“ en forma
normal conjuntiva y forma normal disyuntiva
respectivamente tales que

@ eqa‘ y aeq a’.



