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Condiciones de factibilidad y optimalidad

Técnicas de resolucion de grandes problemas de programacion lineal

Generacion retrasada de columnas (variables) [Dantzig-Wolfe, 1960]
1. Se reduce el problema a un subconjunto de sus variables.
2. Se resuelve el problema reducido corriente.
3. Se determina una variable excluida del subconjunto que tiene costo

reducido que mejora el objetivo corriente (sin calcular los costos
reducidos de todas las variables excluidas).

4. Se incorpora la variable y se reitera (2.) hasta que no haya dichas
variables.

Generacion retrasada de restricciones (planos de corte) [Benders, 1962]
1. Se relaja el problema usando un subconjunto de sus restricciones.
Se resuelve el problema relajado corriente.

W

Se determina una restriccién excluida del conjunto que no verifica la
solucidn corriente (sin evaluar todas las restricciones excluidas).

4. Se incorpora la restriccién y se reitera (2.) hasta que no haya dichas
restricciones.
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Condiciones de factibilidad y optimalidad

Problema lineal de dos etapas

Dado un ndmero finito de realizaciones de la segunda etapa y funciones
lineales, el problema se puede formular en forma extensiva como un
programa lineal determinista equivalente.

Los métodos de resolucién tienen en cuenta la estructura del problema para
ser eficientes.

El método L se basa en una descomposicion o aproximacion lineal externa
(cortes) de la funcion de costo del recurso.
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Condiciones de factibilidad y optimalidad

Formulacion extensiva

Se asume que & tiene soporte finito, con realizaciones & = (qx, A, Tk) y
distribucién de probabilidad py parak =1, ..., K.

El problema en forma extensiva (EF), donde a cada realizacién se asocia la
decision de segunda etapa yy, es

min  ¢"x + Z/f:ﬂ’k‘l/{)’k

sa Ax=b,
Tix + Wy = hy, k=1,..,K,
x>0,y >0, k=1,..,K.

Facultad de Ingenierfa. UdelaR Optimizacion bajo Incertidumbre ler. Semestre 2022 5/21



Condiciones de factibilidad y optimalidad

Forma equivalente determinista o proyectada

Dada una decisién de primer etapa x, las decisiones de segunda etapa y
pueden obtenerse resolviendo para cada k = 1, ..., K, el problema

O(x,&) = min, gy
S.a Wy = hk - Tkx,
y=0,
donde Q(x, &) := oo si el problema es no factible.
Entonces, el problema general, denominado maestro, es
min ¢Ix+ Zszl PrQO(x, &)

sa Ax=b,
x> 0.
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Condiciones de factibilidad y optimalidad

Dualizacion del problema de segunda etapa

Dado el problema k-ésimo de segunda etapa (denominado primal)

min, ¢ly
s.a Wy = hy — Tyx,
y =0,

su problema dual es
max, 7! (h — Tpx)
s.a W < q,{.

La region factible, Py = {r|r”W < g['}, se asume no vacfa.
Sean o), i(k) = 1, ..., Ik Y pj(r)»j(k) = 1, ..., Ji los puntos extremos y los
rayos extremos de Py, respectivamente.
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Condiciones de factibilidad y optimalidad

Condiciones de factibilidad y optimalidad

Dado que Py no es vacio, el problema dual tiene solucién 6ptima 'y Q(x, &) es
finita, o el 6ptimo es infinito y el problema primal es no factible.
Se cumple Q(x, &) < oo, siy solo si

(pj)" (e — Tux) <0, (k). (1)

Cuando Q(x, &) es finita, la solucién 6ptima tiene lugar en un punto extremo
de Py, en particular

O(x, &) = i(k)rgﬁfylk(ai(m)T(hk — Tix).

Equivalentemente, Q(x, ) es el menor valor de z; tal que
(i) (e — Tex) <z, Vi(k).  (2)

Las condiciones de factibilidad (1) y de optimalidad (2) permiten reformular
el problema general.
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Condiciones de factibilidad y optimalidad

Reformulacion con condiciones sobre puntos y rayos extremos

Incorporando las condiciones de factibilidad y optimalidad en el problema
maestro se tiene una reformulacién del problema general

. T K
ming x4+ YK iz

s.a Ax = b,
(i) (e — Trx) <0, =1,...K,jlk) =1,...,J,
(i) (e — Tix) < zxy k=1, ,K,i(k) = 1,... I,
x> 0.

Esta formulacién reduce la cantidad de variables a expensas de incorporar
muchas restricciones.

En el proceso iterado de resolucién solo es necesario incluir las restricciones
que no verifiquen la solucién que se este evaluando.
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Condiciones de factibilidad y optimalidad

Combinacion de las condiciones de optimalidad segiin realizaciones (1/2)

Los siguientes problemas son equivalentes en términos de solucién

min, ’x+ Q(x) min, g c’x+6
sa  xe€ K NKy, s.a Q(x) <6,
x € K1 NKs.

donde Q(x) = Zszlka(xa &)

Dada una decision de primer etapa x", sea 7, la solucion al problema dual de
segunda etapa k-ésimo,

O(x", &) = ()" (g — Tex").

entonces su esperanza es

pe(mp)" (hye — Tix”).

©
Xﬁ

I
] =
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Condiciones de factibilidad y optimalidad

Combinacion de las condiciones de optimalidad segiin realizaciones (2/2)

Debido a la convexidad de Q(x, &) se cumple Q(x, &) > (m}) (hy — Tyx) y

Su esperanza €s
K

Qx) = Y pu(m) (i — Thx).

k=1
La restriccion Q(x) < € implica que se debe cumplir

K

0> pi(m)" (b — Tex).
k=1

Si (x”,60") es solucién Gptima, entonces Q(x") < 6.
Si Q(x") > 6", entonces es necesario establecer una restriccion

K
WT
0> pu(m)" (i — Trx),
k=1
para imponer Q(x) < 6.
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Método de resolucién L

Método de resolucion L (1/3)

Resuelve el problema general mediante una linearizacion exterior de Q(x)

que adiciona cortes de factibilidad, y cortes de optimalidad combinados segin

realizaciones.

Paso 0. Inicializar v :=r := s := 0.
Paso 1. Establecer v := v + 1. Resolver el problema maestro

min,g z= cIx+6

s.a Ax = b,
Dix>d, [=1,..r,
Ex+60>e¢, [=1,..s,
x> 0.

Sea (x",0") su solucién Gptima.
Si s = 0 entonces 8" = —oo y no se considera en el calculo de x".
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Método de resolucién L

Método de resolucion L (2/3)

Paso 2. Parak = 1, ..., K, resolver el problema de factibilidad

miny ,+ ~ u=ew" +elw”
s.a Wy +Iwt — Iw™ = hy — Tix",
y’ W+7 Wﬁ Z 07

donde e’ = (1, ..., 1), hasta que para algtin k, el valor éptimo u > 0.
En dicho caso, sea )\ la solucion dual asociada, se definen

Dr+1 = ()\V)TTk Yy dr+1 = ()\V)Thk.

Agregar la restriccion D, 1x > d, (corte de factibilidad) al problema
maestro, establecer r := r + 1 e ir al Paso 1.
Si para todo k, u = 0, ir al Paso 3.
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Método de resolucién L

Método de resolucion L (3/3)

Paso 3. Parak = 1, ..., K, resolver el problema

min, q,{y
S.a Wy = hk — Tkx",
y =0,

Sea 7 la solucién dual éptima del problema k, se definen

H—l = Zpk 7Tk €51 = Zpk 7Tk

Siegr) — Esr1x” < 67, entonces x¥ es la solucién 6ptima, FIN.

Sino, agregar la restriccion Egy1x + 6 > eyt (corte de optimalidad) al
problema maestro, establecer s := s + 1 e ir al Paso 1.
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Método de resolucién L

Ejemplo de evolucion del método L

ncx + 60

Func. objetivo

Rest. factibilidad
Rest. optimalidad

-
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Método L de cortes miiltiples

Método L de cortes multiples (1/3)

Resuelve el problema general mediante una linearizacion exterior de Q(x)
que adiciona cortes de factibilidad, y cortes de optimalidad para cada
realizacion k =1, ..., K.

Paso 0. Inicializarv := r :== 0,y s(k) := 0,k =1, ..., K.
Paso 1. Establecer v := v + 1. Resolver el problema maestro

min,g z=clx+ Zszl Ok

s.a Ax = b,
Dx>d, [=1,..r,
E,(k)x—l—HkZel(k), [ = 1,...,S(k),k: 1,..,K,
x> 0.

Sea (x", 67, ..., %) su solucién optima. Si s(k) = 0,k = 1, ..., K entonces
) = —o0 y no se considera en el célculo de x".
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Método L de cortes miiltiples

Método L de cortes multiples (2/3)

Paso 2. Parak = 1, ..., K, resolver el problema de factibilidad

miny + ,~ u=ewt +elw”
s.a Wy +Iwt — Iw™ = hy — Tix",
y’ W+7 Wﬁ Z 07

donde e’ = (1, ..., 1), hasta que para algtin k, el valor éptimo u > 0.
En dicho caso, sea )\ la solucion dual asociada, se definen

Dr+1 = ()\V)TTk Yy dr+1 = ()\V)Thk.

Agregar la restriccion D, 1x > d, (corte de factibilidad) al problema
maestro, establecer r := r + 1 e ir al Paso 1.
Si para todo k, u = 0, ir al Paso 3.
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Método L de cortes miiltiples

Método L de cortes multiples (3/3)

Paso 3. Parak = 1, ..., K, resolver el problema

min, q,{y
S.a Wy = hk — Tkxv,
y =0,

Sea 7 la solucion dual 6ptima del problema k, se definen

Ego1 =p(m) Ty eyt = pu(m) i
Siesy+1 — Egx)+1x” > 0}, entonces agregar la restriccion
E(k)+1% + Ok > ey(x)41 (corte de optimalidad) al problema maestro,
establecer s(k) := s(k) + 1.
Sieg)+1 — Eg(py)+1X" < 0, paratodo k = 1,..., K, entonces x" es la solucién
Optima, FIN; en otro caso ir al Paso 1.
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Resolucion de problema con recurso simple

Resolucion Recurso Simple (1/3)

Cuando W = [I, —I], donde separando segtin componentes y = (y*,y™ )y

q = (¢*,q"); entonces, los valores 6ptimos de y; (w) e y; (w) son
determinados por el signo de /;(w) — T; (w)x cuando ¢; = g;" + ¢; > 0 con
probabilidad uno.

Dados ¢ y T fijos, las propiedades de separabilidad de Q(x) permiten
my
Q) =3 Qix) donde  Qy(x) = E,[0i(x, &(w))
i=1

Qi(x,&(w)) = ¢ (hi(w) = Tix)" + ¢; (—hi(w) + T.x)"
Estableciendo y; = T;.xy () = Q(x), el problema queda
min  c¢fx + ¥(y)

saa Ax=0>b,
Tx = ¥,
x> 0.
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Resolucion de problema con recurso simple

Resolucion Recurso Simple (2/3)

Si h; tiene funcidn de distribucidn asociada F; entonces

‘If(x) =22 Wilxa)
= fh thl dF( )
= q; fh >X = X)dF (hi) = q;" fy_y,(hi = xi)dF (:)
=g hi —q; xi — i Jj,_, (hi — xi)dF (;)

Si = es acotado tal que o; < h; < f3;, para todo i, entonces

g hi — 47 xis st Xi < @i,
Ti(xi) = qfrhi_— a xi — qi fhgxl.(hi —xi))dF(h;), si o <xi < B,
—q; hi +q; Xi» si xi > B

Cuando el pardmetro aleatorio es continuo se aplica programacion no lineal.
En cambio, si el pardmetro es discreto se puede aplicar programacioén lineal.
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Resolucion de problema con recurso simple

Resolucion Recurso Simple (3/3): Parametro aleatorio discreto

Se asume que cada h; puede tomar valores h;;,j = 1, ..., K; tales que
hit < hpp < ... < hjg, con probabilidad Dij-

Se divide x; en valores x;; correspondientes a cada intervalo [hij, h,-j+1] tales

que
K;

Xi =Y X Xio <hi, 0<xy<hyr—hy, 0< xik. (x)
=0

Los coeficientes del objetivo, que corresponden a la pendiente de W;(x;) en

cada uno de estos intervalos, son

J
dip = —q;", dij=—q; + CIiZPﬂ,J' =1,..., K.
=1

El problema original es equivalente al problema
min c¢’x + Z;n:z] (Qj_ili + ZJKZIO dinij)
sa Ax=b, Tx=x, (x), x>0.
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