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Motivacién

Incertidumbre

@ ;Qué es la incertidumbre?
@ ;Coémo se manifiesta?

@ ;Coémo puede representarse?
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Motivacién

Problemas de decision con incertidumbre

@ La incertidumbre es relevante en muchos problemas de decisién

o Esta se manifiesta hacia el futuro y se revela, con el paso del tiempo, en
el presente

o Las entidades de un problema (datos, decisiones, objetivo, etc.) pueden
depender de eventos aleatorios que la representan

o El modelado del problema conlleva la abstraccion de sus propiedades en
conjunto con la representacion de los eventos aleatorios y su evolucién
temporal
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Motivacién

Modelado de problemas con incertidumbre

@ A menudo la incertidumbre en los problemas se la encapsula en modelos
deterministas (sin representacion de la aleatoriedad)

@ Los modelos deterministas no permiten representar la dindmica de la
evolucién temporal de la incertidumbre

o La optimizacion bajo incertidumbre (programacion estocastica)
constituye un esquema adecuado para modelar la incertidumbre dado
que permite valorar las decisiones tomadas luego de que la incertidumbre
es revelada

@ Los desafios de modelar y resolver problemas mediante programacion
estocdstica son mayores que mediante programacién determinista.
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Modelado y optimizacién

Resolucion mediante modelos

Los modelos permiten la comprensién y la resolucién de problemas.
Implican abstracciones que reflejan interacciones relevantes de las entidades
del problema, donde la simplificacién

@ insuficiente implica costos extras o incapacidad de resolucién, y

@ excesiva provoca inviabilidad debido a falta de realismo.

El proceso de modelado conlleva ciertas etapas:
@ comprensién del problema,
o formulacién (simbdlica) de modelo del problema,
@ resolucién (computacional) del modelo, e

@ interpretacion y validacion de resultados del modelo segtin el problema.
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Modelado y optimizacién

Optimizacion

Andlisis y solucién de problemas en los cuales se determina una decisién
optima entre un conjunto factible. La decision es la mejor segun cierto
objetivo a minimizar 0 maximizar.

@ Analizar propiedades de un problema
@ Formular modelos del problema
@ Desarrollar y aplicar algoritmos de resolucién a los modelos

@ Interpretar y validar resultados de modelos segtin el problema.
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Modelado y optimizacién

Componentes de modelos algebraicos

En optimizacidn se utilizan modelos algebraicos de los problemas,
compuestos por

@ pardmetros (datos),
@ variables (decisiones),
@ conjunto factible de decisiones (mediante restricciones, etc.), y

@ objetivo (extremo de una funcién de las decisiones).
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Objetivo

Objetivo

Introducir al modelado de la incertidumbre en problemas de optimizacion,
evaluando los beneficios, desventajas y desafios de la metodologia.

@ Representar la incertidumbre con eventos aleatorios y funciones de
distribucién

@ Analizar la evolucién de los eventos y estructurar la dindmica de la
informacién en los problemas

@ Modelar los problemas mediante programacién matematica
(optimizacién) en consistencia con la dindmica de la informacién

@ Resolver los modelos y valorar sus soluciones mediante métricas

@ Capacitar en técnicas generales y en algunas aplicaciones.
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Ejemplo Produccion agricola

Produccion agricola — Problema

Un productor debe decidir, anualmente, las cantidades a plantar de ciertos

cultivos y, dependiendo de los rendimientos, las cantidades a vender o

comprar de forma tal de maximizar su ingreso total mientras cumple ciertos

requisitos

Trigo Maiz  Remolacha

Rendimiento (T/ha) 2,5 3 20
Costo plantar ($/ha) 150 230 260
Precio venta ($/T) 170 150 36 (<6000T)

10 (> 6000 T)
Precio compra ($/T) 238 210
Requisito min. (T) 200 240
Tierra disponible (ha) 500
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Ejemplo Produccion agricola

Produccion agricola — Modelo

Variables
Xxr, Xy, Xg : superficie de tierra dedicada a trigo, maiz, y remolacha,
Yy, ¥7 : cantidades de trigo vendido y comprado,
Vi Yy ¢ cantidades de maiz vendido y comprado, y
= YR : cantidades de remolacha vendida a precios favorable y bajo

Formulacion

min 150x7 + 230x3, + 260xz
+238ys — 170y 4 210y5, — 150y,, — 36y§e — 10yy
s.a  x7 4+ xy + xp <500,
2,5xr +y5 — yr > 200,
3xm + ¥y — Yy = 240,
20xg — Y — Y > 0,
i < 6000,
XT,XM7XR»)’VT7YCTJX4,)’5{47)’)1;,)’}% Z 0.
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Ejemplo Produccion agricola

Produccion agricola — Solucion

Resumen de solucion:

Trigo Maiz Remolacha

Superficie (ha) 120 80 300
Producido (T) 300 240 6000
Ventas (T) 100 6000
Compras (T)

Beneficio ($) 118.600

Sin embargo, los rendimientos dependen de las condiciones climéticas.
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Ejemplo Produccion agricola

Produccion agricola — Incertidumbre

Los rendimientos varian un 20% alrededor de los valores medios.
Se plantean tres escenarios con rendimientos correlacionados:

Escenarios Trigo Maiz Remolacha
Bueno (+20%) 3 3,6 24
Medio 2,5 3 20
Malo (-20%) 2 24 16
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Ejemplo Produccion agricola

Produccion agricola — Soluciones segiin escenarios

Resumen de las soluciones independientes segtin escenario:

Bueno (+20%) Medio Malo (-20%)
Trigo Maiz Remo. | Trigo Maiz Remo. | Trigo Maiz Remo.
Superficie (ha) 183 67 250 120 80 300 100 25 375
Producido (T) 550 240 6000 300 240 6000 200 60 6000
Ventas (T) 350 6000 100 6000 6000
Compras (T) 180
Beneficio ($) 167.667 118.600 59.950

El modelo es sensible a los cambios en rendimientos.

(Qué decision tomar?
(C6émo contemplar todos los escenarios?
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Ejemplo Produccion agricola

Produccion agricola — Decisiones y etapas

Se pueden clasificar las decisiones segin:
@ decisiones de asignacién de tierra: xr, Xps, Xg

@ decisiones en compras y ventas: yr, Y7, Vi, Vi yg, YR

Se tiene la secuencia temporal de las decisiones segiin etapas:
@ decisiones de primer-etapa: asignacion de tierra,
@ un evento aleatorio (clima) que determina los rendimientos, y

o decisiones de segunda-etapa: compras y ventas.
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Ejemplo Produccion agricola

Produccion agricola — Modelo estocastico (Formulacion extensiva)

Dados tres escenarios equiprobables, s = 1,2, 3, correspondientes a los
escenarios bueno, medio 'y , respectivamente.

1 1A vV C % C V
Variables de compras y ventas por escenario: yr., ¥ Vs Yiss» y;es, YRs

min 150x7 + 230xp + 260xgr+
+ 30,10 3(238Y5, — 1705 + 210y, — 150y, — 36Yk, — 10yk,)

s.a xr 4+ xm + xr < 500,
XT3 XMy XR Z O,

3xr + ¥71 — Y1 2 200, 2,5xr + Y12 — Y2 > 200, xr + ¥73 — ¥rs > 200,
3,6xm + Yy — Y > 240, 3xm + Yo — Y > 240, Xu + Vi — Yz > 240,
24xR — Yoy — Vi1 >0, 20xg — Yoy — Vho > 0, Xk — Yoo — Vi >0,

Ve < 6000, Vhy < 6000, Ve, < 6000,

y;herhyX/Ilvylclﬂ,y{e]vy;;’l Z 07 ﬁb)’?b)’&mﬁn:){asa)’}}z Z 07 yli/" 7)7;" 7yX4 7yK/I 7))52 7)7;{ 2 0
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Ejemplo Produccion agricola

Produccion agricola — Solucién estocastica

Trigo Maiz  Remolacha
Primer etapa | Superficie (ha) 170 80 250
Segunda etapa
Produccién (T) | 510 288 6000
Bueno (s=1) | Ventas (T) 310 48 6000 (favor.)
Compras (T)
Produccién (T) | 425 240 5000
Medio (s=2) | Ventas (T) 225 5000 (favor.)
Compras (T)
Produccién (T) | 340 192 4000
Malo (s=3) | Ventas (T) 140 4000 (favor.)
Compras (T) 48

Beneficio esperado ($) 108.390
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Ejemplo Produccion agricola

Produccion agricola — Valor de informacion perfecta

Si se conociera perfectamente el clima, el beneficio esperado en el largo plazo
es % (167.667 + 118.600 + 59.950) = $115.406 por afio, denominado esperar
vy ver (WS).

Realmente, lo mejor que se puede obtener es la solucion estocdstica (RP), con
un beneficio esperado de $108.390 por afio.

La diferencia: WS — RP = $7.016, se denomina valor esperado de la
informacion perfecta (EVPI).
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Ejemplo Produccion agricola

Produccion agricola — Valor de solucion estocastica

Asignar la tierra seglin retornos medios, xy = 120, x3; = 80, xg = 300, resulta
en un beneficio esperado de $107.240 por afio, denominado esperanza de
aplicar la solucion de valor esperado (EEV).

La diferencia entre la solucién estocdstica y la esperanza de aplicar la
solucién de valor esperado, RP — EEV = 108.390 — 107.240 = $1.150 por aio,
se denomina valor de la solucion estocdstica (VSS).
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Ejemplo Produccion agricola

Produccion agricola — Subproblema de segunda etapa

Se define #;(s) como el rendimiento del cultivo i € {T', M, R} en el escenario
s =1,2,3. Seat(s) := [tr(s), tm(s), tr(s)] su agrupamiento.

Para una decision de primer etapa x := [xr, Xy, Xg| y un escenario s se define
el problema paramétrico

O(x,1(s)) := min 238y5 — 170y} + 210y5, — 150y}, — 36y} — 10y}
s.a  rr(s)xr +y5 — yr > 200,
v (8)Xpm + Vi — Yy = 240,
ir(s)Xk — Yg — Yk > 0,
Yk < 6000,
Y Y5 Yo i Yo Vi = 0,

denominado subproblema de segunda etapa.
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Ejemplo Produccion agricola

Produccion agricola — Formulacion implicita

Dados la variable de decisién de primer etapa, x, y el parametro aleatorio, f,
que representa los retornos de los tres escenarios, se tiene la formulacién
implicita del problema

min  150x7 + 230xy + 260xz + °0_, 10(x, 1(s))
s.a  xp 4+ xy + xg <500,
X1, XM XR Z 0

Donde se define como funcion de recurso o valor a

3

Q) i= 3~ 5005, 1(5)) = EQ(x ).

s=1
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Ejemplo Produccion agricola

Produccion agricola — Parametro aleatorio continuo

Sea una variacion del problema de produccién agricola en la que los
rendimientos de los cultivos son variables aleatorias uniformes e
independientes: t; ~ Ull;,u;], i € {T, M, R}, cuyos rangos y medias coinciden
con los valores de los escenarios discretos anteriores.

Debido a la independencia del parametro aleatorio, t = [t7, ty, tg], la funcién
de recurso puede separarse segiin cultivos, E,Q(x, 1) = > e 7y gy BrQi(xi, 1),
donde Q;(x;, ) es el valor de la segunda etapa del cultivo i.

Entonces el problema original es equivalente a

min  150x7 + 230x; + 260xp + Zie{T,M,R} EQi(x;, 1)
s.a  xp+ xp + xg <500,
XT3 XMy XR Z 07

Para resolverlo hay que obtener expresiones analiticas de E,Q;(x;, 7).
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Ejemplo Produccion agricola

Produccion agricola — Expresion analitica de E,Q(x, 1)

Para el caso i = R se tiene el subproblema

Or(xg, 1) = min  —36y4(r) — 10y4(7)
| IRXR — Y’;e(t) —yr(t) >0,
Ve (1) < 6000,
Yr(1), k(1) > 0.

La solucién del subproblema cumple que

v (1) = min{6000, rzxg}.

yr'(t) = max{tgxg — 6000, 0}.

Por lo cual se tiene

Or(xg, 1) = —36 - min{6000, tgxg} — 10 - max{rgxg — 6000,0}.
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Ejemplo Produccion agricola

Produccion agricola — Expresion analitica de E,0(x, 1)(2)

E;Qr(xg, t) se calcula en tramos segun la realizacién de los limites de los
rendimientos inferior, [gxg, y superior, ugxg, con respecto a la cuota de 6000.

Para el tramo 6000 < [gxg se tiene que

N ( ) =6000 'y yg'(r) = tgxg — 6000 con tg € Ullg, ug];

por lo que E,Qg(xg, 1) = —36(6000) — 10 leR (Txg — 6000) (-

Finalmente para todos los tramos se tiene

— 156000 — 107y .
_ o ) .
—36frxR si
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Ejemplo Produccion agricola

Produccion agricola — Solucion para parametro aleatorio continuo

Dado que la funcién de recurso es convexa, continua y diferenciable, el
objetivo de primer etapa es lineal, y el problema es convexo, entonces las
condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) son necesarias y suficientes para
un 6ptimo global de

min  150x7 + 230xp; + 260xp + Zie{T,M,R} E:Qi(x;, 1)
s.a  xp 4+ xp + xg <500,
X7, Xm, X > 0.

Aplicando las condiciones KKT, con el multiplicador A para la restricciéon de
tierra, y resolviendo el sistema la solucién es

xr = 136,xy = 85,xg = 279, \ = 275.
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Ejemplo “Canilla”

Problema ““Canilla”

Un vendedor de diarios puede comprar a su distribuidor hasta u diarios a
precio ¢ por unidad.

Vende los diarios a sus clientes a precio ¢, y puede devolver al distribuidor los
diarios sobrantes a precio de retorno r, tal que 0 < r < ¢ < g.

La demanda de diarios varia diariamente, y es modelada segun la variable
aleatoria & con distribucion (acumulada) F(§).

Debe decidir cuantos diarios comprar, x, al distribuidor de forma de
maximizar su beneficio.
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Ejemplo “Canilla”

“Canilla” — Beneficio

El beneficio se define en funcién de la compra y la demanda segtin

_ [ a=ox iox<g
g(X,f) —{ (F—C)X+(q_r)£7 Si )C>§-

Es una funcién lineal a trozos continua con pendiente positiva (g — ¢) six < &
y pendiente negativa (r — c), si x > &.

Si la demanda es conocida, entonces la decision éptima es x* = &.
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Ejemplo “Canilla”

“Canilla” — Beneficio esperado

Segtn la ley de los grandes niimeros el beneficio esperado a lo largo del
tiempo tiende al valor esperado

E[g(x,£)] = / S(x, E)dF(£).

[Notar que la funcién de densidad de probabilidad de & es dg—g).]
Se busca maximizar dicho beneficio esperado

max E[g(x,&)].

0<x<u
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Ejemplo “Canilla”

“Canilla” — Modelo

x : cantidad de diarios comprados,
y(€) : cantidad de diarios vendidos, y
w(§) : cantidades de diarios retornados.

min cx + Q(x)
sa 0<x<u

Donde Q(x) = EcQ(x,&) y

Q(x,§) = min —gy(&§) — rw(§)
sa  y(§) <¢,
y(€) +w() <x,
y(€),w(§) >0
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Ejemplo “Canilla”
“Canilla” — Propiedades de la solucion
La solucién cumple que y*(§) = min{¢, x}, y w*(§) = max{x — &, 0}.
La funcioén de valor esperado de segunda etapa,
Q(x) = E¢[—¢ - min{&,x} — r- max{x — &,0}],

es convexa y continua; ademads, diferenciable cuando £ es una variable
aleatoria continua.

Entonces, aplicando condiciones necesarias optimas,
!/ /
[ex + Q)] = ¢ + Q' (x) = 0,
la solucién seria

x* =0, si ¢+ Q'(0) >0,

x* =u, si ¢+ Q'(u) <0,
una solucién de ¢ + Q'(x) = 0, olc.
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Ejemplo “Canilla”

“Canilla” — Resolucion

Q(x) puede calcularse en funcién de la distribucion de &, F(§).

o = [ (gt = - €)ar©) + [ —axdr(©

=g =) [ €dr©) ~ reF(x) - gx(1 = Flw)

[integrando (§) por partes]

— lg-n (xF(x) - [(re dg> — () - gx(1 — F(3)
=—qx+(q—r) /OXF(f)df-

Por lo que su derivada es Q'(x) = —g + (¢ — r)F(x).

Facultad de Ingenierfa. UdelaR Optimizacion bajo Incertidumbre ler. Semestre 2022

31/32



Ejemplo “Canilla”

“Canilla” - Solucion

Estableciendo la condicién necesaria para el dptimo

c+Qx)=c—q+(g—r)F(x) =0,

. g—c
Sea o := —r
La solucién en funcidn de la distribucién es

x* =0, si o < F(0),
X =u, si a> F(u),
x* = F~'(a) en otro caso.

Donde F~!(a) es el a-cuantil de F(&).
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