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Resumen

Solucién de problemas seleccionados del practico 2 del curso de Electromagnetismo de la Facultad de
Ingenieria, UdelaR. La numeracién corresponde al practico de 2008 (prac2-2008.pdf).
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1. Problema 4. Esquina con dos planos infinitos.

Enunciado

En la figura se muestra la seccién transversal de dos placas planas conductoras infinitas que forman un dngulo
«. Sus bordes estan separados una distancia infinitesimal, de manera que se puede suponer que no se tocan.
Una de ellas se encuentra conectada a tierra, ® = 0, y la otra a un potencial fijo, ® = V.

Utilice argumentos de simetria y suponga que el campo eléctrico no tiene componente radial.

1. Halle la forma funcional del campo entre las placas usando la expresion diferencial de la ley de Gauss y
la irrotacionalidad del mismo.

2. Halle el potencial electrostatico imponiendo condiciones de borde.
3. Halle las densidades superficiales de carga sobre las placas.

Solucién

1. Lo primero que tenemos que resolver es el sistema de coordenadas (SC) a utilizar. Es evidente que el
problema se reduce a un problema bidimensional por el hecho de que los planos son infinitos en la direccién
perpendicular a la figura, que llamaremos direccion z. Elegimos un SC cilindrico con centro en el vértice que
forman los planos; un punto se ubica entonces en el plano z = 0 con sus coordenadas (7, ), con 0 < ¢ < q,
0<r<oo.
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Por la hipétesis de que el campo eléctrico no tiene componente radial, E(r, p) = E,(r,¢) é,. La ley de

Gauss es V. E = £, pero en el espacio que nos interesa p = 0, por lo que V. F = 0 implica, expresando la
. . 60 . .
divergencia en coordenadas cilindricas,
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La ecuacién (1) implica que E, = E,(r). Por otra parte, el campo eléctrico es irrotacional porque estamos
trabajando en condiciones electrostaticas. Expresando el rotor del campo eléctrico en coordenadas cilindricas,
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Resolviendo obtenemos la forma del campo eléctrico, a menos de una constante a determinar,

o C
E(r)=—é, 3)
r

2. El potencial electrostatico debe cumplir E = —V®, siendo ® = ®(r, ). El gradiente en cilindricas es

Vo = % ér + %g% €y + %% €., que al comparar con la ec. (3) da
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Las constantes se determinan facilmente imponiendo las condiciones de borde (CB) apropiadas,
L] (D(O):O:>C(]:O
» Pla)=Vi=>C=-41
Vi pm e W

D(p) = R E(r) = — it (5)

3. Las densidades superficiales de carga se hallan aplicando la ley de Gauss en un cilindro de tapas paralalas a
una placa y cuya altura tiende a cero. Si llamamos 2 a la region de interés y 1 a la region exterior, entonces

= $ Bad =" o (B, - By) i =~

€0 €0
, con Ny saliente a la superficie gaussiana considerada en cada caso.
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2. Problema 5. Capacidad de un condensador coénico.

Enunciado

Calcular la capacidad de un condensador cénico. Se supondrd que el campo eléctrico entre las placas no
tiene componente radial y que las puntas de los conos estdn separadas una distancia infinitesimal, de manera
que no estdn en contacto.
Los conos tienen su vértice coincidente y sus ejes de revolucion coinciden. Los dngulos al eje de cada cono
son respectivamente ¢; y 6. En el dibujo, 01 = § — (o + 3) y 62 = 5 — (3. Usaremos, por una cuestién de
conveniencia, los dngulos 6, y 65 en vez de los dngulos a y 3.

Solucién
El SC méis conveniente es esférico con origen en el vértice de los conos y eje z coincidente con el eje de
revolucién de los conos. Un punto se ubica entonces por sus coordenadas (7, 8, ¢). Sin embargo, hay simetria
en el dngulo ¢, por lo que el problema se reduce a uno bidimensional. Como nos interesa hallar la capacidad
del sistema, supongamos que se coloca una carga total -Q en el cono 1 (con dngulo al eje #7) y una carga total
+Q en el cono 2 (con dngulo al eje 62). Si llamamos V' = V. — V_ a la diferencia de potencial del cono 2
respecto al cono 1, entonces la capacidad es por definiciéon C' = %, conV = — f_+ E.dl.
Asi que si hallamos el campo eléctrico en la zona de interés, 6; < 6 < 65, podemos calcular su integral de linea
(que debe quedar proporcional a la magnitud de la carga colocada en cada cono, Q) y el problema esta resuelto.
Esta claro que lo que sigue es hallar la forma general del campo eléctrico sujeto a las condiciones del problema.
Las herramientas que disponemos para avanzar ahora son:

= Hipdtesis de que el campo eléctrico no tiene componente radial + simetria en el angulo polar (¢) implican
que FE = Ee(?‘, 6‘) é.g.

= ley de Gauss. En su forma diferencial, V. E = £~ En el espacio entre los conos no hay densidad de

carga libre, entonces V. EE = 0 en espacio entre los conos. De aqui se obtendra informacién sobre el
campo eléctrico en este problema. La divergencia del campo E' en coordenadas esféricas es

oo 1 a(rzET) 1 O(Egsenb) 1 OE,
V.E = r2 or +Tsen9 o0 +rsen9 Op *

= V x E = 0 en condiciones electrostaticas. De esta condiciéon también se desprenderd informacion sobre
la forma que debe tener el campo eléctrico en este sistema. El rotor en coordenadas esféricas del campo
Ees

2N 1 O(E, senf)  9FEq 51 1 9E,. O(rEy) s 1 (0(r Ee)  OE,
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Notemos que si bien avanzaremos hacia la forma matemadtica que debe tener el campo eléctrico, atin queda sin
imponer la condicién de borde del problema; por ejemplo que se ha colocado una carga -Q en el cono 1. De
manera que esperamos que al resolver estos tres puntos obtengamos la forma matematica del campo eléctrico
en donde aparezcan ciertas constantes a determinar de acuerdo a las CB.

De los puntos 1 y 2 resulta la siguiente ecuacion:

% senf + Ey cosf =0 ®)
De 1y 3 resulta:
OF, 1
—L 4+ - By=0 ©)
or r

El truco ahora consise en aplicar el método de separacion de variables. Este consiste en suponer que la funcién
buscada, Fy(r, #), se puede descomponer en una parte radial y una parte tangencial, es decir, pretendemos hallar



dos funciones de variable real, f(r), g(0), tales que Eg(r,0) = f(r) g(8). De (8), sustituyendo directamente,
/
, _ 9 / 1
f(r)g'(0) send + f(r) g(0) cosd =0 = /79(0) do = tan@de'

Sea Iy = f ﬁd@. Calculemos esta primitiva, introduciendo el cambio de variable u© = cos 6

cos U 1 1
Iy = = | — _du==log(l—u?) =21 20) =1
9 /senf)da /17u2du 5 og (1 — u?) 5 log (sen” 0) = log (sen(#))

Entonces g(0) = Ay con A; constante.

De (2). sen 6’ 1 I 1 )
P00+ 310 90 =0= [Ear—— [ pr) =22
Resulta 4
Eq(r,0) = ———. (10)

Como habiamos discutido anteriormente, se obtuvo la forma matematica del campo eléctrico, ec. (10), con la
constante A a determinar.

Nos concentramos en el cono 1 (dada la simetria del problema, da igual trabajar con el cono 2). Sabemos que
se colocé una carga total -Q. Entonces, sea cual sea la funcién distribucién de carga o = o(r), debe ser tal
que [ oda = —@Q. Como regién de integracién elegimos una distancia L al vértice del cono. La ley de Gauss
aplicada a un pequefio cilindro de caras paralelas a la superficie del cono y cuya altura tiende a cero, da la
relacion entre el campo eléctrico a ambos lados del pedacito de cono y la densidad superficial de carga en ese
lugar. Consideramos que no hay campo eléctrico en la regién externa al igual que en un condensador de placas
paralelas.

o, o, . o ~ R A o Ae Ldr o
(Einterno - Eexte'r‘no) Mog=— 3 Na=¢€ = —=—=-0Q= 0 / — rsenf d(p
€0 rsenf; € sent, Jo r 0
Q
= =—
2megL
Llegamos entonces al campo eléctrico,
= -Q 1
E(r,0) = 11
(r,6) 2megL rsen 6 co an
Ahora haciendo la integral de linea,
+ 6
— 1 2 do
V=- / @ rdf = Q
_ 2megL rsent 2megL Jy, send
Si llamamos My (61, 62) = 9912 sgf 5 entonces la capacidad por unidad de longitud es
C 2
¢_Q _ 2t (12)

L VL My0y,05)

Hallemos esta integral. Existe un método util> para tratar integrales trigonométricas, es decir aquellas de la
forma
f f(cos,sen ) df . El método consiste en transformar la integral, mediante un cambio de variable, en otra

integral donde aparezcan cocientes de polinomios. El cambio de variable es ¢ = tan g y de ahi que derivando

2 dt

el Ademas cosf =

y aplicando la regla de la cadena, df =
En nuestro problema tenemos

/ d9 /1+t2 Ldt */ﬂflo t=1lo tang
senf 2t 142 t gt =108 2

I'Se puede pensar en términos del teorema de unicidad de las soluciones de la ecuacién de Laplace. En las regiones diferentes a la
comprendida entre las placas, el potencial es constante. Es decir, para 0 < 6 < 01(0 02 < 6 < 7) el potencial es V_ (o V).

2Referencia: http://mathworld.wolfram.com/TrigonometricSubstitution.html . También introduce otro método que consiste en integra-
cién en curvas en el plano complejo, para el cual se precisa conocimiento de analisis complejo.

1—t2 _ 2t
s ysenf = e




tan &2
= My(61,602) = log | ——2 (13)
tan =

2
Sustituyendo este resultado, ec. (13), en la ec. (12) terminamos el problema,

¢ — ﬂ_ (14)
L taune—2
IOg <tan 921)
2
3. Problema 10. Condiciones de borde en un sistema con simetria de
revolucion.
ik
1
4=0 i_e,
L, : o
€
!
! &,
€, l .
Enunciado

Dos conos idénticos opuestos por el vértice y de eje comun se encuentran a potenciales ® = 0y & = V (en

la figura aparece como V7, pero nosotros le llamaremos V). Llenando la mitad del espacio entre ellos, hay un
material dieléctrico de permeabilidad e.

1. Halle los campos D, E y Penla regién entre los conos.
2. Halle todas las densidades de carga.

Se supondré que los campos no tienen componente radial.

Solucién
1. Elegimos un SC esféricas con origen en el vértice de los conos, y tal que el eje z coincide con el eje de
revolucion de los conos. Llamemos 1 a la zona sin dieléctrico (permeabilidad € ) y 2 a la zona con dieléctrico

(permeabilidad € ), que asumimos es lineal, is6tropo y homogéneo®, porque no tenemos mds informacién que
el escalar e. Las relaciones entre los campos son, en cada zona:

m Zonal, by <0 <7/2— D =eE ; P = 6p0rque no hay dieléctrico.

el

. Zona2,7r/2§t9§7r—00—>l3:eoﬁ+ ; D=cE

Conviene introducir k = é, la constante dieléctrica del medio 2.

Trabajemos primero en el medio 1. Sabemos que E (r,0) = Ep(r,0) ég porque por hipétesis el campo eléctrico

3Recordar qué significa cada adjetivo:

= Lineal: existe un mapa n (matriz real 3x3) que relaciona el vector dezplazamiento eléctrico con el vector campo eléctrico, D= nE_" .

= [sétropo: no existen direcciones privilegiadas, esto es, dado un punto del material, si uno se mueve en cualquier direccion encuentra
las mismas propiedades fisicas, es una propiedad local.

= Homogéneo: las propiedades fisicas son las mismas en cualquier punto; es una propiedad global.

Estas tres hip6tesis implican que 17 = e/ (donde I es la matriz identidad 3x3) y € un escalar.



no tiene componente radial. Hemos visto en los problemas anteriores, en particular en el problema 5, que esta
condicién sumada a la irrotacionalidad del campo eléctrico y que la divergencia del campo eléctrico es cero,
da la forma que debe tener el campo eléctrico: E (r,0) = =5 €o. Serd conveniente trabajar con el método
de potenciales electrostticos para despues obtener los campos a partir de ellos y de los puntos que se destacan
arriba. La razén es que las CB que nos dan en la letra del problema es sobre el potencial de cada cono. Por eso
nos proponemos hallar la forma que debe tener el potencial electrostatico en cada zona para después imponer
las CB adecuadas. Buscamos una funcién ® = ®(r,0) y tal que E = —V®. En coordenadas esféricas,
Vo = %—‘f ér + %%% éo + Tsin 7 g—i €, de donde, comparando con la expresion del campo eléctrico, tenemos:

= ¢ #P(r)
100 = O [do = [ Zdh

rsen 0 sen 6
Sabemos por el problema 5 cudnto vale la primitiva | % = log tan g, entonces ®(0) = C1 log tan g—&—

Cs.

La pregunta que surge inmediatamente es: ;hay una funcién potencial electrostitico en la zona 2 que tenga
también esta forma? La respuesta es que si, y surge de inmediato debido a las propiedades lineales del material.
De hecho, la ecuacién V x E = 0 se verifica inmediatamente porque estamos trabajando en condiciones
electrostaticas, y la ley de Gauss, V. D=0—¢€eV.E=0, que es lo que teniamos en 1.

Observemos que hay cuatro constantes a determinar, dos por cada funcién potencial.

L] @1(9) = 010 logtang + 011

L] @2(9) = Oy logtan% + Co

Con esta convencion, E (r,0) = —1 981 ¢y = =C10 69y Fy(r,0) = —1 922 ¢y = =C20, ¢,

Sera necesario, por lo tanto, encontrar cuatro CB. Estas son:
1. ®1(6p) = 0= C11 = —Cyplogtan %0
2. ®y(1/2) = Po(1/2) = C11 = Co
3. Oy(m— ) =V = Cog = L=V

logtan(%o
4. (52 — 51) .’ﬁg =0 ; ﬁg = ég enf = 7T/2, = € (mCQOég.ﬁg) = €p (Ts;lcﬁég.ﬁg) =
= Cy =k~ 'Cyp

sen (%_1) __ cosx
cos(5—x) =~ senzx
yendo a mano -o con un paquete para PC*- la grifica del sen (5 — ) a partir de la del sen z, y verificar que
coincide con la del cos x; lo mismo con cos (5 — x) = senx.

En el punto 3 usamos la propiedad tan (5 — ) = = tan~! 2. Se puede verificar constru-

A partir de las relaciones 1 a 4, encontramos Cyg = —logt‘% (1+ k_l)_l; de ahi que:
n =5
_ log tan ¢ . V(1+k! oy
®(0) =V (1+k) P28t 2| i Ei(r,0) = ( 9) éo (15)
log tan 3> logtan % rsenf

. logtan ¢ . VOA+EY) et o1
2 3 EQ(T7 9) = ( )9 €9 (16)
log tan %2 log tan - rsen

Py =Dy —ey By =(e—ey) B2 ; Dy=¢ckFEy
2. Las densidades de carga se calculan en cada caso por la manera usual de relacionar mediante la Ley de
Gauss el campo eléctrico local a un pedacito de la superficie (ver por ejemplo la seccién 1):
v+ )Tt
log tan 970 rsen Og

L] 92901 Uzﬁl.égzéo

4Hay programas para hacer grificos en un entorno Windows muy sencillos de usar y livianos, por ejemplo Winplot
(http://math.exeter.edu/rparris/winplot.html), se descarga gratuitamente y pesa 740kb. En un entorno Linux, recomiendo el gnuplot.



- - V(1+k:_1)71k:_1 1
0=mn/2: o0,=PFPy.n= éo(—) = (e0 — =
/ p 2 2 0( ) ( 0 ) logtan% T
5 . B o V(+ET) TR
9—71’—90. Oop =12.= 2.69—(6—60) logtan(%o T sen Oy
_— V(e ) TR
0=m—"bp O'_DQ'GQ(*)_* logtan%o rsen 6o
pp = Oen 1l yen 2 como es ficil verificar tanto en 1 (trivial) y en 2, porque p, = —V.P,,y

V. (=L ép) = 0; alcanza con mirar la expresion de la divergencia en esféricas.
rsen O



