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No. Examen

Ejercicio 1
Sean T : R® — R3 tal que T'(z,y,2) = (v — 2y,2y +2z —z,2 —y — 2), S : R® — R3 tal que

donde B = {(1,0,0);(1,0,1); (0,1, 1)}.
1. Probar que T es una transformacion lineal.
2. Probar que SoT # T o S y hallar la expresiéon de T o S.

3. Determinar si 7' es un isomorfismo y en caso afirmativo hallar 7.

Ejercicio 2
1. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita. Sean W1, ..., W,, C V subespacios vectoriales.

a) Probar que Wi N...N W, es un subespacio vectorial de V.

b) (Es W1 U...UW, un subespacio vectorial? Justificar.

2. Sea V = R3, determinar en cada caso si con las operaciones definidas a continuacién, R? tiene
estructura de espacio vectorial:

a) (z1,91,21) + (2, Y2, 22) = (¥1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22) ¥

(0,0,0) siA=0
)\(xlayhzl) = <Ax17y—>\17)\21> si )\750

b) (z1,y1,21) + (22,92, 22) = (1 + T2, y1 +y2,21 + 22) ¥
A1, 1, 21) = (Az1, Ay1, A)



Ejercicio 3
1. Sea T : Mox2(R) — R? tal que

T(Z Z>:(2a—b,c+b+d,2a—|—c+d)

a) Hallar ker(T'), Im(T") y bases de los mismos.

b) Hallar #[T]c, donde C'y C’ son las bases canénicas de .#2x2(R) y R3 respectivamente y
w[T]e donde B' = {(1,0,0), (0,2,0), (0,1,1)}.

c allar Im N onde = . LEs = Im D /
)Hll I (T) W donde W <{(2,1,0),(1,1,1)}> LE R3=1 (T) w?

2. Resolver el siguiente sistema discutiendo segin o € R:

r 4+ oy + 22z =0
-r + y + az = 2
—axr — y — 4daz = 4

a) Para a = 1, hallar la distancia de P; al plano 7 tal que 7 : y + z = 0.



Esquema de solucion
Ejercicio 1:

1. Veamos que T es lineal, para esto debemos observar que T'(\u + v) = AXT'(u) + T'(v), ¥V u,v €
V,VAeR.

TAu+v) = ((Aug +v1) — 2(Aug + v2), 2(Aug + v2) + 2(Aus + v3) — (Aug + v1),
(Aur +v1) — (Aug + v2) — (Aus + v3))
= (Aug +v1 — 2 ug — 209, 2 ug + 2v9 + 2 uz + 2v3 — Adug — v1, Aug + V1 — Aug — v2 — Auz — v3)
(Aup — AN2ug, \2ug + N2ug — A\uq, Aup — A\up — Aug — Aug) +
(v1 — 2v9, 209 + 203 — V1, V] — Vg — V3)
= Muy — 2ug, 2uy + 2ug — uy,u; — ug — uz) + (v1 — 2vg, 2v9 + 2v3 — V1, V] — V2 — V3)
= A'(u)+T(v)

2. T(1,0,0) = (1,—1,1) y coordp(T(1,0,0)) = (—-1,2,—1),7(1,0,1) = (1,1,0) y coordp(T(1,0,1)) =
(2,-1,1), T(0,1 1) (=2,4,-2) y coordp(T(1,0,1)) = (4,—6,4). Con lo que

1 2 4
slTls=| 2 -1 -6
1 1 4

Antes de pasar a resover esta parte hallemos las coordenadas de un vector genérico (z,y, z) en
la base B. Luego de algunos calculos obtenemos (z,y,2) = (z+y —2)(1,0,0) + (2 —y)(1,0,1) +
y(0,1,1) con lo que coordp(z,y,z) = (x +y — 2,2 — y,y).

Para determinar si T'o .S = S o T hallemos sus matrices asociadas en una base y veamos si son
iguales o no. Para ahorrarnos bastantes cédlculos tomemos como base a B.

BT oSl = 5[5 555

1 2 4 1 01

— 2 —1 —6 2 1 0
1 1 4 11 1
1 6 3

— [ 6 -7 -4 (1)
-3 5 3

s[SoTlg = 5lSls s[5

1 01 1 2 4

= 2 1 0 2 —1 —6
11 1 1 1 4
2 3 8

— 0 3 2 (2)
2 —2 —6

Como (?77)#(?7), entonces SoT # T o S.



Para hallar T o S, observar que ya tenemos su matriz asociada en la base B y coordg(x,y, z).

Entonces
-1 6 3 rT+y—=z —r—4dy+ 7z
6 -7 —4 z— = 6x + 9y — 13z (3)
-3 5 3 Y —3x — dy + 8z

Y (??7)= coordg(ToS(x,y, z)), conlo que ToS(x,y, z) = (bx+5y—62z, —3x—5y+8z, 3x+4y—>52).

T —2y =0
3. (z,y,2) €ker(T)si ¢ 2y+2z—x = 0 Luego de reslover el sistema obtenemos que ker(7") =
T—Yy—=z = 0

{0} ¥ T es inyectiva. Por el teorema de las dimensiones dim(R?) = dim(ker(T")) + dim(Im(T)).
T T
Por tanto T es sobreyectiva ya que Im(T) C R? y dim(Im(T)) = 3.

En conclusién T es un isomorfismo.

Consideremos C la base canénica de R3. Se tiene que

1 -2 0
c[Te=| -1 2 2
1 -1 -1
Luego de unos calculos se obtiene que
0 1 2
([Tle) =1 -1/2 1/2 1
1/2 1/2 0

Por tanto T~ (z,y,2) = (y + 22, —2/2 +y/2 + z,2/2 + y/2).

Ejercicio 2

1. Ver tedrico.

2. a) Las propiedades de la suma son inmediatas, para el producto por un escalar:
§1(x,y,2) = (lo,y/1,12) = (z,y,2) ¥V (2,9,2) € R3.
§(a8)(z, 3, 2) = (0B, 5, 082) = a(Bz,y/8,82) ¥ o, B € R, (2,1, 2) € R.
Sa(zy + 22, y1 + Y2, 21 + 22) = (a(z1 + 22), %aa('zl + 22)) =
= (aw, & az1) + (awe, 2, azp) = a(z1,y1, 21) + (@2, Y2, y3)
b) Observar que tomando (z,y, z) € R3 tal que z # 1, entonces 1(z,y,2) = (x,y,1) # (2,7, 2).
Por tanto con este producto R3 no tiene estructura de espacio vectorial.

Ejercicio 3

2a —b =0
1. a) Para hallar ker(T") resolvemos el sistema < b+c+d = 0 que tiene como solucién ma-
2a+c+d = 0

. a 2a 1 2 0 0
trices de 1af0rma< ¢ 9 —¢ ) y por tanto una base de ker(7T') es{( 0 9 ) ,( 1 _1 )}

2a —b = zx
Para hallar Im(7") resolvemos el sistema ¢ b+c+d = vy
2a+c+d = =z

que tiene como solucién {(z,y,2) € R®: z = x +y} y una base de Im(T) es {(1,0,1),(0,1,1)}.



2 -1 0 0 2 -1 00
cfle=10 1 11 yvelllc=1 -1 1/2 0 0
2 0 11 2 0 1 1
1 « 2 10 1 « 2 0
-1 1 a |2 || 0 1 + a 2 —|— « 2 & 2+« 2
—a —1 —da |4 0 a2-1 —2a |4 l1-a)24+a)—2a|4+2(1 -
Resolviendo la ecuacién —a? —3a+2=0= oy = _23 g yag =35 3 4 ‘ﬁ
Sia = a1 0 a = ag entonces el sistema es incompatible. Si « = —1 también el sistema es incompatible,

en caso contrario el sistema es compatible determinado.

Tomando a = 1 se tiene que P = (0,4, —2) y d(P,7) = 2/V/2.
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