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 5.- Método de Dantzig & Wolfe.

Para detallar este método consideramos
primeramente el siguiente modelo de P. Lineal:

Min cTx (5.1)
s.a. Ax = b

xX

donde A es una matriz cualquiera que define
restricciones complicadas del problema y X un
poliedro acotado que reúne las restantes
restricciones lineales del mismo.



Denotando por x1,...,xt los vértices de X, para
cada x X se cumple:

x = 1x1 + 2x2 + ... + txt

con escalares 10, 20, …, t0 tales que:
1 + 2 + ... + t = 1

De este modo el problema (5.1) es equivalente a
resolver el siguiente Problema Maestro:

Min (cTx1)1 + (cTx2)2+
... + (cTxt)t (5.2)

s.a. (Ax1)1 + (Ax2)2 + ... + (Axt)t = b
1+ 2 + ... + t = 1

10, 20, …, t0.



 Si B es una matriz de base asociada a una solución
básica factible del Problema Maestro,  y  las
respectivas variables duales asociadas a las
restricciones en (5.2), entonces:

[T ] = cB
T B-1 cB: vector de costos básicos

Así, las condiciones de optimalidad que deben
verificarse para cada variable no-básica j son:

(cTxj) – [T ][Axj ] = (cTxj) – T(Axj) –  = (cT–TA)xj –   0
[ 1 ]



 Para verificar lo anterior no es necesario conocer
todos los vértices del poliedro X, pues basta con
resolver el siguiente Subproblema:

Min (cT – TA)x –  (5.3)
s.a. xX

En efecto, si xk es el vértice donde se alcanza la
solución óptima del Subproblema y se cumple:

(cT – TA)xk –   0,

entonces todos los otros vértices le verifican y
hemos alcanzado la solución óptima al problema.



 En caso contrario, tenemos una nueva columna para
el Maestro Reducido asociada a la variable no-
básica k que entra a la base del nuevo problema.

En el contexto del Simplex Revisado, se calcula el
vector yk para determinar la variable que deja la
base. Este determina la columna de la variable
entrante k como combinación de las actuales
columnas en B, resolviendo: ByK = [Axk ]

[ 1 ]

y se sigue con una nueva iteración del método.



Algoritmo.

0. Obtener una solución factible inicial del P.Maestro, que
define un Maestro Reducido con las columnas dadas.

1. Calcular coeficientes de la función objetivo del
Subproblema, que define el costo reducido de la solución.

2. Resolver el Subproblema. En caso de tener un valor
óptimo positivo STOP. En caso contrario, obtener nueva
variable básica para el Maestro Reducido (nueva
columna a ser incorporada en el Maestro Reducido).

3. Resolver el P. Maestro Reducido. En el contexto del
M.Simplex esto pasa por determinar qué variable básica
deja la base y obtener el vector de precios duales. Ir a 1.



Ejemplo. Resolveremos el siguiente problema de
Programación Lineal mediante el método de
descomposición de Dantzig & Wolfe:

Max 4x1 + 2x2 + 6x3

s.a. 3x1 + x2 + 4x3  17

1  x1  3

1  x2  3

1  x3  3.



El problema puede expresarse como:

Min    ̶ 4x1    ̶ 2x2   ̶   6x3 

  s.a. 3x1  +   x2  +  4x3   17
xX

donde X={ (x1,x2,x3)
3 / 1≤x1≤ 3, 1≤x2≤3, 1≤x3≤3} es un 

poliedro acotado.

Así, denotando por x1, x2,…, xt  los vértices de X, se 
tiene la siguiente representación para cada xX:

x = 1x1 + 2x2 + ... + txt

con escalares no-negativos tales que: 1+2+ ..+t=1.



El problema puede expresarse como:

Min    cT (1x1 + 2x2  + . . . + txt)

 s.a.     A(1x1 + 2x2  + . . . + txt)   17
 1 + 2+ . . . + t  = 1

 10, 20, …, t0  

Con cT=[  ̶4    ̶2   ̶ 6] y A=[ 3    1   4] equivale a resolver: 

PROBLEMA MAESTRO (PM):

Min (cTx1)1
 + (cTx2)2

 + . . . + (cTxt)t

 s.a. (Ax1)1 +  (Ax2)2
 + . . . +  (Axt)t + s1  = 17    ()

      1 +          2 + . . .  +          t             =   1    ()

      10,  20, …,  t0,  s10.     



Siendo B la matriz de base asociada a una solución 
básica factible de (PM), entonces:

 [  ] = cB
TB-1         cB: vector de costos básicos

Las condiciones de optimalidad que deben 
verificarse para cada variable no-básica j son:
(cTxj) – [  ][Axj ] = (cTxj)  ̶  Axj)  ̶   = (cT  ̶A)xj   ̶   0
                     [  1  ]

Lo que se verifica resolviendo el SUBPROBLEMA:

(SP)  Min (cT   ̶ A)x   ̶      
           s.a.  xX 



En el caso del ejemplo:

(SP)  Min  ( ̶ 4   ̶ 3)x1 + ( ̶ 2   ̶ )x2 + ( ̶ 6  ̶  4)x3   ̶      
           s.a.     1≤ x1≤ 3,  1≤x2≤3,  1≤x3≤3.

Notar que el poliedro de las restricciones posee 8 
vértices, pero estos se irán generando. Para tener 
una base inicial factible de PM se necesitan 2 
variables básicas pues hay dos restricciones. Nos 
daremos la variable de holgura (s1) y 1 asociada a 
un vértice inicial, por ejemplo x1=(1,1,3)T.
 



Primera iteración. 
Variables básicas s1 y 1 (x1=(1,1,3)T)

Ax1 = [ 3   1  4]x1 = 16    cTx1 = [ ̶ 4    ̶2   ̶ 6]x1 =   ̶24

B=[ 1  16 ]        BxB=[ 17 ]     s1= 1  1 = 1      BT [] = [  0 ]
     [ 0   1 ]                 [  1 ]                                    []    [-24] 

           =0   =-24

Como cT  ̶ A = [-4,-2,-6] el Subproblema corresponde a:

(SP)   Min   ̶ 4 x1   ̶  2x2   ̶ 6x3 + 24     
           s.a.     1≤ x1≤ 3,  1≤x2≤3,  1≤x3≤3.

Su solución es x2=(3,3,3)T 
Como v(SP)=   ̶12 se incorpora a la base 2. 



Con x2=(3,3,3)T calculamos

Ax2 = [ 3 1 4]x2 = 24

Se resuelve  By2= [ 24 ] con   B=[ 1   16 ]
[  1  ]             [  0    1 ] 

De donde  y2 = [  8 ] 
[  1 ]

Ello determina la variable que deja la base al calcular 
2 = min{ 1/8 , 1/1 } = 1/8 de donde deja la base s1.



Segunda iteración. 
Variables básicas 1 (x1=(1,1,3)T) y 2 (x2=(3,3,3)T)

Ax2 = 24          cTx2 = [  ̶4    ̶2    ̶6]x2 =   ̶36

B=[ 16   24 ]        BxB=[ 17 ]    1=7/8   2=1/8    BT [ ] = [-24 ]
     [  1     1 ]                [  1  ]                                     [ ]    [-36 ] 

          =  ̶ 3/2   =0

Como cT  ̶ A = [-4  -2 -6] + (3/2)[ 3   1  4] = [1/2 -1/2  0]

(SP)   Min  x1/2  ̶  x2/2
           s.a.  1≤ x1≤ 3,  1≤x2≤3,  1≤x3≤3.

Una solución óptima x3=(1,3,3)T 
Como v(SP)=   ̶1 se incorpora a la base 3. 



Con x3=(1,3,3)T calculamos

Ax3 = [ 3 1 4]x3 = 18

Se resuelve  By3= [ 18 ] con B = [16  24 ]
[  1 ] [ 1     1 ] 

De donde y3=[3/4]
[1/4]

Ello determina la variable que deja la base al calcular 
3 = min{(7/8)/(3/4) , (1/8)/(1/4)} =1/2 deja la base 2.



Tercera iteración. 
Variables básicas 1 (x1=(1,1,3)T) y 3 (x3=(1,3,3)T)

Ax3 = 18          cTx3 = [ ̶ 4     ̶2    ̶ 6]x3 =   ̶28

B=[ 16   18 ]        BxB=[ 17 ]    1=1/2  3=1/2     BT [ ] = [-24 ]
     [  1      1 ]               [  1  ]                                     [  ]   [-28 ] 

          =  ̶ 2   =8

Como cT  ̶ A = [ ̶4    ̶2  ̶ 6] + 2[ 3   1  4] = [2  0  2]

(SP)   Min    2x1  +  2x3    ̶ 8
           s.a.     1≤ x1≤ 3,  1≤x2≤3,  1≤x3≤3.

Una solución óptima x4=(1,3,1)T 

Como  v(SP)=-4  se incorpora a la base 4. 



Con x4=(1,3,1)T calculamos

Ax4 = [ 3   1  4]x4 = 10

Se resuelve  By4= [10 ]   con  B = [16  18 ]
                              [ 1 ] [ 1     1 ] 

de donde  y4 = [ 4]
                        [-3] 
Ello determina la variable que deja la base al calcular 
    4 = min{(1/2)/4 , .  } = 1/8 deja la base 1.



Cuarta iteración. 
Variables básicas 3 (x3=(1,3,3)T)  y  4 (x4=(1,3,1)T)

Ax4 = 10          cTx4 = [  ̶4    ̶2    ̶6]x4 =   ̶16

B=[ 18  10 ]      BxB=[ 17 ]   3=7/8   4=1/8      BT[ ] = [ ̶28 ]
     [  1    1 ]               [  1  ]                                    [  ]   [ ̶16 ] 

    =   ̶3/2   =  ̶ 1

Como cT  ̶ A = [ ̶4    ̶2   ̶ 6] + (3/2)[ 3   1  4] = [1/2   ̶ 1/2   0]

(SP)   Min    x1/2+  -x2/2 +  1
           s.a.     1≤ x1≤ 3,  1≤x2≤3,  1≤x3≤3.

Una solución óptima x4=(1,3,1)T 

Como  v(SP)=0  alcanzamos la solución óptima de PM. 



Alcanzada la solución óptima de PM en las 
variables j, se puede entonces obtener la 
solución en las variables originales de acuerdo a: 

 x* = 1x1 + 2x2 +   3x3  +   4x4   + ... + txt

     =  0x1  + 0x2 + (7/8)x3 + (1/8)x4 + ... + 0xt

     = (7/8)(1,3,3) + (1/8)(1,3,1) = (1, 3, 11/4)

Por lo tanto la solución óptima es:
 x*1= 1     x*2= 3     x*3= 11/4 

Con un valor óptimo: v(P)= 53/2 



Problema de Transporte con múltiples productos.

El problema consiste en decidir cuántas unidades
trasladar de múltiples productos desde ciertos
puntos de origen a ciertos puntos de destino.

Dados los costos unitarios de transporte,
restricciones de capacidad, la oferta y demanda
para cada uno de los productos, el problema
consiste en minimizar los costos de transporte de
modo de satisfacer la demanda por los distintos
productos.



Variables de decisión.
Ti,j,p: unidades transportadas desde el origen i al destino j 
del producto p

  Min   iO ∑jD ∑pP ci,j,p Ti,j,p 

  s.a.

∑jD  Ti,j p  ≤  si,p          para iO; pP (1)

∑iO  Ti,j,p  = dj,p para jD; pP (2)

∑pP  Ti,j,p  ≤  limiti,j           para iO; jD (3)

 Ti,j,p ≥ 0     iO; jD; pP



En AMPL el modelo descrito y una instancia
particular del mismo está en los archivos
MULTI.MOD y MULTI.DAT.



Implementación del algoritmo de Dantzig y Wolfe 
en AMPL, aplicado al mismo problema de 
transporte para múltiples productos puede 
consultarse en multi1.mod, multi1.run y multi1.dat



6.- Conclusiones, extensiones y palabras finales.

Como hemos comentado, existen problemas de 
gran tamaño donde la presencia de restricciones 
con una determinada estructura facilita su 
resolución al emplear métodos de 
descomposición.

Sin embargo, hemos revisado únicamente 
técnicas clásicas de descomposición en 
modelos de programación lineal.



Otros métodos de descomposición incluyen a:

L-Shaped decomposition method of van Slyke & Wets (1969).

Generalized Benders Decomposition of Geoffrion (1972).

Simplicial decomposition of von Hohembalken (1977).

Cross Decomposition of van Roy (1983).

Horizontal Decomposition of Meijboom (1986).

Lagrangean decomposition of Guignard and Kim (1987).

Local Decomposition of van de Panne (1987).

Nested Decomposition, Robinson (1989).

Stochastic Decomposition, Higle and Sen (1991).



Column Generation in IP, Vanderveck and Wolsey (1996).

L-Shaped Method for IPSP, Caroe and Tind (1998). 

Branch-and-price, Barnhart et al. (1998). 

Benders and BFC for 0-1 mixed SP, Escudero et al. (2007).

Two-Stage Column Generation, Salani and Vacca (2008).

Stochastic Scenario Decomposition (MSSP), Higle et al. (2010)

Cluster Benders Decomposition, Aramburu et al. (2012).

Primal-dual column generation method, Gondzio et al. (2013).

Bi-objective column generation algorithm, Moradi et al. (2015).

Benders method for bilevel programs, Bagloee et al. (2016), 
Fontaine and Minner (2017) and Che et al. (2019). 



Existen numerosos problemas que contribuyen a 
la toma de decisiones y que pueden ser 
abordados con modelos de optimización, pero 
cuya resolución plantea desafíos algorítmicos. 

Los Métodos de Descomposición proveen 
técnicas numéricas de optimización para resolver 
adecuadamente problemas de gran tamaño.


