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CONTENIDO

3. Método de Benders.




Ampliaremos la discusion del Meétodo de
Benders al caso en que el Subproblema
propuesto no tenga solucion para todos los
valores de las variables originales del problema
maestro en la descomposicion propuesta.

Consideramos nuevamente el problema:

Max ¢cx + qy
s.a. Ax
Tx + Wy
x>0, y=0.

<b
<h



El modelo anterior puede ser reformulado
equivalentemente como:

Max c¢x + Max qy

s.a. Ax<b s.a. Wy <h—-Tx
x>0 y=0
siempre que para cada x>0, con Ax<b, el
problema interior: Max qy
s.a. Wy<h-Tx
y=0

posea solucion optima.




Si lo anterior ocurre, ya hicimos la deduccion del
metodo de Descomposicion de Benders.

. Qué ocurre sino?

El caso de interés ocurre cuando el problema
proyectado es infactible.

Si fuese un problema no-acotado también lo seria
el problema original.




Si el dual del problema proyectado es un
problema no-acotado, por teoria de dualidad en
PL el problema sera infactible.

El dual del problema proyectado corresponde a:

Min (h—Tx)u
sa. Whu>q
u=>0,

y Si es un problema no-acotado, el conjunto de
soluciones factibles {u/W™u>q, u=0} es un conjunto
no-acotado y su valor 6ptimo-o (para un x dado).



Un conjunto no-acotado esta caracterizado no
solo por sus veértices ul,u?,....u' sino que también
por sus direcciones extremas d!,d-,....d"-.

Para el caso del conjunto {u / W'u>q, u=0 }, sus
direcciones extremas son todos aquellos vectores
d tales que W'd>0 y d>0.



La existencia de direcciones extremas permite
gue cada elemento de un poliedro se escriba en
terminos de sus vértices y direcciones extremas.

Asi, para todo elemento de {u/ W"hu>q, u=>0 }
= Otllll + azuz 4w octut + “ldl + “zdl 4o uldl

con escalares a,>0,..., 0.0, 1,>0, u,>0, ..., u=0
tales que o+ o, + -+ o,= 1.



Volvamos al problema proyectado y su dual:

(SPP) Max qy (SPD) Min (h — Tx)u
s.a. Wy<h-Tx sa. Whu>q
y=0 u=>0

Asi entonces, el problema (SPP) tendra solucion
siempre que se cumpla: 0 < (h—Tx)d* para cada
direccion extrema d‘ del poliedro dual, con
=1,2,...,.L (Lema de Farkas-Minkowski) .



Definiendo el conjunto:
K={x/0<(h-Tx)d, ¢=1,2,...,.L}
se cumpliria entonces que el problema:

Max ¢cx + qy
s.a. Ax
Tx + Wy
x>0, y=0.

es equivalente a:

Max c¢x +  Max qy

s.a. Ax<b s.a. Wy <h-Tx
xeK y=>0
x>()
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y también equivalente a:
Max cx +  Min (h—Tx)u

s.aa. Ax<b s.a. Whi>q
xeK u=>0
x>0
gue con la notacion ya introducida, equivalente a:
Max cx + min_; {(h—Tx)u'}
s.a. Ax<b
xeK

x>0




Empleando como antes una reformulacion en
terminos de un modelo lineal, agregando Ia
variable z, el problema anterior da origen al
siguiente Problema Maestro:

(PM) Max cx+z
s.a. Ax=Db
z < (h-Tx)u' i=1,...,I

0<(h-Tx)d ¢=1,...,L

x>0.



La estrategia de resolucion consiste entonces en
resolver un Problema Maestro Reducido (PMR)
que contiene solo aquellas restricciones de
optimalidad y factibilidad que el propio método
genera iteracion tras iteracion, digamos:

(PMR) Max cx+z
s.a. Ax=b
z < (h-Tx)u' i=1,...t (<)

0<(h-Tx)d* ¢£=1,...&%r (r<<L)

x>0.



Denotando por (x,z)la solucién 6ptima de (PMR),
esta también sera la solucion optima del
problema maestro si y solo si cumple con todas
las restricciones de optimalidad del mismo, esto

es siempre que:
z< (h ~-TxX)u' i=1,...,1



Lo anterior es posible de verificar resolviendo el
siguiente Subproblema (dual):

(SP) Min (A—TX)u
sa Whu>d
u=>0.

Si el problema tiene solucion, denotando por ut"!
el vértice y solucion 6ptima de (SP), la condicion
de optimalidad del (PM) se verifica si y solo si:

z<(h -Tx)ut




Si lo anterior no se cumple, hemos encontrado
un nuevo veértice del poliedro {u / WTu>d, u>0 }
gue no verifica la condicion de optimalidad.

Dado Ilo anterior, se agrega al problema
maestro reducido (PMR) la nueva restriccion:

z < (h-Tx)u'"!

pasando a la siguiente iteracion del metodo.



Por otra parte, si el Subproblema (dual):

(SP) Min (h—Tx)u

s.a Wlhu>d
u=>0.

no tiene solucion, se genera una direccion
extrema d*!, agregando al problema maestro
reducido la siguiente restriccion:

0 < (h-Tx)d !

pasando a la siguiente iteracion del metodo.




;. Qué ocurre en la implementacion del Método
de Benders si no disponemos de la variable de
demanda insatisfecha en el problema de
localizacion y transporte?

Modelo:

Min 2., ofB;+ 2ico jeD ZJS

S.d.
ZjeD Sz’j < OiBi ie0
2icoSy=4d, JED

5,20, B;€{0,1} i€, jeD




El modelo anterior puede ser formulado como:
Min 2., ,fB;, + Min 2., V.S,

jeD i~
sa.  Be{0,1}ie0 sa 2, .pS;<0B; i€O
BeK 2ic0S;=d; jeD

Sl-jZO, i€0, jeD

Por dualidad el problema tambien equivale a:
Min 2, .of;B; + Max 2, (OiBi)}‘i+zjeD djnj

sa.  B;e{0,1}ie0 sa Mtm<v; i€0jeD
BeK A <0, njeﬂ? i€0, jeD



Sean (An)D.... (A7) los puntos extremos del
conjunto de soluciones factibles del subproblema
dual, asi el problema original equivale a:

Min 2, /B + max,_; 1 {2ico (OiBi);‘i(p)+zjeD djnj(p)}
s.a. B.e{0,1}i€0
BekK
Lo anterior define el siguiente problema equivalente
Min 2icof:B; + z
s.a. 2> 20 (0BANP+ 2, pdn®)  p=1,...]
BekK
B.€{0,1}ieO



Si (A, (Am)UD) son las direcciones extremas
del conjunto de soluciones factibles del
Subproblema dual, ello define entonces el siguiente

PROBLEMA MAESTRO
Min 2icofB; + z
s.a. 2> 2.0 (0B)MNI+ 2, pdn®  p=1,...]
0= 20 0BNO+2, pdn0  (=I+1,.. I+L
B.€{0,1}ieO



Si (B%zK) es la solucion optima del Problema
Maestro Reducido, esta también lo sera para el
Problema Maestro en la medida que cumpla con:

78> Y0 0BV + Y, pdn®  p=1,...]

Para ello se resuelve el siguiente Subproblema:

Max ZieO (0 k);" eD d] ']

s.a. Mtw <v, ie0jeD
A <0, njeﬂ% €0, jeD



Si el Subproblema tiene solucion optima esta se
alcanza en un punto extremo (AX, nk) y el método
concluye al comprobar:

Z8> 20 (0BONO+ 2 p di )

En caso de no cumplirse, se agrega al Maestro
Reducido la (nueva) restriccion:

22 2ico (0 BN+ 2 p dim

Si el Subproblema resulta no-acotado, es posible
obtener una direccion extrema (AK, ©k) y se agrega
al Maestro Reducido la (nueva) restriccion:

0> 2.0 (0;B)M1+ ZjeD djﬂ:j(k)



Los detalle de la implementacion del método
considera los archivos trnloc1d.mod, trnloc1d.run
y trnloc1.dat. y en los archivos trnloc1p.mod, vy
trnloc1p.run mediante el empleo del
Subproblema primal.
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