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Notacion y terminologia basica del PCA

La matriz de datos

El anlisis de componentes principales (PCA en inglés) se aplica a
tablas de datos donde las filas se consideran como individuos y las
columnas como variables cuantitativas.

Denotamos x;jx el valor tomado por el individuo i para la variable k,
donde i variade 1 aly kde1la K. De este modo la matriz de

datos es:
X11 - X1K

X = : Xik
X XIK

También vamos usar la media y el desvio estandar de cada variable:

—_

! /
1
—7§ Xik; Sk = 72 X:k_Xk
i=1 i=1



Ejemplo: caparazén de tortugas

Descripcion del conjunto de datos

El conjunto de datos contiene mediciones del caparazén de 24
tortugas pintadas machos y 24 hembras (Chrysemys picta
marginata).

El data frame turtles del paquete Flury contiene 48
observaciones de las siguientes 4 variables:

» Gender: a factor with levels Male/Female
» Length: carapace length
» Width: carapace width
» Height: carapace height

Fuente: Jolicoeur, P. and J.E. Mosimann (1960) “Size and Shape
Variation in the Painted Turtle: A Principal Component Analysis'’,
Growth, 24:339-354



Ejemplo: caparazén de tortugas

7 Fuente: Wikipedia



Dos puntos de vista

En este ejemplo la matriz de datos X consta de K = 3 columnas o
variables e | = 48 individuos u observaciones. También disponemos
de una cuarta variable categérica que indica el sexo de la tortuga.

La nube de individuos

Cada fila de la matriz de datos es un vector de R¥ que representa
las mediciones realizadas sobre un mismo individuo. El conjunto de
| puntos en el espacio RX se conoce como la nube de individuos. El
espacio RX se llama el espacio de individuos.

La nube de variables

Cada columna de la matriz de datos es un vector de R/ que
representa las mediciones de una sola variable sobre el conjunto de
individuos. El conjunto de K puntos en el espacio R’ se conoce
como la nube de variables. El espacio R! se llama el espacio de
variables.



El conjunto de datos en 3 dimensiones
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La nube de individuos

La distancia euclidea entre individuos
La distancia euclidea entre los individuos i y / estd dada por

K

d(i, 1) = | D (xik — xu)?

k=1

Si dos individuos tienen valores similares en las K variables de la
tabla, también estan cerca en el espacio RK.

Centrar y estandarizar

La forma de la nube sigue siendo la misma incluso cuando se la
traslada. En PCA siempre es conveniente trabajar con los datos
centrados, lo que corresponde a considerar x;, — X, en lugar de xi.
El PCA estandarizado es cuando trabajamos con (xjx — Xk)/sk que
si modifica la forma de la nube. Es la opcién por defecto en la
mayoria de los casos.



La nube de individuos centrada no pierde su forma
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Individuos estandarizados: todas las variables “pesan” lo

mismo
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Ajustando la nube de individuos

El objetivo

El objetivo del PCA es representar la nube de puntos en un espacio
de dimensiones reducidas de forma “éptima”, es decir,
distorsionando lo menos posible las distancias euclideas entre

individuos.

Comencemos por la mejor representaciéon en 1D

Para obtener esta representacién en 1D, la nube se proyecta sobre
una recta de RX denotada r, elegida de tal manera que se minimice
la distorsién de la nube de puntos, es decir, tal que las distancias
entre los puntos proyectados sean lo mas cercanas posible a las
distancias entre los puntos iniciales.



Distorsién de distancias

Queremos minimizar
min {Z d(i, 1)? = d (i, /)2‘}
{i.ly
en donde d,(/,/) es la distancia entre los puntos proyectados.

Dado que, en la proyeccién ortogonal, las distancias solo pueden

disminuir:
min {Z 'd(i, 1?2 — d,(i, /)2’} = min {Z d(i, 12 — d,(i, /)2}
"l "ol

= Z d(i, 1)? - max {Z dy(i, /)2}

{i,I} {i,1}



Distorsién de distancias
El problema es equivalente a maximizar

max {Z dr(i, l)2}

{i.1}
Llamemos r; a la proyeccion ortogonal sobre r del individuo i.
Entonces
. 1
dod (i, =D i —nl* = EZ i — |2
{i,1} {1} il

1 1
= EZHHH2+§ZHHHZ—ZH-r/
il i i
=1 6l =>ri-n=1>lInll* - (Z r,-) : <Z r/)
i il i i I

2
y (1Z\|rf||2— Hin ) — PPVar ({r;})



El punto de vista estadistico

La recta de mayor variabilidad

En conclusién, la recta que distorsiona lo menos posible las
distancias entre los puntos proyectados coincide con la recta que
maximiza la varianza de los puntos proyectados.

La mejor representacién en nD

Para obtener la representacién en nD (lo mas usual es n =2), la
nube se proyecta sobre un hiperplano n-dimensional de R
denotado H, elegido de tal manera que se minimice la distorsién de
la nube de puntos. Al igual que en 1D, esto equivale a buscar el
hiperplano que maximiza la variabilidad:

min Z‘d(i, 1?2 — dy(i, /)2\ = P max {Var ({pu(i)})}
(i)

en donde py indica la proyeccién ortogonal sobre H.



Repaso: proyeccién ortogonal

Recordar que al proyectar ortogonalmente
un vector A sobre un vector B, la longitud
de la proyeccién estéd dada por || Al cos(6)
en donde 0 es el dngulo entre Ay B.

Si el vector B tiene norma 1, esta longitud
es igual al producto escalar entre Ay B:

A-B=(A B)=AB

|A|| cos@

si pensamos a los vectores como matrices
de una sola columna.



i Como encontrar la recta 6ptima?

Proyeccién de individuos sobre una direccion

Un individuo viene representado en el espacio de individuos RX por
una fila de la matriz de datos X. Sea u un vector unitario (una
direccién) en RX. La proyeccién ortogonal del individuo i sobre u
estd dada por el producto escalar (fila i de X) - u. Entonces, la
proyeccién de la nube de individuos entera viene dada por el vector
Xu.

La varianza de la proyeccién

Cuando X esta centrada, lo mismo ocurre con la proyeccion Xu. De
este modo la varianza de la proyeccién viene dada por 3| Xul|2.
Esto quiere decir que la recta de mayor variabilidad serd aquella que
maximiza

max || Xul|?
uif|uf|=1



Aparece la matriz de covarianzas

Vamos a asumir de ahora en mas que X estd centrada.

La varianza de la proyeccién
La varianza de la proyeccién estd dada por

||XuH2 = (Xu)t(Xu) = (u'X")(Xu) = u" (X' X)u

La matriz de covarianzas
La entrada k, / de la matriz X*X es (recordar que X estd centrada):

/

(XtX)k/ = Z(X;k - )_(k)(X;/ - )_</) = /COV(k, /)
i=1

que es (a menos del factor /) la covarianza entre la variable k y la
variable /.



Interpretacién geométrica de la covarianza

La direccidon de la media
Llamamos direccion de la media en R" al vector unitario

de coordenadas iguales.

El promedio como proyeccién

Consideremos una muestra {x, ..., x,} como un vector de R":
x = (x1,...,Xp). Llamemos {e1,..., ey} a la base canénica de R".
Asi u= ﬁ -7 1€,y la proyeccién de x sobre u es

(x-u) ( Zx,>u_ LX)



Interpretacién geométrica de la covarianza

La varianza como norma al cuadrado de una proyeccién

Ademas, el espacio V ortogonal a u es
n
VZ{XER”ZX~UZO}:{XGR”ZZX,':O},
i=1
y la proyeccion de x sobre V es

n

xy =x—(VnX)u= Z(x,- —X)ej

i=1

cuya norma al cuadrado es ||xy|?> = 37 ; (x; — X)? = nVar(x).



La varianza como norma al cuadrado de una proyeccion




Interpretacién geométrica de la covarianza

Sean ahora {x1,...,xn} € {y1,...,Yn} muestras de tamafio n de
dos variables cuantitativas, que pensamos como vectores de R":

X:(le"'axn)v y:(yla”'ayn)'
Las proyecciones de x e y sobre u y sobre V son como antes:

>Xu:(X'U)U:()_(,-~,)_()7 }/u:(y’u)u:(}_/w'w)_/)

> xy=x—xX5, Yv=y—Yu [xv[?=nVar(x), |yv|®=
nVar(y).
La covarianza como producto escalar
Mas aln, el producto escalar entre xy e yy es

n

Xy - yy = Z(x; —X)(yi —¥) = nCov(x,y).
i=1



El coeficiente de correlacién de Pearson

Producto escalar y angulo entre dos vectores

Recordar que el coseno del angulo 6 entre dos vectores Ay B viene

dado por
A-B
cos(f) = ———-.
1Al Bl]

El coeficiente de correlacion
Definimos el coeficiente de correlacién entre x e y como el coseno
angulo 6 de sus proyecciones xy € yy:

Xy - yv _ COV(X?y)
Ixvilllyvll  sd(x)sd(y)

r = Cor(x, y) = cos(f) =



Propiedades del coeficiente de correlacion

El coeficiente de correlacién tiene las siguientes propiedades:

>

>

-1<r<1
r = 0 solamente cuando xy e yy son ortogonales (6 = 7/2)

r = 1 solamente cuando el angulo entre xy e yy es 8 =0, lo
cual implica que yy = axy para cierta constante a > 0. A su
vez, esto implica que y = ax + b en donde b es una constante
que compensa la relacién entre los promedios.

r = —1 solamente cuando el angulo entre xy e yy es 0 = 7, lo
cual implica que yy = axy para cierta constante a < 0. A su
vez, esto implica que y = ax + b en donde b es una constante
que compensa la relacién entre los promedios.



Volviendo a la matriz de covarianzas

La matriz de covarianzas y la direccién éptima

Dada X una matriz de datos, definimos la matriz de covarianzas S

cuya entrada k/ es
Sk = Cov(k,1).

En el caso en que trabajemos con la matriz de datos centrada, la
matriz S puede calcularse como

SZ%XtX

Recordar que estamos buscando la direccién u € R¥ que maximiza
1|1 Xu||?, y por lo que vimos antes esto equivale a maximizar

max u'Su
uiljull=1

ya que 1| Xu||? = utSu.



Covarianza y correlacién para los datos de las tortugas

(S=cov(turtles[,2:4]))

## Length Width Height
## Length 420.0408 254.0452 165.09043
## Width 254.0452 160.6769 101.78989
## Height 165.0904 101.7899 69.98404

(R=cor(turtles[,2:4]))

#it Length Width  Height
## Length 1.0000000 0.9778869 0.9628899
## Width 0.9778869 1.0000000 0.9599055
## Height 0.9628899 0.9599055 1.0000000



Observaciones sobre matrices de covarianza y correlacién

» La diagonal de la covarianza S aparecen las respectivas
varianzas de las tres variables .

» Ambas matrices son simétricas

» La matriz de correlaciones R es la matriz de covarianzas de la
matriz de datos estandarizada.



Calculo de la direccién éptima

El caso de 2 variables
Por simplicidad, supongamos K = 2 variables. Asi la matriz de
covarianzas es una matriz 2 x 2:

2
S Y
“\ s 52
Xy y

y queremos maximizar | Xu||2 = ufSu:

2
S S, uy
F(u) = u'Su = (u1, u2) 4 = sfu%+25xyu1u2+5§u§
Sxy Sy u»

con la restriccién N(u) = v? + u3 = 1.



Calculo de la direccion éptima usando multiplicadores de
Lagrange

Recordar que el método de los multiplicadores de Lagrange consiste
en introducir un multiplicador A y resolver el sistema

VF—-AVN=0

Calculamos los gradientes:

2
B ) 9 - Sk Sxy uy —
=2 s mnn ) <2 £ % ) (1) <2

VN =2(u1, up) =2u

de donde obtenemos la ecuacién Su = Au. Esto quiere decir que la
direccién éptima estd dada por el vector propio de valor propio
maximal.



Los valores y vectores propios de S

Diagonalizacién

Toda matriz simétrica es diagonalizable en una base ortonormal.
Ademas, si la matriz es definida no negativa, sus valores propios son
no negativos. Esto implica que existe una base ortonormal
{pci,...,pck} de vectores propios de RX (vendria a ser como rotar
los ejes coordenados) con valores propios

A=A > Ak 20
tales que S pcx = Ak pck.

La varianza proyectada en la base diagonal
Si trabajamos en esta base, la varianza proyectada en la direccién u

queda
utSu = MU + -+ Akuk



La direccién éptima es PC1
Notar por un lado que

utSu = Mg + -+ AU > Aot
y tomando maximo en ambos lados

max u'Su> max Alu% > A1

u:l|ul|=1 u:lufl=1
Por otro lado
utSu = \ud + -+ Agun < A(ud + -+ ux) = Ag,
y tomando maximo en ambos lados

max ufSu < \i.
u:|lul|l=1

Es decir,

r”nZﬂX utSu = )1 y la direccién éptima es u = +pc;.
u:||u||=1




En resumen

Para encontrar la direccién de mejor representacién, o lo que es
equivalente de mayor variabilidad, debemos:

1. A partir de la matriz de datos calculamos la matriz de
covarianzas S. En caso de que X esté centrada, el calculo es
simplemente S = %XtX.

2. Hallamos la base de vectores propios {pci,...,pck} de Sy los
valores propios
A1>X 2> Ak >0

3. La direccién éptima es u = +pcy.

4. Los valores proyectados en esta direccién se obtienen haciendo
X pcy.



Ejemplo Tortugas

Calculamos los vectores y valores propios

(PC <- eigen(S,symmetric = T))

## eigen() decomposition

## $values

## [1] 641.416281 5.392442 3.892961
#i#

## $vectors

## [,1] [,2] [,3]
## [1,] 0.8074283 0.5892250 -0.02955521
## [2,] 0.4947346 -0.7035360 -0.51017135
## [3,] 0.3213988 -0.3973048 0.85956482

vect_pcl <- PC$vectors[,1]



Ejemplo Tortugas

Proyectamos sobre pcl para calcular el ler factor

(vect_pcl <- PC$vectors[,1])

## [1] 0.8074283 0.4947346 0.3213988

(f1 <- as.numeric(X_cl/*/%vect_pcl))

#Hit
##
##
##
##
##
##
##

[1]

(7]
[13]
[19]
[25]
[31]
[37]
[43]

-31.
.716328
13.
39.
-39.
-25.
-10.
-4.

-1

399510

486295
479850
221193
244072
806195
616780

-25.
.943888
13.
39.
-37.
-23.
-10.
-1.

9

878165

981029
505123
077624
629216
641565
412339

-23.
.428092
20.
41.
-34.
-23.
-10.
1.

11

603100

014520
580736
473298
637921
146830
686721

-21.
11.
27.
44 .

=27.

-15.
-7.

1.

988244
428092
628889
193767
171623
494840
542504
999415

-17.
10.
28.
48.

-26.

-15.
-9.
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Graficamos la proyeccién sobre PC1 de los caparazones
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Proyeccion de los caparazones en el plano

vect_pc2 <- PC$vectors[,2]
f2 <- as.numeric(X_cYx*%vect_pc2)

plot(f1,f2,
pch=16,col=vector_colores,
main = "Proyeccién sobre PC1 y PC2",

xlab = "PC1",ylab = "PC2", asp=1)
abline(h = 0, v = 0, col = "gray60")
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Proyeccion de los caparazones en el plano

vect_pc2 <- PC$vectors[,2]
f2 <- as.numeric(X_cYx*%vect_pc2)

plot(f1,f2,
pch=19,col=vector_colores,
main = "Proyeccién sobre PC1 y PC2",

xlab = "PC1",ylab = "PC2")
abline(h = 0, v = 0, col = "gray60")
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Calidad de la representacién

Variabilidad total y calidad de la representacion

Una medida usual para la variabilidad total de la nube de puntos es
la suma de las varianzas de cada variable:

Variabilidad total = Var(1) + - - - + Var(K)

Este n(imero es igual a la traza de la matriz de covarianzas S y se
puede calcular como:

tr(S) = A1+ -+ + Ak

Si usamos una representadién con n < K componentes principales,

el coeficiente
A1+ 4 A

tr(S)

es un indicador de la calidad de la representacién.

x 100



Calidad de la representacién en el ejemplo de las tortugas

X.princomp <- princomp(X)
cumsum(round (X.princomp$sdev-2/ (sum(X.princomp$sdev"2) ) *10(

## Comp.1 Comp.2 Comp.3
# 98.6 99.4 100.0

Observacion:

X.princomp$sdev

## Comp.1 Comp.2 Comp. 3
## 25.060994 2.297847 1.952398

sqrt (PC$values)

## [1] 25.326198 2.322163 1.973059



Interpretacién de las componentes

Los valores proyectados como variable

Consideremos la matriz de datos centrada X y la componente
principal pcs, para 1 < s < K. Si proyectamos la nube de individuos
sobre pcs obtenemos un vector de / valores

fs = Xpcs = (fs(1),- -+, f5(1))

en donde f5(i) es el valor de la proyeccién en el individuo i.
Podemos pensar a f; como una nueva variable que es una
combinacién lineal de las variables originales. Se la suele llamar
componente principal de rango s.

La correlacion como coordenadas

Podemos calcular la correlacién de la variable k con la componente
s como indicador de la influencia que ésta tiene sobre la
componente. Si calculamos la correlacién de la variable ken f1 y f
podemos usarlas como coordenadas para representarla en un plano.



Interpretacién de las componentes

Correlacién nula entre componentes

Observar que la correlacion entre f; y f; es nula:
£ £, = (Xpcs) - (Xper) = (Xpes)H(Xper) = (pes)H(XEX)(pcr)

fo - fr = (IXe)(pcs) (pee) = 0

Varianza de una componente
Observar también que la varianza de la componente f; es igual a As.

Correlacién entre ky fi y £
Para cada variable k calculamos los coeficientes de correlacién

r(k,fi) y r(k,h)

para representar k como un vector en el plano.



Calculemos las componentes

S <- (1/I)*t(X_c)%*hX_c

PC <- eigen(S,symmetric = T)
vect_pcl <- PC$vectors[,1]
vect_pc2 <- PC$vectors[,2]

f1 <- as.numeric(X_cYx*%vect_pcl)
f2 <- as.numeric(X_cl*/%vect_pc2)



Nube de individuos en R¥ (Recordamos)

plot(f1,f2, pch=19,col=vector_colores,
xlab = "PC1",ylab = "PC2",asp = 1)

abline(0,0)

abline (v=0)
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Las coordenadas de la nube de variables

library(plotrix)
pcl2 <- X_c/*/PC$vectors[,1:2]
(R <= cor(x=X_c,y=pcl2))

## [,1] [,2]
## Length 0.9977649 0.06676182
## Width 0.9884749 -0.12888499
## Height 0.9730044 -0.11028514



Nube de variables

Nube de variables en R"
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La nube de variables

Las columnas de la matriz de datos

Recordar que cada variable es una columna de la matriz X, y que la
consideramos como un vector del espacio R/ de variables. Vamos a
asumir que X esta centrada.

El producto escalar entre dos variables k y /-

k-I= Z;:l(Xik — )?k)(X,'/ — )_</) = ”kHH/H COS(Gk/) = lsks/r(k, /) en
donde 6y € [0, 7| es el angulo entre k y /. Recordar que el
coeficiente de correlacién lo identificamos con el coseno del dngulo:

r(k, /) = COS(Qk/).



Los dos puntos de vista

Los cometidos de la nube de puntos

1. Evaluar la estructura de los individuos (distinguir diferentes
grupos, si los hay).

2. Reconocer las direcciones de mayor variabilidad.

Los cometidos de la nube de variables
1. Evaluar o distinguir diferentes grupos de variables
2. Visualizar la matriz de correlaciones a través de los angulos.



Ajustando la nube de variables

Estandarizacién

Para mejor visualizar los angulos en la nube de variables, es
conveniente estandarizar la matriz de datos de forma que todas las
variables tengan norma 1. Esto equivale a considerar la entrada ik

de X como siendo: B
Xik — Xk

Vsk

Con esta estandarizacién el producto escalar entre dos variables es
igual a su correlacién:

Xik =

k-1=r(i,l) = cos(b)



Criterio de optimizacion

Un vector de R/ puede pensarse como una variable. El criterio
consiste en buscar la direccién v en R/ (o sea ||v|| = 1) que
maximiza la correlacién promedio:

K

max r(k, v)?
viv||=1 =1

Es decir, buscamos la variable v que estd mas correlacionada con las
K variables originales (en promedio).



Proyeccién de una variable sobre otra

Como asumimos X estandarizada, las variables tienen norma 1, por
lo que proyectar k sobre v equivale a considerar el producto escalar

k- v =cos(Ok,) = r(k,v)

Podemos entonces pensar que el criterio consiste en buscar la
direccién para la cual los puntos proyectados se encuentran lo mas
alejados del origen que sea posible (en promedio).

La proyeccién de la nube entera

Proyectar la nube entera equivale al producto de matrices X'v, que
resulta un vector columna en donde cada entrada es igual a k- v. El
criterio expresado en forma matricial resulta ser

max || Xtv|.
villvll=1



Ajustando la nube de variables

Resulta familiar

Observar que || Xtv||? = (Xtv){(Xtv) = vi(XX!)v. La matriz XX*
es una matriz simétrica de tamaio / x | y el problema de
optimizacién para la nube de variables resulta ser analogo que el de
la nube de individuos, salvo que cambiando X®X por XX!.

La solucién
Al igual que antes, la solucién estd dada por los vectores propios
asociados a los valores propios de XX* ordenados de mayor a menor:

M1 = 2> .



En el ejemplo de las tortugas

Si observamos las coordenadas de las variables en el plano generado
por vi y Vo, los dos primeros vectores propios de XX*, obtenemos:
A <- X_e%*%t(X_e)

PCV <- eigen(A,symmetric = T)
(coords<-t(X_e)%*/PCVvectors[,1:2])

#it [,1] [,2]
## Length 0.9912887 0.07367996
## Width 0.9902790 0.09683793
## Height 0.9851415 -0.17148264



Notar las semejanzas con lo anterior.
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La relacién entre ambos puntos de vista

Volvamos a hacer las correlaciones con las componentes f; y f» pero
haciendo el calculo con la matriz de datos estandarizada del mismo
modo que en las Ultimas diapositivas.

t(X_e) %*%PCV$vectors[,1:2]

#it [,1] [,2]
## Length 0.9912887 0.07367996
## Width 0.9902790 0.09683793
## Height 0.9851415 -0.17148264

cor (x=X_e,y=pcl2)

## [,1] [,2]
## Length 0.9977649 0.06676182
## Width 0.9884749 -0.12888499
## Height 0.9730044 -0.11028514



Puede haber diferencia de signos

La diferencia de signo es arbitraria, pues depende de la eleccién de
direccién de los vectores propios. Eligiendo las direcciones de forma
correcta ambas matrices son iguales.



De una nube a la otra
Supongamos de ahora en méas que estandarizamos X de forma tal

que
_ Xik — Xk

Xik =
Visk
Esto es para que las variables tengan norma 1 y como consecuencia
los productos escalares sean iguales a las correlaciones.

Consideremos una componente principal pcs y su variable asociada
fs = X pcs. Notar que

(XX fs = (XX (X pcs) = X(XEX pes) = X(Aspcs) = As(X pcs)
(XX')fs = Asfs Esto quiere decir que \s es también un valor propio
y que f; es un vector propio de XX!.

La norma de 5 es /s, por lo que \%fs debe ser igual a uno de los
v¢. Como estdn ordenados por tamano:
1 1

fl) VZZ\/T@7
2



De una nube a la otra

Al calcular las correlaciones de la variable k con las f; tenemos

k- f. .
r(k,fs) = \//\7: = k- vs = (fila k de Xt)-vs
Cuando lo hacemos para la nube entera de K variables el resultado

es Xtvs.

Correlaciones de las variables con las componentes principales

Por ello, al hacerlo con f y f, si [vi, v2] denota la matriz de / x 2
cuyas dos columnas son v; y v» obtenemos que las correlaciones de
las K variables con f; y f» son exactamente las coordenadas de las
variables proyectadas sobre el plano éptimo generado por vi y vs:

(correlaciones de todas las variables con f; y ) = X*[v1, vo]



De una nube a la otra

Llamemos rs(k) = (fila k de X*) - vs a la coordenada de la variable
k en la componente s. El vector rs = Xtvs de R representa
entonces las coordenadas de las K variables en la componente s.

Relaciones de transicion
La relacién anterior, que describe cémo pasar de las coordenadas f;

a las rs, se escribe
1

Vs

Del mismo modo se muestra que el pasaje de rs a f; es

Xt

I's

fe = —X



Correlacién y distancia entre variables

La distancia entre las variables k y | estd dada por

/

d(k,1)? = [k = 1lI> = > _(xi — xir)°
i=1

Desarrollando el cuadrado y reordenando los términos obtenemos

1 I /

d(k, )2 = [[K[1Z+ 1112 = 2(k - 1) = DX+ D xi =2 xuxi
i=1 i=1 i=1

Recordar que bajo la estandarizacién que convenimos al principio
k|| = ||l]l = 1y que el producto escalar k - | es igual a la
correlacién r(k,I). Entonces

d(k,)?=2(1—r(k,1)



Representaciones separadas
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El anélisis de la nube de [/
individuos en RX se hace en
base al sistema de coordenadas
{pc1, pc2}. La representacion
provee la mejor visualizacién
aproximada de las distancias
entre los individuos.
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El anélisis de la nube de K
variables en R’ se hace en
base al sistema de coordenadas
{v1,w}. La representacion
provee la mejor visualizacién
aproximada de la matriz de cor-
relaciones.



Representacién simultdnea en RX

Consiste en incluir las proyecciones de los vectores unitarios

ex=1(0,...,0, 1 ,0,...,0)

que representan la direccién en el espacio R de la variable k. Sus
coordenadas en el plano de componentes principales estdn dadas por

ek - pc1 = pci(k), ek - pca = pca(k).
Alternativamente, la coordenda k-ésima de

1
pcy = 7XtV1, pC =

Xtvy
VA1
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