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Nameros Aleatorios

+ En la simulacion estocastica de tipo Monte Carlo, se reproduce artificialmente la
evolucion de sistemas, a veces complejos.

+ No siempre se conocen reglas estrictas ni funciones deterministicas que
describan el comportamiento de los sistemas, muchas veces se cuenta s6lo con
indicios, aproximaciones o descripciones cualitativas.

+ Reproducir artificialmente la evolucién de un sistema supone, entre otras cosas,
disponer de sucesiones de nimeros aleatorios con distribuciones tales que sus
valores coincidan (al menos aproximadamente) con los que se leerian al
observar, en plena operacion, las variables del sistema cuya evolucion se busca
reproducir.

+ Los sistemas de cémputo (autdbmatas de estado finito) no son capaces de
, L) , i
generar nimeros aleatorios ~ sino nimeros pseudo-aleatorios.

(*) o } .
No son capaces de generar niUmeros aleatorios como resultado de un proceso de computo.
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Nameros Pseudo—Aleatorios

- Las secuencias de nimeros pseudo—aleatorios son, en realidad, secuencias
deterministicas (peridédicas) generadas mediante un algoritmo.

+ Las secuencias de nimeros pseudo—aleatorios tienen algunas propiedades que
las hacen “semejantes” a secuencias de numeros aleatorios:

+ No siguen un patron o regla de generacion evidente.
+ La correlacion entre sus elementos es tan baja que dan la impresién de ser
independientes
+ La generacion de nUmeros pseudo—aleatorios no requiere de elementos
mecanicos ni de sistemas fisicos y es, por lo tanto, mas simple (eventualmente
mas rapida) que la generacién de nimeros aleatorios.

+ Una secuencia de nimeros pseudo—aleatorios se puede repetir lo cual, en la
experimentacion mediante simulacion, es extremadamente util.

+ Los niumeros pseudo—aleatorios pueden ajustarse a las mismas distribuciones
que los nUmeros aleatorios.

La base para generar niUmeros pseudo-aleatorios con “cualquier distribucion” es una
secuencia de nimeros pseudo-aleatorios uniformemente distribuidos en [0, 1].
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Variable Aleatoria

X > X1, X2,X3, ...

X1, X2, X3, . . . son valores numéricos, tomados de un conjunto de valores
posibles, cuya principal caracteristica es que no se pueden predecir.
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Distribucion Discreta
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Distribucion Discreta

P
X
+ + 4 +
X1 X2 X3 X4

5/27



Distribucion Discreta
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Distribucion Discreta
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Distribucion Continua
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Distribucion Continua

f(x)
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Distribucion Continua

f(x)

/_:O f(x)dx =1

/ ‘ f(x) dx = P{X < k} = F(k)
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Distribucion Continua

f(x)

_,/ X

P{x1 <X < X2} = / ’ f(x) dx
X1
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Distribucion Continua Uniforme (0, 1)

f(x)

F(x)
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Generador congruencial lineal

Uno de los algoritmos mas conocidos y utilizados para generar una secuencia X,
n=0,1,...de nimeros pseudo—aleatorios es el generador congruencial lineal:

Xny1 = (@Xn 4+ ¢) mod m, n>0

La operacion x mod y devuelve el resto de la division x/y en nimeros enteros.

Ejemplo:
Division en nimeros reales — 22/4=5,5
Division en nimeros enteros  — 22/4 =5
Médulo — 22 mod 4=2
2 |
Z S S S O S v S

* a, cy m son constantes enteras.

+ Larecurrencia se inicia con un Xy entero por lo que los X,, n > 0, son enteros.
+ La sucesion X, toma valoresen {0,1,...,m —1}.

+ La sucesion X, es periddica de periodo, maximo, m — 1.

* Los valores X, son pseudo—aleatorios en [0, m).

* Los valores X,/m son pseudo—aleatorios en [0, 1).

13/27



Nameros Aleatorios

EJEMPLOT:a=3,c=3,m=5yX; =0
Xnt1 = (3Xn +3) mod 5
Xo =0, X; =3, Xo =2, X3 = 4, Xs=0,...
Xo/m=0.0, X;/m=0.6, Xo/m=04 X3/m=0.8, Xs/m=0.0,...

* Los valores de la sucesion pertenecen a {0,1,2,3,4}
+ La sucesion es periddica, de periodom — 1= 4.
« El valor inicial, Xo, se llama semilla (Ila misma semilla genera la misma secuencia).

+ Evidentemente conviene elegir m muy grande (un valor tipico para un
computador de 32 bits es 23" — 1).

+ Son pocas las combinaciones {a, ¢, m} que dan resultados buenos o muy
buenos (muchas dan resultados muy malos).

+ En el lenguaje C, drand48(), Irand48() y mrand48(), son generadores de este tipo,
mientras que srand48(), seed48() y Icong48(), sirven para fijar la semilla.

+ Hay muchos algoritmos especificos (sofisticados) que generan secuencias con
distribucién Unif(0, 1) con mejores propiedades estadisticas que el congruencial

lineal (por ejemplo: PCG, Mersenne—Twister, Xoroshiro128+).
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Generacion de una variable aleatoria X dada su distribucion

Las sucesiones con distribucién Unif(0, 1) sirven para generar valores ajustados a:

+ una determinada fdp fx(x), en el caso de las v.a. continuas,

+ una determinada funcion de masa de probabilidad, en el caso de las v.a.
discretas.

En las secciones siguientes se presentan los métodos:

+ Método de la Transformada Inversa — X continua,
+ Método de la Transformada Inversa — X discreta,

+ Método de Aceptacion/Rechazo — X continua,

Nota: De aqui en mas llamaremos aleatorios a nimeros que son, en realidad, pseudo—-aleatorios. 15,27



Generacion de una variable aleatoria X dada su distribucion

f(x)

Fx(X)
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Método de la Transformada Inversa — X continua (I)

Fx(x)

Si X =F;'(U), U~ Unif(0,1) entonces X ~ fx(x)
Donde:

Fx'(y) = inf{x : Fx(x) >y}, 0<y<1

El método es util y eficiente sélo si es simple la determinacion de la inversa de Fx(x).
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Método de la Transformada Inversa — X continua (Il)

Fx(x)

1

U, ,,,,,,,,,,,,,,,,

X ~ Unif(0, 1) es un caso trivial.
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Método de la Transformada Inversa — X continua (llI)

Fx(X)

Si X =F;'(U), U~ Unif(0,1) entonces X ~ fx(x)
Demostracion:
Fx(x) = P{X < x}
=P{F,'(U) <x} <« Fx(x)esmondtona, Fy'(U) < x < U < Fx(x)
=P{U < Fx(x)}
= Fx(x)
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Método de la Transformada Inversa — X continua (IV)

Fx(x)

Si X =F;'(U), U~ Unif(0,1) entonces X ~ fx(x)

Algoritmo:
1.generar U de Unif(0, 1)
2.devolver X = F;1 @)

X ~ fx(X)
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Generacion de una v.a. con Distribucion Exponencial

fi(t) = Ae=™

Fx(t) =T1—e
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Generacion de una v.a. con Distribucion Exponencial

EJEMPLO: Se busca generar valores de una v.a. X ~ Exp(\) mediante el método de la
Transformada Inversa.

X~Exp(\) — f(x)=xe ™™ F(x)=1-e
Se cuenta con un algoritmo capaz de generar valores de una v.a. U ~ Unif(0, 1).

U=1—-e™
e M=1-U
Ax = —log(1—U)
X =—1/Xlog(1—U) = Fy ' (U)

Dado que (1 — U) también es uniforme en (0, 1), resulta méas practico generar X
directamente como —1/\ log U.

Algoritmo:
1.generar U de Unif(0, 1)
2.devolver X = —1/\logU

X ~ Exp(A)
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Método de la Transformada Inversa — X discreta (I)

Este es, probablemente, el mecanismo mas elemental y directo para generar una v.a.

n—1
SiendoX ~P{X=x;} =p;, i=0,...,n—1, Zp,— =1, se sortea U ~ Unif(0,1) y:
i=0

Si 0 < U< po, X =X <+ ocurre con probabilidad po,
Si po < U< pog+p, X =xq < ocurre con probabilidad p,

Si po+...+pr2<U<1, X=x,_1 < ocurrecon probabilidad p,_;.

Po P1 Pn—1

0 Po  Po+p

N
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Método de la Transformada Inversa — X discreta (I)

EJEMPLO:
Xo c.p.0.1
Generar X7 c.p.0.2
X, c¢.p.0.7

Siendo U uniformemente distribuida en (0, 1),

0.7

0.1 0.2
0 01 0.3

/ 1

u

+ Ucaeentre 0y 0.1 con probabilidad 0.1 —  Xo
+ Ucaeentre 0.1y 0.3 con probabilidad 0.2 — x

+ U cae entre 0.3 y 1 con probabilidad 0.7 — X2

El ancho de cada sector determina la probabilidad con la que una U cae dentro de él.
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Método de la Transformada Inversa — X discreta (ll)

El siguiente ejemplo muestra que el método de la pagina anterior es numéricamente
equivalente al método de la Transformada Inversa.

3
EJEMPLO: X ~P{X =X} =p;, i=0,1,...,3 > pi=1 xo<x1 <Xy <X
i=0

Fx(X)

U = | p2

de 1 ! ‘ 4

Xo X1 X

Algoritmo:
1.generar U de Unif(0, 1)

2.Encontrar el menori tal que U < F(x;) y devolver X = X;
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Método de Aceptacion/Rechazo — X continua (1)

Seafx(x) =0six <ayx>b,yseac =sup{fx(x):x€[ab]}

fx(x)

Algoritmo:
1.generar X de Unif(a, b)
2.generar Y de Unif(0, c)

3.s1 Y < fy(X) devolver X, si no, volver a 1.

X~ fx(X)
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