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Series de Fourier de variable discreta
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Series de Fourier

Pulso de tiempo discreto (Ng = 3, N=10)
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Series de Fourier

Pulso de tiempo discreto (Np = 3, N=20)
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Series de Fourier

Pulso de tiempo discreto (Np = 3, N = 40)
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Series de Fourier

Pulso de tiempo discreto (Np = 3, N=80)
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Series de Fourier

Pulso de tiempo discreto (N = 3, N=160)

-150 -100 -50 0 50 100 150

-6.00 -4.00 -3.14 —2.00 0.00 200 314 400 6.00

n sF, . 1sin(t/200k(No +1)) g _ 2n/y)
2Ny + 1 N sin(1/2 6pk)




Periodicidad de las exponenciales / sinusoidales

cos(mn0) cos(nmn?2)
1.0- 0.0 . %0 ) - 2..0 F 4 0. . .f € 0..% © 9 -T..0 y £ 0 ]_o- ? o o 3 ? L o} ? . ? L 9 G L ? ‘ @ ? L3 O 9
05+ 05+ : :
00+ ~— : , . ! . L : — 00+ -4 -
-05+ -0.5+
10 10+ '-
[ [ I I 1 [ 1 1 ! ] [ I O 1 [ 1 g
-10.0 -7.5 -5.0 -2.5 0.0 25 75 10.0 -10.0 -7.5 -5.0 -25 0.0 25 5.0 75 10.0
cos(mni1/8) cos(mn15/8)
1.0 = a Qe 10+ . _{‘ L I ? & ,;
s 'y : ‘ o @
05- 05- RN :
(-] L - T -.4
00- | i | _ | | A 004 i—— i —-r;-—i—-. i S L S — : SRR _I
- * i é: é ] ‘ E
-05- 05+ HEE S I O
° [ © 3 o i L@ :: I L i )
1.0 = 030 ®. 0. 10- 5 PR I T A A | b &
' 0 T T T T T T T g ’ 0 T 0 T T T
-10.0 -75 -5.0 -2.5 0.0 25 5.0 75 10.0 -10.0 -75 -5.0 -25 0.0 2.5 5.0 75 10.0
cos(mn1/4) cos(mn7/4)
10~ o @ . 10- )
3 ® ¢ ) - - ‘e é i - t_; : % é
05+ : 05- i R B
ooef ettt 111, 1115 00- C_':-:"-.?:!".il': | _I.g—l_ A L
; S E S E
05 ‘ 05+ L .
" L] @ [ « 1 & ) é.
10~ “a 10+ § A
] ] ] " 1 [] [ ] [ ] [] [] [ 1 [] [ 1 [
-10.0 -75 -5.0 -2.5 0.0 25 5.0 75 10.0 -10.0 -7.5 -5.0 -2. 0.0 2.5 75 10.0
cos(mn1/2) cos(mn 3/2)
1.0 = » L ) 2 » 1.0 = e . . e . @ L8 e
05~ ' e 3 : 05-
0.0+ e e e 00 mF—t——mt L e e e
-05- 05~
104 © o * © o 3 10+ © (R S T A S §
] [ I O [ 1 ] ! [ 1 J O 1 [ 1 I
-10.0 -7.5 -5.0 -2.5 0.0 25 5.0 75 10.0 -10.0 -7.5 -5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0 75 10.0
cos(mnl) cos(mn-1)
10 - © 0 L < L3 o -] ° ] O ] 10 - © o - < _" o o [~} [~ ] O ._0
os{ | || f L | 05-
0.0+ - 00~ ——
LT BT U] FREY ERY Y O O E Y E R 05+
1.0 - s s 3 ) A 3 e s S v 1.0 = s s o @ 3 3 S S . 4

T 1 1 T 1 [ O I 1 T 1
-10.0 -75 -5.0 -25 0.0 25 5.0 75 10.0 -100 -75 -5.0 -25 0.0 25 5.0 75 10.0



De |la Serie de Fourier a la DTFT

2T 2T
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e Cuando N — oo aumentan en namero de fasores (ej‘gk”) entre [0, 27) donde se
evalia X(ejek). La integral quedan evaluada en un periodo (cualquiera) de ancho
27T pues X(ejek) es periddica 2r.



Transformada de Fourier de variable discreta (DTFT)

e X (eje) es la TF de x[n] (no es necesario que sea periddica)

1 . .
zn] = — / X (&%) e7°d6 Sintesis
e DTFT 2T (27r)
. +w .
X (699) — Z ;[;[n]e_Jen Analisis

o X(eje) es periddica 2r.
o jCual es la DTFT de una seiial peridédica?

o Convergencia de la DTFT: x[n] es absolutamente sumable.
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Ejemplos
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X[n]

Ejemplos

Atencion: El libro también usa @ para la
frecuencia angular en la DTFT, nosotros

usaremos @ para diferenciarla de la
frecuencia de la CTFT.
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DTFT de una seiial periddica

:c[n] — lton o x[n] solo tiene componentes en 0 = 6,, X (eje) es una 6(0 — 6,)

X(e'*)

21

®o

La DTFT es periddica 2.
+00
X (e7%) = > 218 (6 — 6o — 2nl)

|=—00
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DTFT de una seiial periddica

Consideremos una x[n] periddica, su Serie de Fourier es

:U[’n,] = Z a,kejk(zﬂ/N)n a,: coeficiente de SdeF

Serie de Fourier k=(N)

(tiempo discreto) 9
639 Z 2T L0 (0 — Lk)

k=—o00

La DTFT de una senal periddica es un tren de impulsos en el dominio de la
frecuencia, con las areas de los impulsos proporcionales (27) a los coeficientes
de la Serie de Fourier.




DTFT de una seiial periddica
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Ejemplos

1 . |
z[n| = cosfyn = 5696’0” + 56—3907’&

X (%) =760 —60) + 76 (0+60p), —-m<O<m

Se debe dejar claro en los bosquejos que se
esta graficando una sefial periddica.
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Ejercicio

e Peine de Dirac o Tren de Impulsos

—+ 00
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TF

DTFT: propiedades z1[n] ¢ X1 (')

xan a5 X, (e7)

e Linealidad - | |
azxi|n] + bxa[n| +— aX; (679) + bX, (6‘70)

o Desplazamiento temporal y frecuencial
TE o : ; TF (0 —
xrn —ngl — e 79mo (639) 6390%7[”] — X (69(9 90))

« Conjugacién - |
z*[n] +— X* (e77°)

e Diferenciacion TE . .
zn] —zn—1] +— (1 — 6_‘79) X (639)

e Acumulacién

Z z[m] <0 ; —1e—j9X (e’%) + X (e7°) 25(6’ — 27k)
m=—o0 k

e Reversién temporal T ,
r[—n| +— X (6_39)



DTFT: propiedades

o Escalado temporal

z[n/k| sin es miltiplo de k (n/k € Z)
T (k) (n] =

0 si m no es multiplo de k (n/k ¢ Z)
x[n] (k— 1) CEeros ‘\ o]
Mgl BRATARARIRAR

:c['r
X(k) 69 Zaz(k) n]e‘y —Zx(k)[rk]eﬂerk (ejgk)

Se comprime el espectro; en [—x, 7) hay k copias de X (ef‘g).



DTFT: propiedades

o Escalado temporal (ejemplo)
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DTFT: propiedades

e |ldentidad de Parseval

Dlelnll = 5 [ X ()" a9

o Convolucién (y filtrado)

y|n| = x[n]| x h[n] PALING v (eje) =X (eje) H (eje)

o Multiplicacién

y|n| = x1|n] zs|n] LI 7 (e7%) = % : X; (') X (ej(g_”) d\

~ X1 () ® Xa ()

T

Convolucién
circular



Convolucioén circular (variable continua)

~

X1 (eje) ® Xo (eje) = X1 (eje) x X9 (eje)
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Filtrado

» Respuesta frecuencia de un filtro H(eje) periddica 2z (mddulo y fase).

L H ()
LPF
: _ _ > 0
=2 -7 i vy 27
X ()
: /\ > 0
— T B v




175+
150~
125+
1.00 =
0.75 =
050+
0.25=

0.00 -
]
-6.00

/

Yl

N

\

V(e =ae 2 X(e79) + 779X (e7?) + a X (&%)
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Filtrado

id =a zln — 2]+ xn — 1] + aaz[n]:

Tre

= X (e/%)e™7" (a e 1+ aeje)

— X(eje)le_je (1 4 2a cos 9).: X(eje)lH(eje)l

TF

=
=)
]

— 0:'0.75 3-
—— a=-0.25
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~— a=075 1=

i 1 i i 1 i i
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a5[n — 2] 4+ 5[77, — 1] + a(S[n] FIR: Finite Impulse Response

<H

-~ a=000 2=

] ] i ] ] ] I ] '
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8

LPF para a > 0, HPF para a < 0. Fase lineal.



Filtrado

*

yln] = ayln — 1] + z[n] VEREMOS MAS
T ' ITF ' SOBRE FILTROS
3 DIGITALES
: LUEGODE TZ
Y(eje) = ae_JeY(eje) + aX(eJe)
Y(e?) (1—ae™?) = X (%)
Y(eje) - 1 TF :
- = H 70y — : «——5 hinl=a™uln lIR: Infinite Impulse Response

40+ — a=-0.75 0.75
35~ — ai -0.25
—a = 0.00 0‘50 -
30= — a=0.25
25- - a=0.75 0.25 =
20~ 0.00 =~
15= -0.25 =
1.0+ -0.50 ~
05=
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0.0~ . , .
1 T 1 1 1 T 1 1 1 T [ ] 1 1 1 1 1 T
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e 6

LPF para a > 0, HPF para a < 0. Fase no lineal.



Filtrado de seiiales periédicas con DTFT

o La salida del filtrado de una sefial periédica es una senal periddica.

e ak] periédico N

N—1 N_1
En] =Y alklel%kn o hin] - gl = 3 ay [klei%okn
k=0 k=0




Dualidad DTFT < CT Fourier Series

DTFT CTFS
1 10\ _76n iy :
x|n| = - 27TX (e7%) e7°"db z(t) = Z a, eI kwot
Yoo k=—o00
0\ __ —30n 1 :
X (%) = ) alnle™ a = / z(t)eIkwot .
n=—oo T

o Representacién en SF de la senal X(efe) periddica 2x.
e Es la suma de arménicos de exponenciales ¢/%"

o Los coeficientes son x[—n]



La familia de la Transformada de Fourier

Frecuencia discreta

Frecuencia continua

Tiempo continuo

FS

+00 '
p(t)= ) aglkle! o

k=—o0

anlk] = —

periédico T

= —/ z(t)e 7wt dt
To Jiry)

CTFT
I .
x(t) = 5 X (jw)e?“ dw

o0
X(Jw) = / z(t)e It

Tiempo discreto

DTFT
x|n] = i X (ejg)ejendﬁ
2T o
. +OO .
X (639) — Z x[n]e—jen periQé;iico

<> Dualidad




Transforma Discreta de Fourier (DFT)



Transforma Discreta de Fourier (DFT)

TN (]
& ~ 2
CONVERSION x[n) T
ANALOGICO Ceno e dlr, oo
DIGITAL 012 s 4
— & —> >
CEROS GRABACION CEROS
SCUAL TF USAREMOS EN UN
PROCESAMIENTO COMPLETAMENTE
DIGITAL?

i TF con tiempo y frecuencia discretas (x[n] LN X[k])?
o Consideremos xy[n] la sefial de N muestras y x[n] periédica tal que

rin]=xzyxn] n=0,--- , N —

: o “ 1 “ ¢1
_'thlx *13.4'111”‘ — L LA

e La SdeF de X[n] es

— N—1
- 27T ]_ 271'
— E_ a[k]ejWk con alk] = ~ g i[n]e_j kn (periédica N)

n=0



Enventanado de una senal

1 oty o 1“

2¢ [0l .“H Lllonz 111 1*111 | "
X
Wy [] L e tove I In“ n1 'u

—
am———

%N[n-] ! oo toe I)Tlfl 11to]-r4—o—“—¢4—

;zm m,::“'lll quTf1111L 1”1 11L‘1‘

Q PERIODIZAR

0l1

o La sefial a la que se le calcula la DFT X[n] es la periodizacién N de xy[n]
obtenida como el producto entre la sefial original x[7n] y una funcién de

ventana wyln]. ,
N ® VEREMOS MAS DEL

o Efectos en el espectro de multiplicar y periodizar la sefal. ENVENTANADO LUEGO
DELATZ



Transforma Discreta de Fourier (DFT)

1 = 2
- — Z X ejeokn Sintesis Oy = “n
N
DFT N k=0
—1
Z x[n]e 700k Analisis n,k € [O, L,--- , N — 1]
n=0

e x[n] peridédica N.
o X[k] periédica N.

e Definiendo los vectores
x = (z[0], z[1],--- ,z[N —1])"

= (X[0}, X[1],- -, X[N —1])"

podemos escribir una relacién matricial entre ambos. Definamos

j6o _ jZ=  REPRESENTALNAROTACION
Wy =e=c¢ DE ANGULO ¢, @

donde WX son los coeficientes de la matriz W
N N



Transforma Discreta de Fourier (DFT)

e x[n] y X[k] son vectores en RY, y W, € RV

1 1 1 e 1 . 1 _
1 W Wz e Wz . W](VN—l)
1 Wy w2z ... W 2n . W]%(N—l)
\/N 1 Wﬁ, W]%k - W]l@n o WJI:[(N—l)
1w Nt Dy (VDD
ES UNA MATRIZ

» Wy es ortonormal DE VANDERMONDE

e La DFT queda

W}kVX X:\/NWNX

X =

L
VN



La DFT es el muestreo de la DTFT en N puntos equiespaciados

TN (N LX[/G] = Z_ xN[n]e—j%kn
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/ero-padding aumenta la resolucién en 6
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La familia de la Transformada de Fourier

Frecuencia discreta

Frecuencia continua
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Fast Fourier Transform (FFT)

An Algorithm for the Machine Calculation of
Complex Fourier Series

By James W. Cooley and John W. Tukey

An efficient method for the calculation of the interactions of a 2™ factorial ex-
periment was introduced by Yates and is widely known by his name. The generaliza-
tion to 3™ was given by Box et al. [1]. Good [2] generalized these methods and gave
elegant algorithms for which one class of applications is the calculation of Fourier
series. In their full generality, Good’s methods are applicable to certain problems in
which one must multiply an N-vector by an N X N matrix which can be factored
into m sparse matrices, where m is proportional to log N. This results in-a procedure
requiring & number of operations proportional to N log N rather than N> These
methods are applied here to the calculation of complex Fourier series. They are

x(0) j 2-point
x(4) DFT .
e L f—x0
@) , DFT’s — X
X 2-peint s X (2)
x(6) DET E—— Combine  fume X{3)
4-point
x(]) 9 a DFT’s X(4}
-pOlnt . X{S)
x(S) DFT Combing et X (65}
2-poi'nt X(7)
x(3) 2-point DETs
x(7) DFT |

Cooley, J. W., & Tukey, J. W. (1965). An algorithm for the machine calculation of complex Fourier series. Mathematics of computation, 19(90), 297-301.



Fast Fourier Transform (FFT)

Algoritmo recursivo: Divide & Conquer (& Combine)

Descomposicién en pares e impares
k

X[k] = X, [k] + X;[k]e 7 ®
X[k +Nj2] = X, [k] — X;[kle I %72

Evaluacion de polinomios en N las raices complejas de 1

La inversa IFFT es el mismo algoritmo con
—k _  —j2Tk
Wy =e N

Mas eficiente si N = 2™, sino se puede hacer zero-padding

Complejidad: la FFT es O(N log N) vs. O(N?) de la DFT

N i Qué quiere decir?
3 6 9
10 10 10 3 minutos de audio (mono) a 44.1 kHz son N = 7.94x10% muestras.
N2 106 1012 1018 o La FFT requiere unas 182x106 operaciones, la DFT requiere 63x1012
operaciones.
N log N 103 20 % 10° 30 x 10° « Unas ~346.000 veces mas de operaciones: 1 seg. contra ~96 horas.

Cooley, J. W., & Tukey, J. W. (1965). An algorithm for the machine calculation of complex Fourier series. Mathematics of computation, 19(90), 297-301.



Fast Fourier Transform (FFT)
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