Ecuaciones de vqriaci()n
en sistemas isotermicos

Capitulo 3 - Bird

Fenomenos de Transporte en Ingenieria de Procesos



Ecuaciones de variacion

Son ecuaciones diferenciales generales que describen la variacion de
una propiedad en el espacio y el tiempo. Se desarrollan para un sistema
general y luego se ajustan al sistema de interés.

Sistema isotérmico:
eBalance diferencial de materia o Ecuacidon de Continuidad

*Balance diferencial de cant. de movimiento o Ecuacion de Variacion de
CDM
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Ecuaciones de variacion

En Sistemas no isotérmicos se agregaran:
*Balance de energia total
*Balance de energia térmica

En sistemas con variacion de concentracion (sistemas multicomponente)

*Balance de masa para especies quimicas o ecuacion de continuidad de
la especie quimica de interés.
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Ecuaciones de variacion

Realizaremos un balance de envoltura para un fluido con un
escurrimiento general, con un vector velocidad que presenta todas las

direcciones (¥ = [vy, v, v,, t|), en un volumen de control estacionario de
dimensiones diferenciales Ax, Ay, Az.

En dicho volumen plantearemos:

 Balance de masa
 Balance de cantidad de movimiento
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Ecuaciones de variacion

h |
b
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{Vel de entrada} B {VE] de salida de} oM
de MASA al VC MASA del VC
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Ecuacion de continuidad

Ingreso y egreso de masa
segun X:

(PAYAZ V)| sp
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Ingreso y egreso de masa
seguny:
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(PAXAY V)|, 4,

Ingreso y egreso de masa
segun z:

Az
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Ecuacion de continuidad

+ VxVz [(p ”y)‘y ~ Pty )‘ywj

dp
VxVyVz (E) = VyVz [(va)‘ — (pvy) ]
X xX+Ax

+vay [(va) Z+AZ]

, o (,DUZ)

Dividiendo entre el volumen AxAyAz

ap 1
(E) = Tx [(va)

. (PVx)

x+Ax] * V_ly [(pvy)‘y B (pvy)‘yﬂy]

* % [(va) Z+AZ]

, o (,DUZ)

Fendmenos de Transporte en Ingenieria de Procesos 10



Ecuacion de continuidad

Tomando el limite cuando Ax, Ay, Az — O,

dp _ (9(py) N d(pvy) N d(pv,)
dt dx dy 0z

ECUACION DE CONTINUIDAD

0
/£=—V-(pﬁ) o

Derivada parcial

en notacion vectorial

Representa la variacion de la densidad en el tiempo que ve un observador que mira en un punto fijo del fluido
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G %P -
—p+17Vp=—pV-13 (Dt (V)

Derivada substancial

Representa la variacion de la densidad en el tiempo que ve un observador que se mueve junto
con el fluido a la velocidad v
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Ecuacion de continuidad

dp S
E = —V - (pV) Ecuacién de continuidad

CASO PARTICULAR
Si el fluido es incompresible (p=CTE):

> V- 1}’ = () Ecuacion de continuidad para
B fluidos de densidad constante
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Y La ecuacion de continuidad aparece tabulada en Bird,
para distintos sistemas coordenados: TABLA 3.4-1

LA ECUACION DE CONTINUIDAD EN DISTINTOS SISTEMAS COORDENADOS

Coordenadas rectangulares (x,y, z):

dp d 0 d
"a'; + 'é';:(pvx) + —(pvy) + Fy (pv;) =0 (4)

%

Coordenadas cilindricas (r, 0, 2):

% 19 12

E” + ;'—(P rv,) + "_(Pva) + ‘_'(Pvz) - (B)

Coordenadas esfériéas (r, 8, ¢):

2 1
rsend a5 oS0 + 7y 2% (Pvé) =0 - ©
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Eje x:

Ejey:

Eje z:

Balance de cantidad de movimiento

{Vel de entrada } _{Vel de salida de} + z F op

de C.de M. al VC C.de M. del VC Tt

sistema

0Py {vel.entrada de} {vel.salida de}
s - e

gt | CdM, alVC CdM, delVC
sistema
dp,y ~ (vel.entrada de vel.salida de i
at —{ CdM, al VC }_{CdMy del VC}-I' 2 y
sistema
dp, {vel. entrada de¥ B {vel. salida de¥ N Z E
ot | CdM,alVC CdM, del VC z
sistema
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v = v(x,y,z,t)
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h . . .
Balance de cantidad de movimiento con

5 ¥ direccion “x”

Cantidad de
movimiento que

ingresa con la masa
del fluido

p(AyAz) v.= w,

p(AxAz) v,= w,

p(AxAy) v,= w,
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b

Balance de cantidad de movimiento con

5 ¥ direccion “x”

Cantidad de movimiento
que ingresa y egresa
debida a las fuerzas de
rozamiento con direccion x

(AXAysz) | Z+Az

Llos modulos de las 3 (
componentes del flujo de

CDM con direccidn x son: _:_-_-*
[T, Ty, Tl (AyAzz,, )|, (AYAZT, )i
Las flechas indican |Ia )
direccion del flujo de | =
cantidad de movimiento con (Ax
: ., yxay a
direccion x.
(AXAYT,, )|,
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Balance de cantidad de movimiento

Para la cantidad de movimiento que ingresa y egresa debido a las fuerzas
de rozamiento F, , F, y F, se hacen balances similares.

El médulo de las 3 componentes de la CDM segun “y” seran:
[T A, T. A, T,.A]

Xy" X, Yy Y, "Zy" 'Z

El médulo de las 3 componentes de la CDM segun “z” serdn:
[T, A Ty A, T,A,]

xz' X, ‘yz
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b

Balance de cantidad de movimiento con

5 ¥ direccion “x”

Componente x de las
fuerzas que actuan
sobre el VC: Fuerzas
de presion

AyAz P|

X+AX

Fuerza de presion neta en la direccion x
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b

Balance de cantidad de movimiento con

5 ¥ direccion “x”

Componente x de las
fuerzas que actuan
sobre el VC: Peso del
fluido

g =[g,.8, .8l

AXAYAzpg,

Fuerza gravitatoria en la direccion x
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h . . .
Balance de cantidad de movimiento con

1 direccion “x”

h

{Vel de entrada de vel de salida de} op
+ ) RO

CdM, al VC CdM, del VC |
sistema

\ Acumulacion de Cantidad
de Mov. xen el VC

Fuerza de presiéon neta en la direccién x

Cantidad de movimiento de direccion
X que entra y sale con el fluido por
conveccion

Cant. de mov. de direccién x que
entra y sale por transporte
molecular (rozamiento con las capas
adyacentes)

Fuerza gravitatoria en la direccion x
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‘ ([ ] [ ) [ )
Balance de cantidad de movimiento con
))

Y direccion “x

h

dpv
AxAyAz( 0tx) = AyAz [(pvxvx) — (PVUyVy) ] + AxAz [(pvyvx) — (pvyvx)‘ ]
x y y+Ay

1 x+Ax
Acumulacion de +AXA)7 (pvzvx) | - (Pvzvx) ] +
Cantidad de Mov. en i Z - 1'z+Az
el VC
+AyAZ [(Txx) ‘ - (Txx) ] + AxAz (Tyx) - (Tyx) ‘ ] [
X x+Ax i Yy yv+Ay
Cant. de mov. que
. entra y sale con el
+AXAy [(sz) 5 (TZX) Z+AZ] + fluido por conveccion
+AyAz|P| — P + Fuerza de presién neta en la
y
Cant. de mov. que entra vy sale por X x+Ax direccion x
transporte molecular, asociado a
esfuerzos de rozamiento
+AXAyAZ,Dgx < Fuerza gravitatoria en la
Fendmenos de Transporte en Ingenieria de Procesos direccion x 23



h . . .
Balance de cantidad de movimiento con

5 ¥ direccion “x”

entre el ot

Dividiendo (a oV,
volumen

1 1
) T Ax [(vavx)‘x B (pvxvx)‘xwx] * E [(pvyvx)‘y B (pvaX)‘yMy]

AXAYAZ +A_1z [(pvzvx) o (PV,vyx) Z+AZ] +
e (o) IRt I R[] [ CHT
22 Pl =Pl
TPIgx »
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h . . .
Balance de cantidad de movimiento con

1 direccion “x”

h

Tomando el limite cuando Ax, Ay, Az — O,

0 0 0 0
E (,UVx) — [% (pvxvx) + @ (pvyvx) T E (pUZUx)

0 0 0 0
_ a (Txx) T @ (Tyx) T E (sz)] T a (P) T PYx

Ecuacion diferencial que describe la variacion de la componente x de |la cantidad de movimiento

Le [lamaremos componente x de la ecuacion de variacion de CDM en coordenadas cartesianas
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h . . .
Balance de cantidad de movimiento con

1 direccion “x”

b
en notacion vectorial... d(pvy) % _,. 0P
— = —(V- pve¥) — (V- Ty) — == + pgy
ot ox
en funcion de la derivada sustancial: a(gVX) +(V-pv, ) =—(V-7,) — g_P + pg,
t X
D(pvy) dpP

=—(V- 17, |
Dt (V- 1y) 7 T P8x
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h . . .
Balance de cantidad de movimiento con

1 direccion “x”

h

Realizando el mismo balance para TODAS las componentes resulta:
Componente X

0 0 0 0 0 0 0 0
It (pvx) - = la (pvxvx) + 5 (pvyvx) + 9z (pvzvx)] o [a (Txx) + 5 (Tyx) + 9z (sz)] T ax (P) + PGx

Componente y

d d d d d d d d
ey (pvy) = - [a (pvavy) + 3y (pvyvy) + Ey (Pvzvy)] - [a () + 3y (zyy) + Ey (sz)] 3 (P) + pgy

Componente z

0 0 0 0 0 0 0 0
at (,OUZ) - = [a (pvxvz) + E (pvyvz) + 9z (,OUZUZ)] _ [a (sz) + @ (Tyz) + 9z (Tzz)] 9z (P) + 09

Fendmenos de Transporte en Ingenieria de Procesos
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h . . .
Balance de cantidad de movimiento con

1 direccion “x”

h

Las tres componentes se pueden escribir en una unica ecuacion vectorial ....

9 .
E(pﬁ)z—V-(pﬁﬁ)—V-f—VP+pg

D -
5 o - :—V°=—VP -
th(v) T +pg

PVxVx  PVxVy  PVyVyT Txx Txy Txz]
pUv=|PVyVx PVyVy PVyVz[ T=|Tyx Tyy Tyz
PVzVx  PVzVy PVzVz] 17X sz 177
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LA ECUACION DE MOVIMIENTO EN COORDENADAS RECTANGULARES (x.».2)

En funcion de =: TABLA 3.4-2
y v, v, v, v, Ep
componente x ar+v’&:-:+u'3y+u'3= =
a.rﬂ a-rﬂ &riﬂ
”(E:+&g;+iﬂ)+g’ (A)
oy, av av v d
componente y ( + v, a‘; + v, ?; v, a;) _ Eﬂ
L™ dryy 072y
- B
( 7 Ty T 5 ) e (B)
: v, + v, + v, + av, _ dp
componenie P E Uy E Uy E Vy— 3z 3z
aTl'l al.'ril' aTIl
- ( o h) + g, (©)

Cada componente de la ecuacion de variacion de CDM aparece tabulada en Bird, para distintos sistemas

coordenados.

Fendmenos de Transporte en Ingenieria de Procesos
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LA ECUACION DE MOVIMIENTO EN COORDENADAS mhgnmcas_qr, 8 z)

En funcion de =:

componente r*

componente °

componente z

Fendmenos de Transporte en Ingenieria de Procesos

TABLA 3.4-3

1 @ 1 dr dr
_(__[r"'rr]'i';—'ﬂ“y‘&‘l'_ﬂ) + o8y (A)

et Tt T TR T T w
|1 2 lﬂfw 31'&
‘(ﬁa;‘i""*ﬂi'"":Ta*—af) tg B
H
du, dvr, v,y du, B ap
P(?H”r?"ra—u* %) - %
19 l a"ﬂ': 'a"":;
- [aem t1 o+ E) v O
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LA ECUACION DE MOVIMIENTO EN COORDENADAS ESFERICAS (r, 0, é )

En funcién de «~: TABLA 3.4-4
dv, v, v, v, vy v, vg® + v?
componente r —— — oM —
P p( ot t o or | r a0 rsen 0 ¢ or
.'ap 1 ¢ 1
s il it o 2 I 6
or (r2 or e e rsen ¢ o0 lgmy B
1 a?'f¢ Too + '7'¢¢
+ rsen0 o¢ - T e (4)
v, dvg vy O, vy v, vw, viEcoth
componente U — et - Yo Yy
P p( ® T YT W Fend o r r )
1 dp 12 1 2 | 1 o,
—_ (2 _ - é
r 90 (r2 ar (" Tr0) ¥ rsen0 90 (7gp 3¢ 0) + rsen@ ag
7,9 COt O
+ e - r ‘TM + ng (B)
dv dv v, ov v ov Vv Uy
componente ¢ B ST ST B i ¢ $r 0= 0
p( ot rr T 3  rsenf 9 T e oot
" rsen0 2 r2or 7r$) r o0 rsen@ o4
Tf$ 2 Cot 6
+ - —— Tos) t P8y (O)
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b

Balance de cantidad de movimiento con

5 ¥ direccion “x”

Hasta aqui no hemos puesto ninguna condicion por lo que las
ecuaciones de variacion que acabamos de ver son de aplicacion

general...

Son vdlidas tanto para flujo laminar, flujo turbulento, fluidos
newtonianos o fluidos no newtonianos, estado estacionario o

estados transitorios
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Balance de cantidad de movimiento

Comparando con la metodologia del tema anterior

1. Considerar geometria

Eleccidon de sistema de ejes coordenadas

2. Eleccién de un elemento de volumen de espesor infinitesimal (envoltura)

3. Balances de masa y cantidad de movimiento

4. Generar las ecuaciones diferenciales

5. Incorporacion de la relacidon entre esfuerzo cOgnte y gradiente de velocidades
6. Integracion para obtener el perfil de velocidades

7. Calculo de las magnitudes de interés ESTAMOS
8. Revision de las suposiciones ACA
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b

Ley de newton generalizada

COMPONENTES DEL TENSOR ESFUERZO EN COORDENADAS RECTANGU-

h

LARES (x, y, 2)

S|
|
S
<
<
3
S
<
N

Para obtener una matriz simétrica, se
agrupan los esfuerzos cortantes con
iguales subindices, sumandolos.

Esto no quiere decir que siempre que
exista t; exista t; aunque en esta
matriz se lo coloque en los de las

posiciones.

— av : 1
Tog = = 2—5—.5' “%(V'”)
- o, ]
2

Ty = —#|[2—0— —5(V-0)
vy 4 ay |
~ v ]

= 25 -4
Cdv, Ov, ]

=T = M Yy
(dv, Ov, ]
Yor =T = B3 Yoy
Cdv, v, |

e S0 = P
v, v, v,

(A)

(B)

(©)

(D)

(E)

(F)

(G)
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Sustituyendo las expresiones de t se obtienen las ecs. generales de variacion de cant.
de movimiento para un fluido Newtoniano con p y u variables (Ecs. 3.2-17, 3.2-18 y

3.2-19) vy B B
. . . __Op 5, 2 _ v. :\
Dt dox + ax[ * o (V- 0)
i[ (5 + 5 ]+ 25 50|
Tl oy T peld T P\ e pald T PEa SR
Dv __dp 7, [ (av avx)] 0 [ dv, J
Y = Y + — | 2u — — ) ¥
P "Dt dy > dx dx v dy dy e dy 3ulV - 2)
% [ (auz dv )]
- y A (3.2-18)
* 0z 3 dy + 0z W PE
Dv dp 0 [ (av avx)] d |: (av dv, ):l
Z — i = +
? "D 22 T 321"\ T 32/] T gl ey T B2
d ov, . i
Fenémenos de Transporte en Ingenieria de Procesos £ a—z[2‘u 0z — §u(V v):\ T P8 ERwe 35



Balances de cantidad de movimiento

Fluidos Newtonianos, p y L. constantes

D .
pD_t(g) — ,LLVZ_) —ypP ‘|‘,0§ Ecuacién de

Navier - Stokes

Bird Tablas 3.4-2 a 3.4-4 D, E, F

Fluidos sin efectos viscosos (u—>0

Ecuacion de

D
— @) =—-VP + pg
’ODt() PY Euler
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Balances de cantidad de movimiento

COORDENADAS RECTANGULARES

En funcion de los gradientes de velocidad para un ﬂ}n'do newtoniano de p y u constantes:

componente x (ff.. + v, av“ %, av“) = z/f TABLA 3.4-2°

T\ Thy Ty oz

azv,, v, %, |
MACAE RS- toge (D)

Ecuacion de

- o, v, w ov g
- onente : . £
Navier - Stokes ooy y ( T Wy T az) Y
v, %, %, '
+#(ax2 5 P + azz) * gy (E)
w, w, w, o, %p
mponente z - —_— T o Rt
aaipa | ”(a;"'””az"'”"ay"'”‘ az) 0z
*v, %, o,
+va wx taE *az) T (F)
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Balances de cantidad de movimiento

COORDENADAS CILINDRICAS

En funcion de los gradientes dz velocidad para un fAuido newtoniano de p Yy K constantes:

ov o, v,00, V2 L ) -
..._r+v_r.__r+_",_____"__+vz£ __£ TABLA 3.4-3
ot or raod r 0z or

5 /(19 : g 10%, 20v, o,
t — — aem— —_——— Wl — ——— ————

componente r* p(

. ) , '
EC‘:'aC'On de componente 6° p(.ﬁ’ + v,% Lo 90y i ol + 0, i’_‘f) — 1_?/_’
Navier - Stokes ot or r 0 r 32 r 90
o/la | Py 2 0, %,
G "[‘a;(;a("’v’) tprwmtagt 3'5'] tie. ()

v, w, vy, v, o
o rad " fal o

componente z p(-—a—t- +0,— +—— 40

. 19/ ov, 1 %, o%,
“Cal's) TR Tt )
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Balances de cantidad de movimiento

COORDENADAS ESFERICAS

En funcién de los gradientes dz valocidad para un fluido newtoniano de p Y i constantes:

Componente r TABLA 3.4-4
av, 0 avr_i'_g_qa‘vr Vg (90,—03'*'74% =_.a_p_
gt "dr T 90 r sin 6 d¢ r I
1 & 1 d av) 1 ,;Zv]
-+ e 5 2‘0 + o} 3
p‘l:rz arz (r r) r2 sin 6 a6 ( a0 T2 smz 6 a¢2 pgr
Ecuacion de Componente 0
Navier - Stokes a0y, 90 g0y D gy , O~ U3 cot 6 1dp

gt "dr T 90 rsin 0 dp r )

19(.2%), 14( 1 1 v, 290 2 cot g s

+“|:1’zar(r (9)’)+ 2 0( an(v’ sin 9)) r sin20¢9¢2+r2¢99 2 sin @ d¢ +Pga

v, v, L0 vy Vs OV £ Va0, + Vg0, cot 8 1 dp
ot gr T 40 rsin 6 d¢ r 6 g

10 (2%),10( 1 1 Y, 2 2 cot 6
+p'[ r(r2 )+239( 939(%51113)) rsinzee?¢2+r mn65¢+r sm05¢]+pg¢'
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Ecuaciones de variacion

1. Considerar geometria. Eleccion de sistema de ejes coordenadas

2. Plantear las ecuaciones de variacion (masa y cantidad de movimiento) para ese
sistema de coordenadas

3. Descartar los términos que son nulos (o despreciables) usando para ello Ia
percepcion intuitiva sobre geometria, tipo de flujo, distribucion de presion, etc...

Generar la ecuacion diferencial que describe el sistema

Integrar dicha ecuacién diferencial usando las condiciones de contorno del sistema

o A

Calcular de las magnitudes de interés

/. Revisar las suposiciones
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b

Ejemplo de uso de las ecuaciones de

- 1 variacion

Pelicula descendente de espesor 6 sobre una superficie inclinada un angulo 3 respecto
a la vertical.

Suposiciones:

 Estado estacionario.

* Placa: ancho B y largo L, inclinada un angulo .

* Espesor de liquido 8, con B>>6.

* Sin efectos de borde en la zona entre O y L.
* Escurrimiento en flujo laminar.

* Fluido newtoniano e incompresible (u, p).
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b

Ejemplo de uso de las ecuaciones de
1 variacion

h

Elegimos coordenadas rectangulares, donde el eje z coincide con la superficie libre
del liguido.
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Ejemplo de uso de las ecuaciones de

- 1 variacion

LA ECUACION DE CONTINUIDAD EN DISTINTOS SISTEMAS COORDENADOS

Coordenadas rectangulares (x,y, z):

-21;+ 5—: (pvz) + —a—ay(pv,,) + —:—; (pv;) =0 (4)

Coqrdenadas cilindricas (r, 0, z):
2 b ra o) + 1 5 00+ p0) = O (8)

Coordenadas esfe’ribqs (r, 6, ¢):
i’.’..i.lé-;( r2v,) + ——— = (Pvo sen 6) + - naa¢(""4‘) =0 Y

Fendmenos de Transporte en Ingenieria de Procesos
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b

Ejemplo de uso de las ecuaciones de

1 variacion

dpys 0(pyt) 0(pw) a(pvz)
thl_ X +Xy§ 0z =0

EE. V=0  v=0

h

d(pv;) -0 = % _ o Flujototalmente
0z —— 0z desarrollado

— Vv, no depende de z

=V, = f(x)
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Ejemplo de uso de las ecuaciones de

q variacion

En funcion de los gradientes de velocidad para un fluido newtoniano de p y u constantes:

v, v, v, dv, p
componente x —_— —_— — —_— = = =
P p(a +u=ax+u,ay+:=,a£) P
v, o, P
+“(az:+a~a;+ﬁ) t 8= (D)
dv,, dv,, v, dv,, dap
‘emponente — —_— _— — —
comp Y F(ar +ﬂ=a +U"Ey+”‘a; %
v & &y
+F(Ex;+@:+a-§!) ‘g (B
componente z a'pl + 0 a“": 3:.:, + a'l?. aF
7 o "% Tt T T m
v, v, o,
+ + = + =) +
Fenémenos de Transporte en Ingenieria de Frrocesos F( dx* dy* dz* ) g (F) 45
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Ejemplo de uso de las ecuaciones de

1 variacion

X
Eje x %) + Wx) "‘B,\%Vx) +va)=
E.E. /=0 v,=0, v,=0 y.=0
.Lﬁz’@ z‘eﬂ zf(] —(P) + pg
/=0 /=0 /=0

a %
2(P)=+pg: = P=p(g-senp)x+P,

Ejey ot W ) +\\7x ax (pvy) T Uy ayf(‘pvy‘l V25, (pvy) _’,

p
/

- +u[ax2 (vy)+3y7-(v + (vy)] (P)A’pgy

Geometria infinita segun el eje “y”: no hay variacién de ninguna propiedad en ese eje

Fendmenos de Transporte en Ingenieria de Procesos
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Ecuacion del movimiento

Eje Z M + vx,?'@z) + vy 7 ,OUZ) + vz ,OUZ)—

E.E. /=0 fomml ldad
62 62
[axz (vZ) + Me{) +M€{] _;epy+ ng
geom. infinita contint st. abie
d%v, d%v pg
— 0 - Z — Z
l’l 02 +ng 0x2 U
Siendo C; y C,
%: _'ngx-|-C'1 — v, = pgz—-|—C1x-|— C, constantes de
dx U U integracion

Fendmenos de Transporte en Ingenieria de Procesos 47



b

Ejemplo de uso de las ecuaciones de

- 1 variacion

Necesitamos dos condiciones de contorno para la velocidad:

CCi:Enx=9,v,=0
CC,Enx=0,1,=0,= 2=

Resolviendo:
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