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EJERCICIOS DE DESARROLLO

Nota: Hay muchas maneras de resolver los ejercicios, indicamos aqui alguna a modo de
ejemplo.

Ejercicio 1. Demostrar que lim,, oo % =0.
Solucién: Ver las notas del curso, justo después de la Definicién 3.3.

Ejercicio 2. Sean (an), v ¥ (bn), oy dos sucesiones de niimeros reales.

a) Silim, o0 an =L € Ry lim,_o0(a, — by,) = 0, demostrar que lim,,_,~ b, = L.

b) Supongamos que lim, - a, = 400 y que existe m > 0 tal que m < b, para todo n € IN.

Demostrar que lim, o anb, = +00 .
Solucién 2.a: Sea € > 0 arbitario.
€

Dado que lim,,_, a,, = L, para 5 > 0, existe n1 € IN tal que para todo n > nj, se cumple que
€

|an—L|<2

€
Dado que lim,, o (a, — b,) = 0, para 2’ existe no € IN tal que para todo n > ng, se cumple que
€

Para n > max(nj,n2), se tiene:

€ €
\bnleg|bnfan\+|anfL|<§+§:e.

Por lo tanto, lim,, o b, = L.

Solucion 2.b:

Como lim, ., a, = 400, entonces, dado cualquier nimero real positivo M > 0, existe un nimero

natural ng € N tal que, para todo n > ng, se cumple que a,, > % > 0.

Por lo tanto, para todo n > ng, tenemos:

M
anby, > apm > —m = M.
m

Esto implica que, para cualquier M > 0, existe ng € N tal que a,b, > M para todo n > ng, lo cual

demuestra que lim,, o anb, = +00.

Ejercicio 3. Demostrar que > >, % diverge .
Solucién: Ver las notas del curso, Ejemplo 3.39.
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EJERCICIOS DE MULTIPLE OPCION

Ejercicio 1. Se consideran el conjunto A ={z €l : |z| > 1}, f:C — C tal que f(z) =¢€*, g:C > C
tal que g(z) = 2% y el conjunto B = {2z € € : (f o g)(z) € A}. Elegir la opcién correcta:

)
) B={z=pe":p>0,-F <0<Z}

C)B:{z:pew:p>0,%+%ﬂ§0§%+%’r:keZ}.
)B:{z:pew:pzo,%+%ﬂSHS%—#—%”:I{EZ}.

Solucién: Dado z € C, se tiene que (f o g)(z) = f(2%) = €', Por lo tanto,

~—

B={2€C:(fog)(z) €A} ={2€C:e” € A} ={z€C:|e*|>1}.

Recordemos que si z = a + ib, entonces |e?| = e®. Esto implica que |e*'| = e®°(=")| donde Re(z4) es la
parte real de z?.

Ahora, usando la notacién polar, para z = pe'?, tenemos que:

24 = pte? = p* (cos(46) + isin(40)) .

Por lo tanto, la parte real de z* es p* cos(46). Para que |e*'| > 1, necesitamos que:

€p4 cos(40) > 1,

lo que implica que:

ptcos(46) > 0.

Esto significa que p > 0 y cos(40) > 0. Es decir, 6 debe estar en los intervalos donde cos(40) es
positivo. Esto es,

2k <40 < T+ 2hr
T T 7T w
——+k-<0< —+k=
8 + 27 78 + 2
Por lo tanto, la opcién correcta es:
B={pe : p>0,—~ +ks <0< _ +k>:keZ}
8 2 8 2
Otra forma: Observemos primero que la preimagen por la funcién exponencial del conjunto A es el

conjunto S = {z € € : Re(z) > 0}. Es decir f~1(A) = S. Por lo tanto, solo basta hallar la preimagen
por g del conjunto S. Es decir queremos hallar T = {z € €' : z* € S}. De esta manera, z € T sii
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f(z*) € A. Para hallar la preimagen del semiplano S por g, hay que tomar raices cuartas, y vamos a
obtener cuatro conos de dngulo un cuarto del original. Observar que el angulo origial es 7, por lo cual
los conoces van a ser de dngulo 7. Uno de los conos es
7r T
~3 <0< 3
ya que al multiplicar el dngulo por 4 (lo que corresponde al aplicar la funcién g), obtenemos el
semiplano S = {e € € : —% < 6 < T}. Para obtener los otros tres conos basta multiplicar el cono

. . s
original por €'z, lo que nos da:

T s T
Tkl <o< T4kl
g Py =0=gthy

ool 3

Ejercicio 2. Hallar a y b para que y(x) = €?® cos x sea solucién de y” + ay’ + by = 0. Elegir la opcién
correcta:

A) No se pueden determinar a y b sin las condiciones iniciales.

B) a= = —11.

C) a=—-4,b=5.

D) a = £4 y para determinar b se necesita la condicién inicial y(0).

2x

Solucién: Dada la funcién y(z) = e** cos(x), primero calculamos sus derivadas:

y'(z) = % (623” cos(x)) = 2e2% cos(z) — €2 sin(z) = e**(2 cos(x) — sin(z)),
y'(x) = % (e**(2cos(z) —sin(x))) = 2e**(2cos(z) — sin(z)) + e**(—2sin(z) — cos(z)).

y' () = 3 cos(x) — 4€** sin(z).

Ahora sustituimos y, 3’ y ¥” en la ecuacién diferencial y” + ay’ + by = 0:

2x

3e2® cos(z) — 4€?® sin(z) + 2ae*® cos(x) — ae’ sin(x) + be?* cos(x).

Factorizando e2*

(3 +2a +b)cos(x) + (—4 — a)sin(x) = 0.

Usando la independencia lineal de las funciones seno y coseno tenemos que:

34+2a+b=0, —4—a=0.

De la segunda ecuacion obtenemos:



Sustituyendo a = —4 en la primera ecuacién:

3+2(-4)4+b=0 = 3-84+4b=0 = b=5.

Por lo tanto, la opcién correcta es:

los valores de a y b son: a = —4, b=>5.

Ejercicio 3. Clasificar las series (1) >~ IOE# y(2)> 0, % Elegir la opcién correcta:
A) (1) diverge y (2) converge.
B) (1) converge y (2) diverge.
C) Ambas divergen.
)

D) Ambas convergen.

Solucién: Podemos aplicar el criterio del cociente (Proposicién 3.42 de las Notas del curso) para
estudiar la convergencia de la series.

La opcién correcta es:

ambas convergen

Ejercicio 4. Se considera la integral f07r /2 tan zdz. Elegir la opcién correcta:
A) El valor de la integral es 7.

B) La integral diverge.

)

)

C) El valor de la integral es arctan(%).
) )-

D) El valor de la integral es —log(5

Solucién: La funcién tangente se puede expresar como

tan(z) = i;r;((z; .

Por lo tanto, la integral se puede reescribir como:
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Notamos que la funcién f : [0,5) — R es continua en su dominio. Luego, evaluamos la integral

impropia tomando el limite:

sin(x)
cos(z)

La primitiva de es —log| cos(x)|. Por lo tanto:

lim (—log|cos(t)| +log|cos(0)]) = lim —log|cos(t)]|.
t—I -

pl
t—>7 -1

Dado que cos(t) — 0 cuando t — ", tenemos que log | cos(t)| — —oo, lo que implica que

—In|cos(t)] — +oo.

Por lo tanto, la opcion correcta es:

La integral diverge.

Ejercicio 5. Sea f : [a,+00) — R tal que la integral f;roo f(x)dx converge. Se consideran las

siguientes afirmaciones:

(1) Existe L € R tal que: dado € > 0 existe s € R tal que para todo ¢t > s, se tiene | fj f(x)dx —
Ll <e

(2) F(t) = f(j f(z)dz estd acotada.
(3) limg—400 f(z) = 0.

(4) Dado K > 0 existe s € R tal que para todo t > s, se tiene | fat f(z)dx| > K.

Elegir la opcién correcta:
A) Solamente (1),(2) y (3) son correctas.

C

)
B) Solamente (2) y (3) son correctas.
) Las 4 afirmaciones son correctas.
D) Solamente (1) y (2) son correctas.
Solucién:

(1) La afirmacién 1 es verdadera. Esto se deduce directamente de la definicién de integral im-

propia:

lim /tf(x)dx =L.

t——+oo
(2) La afirmacién 2 es verdadera y se deduce del item anterior.

(3) La afirmacion 3 es falsa. Véase el Ejemplo 4.4 en las notas del curso.



(4) La afirmacion 4 es falsa, ya que contradice la definicién de convergencia de la integral

lim /t f(z)dx = L.

t—+o00

Por lo tanto, la opcién correcta es:

Solamente (1) y (2) son correctas.



