Calculo Diferencial e Integral en Varias Variables

SoLUCION EXAMEN — 15 DE FEBRERO DE 2025

MULTIPLE OPCION

VERSION 1
Primer ejercicio: “Sea y(x) la solucién de la ecuacién diferencial...”

1 2 3 4 5

BI|C|CIA|D

VERSION 2
Primer ejercicio: “Considere la funcién f : R? — R definida por...”
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DESARROLLO

1. (30 puntos) Se consideran dos sucesiones de nimeros reales positivos a,, b, > 0 tales que existe un nimero
real L > 0 que cumple:

lim -

n—too by,
a) Demostrar que dado € > 0 cualquiera, existe ng € N tal que si n > ng entonces:
(L—¢) by, <ap,<(L+e)b,
Como sabemos que limy, 4 g—: = L, por la definiciéon de limite, sabemos que dado un ¢ > 0, existe un

natural ng tal que “g—" — L‘ < €. Escribiendo las desigualdades asociadas al valor absoluto, tenemos que

—£ < z—: — L < e. Ahora, de cada una de las desigualdades tenemos

a—”—L<e:a—"<L+6:an<(L+€)bn
bn, bn
fg<%—LzL—e<a—”:(L—e)bn<am
by, bn,

que es lo que se pedia demostrar.

b) Usando la parte anterior, demostrar que las series Y a, y Y. b, son de la misma clase. Puede utilizar otros

criterios en la demostracién, enunciandolos previamente.
Como este resultado es valido para todo € > 0, podemos elegir uno de manera tal que L — ¢ sea positivo.
L

Por ejemplo ¢ = 5. Entonces resulta ébn <ap < %bn.

Ahora podemos utilizar el criterio de comparaciéon dos veces, con las dos desigualdades. Especificamente:

) 3L - .
Si > b, < oo, como a, < bn?, el criterio de comparacién afirma que Y a, < 0o.

L
Si por el contrario Y b, diverge, como bn§ < @y, el criterio de comparacién afirma que ) a,, diverge.

Recordemos el enunciado del criterio de comparacién (Proposicién 3.38 en las notas):
Sean Y a, y Y. by, series de términos positivos, tales que a, < b, para todo n > ng. Entonces:



e Si > b, converge = > a, converge.
e Si Y ay diverge = > b, diverge.
¢) Clasificar, justificando:

i n® +e"
on —|—Tl,6
n=1

Observemos que el numerador es equivalente a €™, ya que

o onP4en R e
lim = lim — + lim — =1.
n— 00 en n—oo e n—oo el

. . . . 5 n . n
De igual forma, el denominador es equivalente a 2", y tenemos en realidad que % es equivalente a &.
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m — — = . —
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Por lo tanto basta clasificar la serie
e’ e\"n
>5=>(5)

que es divergente, ya que es una serie geométrica con razén mayor que uno.

2. (20 puntos) Consideremos la funcién f : R? — R definida como:
r2(e¥ — 1)

———= i (x,y) # (0,0

f@y) =9 V% +y2 () 7 0.0

0 si (z,y) = (0,0)

a) Calcular, si existen, las derivadas parciales en el origen.
A partir de la definicién, calculamos la derivada parcial respecto a z en el (0,0) como

af .. f(h,0)=f(0,0) . 0-0

9z %0 = Jim h =hm =0
ya que f(h,0) = % = 0.
Como la funcién también se anula en el otro eje, es decir, f(0,h) = 0, de la misma forma tenemos que
5L0,00=0.

b) Estudiar la diferenciabilidad de f en (0,0).

De la definicién de diferenciabilidad, tenemos que comprobar si se cumple

Fa) = 10,0+ 50,002+ L 0.0+ v

r(z,y)

con una funcién resto que cumpla  lim ——=— =0.
(z,y)=(0,0) \/22 + y?

En este caso, por los célculos de la parte anterior, la funcién resto coincide con f(x,y), por lo que debemos
calcular el limite

lim .
@y)—=00) /22 + 92 /22 + 42 (@y)—=00) T2 +y?

1 z?(e¥ —1) i z2(e¥ — 1)

Hay varias formas de calcular este limite. Una de ellas es observando que x2$7+2y2 estd acotado entre 0 y 1 (ya
que z2 4+ y? > 2?), por lo tanto

2

li —= (Y —1)=0,
(e0) = (0.0) T2 + 12 (e )

ya que e¥ — 1 tiende a cero, y el otro factor estda acotado. También se puede calcular este limite haciendo un
cambio de variable a polares.
Por lo tanto la funcién es diferenciable en el origen.




