Calculo Diferencial e Integral en Varias Variables
Examen julio 2024
Solucién

26 de julio de 2024

MULTIPLE OPCION

Las versiones del examen se identifican por el primer ejercicio de multiple opcidn.

Versién 1: El primer ejercicio es “Sea zy € C la solucién de 2% = 2i ...”

Version 2: El primer ejercicio es “El polinomio de Taylor de orden 2 de f(z,y) = er Yl
Las respuestas correctas para cada versién son:

”

Version |1 |2 |3 | 4|5

1 B/A|A|D|D

2 A|IE|D|C|E
DESARROLLO

1. Ejercicio 1

(a) Ver definicién 5.24 en las notas del curso.
(b)
(¢)
(d)

d) Sea f:R? — R la siguiente funcién

Ver definicion 6.5 en las notas del curso.

Ver demostraciéon del Teorema 6.9 en las notas del curso.

Ty
f(z,y) = { x? 4 y?
0

si (z,y) # (0,0)
si (z,y) = (0,0)

Utilizando el resultado del item anterior, demuestre que f no es continua en el origen.

Podemos tomar la sucesion (zy,, y,) = (1 l), que claramente tiende al (0,0), y veamos qué sucede con

n’n
la sucesion f(zy, yn):

11 (H)? 1
_ - lim —nn | ViR
e ) = I T T (1 T R

Como li_}In f(@n,yn) # f(0,0), en virtud del resultado del item anterior, la funcién no es continua en
n o0

el origen.

2. Ejercicio 2

(a) Ver definicién 7.12 en las notas del curso.
Sea f : R? — R la siguiente funcién

xysin(z)

flay) =4 JaZty? si (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)



(b) Estudiar la existencia de derivadas parciales en el origen.

Las derivadas parciales valen:

of £(h,0) = £(0,0) 0—0

:1' :1. _— = .
g, (0 0) = lim 2 Jim == =0
of . f(0,h) = f(0,0) .. 0—0

— =1 = lim —— = 0.
oy (00 = Jimy 7 fim —— =0

(¢) Estudiar la diferenciabilidad de f en el origen.
Como el diferencial es cero, el resto coincide con la funcién. Tenemos que estudiar entonces el siguiente
limite
I r(Az, Ay) . 1 AzAysin(Ax)
im — = im .
(A2,Ay)=(00) /Az2 + Ay (Az,Ay)—(0,0) \/Ax2 + Ay? /Az? + Ay?

En coordenadas polares, el limite queda

. pcos(f)psin(f) sin(pcos(d))
lim 3
p=0 p

Como tenemos que cuando p tiende a cero, el argumento de sin(p cos(f)) también tiende a cero, podemos
usar el equivalente sin(u) ~ u. Tenemos entonces:

lim pcos(@)psm(02) sin(p cos(#)) — lim pcos(0)p 51112(6)p cos(6) — lim pcos?(6) sin(6) = 0,
p—0 P p—0 P p—0

donde usamos que la funcion de 0 es acotada, y multiplica a p que tiende a cero.
Por lo tanto la funcién es diferenciable.

3. Ejercicio 3
Calcule el volumen del sélido delimitado entre z = 22 + y? y 2z = 2 — 22 — ¢/,

La superficies son dos paraboloides enfrentados. Hallemos la interseccién, usando que z estd despejado
en ambas ecuaciones:

2t =2 a2yt a2 =1,
que es la circunferencia unidad en el plano (x,y). Podemos recorrer entonces el interior de esta circunferencia

con coordenadas polares (cilindricas), y luego la altura varia entre las ecuaciones de los paraboloides, que
son z = p?> y z = 2 — p. Tenemos entonces:

2t pl p2—p?
V= / / / p dzdpdb.
0 0 Jp2

27 1
v
0 0
2
p P
= 4 — -
“(5-%)

Resolviendo:

2—p? 1
/2 p dzdpdf = 277/0 p(2—p? — p*)dp
p
1
4




