Solucion examen diciembre 2024

Geometria y Algebra Lineal 1

Ejercicio 1.
Sea A= |2 b 4| € M3x3(R). Indicar la opcién correcta:

(A) Sia=0b=centonces rango(A4) = 2. FALSO: Si a = b = ¢ = 0 entonces rango(A) = 1.

(B) Si a=2b, c = 3b entonces rango(A4) = 1. FALSO: Si tomamos b = 1 entonces

1 2 2 1 2 2 1 2 2
rg(A)=1g|2 1 4| =1g|0 -3 0| =1rg|0 1 0| =2
3 3 6 0 -3 0 000
(C) Sia=0,b=c# 0 entonces rango(A) = 2. VERDADERO:
1 0 2 1 0 2 1 0 2
rg(A)=rg |2 b 4| =1g|2 1 4] =1g|0 1 0] =2
3 b 6 316 010
(D) Sib=2a, c=3a entonces rango(A) = 2. FALSO: Si a # 0:
1 a 2 1 11
rg(A)=rg |2 2a 4| =1rg|2 2 2|=1
3 3a 6 3 3 3
1 0 2
Sia=0:rg(A)=1g|2 0 4| =1rg|2 0 2| =1
3 0 6

(E) rango(A) = 3 para todos a, b, c € R. FALSO.

Ejercicio 2.

Sean la recta 1) (z,y,2) = (2,1,3) + A(a,b,c) y el plano ) ax + cy + bz =d con a,b,c e R. Sir | 7

entonces:
(A) 2a+2b+2c=0. (C)a=b=c. (E) a® = —2bc.

(B) 2a+b+3c=0. (D) d=0.

Solucién: Observar que r || 7 < la direccién normal n a 7 y la direccién u de r son ortogonales
< (n,u) = 0.

En este caso n = (a,c,b) y u = (a,b, c). Entonces

0= (n,u) = ((a,c,b), (a,b,¢)) = a® + cb + bc = a® + 2bc = a® = —2bc. (E)



Ejercicio 3

Sean r) (z,y,2) = (0,1,2)+A(1,—1,1) y P = (—1,—1,1). Entonces la distancia del punto P a la recta

(A) d(P.r) = V6. (C) d(P,r) = /. (B) d(P,r) = /2.
(B) d(P,r) = /2. (D) d(P,r) = /2.

Solucién: Sea A = (0,1,2) y v = (1, —1,1). Entonces

AP x| 3v2
d(P,r) = - V6, (A)

donde |jv|| = V3 y AP = (—1,-2,—1) entonces AP x v = (—3,0,3) y ||[(—3,0,3)| = 3v/2.

Ejercicio 4.

Sean U = {(:c,y,z,t) €R4:x—z:(),y—t:0} yV = {(:v,y,z,t) €R4:$—y:O,z—t:O}
subespacios de R* y W = U + V. Indicar la opcién correcta:

(A) W# UV ydim(W)=2. (C) W=UaVydim(W)=4. (E) W=UaV ydim(W)=2.
B) W=UaVydim(W)=3. (D) W#UaV ydim(W) = 3.
Solucidn:

U={(z,y,2,t) eER* 12 —2=0,y —t =0} = {(z,y,2,y) : z,y € R} = [(1,0,1,0),(0,1,0,1)]

V= {(x,y,z,t) €R4:x—y:O,z—t:0} :{(x,x,z,z)::c,ze]R} = [(1,1,0,0),(0,0,1,1)]
(r,y,z,t) eUNV srx=z,y=tr=yz=teor=y=z=t.

=UNnV= {(w,w,x,x) T x ER} = [(1,1,1,1)}
=W=U+V£UDYV,
dim(W) = dim(U) + dim(V) —dim(U N V) =2+2—1=3. (D)
Ejercicio 5.

Sea V un R-espacio vectorial de dimension 3y B = {vl, Vo, 1)3} una base de V. Se definen los siguientes
subconjuntos de V'

A= {v1 —vs,v1,01 +vg,v3}, C= {2001 —v2}, D= {vi+vy,v1—v302—v3}.

Indicar la opcién correcta:



(A) Ay Cson LDy Des LI (D) CyDsonLDy AesLIL
(B) AesLD, D esbasey C es LI

(C) Ay Dson LIy C es base. (E) CesLly Ay D son LD.

Solucién: #A4 =4 > dim(V) =3 = A es LD.
C es LI: 2avg + b(vg —v2) = 0 = buy + (2a —b)vg = 0 = b =0,2a—b=0=a =0b=0.

#D = 3 = dim(V), para ver que es base alcanza probar que es LI:
a(vy +v2) + b(vy — v3) + c(ve —v3) = (a+b)vy + (a+ c)va — (b+ c)vg =0

Usando que B es base de V' concluimos que a+b=0,a4+c¢c=0,b+c=0= a=b=c=0. Entonces
Desbasede V. (B).

Ejercicio 6.

Sea T : R® — R? transformacion lineal tal que N(T) = {(:U,y,z) 2r+y—2 =0y —z = O},
7(1,1,0) = (2,—1) y T(0,0,1) = (1, 1). Indicar la opcién correcta:

(A) T(1,-1,0) = (4,1). (C) T(1,-1,0) = (0,-2). (E) T(1,-1,0) = (2,-1).
(B) T(1,—-1,0) = (3,0). (D) T(1,-1,0) = (0,2).
Solucién:

(r,y,2) e NT)=y=22c+y—2=0=>y=22=0
= N(T) = [(0,2,2) : z€ R] = [(0,1,1)].

Por otro lado,
(17 _17 0) = _2(07 17 1) + (17 17 0) + 2(01 Oa 1)

= T(1,—1,0) = —27(0,1,1) + T(1,1,0) + 27°(0,0,1) = (0,0) + (2,—1) + 2(1,1) = (4,1).(A)

Ejercicio 7.

Sea T : R* — R3 transformacién lineal cuya matriz asociada en las bases candnicas es

1+a 0 1 1
1 0 14+a 1
1 0 1 14+a

donde a € R. Indicar la opcién correcta:

(A) No existen valores de a para los cuales dim N(T') = 1.
(B) Existe un tnico valor de a para el cual dim N(T") = 1.
(C) Para todo a € R se tiene que dim N(T') = 1.

(D) Existen infinitos valores de a para los cuales dim N(7T') = 1.



(E) Existen exactamente dos valores de a para los cuales dim N(7T') = 1.

Solucion:
1+a O 1 1 1 0 1 1+a 1 0 1 14+a
1 0 1+a 1 ~ 1 0 1+a 1 ~10 0 a —a
1 0 1 1+a l+a 0 1 1 0 0 —a 1—(1+a)?
1 01 14+a
~10 0 a —a
0 00 —ala+3)

Sia=0=rg(c(T))=1= dim(N(T)) = 3.
Si a # 0 = tenemos dos posibilidades:
a=-3=rg(c(T))=2=dim(N{T))=2y
a#3=rg(c(T)c)=3=dim(N(T)) =1.

Entonces existen infinitos valores de a para los cuales dim N(7") = 1. (D).

Ejercicio 8.

Sean V un R-espacio vectorial de dimension finita n > 1, A y B bases distintas de V. SiT : V = V
es un isomorfismo indicar la opcién correcta:

(A) s(T oT)g =1,y 5(ToT)a=5(T)s5(T) A
(B) 5(T" ' oT)a=1Iny 5(ToT)a=5(T)s5(T)a
(C) AT oT)a=1Iny (T oT)a=p5(T)as(T)a
(D) a(T ' oT)p=1I,y aA(ToT)s = p(T)aa(T)a
(E) a(T ' oT)p=1Iy aA(ToT)s= a(T)aa(T)s.
Solucién: Por propiedades de las matrices asociadas vistas en tedrico tenemos que la opcién

correcta es: g(T 1 oT)g =1,y (T oT)a=p(T)gs(T)4. (A).

Ejercicio 9.

Sean A = {1,1+a} y C = {1,z} bases de Ry[z] y T : Ri[z] — Ry[z] transformacién lineal definida
por

T(p(x)) = p(0) + p(1)z

Si 77! : Ry[z] — Ry[z] es la inversa de Ty 4(T1)c es la matriz asociada a T—! de la base C a la
base A. Indicar la opcién correcta:

(A) A(T_l)c=<_11 ‘f) (©) A<T—1>c=<f 1) (®) A<T‘1>c=(é :1)

() A(T—1>c=<21 ‘11>. () A<T—1>c=<i ;)



Solucién: 4(T~ V)¢ = [¢(T)4] "

T(1) =141 = coorde(T'(1)) = (1) yT(14+x) =14 2x = coorde(T(1+z)) = (;)

:am:(i ;)
10 10| 2 -1 B 2 1
1 1>N<0 1] -1 1>:’A(T 1)C:<—1 1>(B)‘

Ejercicio 10.

Sean A = {(1,2),(1,-3)} y B = {u1,uz} bases de R?, tales que la matriz cambio de base de la base

A a la base B es
(Id) “© 3} abeRr
== ) a? M
B A 9 b

1
Si u = (2,—1) tiene por coordenadas respecto a la base B el vector coordp(u) = <1)

Entonces, los valores de a y b son:
(A) a=-3,b=2. (C) a=-1,b=0. (E) a=-2,b=3.
(B) a=2,b=1. (D) a=0,b=1.

Solucién: Por propiedad de matriz cambio de base tenemos que: coordg(u) = g(Id) 4 coord 4(u).

(2,-1) =(1,2) + (1, —3) = coorda(u) = (1) .

a 3 1 a+3
= coordp(u) = (_2 b) (1> = (—2+b>.
<a+3>:>{a:—3 (A).
—-2+b b=2

1 1
Como coordg(u) = <1> se debe de cumplir que (1>



