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1. Introduccién.

Anteriormente construimos una biblioteca para elementos 1D y 2D-
estdticos, siguiendo los mismos procedimientos vamos a construir
nuestra biblioteca de elementos 3D-estaticos.

El procedimiento para desarrollar las ecuaciones serd similar a la
de los elementos 2D detallados anteriormente. En los desarrollos de
los elementos siguientes sera establecer principalmente los siguientes
tres pasos de procedimientos como:

1. Construccidn de las funciones de forma matriz N que satisfaga
las 3 propiedades Ec. (5.8) -(5.9);

2. Formulacién de la Matriz Desplazamiento-Deformacion B;
3. Célculo de {ke}, {oe},{ce}-
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2. Formulacién de la funcién de forma para un elemento 3D

de tipo tetraédrico.

Consideremos o elemento finito solido tetraédrico de cuatro nodos,
el elemento solido presenta 3 grados de libertad por nodos (DOF),
con 4 nodos este elemento tendra 12 grados de libertad como:

3 (k) - {f o = [Klizxaz {6}2a

I.W
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2.1 Seleccidn de las funciones de desplazamientos.

Al igual que vimos en clases anteriores para elementos 2D, tenemos
que establecer una relacidon entre los desplazamientos dentro del
elemento con los desplazamientos nodales,

1

Constant term: 1 '\

4 terms
10 terms
20 terms

35 terms
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Continuacion.

Siendo definido por las componentes u,v y w en las direcciones x,
y y z respectivamente. La funcién de desplazamiento del elemento
serd una funcién lineal:

U(X,y,Z) = Cl + C2X+ C3)/+ C4Z
{u(x,y,2)} = v(x,y,z) = G + Cox + Gry + Ggz
w(x,y,z) = Co+ Cox + Gy + Ciaz
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Continuacion.

Para propdsitos de una representacién computacional, vamos a re-
presentar en forma matricial.
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Continuacion.

ulxi,yi,z1)=u =G+ Gx+ Gy + Gz
vixi,y,z) =vi =G+ CGxy + Gyr + Gz
w (x1,y1,21) = w1 = Go + Ciox1 + Ciiyr + Ciozn

u(x2,y2,22)

=wm=0G+GCx+ Gy + Gz
v(xe,y2,0) =vo = G+ Coxo + Gryo + Ggzo
w (X2, y2,22) = wa = Cg + Croxa + Ci1yn + Ciozo

u(xs,y3,z3) =3 = G+ Goxs + Gyz + Gz
v(x3,y3,23) = v3 = G5 + Coxz + Cryz + Cgzs
w(x3,y3,23) = w3 = Cg + Cioxs + Ci1yz + Cioz3
u(xa,ya,za) = us = G+ Coxa + Gys + Gz
v(xa,ya,za) =va = G+ Coxa + Grya + Cgza
| W (x4, ya,24) = wy = Co + Croxq + Cr1ys + Crozg
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Continuacion.

Reescribiendo la ecuacién anterior en forma compacta como:

{ue}iox1 = [Al12x12 {Chioa (1)

Calculando los coeficientes de C, utilizando la inversa de [A]

(A" {ue} = [A] 7 [A]{C}
= [A7 {ue} =[1{C} - {C}=[A]" {ue}

Sustituyendo en la ecuacién como:

{u(x,5.2)} = p(x.y,2) [A]"" {ue} =[N]{ue}
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Continuacion.

Donde la funcién de forma N, para el campo de desplazamiento
como:

[N]3.12 = P(x, ¥, Z)3x12[A]_112X12

Por analogia podemos establecer:

uy 1 1 ynn za| (G
wl _[1 2 » 2| )G
s |1 x3 y3 z3| |G
Us 1 x4 ya z] \ G



Continuacion.

Definimos las funciones de formas como:

1 x y z 1 1 n
1 x v = 1 x y z
1 x3 y3 73 1 x3 y3 73
N (x,y,2) = Lo s 2 Na(xy2) = L sl®
1 X1 N Z1 1 X1 N Z1
1 X2 y2» 2 1 X2 y2» 2
1 x3 y3 z3 1 x3 y3 z3
1 xa ya 24 1 xa ya 24



Continuacion.
1 1 n a 1 1 n a
1 2 y2 2 1 2 y» 2
1 x y =z 1 x3 y3 =3
1 xa yao za 1 x y =z
N3(X,y,Z): , N4(X,y,Z): ’
I x1 1z I x1 1z
1 2 y» 2z 1 2 y» 2
1 x3 y3 z3 1 x3 y3 z3
1 X4 ya 2y 1 X4 ya 24
1 x1 yn z,
Siendo  |L 2 Y2 2| _31y —gy
1 x3 y3 z3
1 x4 ya 2z



Continuacion.

Reescribiendo la ecuacién

u(:,:j Y, Z) N0 0 Ny 0 0
vzl s =10 N 0 P 0 Ny O
wizy,2) 000 N0 0 M

Ny 0O 0
0 Ny 0O
0 0 Ny

Ny 0 0
0 Ny 0
0 0 N

uy
!

uz
vz
w2

iy

vy

g
vy

\ 1y




Continuacioén.

Reescribiendo la ecuacion

( au 3\
r e \ %
€ dy
- ow
z
{e} =« P = @‘f@ >
Txy dy ox
dv ow
Vyz a2 T ?
ow u
\’YZX) \W—i_&l

{e()} = [LH{u(x)} = [L][N]{uve} = [B (x)] {ve}

[B (x)] = [B1 B2 B3 B4]
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Continuacion.

Es importante resaltar las derivadas de la funciones u, v,w como:

G
G
c du
X v C12
Ey dy
Xy X
875 ow G+ G
'sz Oz + %}’
o]
Yax 872/ + 872 Gy + Goo
G+ Cia
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Continuacion.

Deformaciones Calculadas

Las deformaciones calculadas para el elemento son cons-
tantes.

Siendo una de las limitaciones del elemento solido tetraédrico
lineal, el Elemento sdlido tetraédrico linear es un elemento de
deformaciones constantes.

Similarmente podemos efectuar el calculo de las tensiones a
partir del calculo de las deformaciones, entonces podemos
concluir que también es un elemento de tensiones constan-
tes, el Elemento sdlido tetraédrico linear es un elemento de
tensiones constantes.
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Continuacion.

En aulas anteriores ya fue obtenida la ecuacién para matriz de rigi-
dez de un elemento genérico y podemos generalizar para cualquier
elemento solido 3D con n nodos como:

[Ke]3nx3n = /vol [B (X)] 7—3nx6 ’ [D]6X6 ’ [B (X)]6X3n dVol

La ecuacidén para el tetraedro de 4 nodos con las propiedades del
material homogéneo y con la matriz de deformacién constante es
dada como:

[Kil3.5 = B ()17 - D] [B(x);| v
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Continuacion.

Podemos notar que los elementos tetraédricos de lados rectos son
una extensién 3D directa de tridngulos de lados rectos. Sus funciones
de interpolacién son polinomios completos con términos que pueden
ser facilmente deducidos del tetraédro de Pascal

Linear tetrahedron Terms of shape functions N




Continuacion.
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3. Formulacién de la funcién de forma para un elemento 3D
de tipo hexaédrico lineal.

La figura representa un cuerpo sélido sobre la accién de fuerzas en las
tres direcciones x, y, z, para la divisién del cuerpo solido utilizamos
un montaje de elementos solidos de tipo paralelepipedos (que son
los elementos solidos hexaédrico lineal).
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3. Formulacién de la funcién de forma para un elemento 3D
de tipo hexaédrico lineal.

El movimiento de los nodos de los elementos puede ser descrito por
los componentes u, v, w efectuada por tres componentes de des-
plazamientos presentando 3 grados de libertad (DOF=3) por nodo,
como tiene 8 nodos este elemento tendrd 24 grados de libertad ex-
presado como:

{f}24x1 = [K]24x24 {5}24x1

Siguiendo el mismo procedimiento vamos a definir las funciones de
interpolacion:

u(x,y,z) = GG+ Gx+ Gy + Gz + Gsxy + Coxz + Cryz + Cgxyz

v(x,y,2)=Co+ Crox + Cr1y + Croz+ Ci3xy + Ciaxz + Cisyz + Cixyz
W(x,y,z):C17 4+ CGigx+ Croy+ Gooz+ Gorxy + Cooxz+ Cozyz+ Cogxyz



Continuacion.

Escribimos las funciones de forma Ni(x,y,z)

Lx y z xw ax yz 0z

LXy ¥y 25 Xo¥y a2y ¥l Xa¥als
Uoxg vy 2y apyy 2525 y325 ¥arpds
Doy vy 2y Xayy 32y Yaly YoV als
Loxg yg 25 gys 0525 ¥sZs Xs¥sls
Lxg ¥ 26 X6V Y626 Yol Y&V 6%
7 Y7 T3 Xg¥7 Koy Valy Xo¥alg

Loy vy g Yoy N2y Vily Yglyly

N (x,y.2) =
YR Y EE Y S

Loxy ¥y 23 Xa¥y %333 ¥3Zs ¥a¥a%s
Loxg vy 2y ¥yvy 2325 ¥a2g ¥arals
Loxg ¥y 2y Xg¥y ¥gTq YiZy X3
Lxg vg 25 Xo¥s X525 YaZs ¥s¥sls
Lxg ¥ 26 X6V ¥6%6 Yols Y& %6
7 Y7 37 Xg¥q X9 Falz Xo¥aig

Loy yg g Yovg g2y ViZy Yol




Continuacion.

( G + Gy + Coz + Ggyz )
5 Ci1 + Cisx + Cisz + Ciexz
u
? Coo + Coox + Cozy + Caaxy
ow
feb=q auFa o=
5 n b G+ Gx+ Gz + Goxz + Cio + Gy + Gz + Croyz
9z T By
?3_‘: + é Cy+ Cox + Gry + Cgxy + Cig + Cory + Cooz + Cogyz

G2 + Guax + Gisy + Giexy + Cio + Caax + Gz + Cosxz
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Continuacion.

Como podemos notar las deformaciones son funciones y se aplican
en todos los puntos del elemento variando linealmente, por tanto, no
son constante, como en el caso del elemento sélido tetraédrico lineal.
La deformacién e, varia linealmente con y , z cualquier variacién
lineal de las deformaciones a lo largo de la seccién transversal del
elemento podra ser representado por el elemento solido hexaédrico
lineal.

Como una limitacién de este elemento solido hexaédrico lineal debe
ser observada que la deformacién en ¢, indica que las deformaciones
en la direccién X varian linealmente con y, z , pero independientes
de x , eso nos dice que para un elemento hexaédrico lineal , para
dada una posicién definida por x, z a lo largo del elemento , inde-
pendiente de la posicién de x en que se encuentre, las deformaciones
son constante a lo largo de todo el largo del elemento.
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Continuacion.

Para un dado ¥ y z dentro del elemento,
€, no varia con x, Asi en los puntos A y

B del elemento s, = £, = g5 = £,.

Elemento Hexaédrico

Nota: Como cuidado para elemento solido hexaédrico lineal debemos
evitar utilizar en una regién en que ocurra una acentuada variacién
de la deformacién ¢, a lo largo del eje x del elemento, evitar la
definicidén de un elemento muy largo en relacién con su altura, puesto
que la deformacidn e, serd constante en la direccién x.
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