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1. Introduccién.

En continuacién con las aulas anteriores vamos a introducir otro
tipo de elemento finito como parte de la biblioteca de elementos que
estamos construyendo en este curso, o sea ya tenemos definidos los
elementos de tipos resortes (spring), barra (truss) y vigas (Beam),
y en esta clase vamos a formular nuestro primero elemento de tipo
2D en estado plano de deformaciones o tensiones.

El sistema de ecuaciones para un elemento 2D serd mas complejo en
comparacion con los elementos anteriores 1D.EIl procedimiento para
desarrollar las ecuaciones sera similar a la de los elementos de tipo
viga unidimensional detallados anteriormente. En los desarrollos de
los elementos siguientes sera establecer principalmente los siguientes
tres pasos de procedimientos como:
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1. Continuacién

En los desarrollos de los elementos siguientes serad establecer princi-
palmente los siguientes tres pasos de procedimientos como:

-

Procedimiento para la Formulacién de Elementos
1. Construccidn de las funciones de forma matriz N que

satisfaga las 3 propiedades Ec. (5.8) -(5.9),

2. Formulacién de la Matriz Desplazamiento-Deformacion
B(x),

3. Célculo de {ke}; {oe}; {ce}-
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2. Conceptos basicos de la teoria de elasticidad.

Elasticidad 2D. Estado plano de tensiones y estado plano de
deformaciones.

Muchos de los problemas fisico reales pueden ser tratados satisfacto-
riamente por la teoria de la elasticidad 2D (2 dimensiones ) o teoria
de la elasticidad plana.Estos presentan 2 casos generales de tipos de

problemas en este anilisis plano.
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2. Continuacion.

El estado plano de tensién puede ser definido como un estado de
tensiones en el cual la tensién normal y las tensiones de cortante al
plano de mayor drea son cero.

Oz =Tz =Tyz =0
VYxz = Vyz = 0
€z #0

Generalmente, aquellos elementos finos, cuyas dimensiones en el eje
perpendicular al plano de mayor area son menores que las dos res-
tantes y que estan sometidos a cargas en las superficies de fronteras
del plano de mayor area son estados planos de tensiones.



2. Continuacion.

El estado plano de deformacion es aquel estado en el cual la
deformacién normal y las deformaciones cortantes al plano de mayor
area son cero.




2. Continuacién.
Los estados planos de deformacién son generalmente caracteristicas

de cuerpos con gran longitud en el eje perpendicular al plano x-y

€2 =Yz = Vyz = 0
Txz =Tyz = 0

o, #0
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2. Continuacion.
Estado bidimensional de tensiones y deformaciones.

En la figura representamos el estado de tensiones para el elemento
infinitesimal con lados dx y dy tiene tensiones normales o, y o,
actuando en las direcciones x y y respectivamente.

tx}’
cx% ”
o
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2. Continuacion.

Relaciones Desplazamientos-Deformaciones para un problema
2D.

Y=
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2. Continuacion.
Representacion del Tensor de 2do Orden de la deformacidn.

Representando la deformacién independiente las cuales representa-
mos mediante la notacién de Voigt como:

Ex

€y
ey =0 (1)

’YXy




2. Continuacion.

La relacién entre las tensiones - deformacién para un material isotrépi-
co en condiciones de estado plano de tensién, relacién (o) en la
notacién de Voigt:
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2. Continuacion.

La funcidn reciproca resultado de la Ley de Hooke o(c) para el
estado plano de tensién como:

Ox E 1 v 0 Ex

o, | = s~ (v 1 0 ey | o {0} = [Cap-1)] {}
(1 — v ) 1-v

Txy 00 3 Vxy

La tension normal €, no es igual a cero, ya que €, no solo depende
de la tensién normal o5:

ey = S o, — v(ox +0,)] = m

- 2)
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2. Continuacion.

La relacién entre las tensiones - deformacién para un material isotrépi-
co en condiciones de estado plano de deformacién, relacién o(¢) en
la notacién de Voigt:

Ox E 1—v v 0 Ex
oy | = v 1—v 0 Ey
1 1-2 _

T Q+v)1-2v) | 4 0 2] |4y,

{o} = [C(zofz)] {e}
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2. Continuacion.

Podemos incorporar los valores y para la relacién o(¢) en los estados
plano de tensién y deformacién como:

E 1 7 0 Ex
oy | = — v 1 0 Ey
1— 2 -
Txy ( ) 00 ITU Txy
Tension {Lf =E
v=v
{E.Plano E_ _E
T (1-v?)
Deformacion
D= v
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3. Formulacién de la funcién de forma para un elemento 2D
de tipo triangular.

Vamos a introducir las ecuaciones basicas necesarias para el elemen-
to plano triangular consideremos una placa fina sujeta a una carga
de traccién superficial tg

A m

¥

l+T+l

r+;+r
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3. Continuacion.

La placa se ha dividido en elementos triangulares planos, estos ele-
mentos tienes 3 nodos (1,2,3) y dos grados de libertad en cada nodo
(u,v) asociados a las direcciones xy y ,

u(x,y)

g(x,y)

o(x,y)

VE]

(x3,y3) ¢

Doy

t-espesor
A-drea del tridngulo
V=At-volumen
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3.1 Seleccidn de las funciones de desplazamientos.

Tenemos que establecer una relacién entre los desplazamientos den-
tro del elemento con los desplazamientos nodales, sabemos que el
grado del polinomio de interpolacién es definido a partir del conoci-
miento del nimero de grados de libertad del elemento (DOF=6).

Siendo definido por las componentes u y v en las direcciones x y
y respectivamente. La funcién de desplazamiento del elemento serd
una funcién lineal:

_ fu(x,y) = G+ Cix + Coy
Go
G
1 xy 000G

{u(x,y)} = {0 001 x yl)G “
Ca

Cs
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3.1 Continuacién

Para determinar los coeficientes C de la Ec. (3) vamos a sustituir

las coordenadas de los puntos nodales:

u(xa,y2) = up = Go+ Cixo + Goys
v(xe,y2) = vo = GG+ Gxo + Goyo
u(x3,y3) = uz3 = G + Cixs + Goys
v(x3, y3) =v3 = G+ Gaxz + Goys

[1x, 5,00 0]
00 01x y
00 0

lxzy2

00 01x,y,

lx;y;00 0

00 Ol)c3y3

O O o 6o a6 q
s W Y =

w
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3.1 Continuacion
Sustituyendo en las Ecuaciones.
{u(x,y)} = p(x,y) [A]7" {ue} = [N] {ue} (5)

Donde la funcién de forma [N], para el campo de desplazamiento
estd dada como:

[Nlos = P(X. ¥)206/A] 6x6 (6)
[x V3~ ¥, ] XV =YX 0 XY= ¥ X, 0
Ya= Vs 0 U 0 Y=y, 0
1 Xy— X, 0 X =Xy 0 Xy, 0
[A1-t= 2A° 0 XV = VX 0 XV =Y 0 X¥,=¥
0 Vo= ¥y 0 Vi, 0 V=¥,
I 0 =y 0 X, -, 0 =X
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3.1 Continuacion

Las funciones N;j(x,y) dada:
1

Ni(x,y) =54 x(y2 — y3) + y(x3 — x2) + (x2y3 — x3y2)]
1

Na(x, y) =54 [x(y3 —y1) + y(xa — x3) + (x3y1 — y3x1)
1

Ns(x,y) =5 [x(y1 — y2) + y(x2 — x1) + (x1y2 — y1¥2)]

En el aula anterior fue obtenida la matriz de rigidez de un elemento
genérico como:

{ke}Z/I[B (x)]" - [D] - [B (x)] dVol (7)



3.1 Continuacién

La funciones de forma para el elemento triangular:

®
>‘®
®
o~
Ny +N;+N; =1

11 |“|||||




Clase No 7

3.1 Continuacién

Recordando algunos de los conceptos de la teoria de la elasticidad

c Au 9 0
SRR L RO
y ¢ = : =
oy ov o 3| Wvxy)
Txy Ox dy dy Ox
a et
a 0 vy
_lo 2 [Nl(x,y) 0 M(xy) 0 N(xy) 0 ]u2
dy 0 Ny ¢ 0 No(x,yy §© 0 No(x, )| w2
o 8 u3
% b o

Denotamos por [L] la matriz que contiene las derivadas parciales,
reescribiendo para [B (x)] ..[L][N] = [B (x)]
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3.1 Continuacion

De las expresiones anteriores definimos la relacidn entre la deforma-
cién dentro del elemento como:

{e()} = [L]{u(x)} = [L][N] {ve} = [B(x)] {ve}  (9)

Y2 — Y3 0 Poyson 0 Py 0
[B(x)] = 55 1] Xy — X5 0 X, —Xx3 ° 0 Xy — Xy
Xz —X; Yp—¥3 P X —Xz Yz—Y1 P Xp—X Yi—¥

En la ecuacién anterior denotamos por By, By B3, reescribiendo para
[B ()]
[B(x)] = [[Bl]3x2 [B2]5,, [B3]3x2] (10)
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3.1 Continuacién

Siempre que el campo de desplazamientos sea linear, la matriz B (x)
es constante dentro del subdominio y como consecuencia el campo
de deformacién y tensién también dentro del subdominio. Por es-
ta razoén el subdominio del tridngulo es llamado “constant strain
triangle”- CST.

Utilizando la Ec. (8) para las derivaciones de las funciones de inter-
polacién de desplazamientos seleccionadas:

&z%:@ 5y:g‘;:C5; /ny:g;+(;)‘izc2+c4
Las ecuaciones nos muestra una conclusién importante del elemen-
to en estudio, las deformaciones calculadas se aplican a todos los
puntos del elemento y son contantes a causa de la seleccién de las
funciones de desplazamientos de primer grado para representar los
desplazamientos, esta es una serie limitacién del elemento triangular.
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3.1 Continuacién

Para la matriz de rigidez como:

Ko = BCT [Can)) B [ av ()
Calculando la Ec. (11) con &rea (A), espesor (t) y volumen (v=At).

[kexe = [B (X)]T6x3 [C(QD)]3X3 [B(X)]l56 At (12)

Pudimos obtener de forma explicita la matriz de rigidez por ,pero en
algunos casos la forma explicita de la matriz [k®] no es tan fécil para
obtener, entonces tenemos que resolver con la integraciéon numérica
(también llamada de “cuadrature”) para resolver la ecuacién.
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4. Obtencidon de las funciones de forma utilizando otra via.

A continuacidn, consideremos la funcién de desplazamiento en x
como:
u(x,y) = G + Gix + Gy (13)

Sustituyendo los valores nodales en la Ec. (13):

nm =G+ CGx+ CGwn
=G+ CGx+ Gy (14)
uz = G+ Cixz + C2y3

Para propdsitos de una representacién computacional, vamos a re-
presentar la Ec (14) en forma matricial:

uy 1 x1 yn| (G
u» = |1 X2 Y2 Cl ( 15)
u3 1 x3 y3] |G
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4, Continuacion.

Para determinar el valor de los coeficientes de C; usamos la Regla
de Cramer como:

ur x1 n 1 1 »n 1 x1 w
u Xo y2 1 us y2 1 X2 u»
c u3 X3 ys c 1 w3 y3| c I x3 u3
0= 1= ; G =
1 x1 »n 1 x1 »n 1 x1 n
1 xo 1 x w 1 % w
1 x3 y3 1 x3 y3 1 x3 y3
1 x1 n 1 1 n
1 xo wl=det| |l xo w| | =2A

1 x3 w3 1 x3 y3
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4, Continuacion.

Vamos a representar la ecuacién anterior como:

u X
Laon _ X2 Y21 1X1nNn X1 n

2 e v = X3 3 X3 y3 %%

us X3 y3
1 x vy 1 x1 »n 1 x1 »n
1 xo 1 x y 1 x2 y
1 x3 y3 1 x3 y3 1 x y

u(x,y) = u + w2 + us

1 x1 »n 1 x1 »n 1 x1 »n
1 x w» 1 x2 y 1 x2
1 x3 y3 1 x3 y3 1 x3 y3

(17)



4, Continuacion.

Definimos las funciones de formas Ec. (17) como:

1 x vy 1 x1 yn
1 xo 1 x vy
1 x3 y3 1 x3 y3
Ni(x,y) = ; Na(x,y) = ;
1 x1 »n 1 x1 »n
1 x w 1 x w
1 x3 y3 1 x3 y3
1 x1 »n
1 x w
1 x vy
Ns(x,y) M
1 x w
1 x3 y3
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