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1. La ecuacién de ondas que modela la evolucién de la temperatura u de una barra delgada de longitud
L para la cual la transferencia de calor con el ambiente solo se da en los bordes es la siguiente:

up(t, ) = ugy(t, )

Siendo ¢ la variable temporal y « € [0, L] posicion de la barra (modelada de forma unidimensional).
Buscamos soluciones de clase C? en el dominio (0,+0c0) x (0, L) y continuas en la clausura de este
dominio.

a) Por el método de variables separables hallar solucion a la ecuacion de ondas con las siguientes
condiciones de borde

{ u(z,0) = sen(Fx) x € [0,L]
uw(0,t) = u(L,t) =0 t€0,00)

b) Probar que si u y u son soluciones de la ecuacion de calor con

{ w(0,t) =u(L,t)=0 te0,00)

Entonces la suma v + @ también lo es.

¢) Para k > 0 natural fijo hallar soluciones con las siguientes condiciones de borde

{ u(z,0) = S8 bisen(™Tx) x € [0, L]
u(0,t) =u(L,t) =0 t €1]0,00)

2. Consideramos la ecuaciéon de ondas:

Uty (2, 1) — Cuge(x,t) =0 (x,t) € (0,7) x (0, 00)

a) Utilizando el método de separacion de variables hallar solucién con las sig. condiciones de
contorno:

u(z,0) =2sen(3z)  x € [0,7]
ut(z,0) =0 x € [0, 7]
uw(0,t) = u(m,t) =0 te0,00)

b) Probar que la funcion g : [0, 7] — R dada por g(z) = z(z — 7) no se puede escribir como suma
finita de funciones de la forma s,(z) = by, sen(nx) con n natural.

¢) Asumiendo la siguiente igualdad:

vo(x) = z(x — ) Z 4 sen(km)

Hallar candidato a solucién con las sig. condiciones de contorno:
u(z,0) =0 x €
up(x,0) = z(x — ) x €

[
[
u(0,t) = u(m,t) =0t & [0,00)

—_
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3. a) Un caso particular de soluciones de la ecuacion del calor son las que corresponden a situaciones
en las que el perfil de temperaturas no se modifica con el tiempo (lo que equivale a decir que
u(z,t) no depende de t, y por lo tanto u; = 0). A esa soluciones las llamaremos soluciones
estacionarias del problema.

Hallar la solucion estacionaria a la ecuacion de calor, u.(x), para el problema con datos de
contorno

u(0,t) = A, u(L,t) =B

b) Hallar la solucion de la ecuacion del calor en (0, 1) x (0,00) con condiciones de borde

u(0,t) =0, u(l,t) =1

y dato inicial
ug(z) = sen(rx) +

Sugerencia: utlizar principio de superposicion de soluciones
c¢) Hallar candidata a solucion de la ecuacion del calor en (0, 1) x (0, 00) con condiciones de borde
u(0,t) =0, u(l,t) =1

y dato inicial

Sugerencia: considerar la siguiente igualdad:

+oo Nkt
up(z) —x = 4 Z il sen ((2k + 1)mx)

2 2
me = (2k+1)

4. Se considera la ecuacién
u(z,t) — ugg(x,t) = xsent, (x,t) € D= (0,7) xR.

a) Hallar una solucién particular ug(x,t) de la forma f(x)sent + g(x) tal que las funciones f
) p ; g q Y9
satisfacen f(0) = ¢(0) =0, f'(0) = -1y ¢'(0) = —1.

b) Hallar la funcion u que sea candidata a solucion de la ecuacion en D y satisfaga las condiciones

+oo .
u(z,0) = —x + Z smn:pv x € [0,r]
n=1

’I’L4
Jroosinnx
70 = - ) S 07
ug(x,0) a:+nZ::1 5 T [0, 7]

w(0,t) =0, teR

u(m,t) = —mwsint — 7w, t € R.
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5. Se considera la ecuacion:

up = Uz,  para todo (x,t) € (0,7) x (0,+00),

uz(0,t) =0y ug(m,t) =0 para todo ¢t > 0,

u(z,0) =2 para todo = € [0, 7],

u de clase C2 en (0,7) x (0, +00) y continua en [0, 7] x (0, +00).

(%)
Buscando soluciones de la forma X (x)7T'(¢) hallar una candidata a solucion de (x) de la forma
o
u(z,t) = Zun(m,t).
n=0

Observacion: Si u,(z,t) = X (z)T(t), la condicion u,(0,t) = 0 implica X (0) = 0 y ug(m,t) = 0
implica X' () = 0.

6. Utilizar el método de las series de Fourier para resolver la ecuacién
uac:c(x7y) + Uyy(way) = 07 (QZ, y) € (07 7T) X (O77T)
con las condiciones de borde:

a) u(0,y) = u(m,y) = siny, u(z,r) = u(z,0) =0,
b) u(0,y) = u(m,y) =0, u(z,n) =u(z,0) = z(x — ),
¢) u(0,y) = u(m,y) =siny, u(z, 7) = u(z,0) = z(z — ).
7. En este ejercicio consideramos el problema de la cuerda vibrante de longitud 1 con sus extremos fijos

cuyas vibraciones estan amortiguadas. Sea 2 = (0,1) x (0,400). La descripcion de este problema
conduce a buscar una funciéon v = u(z,t) definida sobre el conjunto Q que satisfaga

upt (2, 1) = ugg(x,t) — ug(z,t), (x,t) € Q
u(z,0) = up(z), z € [0,1]
ug(x,0) = vo(x), z € [0,1]
u(0,t) = u(1,t) =0, t € [0,+00),

donde ug y vg son dos funciones prefijadas que contienen la informacién sobre el estado de la cuerda
en el instante inicial, y que satisfacen

UO(O) == UO(l) == ’U()(O) == Uo(l) =0.

El término —u; en el miembro de la derecha de la ecuacién es el responsable del amortiguamiento.

Buscar un candidato a soluciéon de la ecuacion usando el método de las series de Fourier.



