Montevideo, 19 de junio del 2024

NOTACIONES DE GRAFOS

Es intencién de este curso y de toda la etapa de Estabilizacion de MD1, compatibilizar la notacién de
grafos, en lo posible, con las notaciones y definiciones que estan presentes en el libro Matematica Discreta,
de Grimaldi.

En ese sentido el texto que sigue propone algunos cambios menores en las definiciones basicas de Grafos,
que seran usadas durante este curso.

1 Definiciones y notaciones

Definicién 1.1 (Grafo) Un grafo no dirigido es una terna G = (V, E,ext), donde:
e V' es un conjunto no vacio, (representan los vértices);
e [ es un conjunto (puede ser vacio o no), (representan las aristas),

o ext: E — V(12 es una funcién con dominio las aristas, y codominio V12 = {{v,w} / v,w € V'},
el conjunto de conjuntos de uno (siv = w) o dos (si v # w) vértices.

Asi, si « € E es una arista, ext(a) = {v,w}, decimos que v y w son los extremos de «:

Cuando v = w decimos que la arista « es un lazo:
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Ejemplo: Se tiene un conjunto de vértices V = {1,2,3,4,5,6,7} y un conjunto de aristas E = {a,b,c,d, h,g,p,q},
con ext(a) = {1}, ext(b) = {1,2}, ext(c) = {1,2}, ext(d) = {1,2}, ext(h) = {2,3}, ext(g) = {4,5},
ext(p) = {6}, ext(q) = {6}.
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Definicién 1.2
e Siv € ext(a) decimos que el vértice v y la arista o son incidentes.

e Cuando la funcion ext no es inyectiva (es decir hay al menos dos aristas con los mismos extremos)
decimos que el grafo posee aristas miltiples, y lo llamaremos multigrafo.

e Un grafo simple es un grafo sin lazos ni aristas miiltiples.

Observacion 1.3 En el caso de que G = (V, E,ext) sea un grafo simple, podemos identificar cada arista
« de E con sus extremos ext(«) = {v,w}, pues no habrd otra arista con el mismo conjunto de extremos.
En ese caso el grafo quedard representado por G = (V, E).

Ejemplo 1.4 E/ grafo simple:

se representa como G = (V,E), donde V' ={1,2,3,4,5}, y E={{i,i +1} / 1 <i<4}U{{3,5}}.

Definicién 1.5 Sea G un grafo (o multigrafo). Un camino en G es una secuencia no vacia alternada de
vértices y aristas:
Y= (UOa a1,v1,02,02,  , AL, Uk))

donde ext(c;) = {vi_1,v;}, con a; € E, para todo 1 <1i <k, conv; € V, 0 <i<k. Diremos, en este
caso, que el largo del camino es k (el nimero de aristas del camino).

Observacion 1.6 Para simplificar la notacién, en el contexto de grafos simples, el camino se lo puede
denotar como una secuencia de vértices v = (vg,v1,v2,- - , ), donde {v;,_1,v;} determina la arista de
FE, paratodo1 <i<k.

Tipos de caminos:
Siy = (v, 1, v1, 2,02, -+ , 0, V), dondev; € V,0<1i<k, o €FE, conext(a;) = {vi_1,v;}, para
todo 1 <1 < k, diremos que ~y es:

e TRIVIAL, si k =0, o sea es un camino sin aristas;

e ABIERTO, si vy # v, (en particular no puede ser trivial);

e CERRADO, si no es trivial con vy = vy,;

e RECORRIDO, si es un camino abierto (vy # vy ), que no repite aristas (c; # o, si i # j);
e CIRCUITO, camino cerrado (vy = vy), que no repite aristas (c; # o, sii # j);

e CAMINO SIMPLE:

— CAMINO SIMPLE ABIERTO: camino que no repite vértices (v; # vj, si i # j);

— CAMINO SIMPLE CERRADO: camino que no repite vértices (v; # vj, si i # j), excepto los
dos extremos del camino v, = vg;

e CICLO, camino cerrado (vy = vy ), de largo mayor o igual a tres (k > 3), que no repite vértices
(vi # vj, sii # j), salvo el primero y el dltimo.



Ejemplo 1.7 En el grafo G :
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se pueden idenitficar:

e 12 ciclos de largo 3 (3-ciclos);
e 5 caminos triviales;
e 12 caminos de largo 1;
e 20 caminos de largo 2;
e ctc.

¢ Y cudntas copias de C3 hay en el grafo G? (C3 es un grafo con un 3-ciclo; es el grafo con el ciclo mas
chico que existe). Podemos ver que G posee dos subgrafos isomorfos a Cs, que son los subgrafos de G
inducidos por (a) {1,2,3} y (b) {3,4,5}.

O sea:

(a)

1\3
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y (b)
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Compadrese las respuestas: hay 12 ciclos de longitud 3, pero solo hay dos copias de C3 en G.

¢ Cudntos subgrafos de G hay que sean isomorfos a P»? Hay 6 subgrafos isomorfos a P» (uno por arista).
Sin embargo, como vimos arriba, hay 12 caminos de largo 1.

;Y cudntos subgrafos de G hay que sean isomorfos a P37 Hay 10 subgrafos isomorfos a Ps y hay 20
caminos de largo 2.
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