
Introducción a las Ecuaciones Diferenciales 2024

Práctico 5

1. Sea la ecuación {
ẋ = y
ẏ = cos(x)

a) Probar que H(x, y) =
y2

2
− sen(x) es una preintegral.

b) Dibujar las curvas de nivel de H.

c) Estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio.

2. Se considera el sistema {
ẋ = x2 − y2

ẏ = 2x3 − 2xy2

a) Hallar los puntos de equilibrio.

b) Probar que H(x, y) = y − x2 es una preintegral.

c) Hacer un diagrama de fase y estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio.

d) Dado α ∈ R, sea φ la solución maximal con φ(0) = (0, α). Probar que si α ≤ 1/4, φ está
definida para todo t ∈ R.

3. Consideramos una partícula de masa m en R sometida a una fuerza conservativa F = − ∂
∂xU(x)

siendo U potencial de clase C2 definida en un abierto de R. La ecuación que gobierna el movimiento
de la partícula es mẍ = F (x). Pasando a un sistema de orden uno y dos variables obtenemos{

ẋ = v

ẏ = − 1
m

∂
∂xU(x)

a) Probar que la energía mecánica H(x, v) = mv2

2 + U(x) es una preintegral. Es decir, la energía
mecánica se conserva. Observar que el resultado es válido en más variables tomando F = −∇U

b) Probar, sin resolver la ecuación, que si U(x) = kx2 con k > 0 es la energía potencial elástica,
las órbitas son acotadas (en particular periódicas) y el punto de equilibrio es estable.

c) Si U(x) = −k
x con k > 0 es el potencial gravitatorio generado por una partícula con masa en el

origen probar que, asumiendo que la condición inicial x0 es positiva, si la energía H es negativa
entonces la partícula siempre colisiona con el origen. Por otro lado si la energía es positiva y la
velocidad inicial también, la partícula escapa. Encontrar velocidad mínima de escape si x0 = 1.
Observación: En dos dimensiones se puede evitar la colisión con energía negativa siempre que
la velocidad inicial no apunte al origen. Este es el llamado problema de Kepler, que modela el
movimiento de un planeta alrededor del sol situado en el origen.

4. Consideremos una ecuación diferencial autónoma ẋ = f(x) en Rn.

a) Sea x0 un punto de equilibrio estable de la ecuación. Demostrar que si x(t) es una solución tal
que para todo δ > 0 existe tδ > 0 para el cual se cumple d(x(tδ), x0) < δ, entonces

ĺım
t→+∞

x(t) = x0.
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b) Dar un ejemplo de una ecuación diferencial que presente un punto de equilibrio estable pero no
asintóticamente estable, y que admita una trayectoria (distinta de la del equilibrio) que tienda
en el futuro a dicho punto.

5. Mostrar que si x es un punto crítico no aislado de una ecuación autónoma entonces no puede ser
asintóticamente estable.

6. Dibujar el diagrama de fases y estudiar la estabilidad en (0, 0) para los sistemas:

a)
ẋ = 0
ẏ = −y

b)
ẋ = x2

ẏ = −y
c)

ẋ = −x3

ẏ = −y

En los tres casos hallar la linealización del sistema alrededor de (0, 0) y comparar resultados.

7. Sea λ un número real. Discutir según λ si el origen es un punto estable, inestable o asintóticamente
estable para:

ẋ = λx
ẏ = x+ λy

Determinar los valores de a y b que hacen que ax2 + by2 sea una función de Liapunov. Comparar.

8. Determinar los valores de los coeficientes a y b que hacen que

V (x, y) = ax2 + by2

sea una función de Liapunov para cada uno de los siguientes sistemas:

a) ẋ = 3xy,
ẏ = −x2 − y3

b) ẋ = −x3 + xy2,
ẏ = −2x2y − y3

c) ẋ = −x3

2 + 2xy2,
ẏ = −y3

¿Qué puede decirse de la estabilidad en (0, 0) en cada caso?

9. Calcular la linealización alrededor de (0, 0) de las ecuaciones:{
ẋ = (x2 + y2)x+ y
ẏ = (x2 + y2)y − x

y
{

ẋ = −(x2 + y2)x+ y
ẏ = −(x2 + y2)y − x

Esbozar el diagrama de fase de ambas ecuaciones. Para eso, se sugiere hacer un cambio de variable
a polares.

10. Hallar los puntos críticos del sistema

ẋ = 2y(z − 1)
ẏ = −x(z − 1)

ż = −z3
.

Mostrar que la linealización alrededor del origen no permite decidir acerca de su estabilidad. Para
ello, buscar una función de Liapunov de la forma V (x, y, z) = ax2 + by2 + cz2.
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11. Ecuación del péndulo simple.
Una partícula de masa m está obligada a moverse sobre una guía circular lisa de radio r. Que la
guía sea lisa implica que no actúa ninguna fuerza de rozamiento entre la partícula y la guía, lo que
es equivalente a asumir que la reacción R⃗ que la guía ejerce sobre la partícula es una fuerza que
tiene componente nula en la dirección tangente al movimiento. Llamamos φ al ángulo indicado en
la figura, medido en sentido antihorario.

x

y

m

r

φφ

e⃗r

e⃗φ

a) Demostrar que la ecuación que rige el movimiento de la partícula es φ̈ = −g

r
senφ, siendo g la

constante de aceleración gravitatoria. Se sugiere plantear la Ley de Newton en la dirección del
versor e⃗φ de la figura.

b) Llamemos k =

√
g

r
. Introduciendo una nueva variable θ = φ̇/k, transformar la ecuación anterior

en la ecuación matricial: {
φ̇ = kθ

θ̇ = −k senφ

c) Hallar los puntos críticos de la ecuación matricial.

d) Linealizar la ecuación matricial alrededor de los puntos críticos. ¿Se puede decir algo sobre la
estabilidad de los mismos?

e) Demostrar que si φ(t) y θ(t) son soluciones a la ecuación matricial, entonces la función

V (φ, θ) =
1

2
θ2 − cosφ

cumple V (φ(t), θ(t)) = cte. Dar una interpretación física de este hecho.

f ) Usando la parte anterior, estudiar la estabilidad de los puntos críticos.

g) Esbozar un diagrama de fase de las soluciones a la ecuación matricial. Interpretarlo a partir del
fenómeno físico que modela.

12. Ecuación del péndulo con rozamiento.
Consideremos la ecuación {

φ̇ = kθ

θ̇ = −k senφ− βθ
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donde el parámetro β > 0 representa el coeficiente de rozamiento del péndulo contra la guía. Notar
que el término −βθ de la segunda ecuación aparece pues se asume que la fuerza de rozamiento es
proporcional y opuesta a la velocidad tangencial de la partícula.

a) Hallar los puntos críticos de la ecuación.

b) Sea V (φ, θ) =
1

2
θ2 − cosφ. Probar que V̇ ≤ 0 en un entorno del (0, 0).

c) Probar, usando Hartman, que (0, 0) es asintóticamente estable.

d) Estudiar la estabilidad del resto de los puntos críticos.

e) ¿Qué diferencias nota con la estabilidad de los puntos críticos para el caso del péndulo sin
rozamiento? Analizar esas diferencias en base al fenómeno físico que se modela.
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