METoDOs NUMERICOS 2024 FacurLTtaD DE INGENIERIA — IMERL

Solucion del primer parcial - Semestre par 2024

Ejercicio 1.

a)

Usando la forma de Lagrange para el resto, vemos que
2

fa+h) = fa)+ Fah+ ()

2
para algin ¢ € [a,a + h]. Por lo tanto,
f(@) + f'(@h+ f"(c) % — f(a) (e
6q(h) = - 2 = f'(a) + fz()h.
Luego el error de truncamiento resulta,
1
() — £ (@) = L1 = om).

Para conseguir un error de truncamiento de mayor orden, procedemos como en la parte anterior
pero calculamos el desarrollo a orden tres. Observamos que

fla+h) = f(a)+ ['(@)h+ ["(@) s + [ ()%,

fla—=h) = f(a) = ['(@h+ ["(a)l5 = f"(d)%5,

para algin ¢ € [a,a + h] y d € [a — h, a]. Entonces,
Salh) = f'a) + f"(@)5 + 1"(0) 5

bu(—h) = f'(a) — f'(a)s + F"(d)".

Entonces,
! ! 1" h " h’2 " h2
08a(1) + B5a(—h) — J' (@)= |F' (@)@ + 8~ 1) + (@) 5 (e = B) + af"(e) - + B (d) |
Entonces si queremos lograr un error de orden O(h?) llegamos al sistema de ecuaciones,
a+p—-1=0,
o — B = 07

cuya unica solucién es a = = 1/2.
Como f es suave,

fey=f"a) vy f(d) = f(a),
y por lo tanto,

! " h " h?
fla)a+B-1)+ fia)5(a—B) + fT(a) o (a+5)).

|abq(h) + BSa(—h) — f'(a)|~ 6

Sustituyendo o y 3 en la expresién anterior, observamos que el error de truncamiento es O(h?).
Sin embargo, no nos es posible eliminar el término que depende de h?: si intentdramos agregar
esta condicion al sistema anterior, el sistema quedaria sobredeterminado y no tendria solucion.
Obtenemos entonces
/" (a)]
B2

Df(a) - (@)
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d) El error de redondeo del estimador obtenido es

'f a+h —fla) | fla—h) = fla) _ fi(flath)) = fi(f(a)) _ fl(f(a—h) —fl(f(a))"
2h 2h 2h

Reordenando términos, esta expresién puede reescribirse como

‘f(aJrh) — Ji(flath))  fU(f(a) — fla) f(a—h)—fl(f(a—h))‘.

2h h + 2h

Acotamos el primer término, los otros dos salen de la misma manera. Usando

filfla+h)) = +eparn)flath), lepainl< %\47

se sigue que

€farn) fU(f(a+h))
2h

'f(a )= fl(f(a+ h>>’ _
2h

EM
BRI

Usando nuevamente que f es suave, f(a+ h) =~ f(a) y por lo tanto

‘f(a +h) — fl(f(a+h)) ‘ €M

> < M f(a).

La misma cota funciona para los otros términos. El error entonces queda acotado por

Ifa)]

CITOIt ryypcamiento ~ €M h

El paso éptimo se consigue considerando el error total,

< !f”’( @)y 1@l

erToIyodondeo 1 €T truncamiento = h

Derivando el término de la derecha e igualando a cero, obtenemos el paso éptimo,

5[ 31f(@)lem

"= @)

Ejercicio 2. a) Como 4 = y' = y?> = 0 e y> = 2, el polinomio interpolante es

pla) =1 Le) = g = = ol = (e -2)

b) Tomando (z*, y*) = (4,4),




METoDOs NUMERICOS 2024 FacurLTtaD DE INGENIERIA — IMERL

c)

@—Muwwb=£%§éﬂw—w@—%@—3ﬂ

Como |z — 3|< 3 en [0, 3],

max 1:v(:t:— 1)(33—2)(1,‘—3)’ < max

x€[0,3] | 6 L )

1ux—n@—2w

Para hallar el maximo de ese polinomio (que es de grado tres), podemos derivar e igualar a cero
y comparar con su valor en los bordes. Un célculo sencillo muestra que el maximo se da en x = 3
y que ese maximo es 3. Entonces,

— gl 70 < m4
lp—allL (03)) < [dx

1a:(:(: —1)(z — 2)‘ < 3.

Otra alternativa serfa acotar todos los monomios como en el caso de (x — 3), obteniendo asi que
P — gl ([0,3)) < 6, o usar el teorema de interpolacién de error del Corolario 3.3.2 y acotar el
polinomio nodal definido por los primeros 4 puntos.

Ejercicio 3. a) Ver las Definiciones 2.6.1 y 2.6.2 en las notas de tedrico.
b) Lo probamos por induccién: el caso k = 0 es trivial, y suponemos que es cierto para k = n.
Veamos que entonces se cumple para k =n + 1.

k+1 k+1

e’ =x"T —x*

= Qx" +1— (Qx" +1)

= Q(x* —x')

= Qek

— Qk—l—leﬂ’
donde en la segunda linea usamos que x* es punto fijo y en la tdltima linea usamos la hipotesis
inductiva.

¢) Usando la parte anterior,

< mix [|Qx]z.
o Ixll2=1

\&ﬂb:w&m:H o*
[~ e

el

Escribiendo x = )" | x;e;, notamos que e; es vector propio de @) con valor propio \; para todo
i =1,...,n. Entonces,

n
> @iQe;
i=1

1Qx]l; =

< max (A1 wjes| = miax Al [x]ly = Ad[1x]l, -
i=1,...,n 2 i=1,...,n
2 j=1 2

E AiT;€;
i=1

2

Juntando ambas estimaciones, se tiene que

le* |2

o S max [[Qx]lz < Ay
leFlla ~ Ixlla=1 ’
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donde para la ultima desigualdad usamos que ||x[|2 = 1. Como la cota vale para todo k,

o e

< \i.
koo ||| !

0

Si € L ey, la desigualdad serd estricta. Por ejemplo, tomamos x° = ey + x*. En este caso,
g JeImMp

e’ = ey y por la parte a), e = Q¥e? = (\2)"es. Entonces,
Hek+1H2 /\126—&-1

_ = o < A\1.
leflle Ak — 2T




