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Practico 10 — Transformaciones lineales. Nucleo e imagen. Teorema de las
dimensiones.

Concepto y ejemplos de transformaciones lineales
1. En los siguientes casos determinar si la funcién T es una transformacién es lineal:

a) T: R? - R?tal que T(x,v,2) = (y - x,z2+79).

b) T:C[0,1] > Rtal que T(f) = f(0), donde C[0,1] ={f: [0,1] = R tal que f es continua}.

c¢) Dado v € R3 fijo, y T: R® — R tal que T(u) = (u,v).

d) T: M, — Rtal que T(A) =rango(A).

e) T: My — My, tal que T(A) = AT,

f) Dados V un R-espacio vectorial de dimensién #, B una base de V, y T: V — R” tal que T(v) =
coordg(v).

2. Sea T : R® — RR3 una transformacién lineal tal que
T(1,0,0)=(2,1,0), T(1,1,0)=(-1,2,3,), T(1,1,1) = (0,0,1).
Indicar si T esta bien definida y en caso afirmativo hallar T(x,y, z) para todo (x, v, z).
3. a) Sea T: R,[x] — R? una transformacién lineal tal que
T(1)=(1,0), T(x)=(11), T(x*)=(0,0),
donde IR, [x] es el espacio de polinomios de grado menor o igual que 2. Hallar T(p) para todo p.
b) Sea T: R® — RR3 una transformacién lineal tal que
T(1,0,0)=(2,1,0), T(1,1,0) = (-1,2,3), T(1,1,1) = (0,0, 1).

:Existe una unica transformacién lineal que verifique las condiciones dadas?. Justifique su respues-
ta. Si es afirmativa, entonces hallar T(3,2,1).

¢) Determinar si existe alguna transformacién T: R,[x] — R? que satisfaga
T(1)=(1,0), T(1+x)=(1,1), T(1 +x+x%)=(0,0), T(3+2x+x%)=(2,1).

En caso de que exista, alguna hallarlas todas.

4. En los siguientes casos hallar la expresién analitica de las transformaciones lineales que cumplen las
condiciones dadas, y determinar cudntas hay:

a) T: R® - R3tal que T(1,1,-1) =(2,1,0), T(1,2,1) =(-1,2,3), T(1,0,-3)=(0,0,1);
b) T: My (R) — R? tal que
T(Mp)=(1,-1), T(Mp) =(1,1), T(M3) =(1,1), T(My) =(3,1), T(Ms) =(1,-3),

donde
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Nucleo e imagen de una transformacion lineal
5. Hallar el ndcleo e imagen de las siguientes transformaciones lineales:

a) T: Rs[x] - R* tal que T(p) = (p(1) + p(~1),p(0)).
b) T: My (R) — R tal que T(A) = traza(A).
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6. Se consideran las transformaciones T: R® — M,,,(R) tal que

_[ XY ¥
T(x,v,2z)= ,
(x,9,2) ( v y_z)
S: szz(]R) —>IR3[X]
definida por

x
S(A)(x)=(1 x)A( 2 )
Verificar que T y S son lineales, y hallar el ntcleo ylaimagende T, Sy SoT.

7. Dada A € M,;,,(R), definimos la transformacion lineal Ty: M,,(R) > M,,(R) como T(M) = AM.
Demostrar que T, es invertible si s6lo si A es invertible.

Teorema de las dimensiones

8. SeanT: V->RyS: V — R transformaciones lineales, donde dim(V) = n. Demostrar que:
a) dim(N(T))=ndén-1.
b) N(T)=N(S) siy sélo si existe un namero real a # 0 tal que T = «aS.

c) Sea T: R® — R tal que T(x,7,2) = x +v +z. Hallar S: R® — R, lineal, sabiendo que N(T) = N(S) y
5(1,0,0) = 2.

9. Decidir si las dos afirmaciones siguientes son verdaderas o falsas, dando una demostracién o un contra-
ejemplo segtin corresponda.

a) SiT: V — W, lineal, es tal que existe un conjunto A = {vy,...,v,} C V linealmente independiente que
cumple que T(A) ={T(v1),..., T(v,)} es también linealmente independiente, entonces es inyectiva.

b) Si T: V. — W, lineal es tal que existe una base B = {vy,...,v,} de V, que cumple que T(B) =
{T(vy),..., T(v,)} es también linealmente independiente, entonces es inyectiva.

10. Sean V y W espacios vectoriales con dim(V) < dim(W),y T: V - W y S: W — V transformaciones
lineales.

a) Demostrar que T no es sobreyectiva.

b) Demostrar que S no es inyectiva.
11. Sean U, V y W espacios vectoriales,y T: V — Wy S: W — U transformaciones lineales.

a) Demostrar que N(T)C N(SoT)

b) SiSoT esinyectiva, demostrar que T es inyectiva.

)

)
c) Demostrar que Im(So T) C Im(S)
d) SiSoT essobreyectiva, demostrar que S es sobreyectiva.
)

e) Sean A una matriz n x m y B una matriz m x n, con n < m. Demostrar que BA no es invertible.

Guia del practico

Para acompanar el curso se suguiere como minimo resolver al menos la siguiente lista de problemas. No
contabilizar dentro de esta lista los ejercicios resueltos en el pizarrén durante la clase.

» Ejercicio 1: tres partes = Ejercicio 7
» Ejercicio 3: dos partes = Ejercicio 8
» Ejercicio 4 = Ejercicio 10

= Ejercicio 6 = Ejercicio 11: tres partes



