Clase 15: Normal bi-variada y regresion lineal
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Resumen Veremos cOmo construir vectores normales bi-variados corre-

lacionados. Usando este tipo de modelos, estudiaremos la recta de re-
gresién y daremos algunas aplicaciones.
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Densidad condicional

Esta seccidn trata las probabilidades condicionales dado el valor de
una variable aleatoria X con distribucién continua. En el caso discreto,
la probabilidad condicional de un evento A, dado que X tiene un valor
x, se define por
P(A, X =x)

P(X=x)"'

siempre que P (X = x) > 0. En el caso continuo P (X = x) = 0 para

P(AlX=x)=

todo x, por lo que la férmula anterior da la expresién indefinida 0/0.
Esto debe ser reemplazado, como en la definicién usual del calculo de
una derivada dy/dx, por lo siguiente:

P (A|X € dx)

PUAX=x =3 e m)

Intuitivamente, P (A|X = x) debe entenderse como P (A|X € dx), la
probabilidad de A dado que X cae en un intervalo muy pequefio cerca
de x. Aqui se supone que en el limite de pequefios intervalos, esta
posibilidad no depende de qué intervalo se elija cerca de x. Entonces,
como una derivada dy/dx, P (A|X € dx) es una funcién de x, de ahi
la notacion P (A|X = x). En términos de limites,

P(A,X € Ax)
P(A|X=x)= lim P(A|X € Ax) = lim —————~
(A=) = i, PARCE A = [0 P e aw)
en donde Ax denota un intervalo de longitud Ax que contiene a x.
Siempre supondremos que el limite existe, excepto quizéds para un
namero finito de puntos excepcionales x, como los puntos finales de
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un intervalo que define el rango de X, o lugares donde la densidad de
X tiene una discontinuidad.

A menudo, el evento A de interés esta determinado por alguna va-
riable aleatoria Y, por ejemplo A = {Y > 3}. Si (X, Y) tiene densidad
conjunta p(x,y), entonces P (A|X = x) se puede calcular mediante in-
tegracion de la densidad condicional de Y dado X = x, definida de la
siguiente manera:

Densidad condicional de Y dado X = x

Si X e Y tienen densidad conjunta p(x, y), entonces para cada x
tal que la densidad marginal px(x) > 0, la densidad condicio-
nal de Y dada X = x se define como la funcién de densidad de
probabilidad

_ - Poy)
pY(y|X - X) - PX(X) .

Intuitivamente, la férmula para py(y|X = x) se justifica por el si-
guiente célculo de la probabilidad de que Y € dy dado que X = x:

P (X edx,Y €dy)
P (X € dx)

P(YedyX=x)=P(Y edy|X €dx) =

_ plx,y)dxdy

- pX(x)dx PY(WX = x)dy

La formula [ p(x,y)dy = px(x), la densidad marginal de X, implica
que

/Py(yIX =x)dy = 1.

Entonces, para cada x fijo con px(x) > 0, la férmula para py(y|X =
x) da una densidad de probabilidad en y. Esta densidad condicional
dada x define una distribucién de probabilidad parametrizada por x,
llamada distribucién condicional de Y dado X = x. Ver la Figura 1.

En los ejemplos, la densidad condicional a menudo sera una distri-
bucién familiar, por ejemplo, una distribucién uniforme o normal, con
pardmetros que dependen de x.

La densidad condicional de Y dado X = x puede entenderse geo-
métricamente tomando una tajada vertical a través de la superficie de
densidad conjunta en x, y renormalizando la funcién resultante de y
por su integral total, que es px(x). Las probabilidades condicionales
dado X = x de eventos determinados por X e Y pueden calcularse
integrando con respecto a esta densidad condicional. Por ejemplo:

P(Y>bX=x)= /h py(y| X = x)dy;

P(Y>2X|X =x) = /zx py (y|X = x)dy.

Figura 1: Aqui se muestra las densidades
condicionales para la densidad p(x,y) =
Slx(y—x)(1—y), 0 <x <y <1quese
muestra arriba, para varios valores de x.
La figura del centro muestra las tajadas
con x constante, y en la de abajo apare-
cen las densidades normalizadas por la
marginal.
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Dichas expresiones se obtienen formalmente de sus analogos discretos
reemplazando una suma por una integral, y reemplazando la proba-
bilidad de un punto individual por el valor de una densidad multipli-
cada por una longitud infinitesimal.

Ejemplo 1 — Uniforme en un tridngulo. Supongamos que (X,Y) es
un punto al azar en el tridngulo

T={(xy):x>0,y>0x+y<2}

Calculemos la probabilidad de que Y > 1 dado que X = x. Para ilus-
trar los conceptos basicos, daremos tres soluciones ligeramente dife-
rentes.

Enfoque intuitivo

Intuitivamente, parece obvio que dado X = x, el punto aleatorio
(X,Y) es un punto uniforme en el segmento vertical {(x,y) : y >
0, x +y < 2 que tiene longitud 2 — x. Esta es la distribucién condicional
de (X,Y) dado que X = x. Si x estd entre o y 1, la proporcién de
este segmento que estd por arriba de la linea horizontal ¥ = 1 tiene
longitud (2 —x) —1 = 1 — x. De otro modo, la proporcién es nula.

Luego, la respuesta es

(1-x)/(2—x) si0<x<1;

PY>1X=x)=
0 si no.

A partir de la definicién de probabilidad condicional

Para ver que la solucién anterior coincide con la definicién formal
P(Y>1X=x)= lim P(Y >1]|X € Ax)
Ax—0

observar el siguiente diagrama que muestra los eventos Y > 1y X €
Ax.

Como el tridngulo tiene area 2, la probabilidad de un evento es la
mitad de su area. Luego, para 0 < x < 1, x + Ax < 1, tenemos que

P(XEAx)zéAx(Z—x—iAx)
y por lo tanto
1 1
P(Y>1,X€Ax):§Ax 1—x—§Ax .

Entonces, para 0 < x < 1, deducimos que

P(Y >1,X € Ax)
P(X € Ax)
_1—x—%Ax 1-—

= I — X cuando Ax — 0.
2—x—3Ax  2-x

P(Y>1|XeAx) =
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Esto confirma la solucién anterior cuando 0 < x < 1. La formula para
x > 1 es obvia pues el evento {Y > 1, X € Ax} es vacio en ese caso.

Cdlculo con densidades

Calculemos ahora P (Y > 1|X = x) usando la densidad condicional
py(y|X = x). La distribucién uniforme en el tridngulo T tiene densi-
dad
1/2 si(x,y) €T

0 en otro caso.

p(x,y) =

Entonces, para 0 < x < 2 tenemos

px(x) = /Ooo plx,y)dy = /OH %dy = %(2 —%).

Luego
plry) 1 e
pr(yX = x) = { rx( T % SOSyS2o%
0 si no.

Esto es, dado X = x con 0 < x < 2, Y tiene distribucién uniforme en
(0,2 — x), como es de esperarse intuitivamente. Entonces 1

2—x dy 1—x .
=5 si0<x<1
P(Y>1X=x)={’1 2Zx 2% Sxs
0 si no.

La misma respuesta que antes.

El objetivo de la primera solucién es que las distribuciones condi-
cionales a menudo son intuitivamente obvias, y una vez identificadas,
pueden usarse para encontrar probabilidades condicionales muy rapi-

damente. La segunda solucién muestra que este tipo de célculo esta

. e s, , o X e Ax
justificado por la definiciéon formal. Este método no es recomenda-

do para célculos de rutina. La tercera solucién es esencialmente una
versién mds detallada de la primera. Aunque bastante pedante en el
presente problema, este tipo de cdlculo es esencial en problemas mas
dificiles en los que no se puede adivinar la respuesta mediante un
razonamiento intuitivo. u

Regla del producto

Cuando la densidad de X es conocida, y la densidad condicional
de Y dado X = x es conocida para todo x en el recorrido de X, la
densidad conjunta del par (X, Y) se calcula mediante la siguiente regla
del producto para densidades:

p(x,y) = px(x)py(y|X = x)

~
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Ejemplo 2 Supongamos por ejemplo que la densidad de X esta dada

por
A2xe ™ six >0;
px(x) = ,
0 si no;
y que Y tiene distribucién condicional uniforme en (0,x) dado que
X =nx.
Calculemos la densidad conjunta del par (X,Y). La densidad con-
dicional de Y dado que X = x es

1/x si0<y<x;

pr(y[X =x) = {

0 si no.

Por la regla del producto tenemos

A2e= M 60 < y<x;

0 si no.

p(x,y) = px(x)py (y[X = x) = {

Una vez que tenemos la densidad conjunta, podemos calcular la den-
sidad marginal de Y:

py(y) = / p(x,y)dx = / A2eMdx = e M siy > 0.
0 Y

La densidad es por supuesto nula si y < 0. u

Ejemplo 3 — Férmulas de la probabilidad total y Bayes. Para una
variable aleatoria X con densidad px(x) la férmula de la probabilidad
total deviene

P(A)= /P(A|X = x) px(x)dx

La integral descompone la probabilidad de A de acuerdo a los distin-
tos valores que puede tomar X:

P(AIX=x)px(x)=P(AlX €dx)P(X €dx) =P (A X €dx).

Al igual que en el caso discreto, a menudo P (A|X = x) se especifica
de antemano por la formulacién de un problema. Luego P (A) puede
calcularse mediante la férmula integral de la probabilidad total, supo-
niendo también que se conoce la distribuciéon de X. La regla de Bayes
da la densidad condicional de X dado que A ha ocurrido:

P(AlX €dx)P(X €dx)  px(x)P(A|X =x)dx
P (A) = T ox (0P (AIX = 1) d

P(X € dx|A) =

Ejemplo 4 Supongamos que IT tiene distribucion uniforme en [0, 1].
Dado que II = p, sea S;; el nimero de éxitos en n ensayos de Bernoulli
con probabilidad de éxito p. Calculemos la distribucion de S;,.
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Como la densidad de IT es pri(p) = 1si p € [0,1] y cero en otro
caso, por la férmula de la probabilidad total tenemos que

P (S, =k) = /P(Sn = k|IT = p) pri(p)dp

_ Lin k n—k _ 1
—/O (k>P(1—P) dp =~

Es decir, S, tiene distribucién uniforme en {0,...,n}.

Calculemos ahora la densidad condicional de IT dado que S, = k.
Usando la regla de Bayes, para 0 < p < 1 tenemos

P(IT edp)P (S, =k|IT=p)

P(ITedp|S, =k) = DSy =K)

=+ 1) () ra=prtap

Calculemos ahora la probabilidad de que el préximo ensayo sea un
éxito dado que S, = k.
P (un éxito més|Sy = k)
1
= / P (un éxito mas|Sy = k,IT = p) pri(p|Sn = k)dp
0

1 k+1
—/0 ppr(plSy = k)dp = ——

En particular, para k = n, dados n éxitos seguidos, la probabilidad de
un éxito mas es (n + 1)/ (n + 2). Esta féormula, para la probabilidad de
un éxito més dada una serie de n éxitos en ensayos independientes con
probabilidad de éxito desconocida, supuestamente distribuida unifor-
memente en (0, 1), se conoce como la ley de Laplace. Laplace ilustré su
férmula calculando la probabilidad de que el sol salga mafiana, dado
que ha salido diariamente durante 5000 afios, o n = 1826213 dias. Pero
este tipo de aplicacién es dudosa. Tanto la suposicion de ensayos inde-
pendientes con p desconocida, como la distribucién a priori uniforme
de p, tienen poco sentido en este contexto. u

Esperanza condicional

La esperanza condicional de Y dada X = x, denotada E (Y|X = x),
se define como la esperanza de Y con respecto a la distribucién con-
dicional de Y dada X = x. De manera mds general, para una funcién
¢(y), suponiendo que Y tiene densidad condicional py(y|X = x) tene-
mos que

EQ)IX =) = [ gprlylx = x)dy.

Tomando g(y) = y da EY|X = x. La integracion de la eesperanza con-
dicional con respecto a la distribucién de X da la esperanza (incondi-
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cional)
E(g(Y)) = [ E(g(V)IX = x) px(x)dx.

Estas formulas son extensiones a funciones generales ¢(y) de la for-
mula de probabilidad total anterior, que son el caso especial cuando g
es un indicador de un conjunto. Como regla general, valen las mismas
propiedades para la esperanza condicional que valen para la esperan-
za (incondicional).

Ejemplo 5 Punto al azar en un tridngulo Supongamos que (X, Y) es
un punto al azar en el triangulo T = {(x,y) : x > 0,y > 0,x +y < 2}.
Calculemos E (Y|X = x).

Dado X = x,con 0 < x < 2, Y tiene distribucién uniforme en (0,2 —
x). Como la esperanza de esta distribucién condicional es (2 — x)/2,

concluimos que
2—x
7

Una notacién muy usada es la siguiente: E (Y|X) = (2 — X) /2. Cuando

E(Y|X=x)=

sabemos que X = x, basta reemplazar x por X en la expresién anterior.
|

Construccion de variables normales correlacionadas

En esta clase estudiaremos variables normales correlacionadas (no
independientes) mediante cambios lineales de variables que reducen
el estudio a lo que vimos en clases anteriores sobre normales indepen-
dientes.

Nubes de puntos como la de arriba son muy comunes. Fueron estu-
diadas por primera vez por Francis Galton (1822-1911), quién estudio
la relacion entre variables genéticas, como la altura de los padres y los
hijos.

El ingrediente principal es el coeficiente de correlacién

Cov (X,Y)
V/Var (X)+/Var (Y)

Para obtener un par de variables normales correlacionadas X e Y, po-

€ [-1,1].

P =pPxy =

demos comenzar con variables independientes X y Z normales estan-

Figura 2: Simulacién por computadora
de normales bi-variadas para varias co-
rrelaciones.
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dar. Luego tomamos la proyeccién del par (X, Z) sobre la recta que
forma un dngulo 6 con el eje X.
De la misma forma que vimos antes, la proyeccién Y se escribe como

Y = XcosfO + Zsin0,

y sabemos que Y tiene distribucién normal estdndar.
Por otro lado, la correlaciéon entre X e Y es entonces

(X(Xcosf+ Zsinb))

pxy = E(XY) =E
E(X%cosf+ XZ sinG)
E

Xz) cos® + E (XZ)sinf = cos 6.

———"
0
1

Para resumir, p = cos 6. Por ejemplo:

n 0=0=p=1=>Y=X

» 0 =m/2= p=0= XeY sonindependientes
m f=nt=p=-1=Y=-X

Para cada p € [—1,1], existe un dngulo 6 tal que p = cos 6. Luego, para
cada p € [—1,1] existen X e Y normales estdndar con correlacion p.
Como sinf = /1 — p2, podemos escribir

Y =pX+4/1-p%*Z

en donde X e Y son normales estdndar independientes.

Definicion de normal bi-variada estdndar

Decimos que el par (X, Y) tiene distribucién normal bi-variada
estdndar con correlacién p si

Y=pX+4/1-p22Z

en donde X y Z son normales estdndar independientes.

Veamos algunas propiedades que se deducen de la definicién:
1. Marginales: como ya lo hemos visto X ~ N(0,1) e Y ~ N(0,1).
2. Condicionales:

a) Dado que X = x entonces Y ~ N(px,1— p?).
b) Dado que Y = y entonces X ~ N(py, 1 — p?).
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3. Densidad conjunta: el par (X,Y) tiene densidad conjunta

plxy) = m\/i_—pzeXp (—z(ll_pz)(xz - 2pxy+y2))
Esto se prueba facilmente usando la regla del producto p(x,y) =
px(x) - py(y|X =x).
4. Independencia: X e Y son independientes si, y solo si, p = 0. Esto es

porque si p = 0 entonces Y = Z.

A veces un dibujo vale mds que mil palabras. La geometria detras de
las férmulas que hemos escrito hasta ahora se muestra en el siguiente
dibujo en un caso particular. En el dibujo p = cos(60°) = 1/2, y por lo

1= = sin(60") = V372, ¥ = 1x+ 22

Notar que se trata de un cambio lineal de variables

1 V3 1 0 X
o (xee f2) - (0 8 (3)

En la parte superior del dibujo se muestra el plano de coordenadas

tanto

(x,z) y en la parte inferior el de coordenadas (x,y). Las imagenes
por el cambio de coordenadas de las rectas paralelas a z = 0 son las
rectas paralelas a y = px. Por su importancia para lo que haremos mas
adelante le daremos un nombre a esta recta: la recta y = px en el plano
(x,y) es la recta de regresion.

/<

o N dowti dad
denided de (X2)

L sida i

\</'d¢ (x,2) 0 = cte.

\ —— =cte. ,

° X . X
-1 -
wid =3

\ > 2=che

/ -z §>‘ x=cte
=

le«o (e, %) el Plawo (xa) 0\, > 9:8&

Con valors de E sehe,

/IO> o 3

[ o~
\' % = Y
[ | donsidad 2 2o
§A de (X,:/c) Xf— y=x
ack
X 7
g - R Ny
2 / 2 WJA
/ /% Feck ° 7 T X
| - w %
: /g/ g" : -2 ~ /'j-ck
af ! x=cle
2 ‘ quu_a (1,3) -3 K
, b T con valoms & #zcte. Gl plave (% y)
-3

de (K,Y)‘d'e_
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La definicién general de normal bi-variada es la siguiente.

Definicién general de normal bi-variada

Decimos que el par (X, Y) tiene distribucién normal bi-variada
de pardmetros

(mx v, 0% otop)

si el par

X—px Y—py
ox ! Oy

tiene distribucién normal bi-variada estdndar con correlacién p.

Desglosando la definicién de normal bi-variada estdndar dada més
arriba, vemos que esto quiere decir que existe Z normal estandar in-
dependiente de X tal que

Y—py  X—px ~ 5
oy =p o +4/1—p*Z.

Reordenando esta ecuaciéon obtenemos

(%
Y:]/ly-i-pé(x—]/lx)-l-ay 1—p2Z.

Regresion lineal

Cuando queremos estudiar la relacién entre un par de variables
aleatorias X e Y, es comun tratar de entender lo que se conoce como
funcién de regresion:

R(x) =E(Y|X=x).

Esta funcién se suele usar como método de prediccién de la variable
Y si sabemos que X vale x. La regresion se dice lineal cuando R(x) =
mx + n.

Un caso muy importante es cuando sabemos que el par (X, Y) tiene
(al menos de forma aproximada) distribucién normal bi-variada. En
este caso la funcién de regresion es

(%
RG) = EOIX =) = B (i + 02 (X ) oy 1= 22| = x)
— Oy 2 _
—#y+pax(x px) +oy\/1—p*E(Z|X =1x)
(%A
:VY+Pé(x—ﬂx),

ya que Z es independiente de X y tiene esperanza nula.
Los coeficientes de la funcién de regresion se suelen llamar

_ 9 N '8
ﬁ—an, A et 0

10
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por lo que R(x) = Bx + a.
Veamos algunos ejemplos de aplicacion.

Ejemplo 6 Un estudiante de Galton, Karl Pearson, llev6 a cabo es-
tudios genéticos sobre la relacién entre la altura de padres e hijos.
Digamos que como idea general se trata de predecir la altura de un
hijo en base a la altura de su padre.

Para esto Pearson colect6 muestras de 1078 pares de padres e hijos

(x1,¥1),- -+, (x1078, Y1078)

en donde x; es la altura del padre e y; es la altura del hijo.
Los datos de Pearson se resumen en la tabla siguiente.

Padres: ux =175(m) ox = 0.05(m)
Hijos: uy =178 (m) oy =0.05(m)
Correlacion: =05

Asumimos que el par (X,Y) tiene distribucion normal bi-variada.
Queremos predecir la altura del hijo de un padre que mide 1.88 m.
Para esto usaremos la recta de regresion. Evaluando los coeficientes

B=05 a=0905

Luego,
R(1.88) = 0.5-1.88 +0.905 = 1.845 ~ 1.85.

Notar que la altura predicha es menor que la altura del padre. Galton
llamaba a este fenémeno de regresién a la media. De aqui proviene el
nombre “regresién”.

¢Cual es la probabilidad de que nuestra prediccién sea errénea por
maés de 2.5 cm? Definimos las variables

X - Y —
u=="—FX vy __F
ox Oy

Por definicién estamos asumiendo que (U, V) es normal bi-variado
estandar de correlaciéon p = 0.5. Sea Z normal estdndar independiente

V=pU+ MZ-

Estamos en la probabilidad

de U, con

P(JY = R(X)| > 0.025‘)( ~138)

:PQY—m_p(x—uX)
Oy ox

0.025
>
Oy

X = 1.88)

= P (Vv —pU| > 05|oxU + ux = 1.88)

P (|v - pu| > 05|u =256)

11
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Pero como V — pU = /1 — p%Z es independiente de U, esta probabi-
lidad es igual a

P (|V—pU| > 0.5(u = 2.6) =P <\/1 — 27| > 0.5)

:P<]Z| > %)

— P(|Z| > 0.58) = 0.562.

Es decir, hay un 56 % de chances de que nuestra prediccion sea errénea
por més de 2.5 cm.

Estimemos la altura ahora del padre de un hijo que mide 1.85 m.
Una respuesta rdpida seria que como la prediccién de la altura de un
hijo cuyo padre mide 1.88 m es 1.85 m, entonces la prediccién de la
altura de un padre cuyo hijo mide 1.85 m es 1.88 m. Sin embargo, esto
no es asi.

Hay dos rectas de regresion. Intercambiando X con Y vemos que

Ry) =EX]Y =y) = Vx+P%X(}/—IW)-
Y

Asi que la prediccion es R(1.85) = 1.78. Nuevamente vemos el efecto
de regresién a la media.

Calculemos ahora la probabilidad de que tanto el padre como el
hijo tengan alturas por arriba de la media. Si pasamos a las unidades
tipicas (U, V'), estamos interesados en el evento {U > 0,V > 0}. Como

V=pU+/1-p*Z

vemos que

de donde « = 30°.

Luego la region que nos interesa forma un angulo de 120°. Usando
la simetria rotacional de la normal bi-variada estandar (U, Z), vemos
que

plusoz>-—* u)=1
1—p?
En definitiva P (X > ux,Y > puy) =1/3. |

Z=—(p/N1-pH)X

12
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Ejemplo 7 Supongamos que el par (X,Y) tiene distribucién normal
bi-variada, y que la probabilidad de que X > ux y que Y > py es 3/8.
(Cuénto vale p?

Si transformamos el par (X,Y) a unidades tipicas (U, V'), debemos
estimar p a partir del hecho de que

P(Uzo,Zz—pu> :%.

V1= p?
Como 3/8 = 135/360, vemos que la regién hace un dngulo de 135° =
90° + 45°. Luego

tana = —% = tan(—45) = —1,

de donde p = 1//2. [ |

Sea (X,Y) con distribucién normal estandar de correlacién p. Cal-
culemos E (Y]a < X < D).
Si X = x, sabemos que E (Y|X = x) = px. Luego

b
E(Y|a<X<b)= / E(Y]X = x) px(x]a < X < b)dx
Ja
b
= / pxpx(xja < X < b)dx.
a

Por otro lado, si x € (a,b) tenemos

px(xla <X <b)=P(Xe€dxla<X<b)
_ P(Xedx,a<X<b)
N Pla< X <b)

¢(x)
@(b) — @(a)

Integrando resulta

P
E(Y|a< X <b) = Y%

Ejemplo 8 La siguiente tabla representa el resumen de los datos
(X,Y) con distribucién normal bi-variada, en donde X es la nota de
un estudiante en un parcial, e Y es la nota en el examen final.

Parcial: ux = 65 (puntos) ox = 18 (puntos)
Examen: uy = 60 (puntos) oy = 20 (puntos)
Correlacién: p =075

Estimemos el valor esperado de la nota de examen de un estudiante
que ha obtenido una nota superior a la media en el parcial.
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CLASE 15: NORMAL BI-VARIADA Y REGRESION LINEAL

Sea (U, V) las notas en el parcial y examen en unidades tipicas. El
evento conocido es {U > 0}. Tomando a = 0y b = +c0 en la féormula
general que derivamos més arriba, vemos que

E(VIU>0) = o {1—0} ~075x2

= ~ 0.6
V2 | 05 V2

Esta es la respuesta en unidades tipicas. Volviendo a la escala de pun-
tos original, la respuesta es 60 + 20 x 0.6 = 72. u
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