
Introducción a las Ecuaciones Diferenciales 2024

Práctico 3

1. Esbozar un diagrama de fase en R para las siguientes ecuaciones:

ẏ = y2a) ẏ = −y2b) ẏ = y2 − 1c) ẏ = sen(y)d)

2. Representar los siguientes sistemas en formato matricial. Indicar el comportamiento del sistema en
un entorno del punto de equilibrio. Por último resolver.{

ẋ = 2x− y
ẏ = −2x+ 3y

(x0, y0) = (1, 1)a)


ẋ = −x+ 3z
ẏ = −8x+ y + 11z
ż = −2x+ 4z

b)

3. Para las siguientes ecuaciones diferenciales lineales encontrar la solución general y dibujar el diagrama
de fase:{

ẋ = x
ẏ = y

a)
{

ẋ = x
ẏ = 2y

b)
{

ẋ = x
ẏ = 3y

c)

{
ẋ = −x+ y
ẏ = −y

d)


ẋ = x
ẏ = y
ż = x

e)


ẋ = −x
ẏ = −y
ż = z

f )

4. a) Se considera el sistema: {
ẋ = −y
ẏ = x

i) Probar que si φ(t) = (x(t), y(t)) es solución de la ecuación entonces x2(t) + y2(t) = cte.
ii) A partir de i), dibujar el diagrama de fase.

b) A partir de la parte a), dibujar el diagrama de fase del sistema lineal:
ẋ = −y
ẏ = x
ż = −z

5. Encontrar la solución general del sistema lineal{
ẋ = x
ẏ = αy

donde α es una constante real. Hacer un esquema del diagrama de fase para los valores α = −1, 0, 1.

Observar: la estructura cualitativa del diagrama de fase es la misma para todos los valores
α < 0, así como para todos los α > 0, sin embargo cambia en el parámetro α = 0.

6. Sea A una matriz 2× 2, con valores propios reales λ y µ diferentes. Supongamos que (0, 1) y (−1, 1)
son vectores propios asociados a los valores propios λ y µ respectivamente. Bosquejar el diagrama
de fase de la ecuación Ẋ = AX para los siguientes casos:
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0 < λ < µa) 0 < µ < λb) λ < µ < 0c)

λ < 0 < µd) µ < 0 < λe) 0 = λ, µ > 0f )

7. Hallar la solución general y dibujar el diagrama de fase de la ecuación Ẋ = AX para los siguientes
casos:

A =

(
3 1
1 3

)
a) A =

(
1 3
3 1

)
b) A =

(
−1 1
1 −1

)
c)

A =

(
2 1
3 4

)
d) A =

(
−1 8
1 1

)
e) A =

(
−1 4
−2 5

)
f )

A =

(
1 1
1 1

)
g) A =

(
2 −3
1 −2

)
h) A =

(
0 −1
1 −2

)
i)

A =

(
1 −1
1 −1

)
j ) A =

(
−3 2
−1 −1

)
k) A =

(
5 3
−3 1

)
l)

8. Encontrar los valores y vectores propios de la matriz A, resolver el sistema Ẋ = AX y obtener un
esquema del diagrama de fase para

A =

 1 0 0
1 2 0
1 0 −1


9. Escribir las siguientes ecuaciones diferenciales lineales a coeficientes constantes en la forma Ẋ = AX,

y resolver:

ẍ+ ẋ− 2x = 0a) ẍ+ x = 0b) ...
x − 2ẍ− ẋ+ 2x = 0c)

10. Hallar la matriz eAt para las siguientes matrices:

A =

(
4 −6
2 −4

)
a) A =

(
0 2

−2 4

)
b) A =

 6 −2 1
6 −1 1
0 0 1

c)

A =

 1 0 0
1 0 −1
1 −1 0

d) A =

 2 1 −1
0 2 −1

−3 −2 3

e) A =

 λ 0 0
1 λ 0
0 1 λ

f )

11. a) Probar que si A =

(
α β

−β α

)
entonces eAt = eαt

(
cos(βt) sen(βt)

− sen(βt) cos(βt)

)
.

Nota: para probar esta parte vamos a admitir el siguiente resultado:
Si A y B son dos matrices tales que A.B = B.A entonces e(A+B)t = eAteBt.

b) Probar que si A ∈ M2×2(R) tiene un valor propio complejo λ = α + iβ entonces existe una

matriz invertible P tal que
(

α β
−β α

)
= PAP−1.

c) A partir de a) y b), hallar eAt para una matriz A ∈ M2×2(R) que tiene un valor propio complejo.
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12. Encontrar la solución general del sistema

Ẋ = AX

cuando A es una matriz diagonal n×n. ¿Qué condición debe cumplir A para que todas las soluciones
cumplan que ĺım

t→+∞
X(t) = 0⃗?

13. a) Dada una matriz A ∈ Mn×n(R) y un vector B ∈ Rn, probar que si α no es valor propio de A
entonces la ecuación Ẋ = AX + eαtB tiene una única solución de la forma X(t) = eαtU con
U ∈ Rn. Calcular U en función de A, B y α.

b) Resolver el sistema:
ẋ = 2x+ y + e2t

ẏ = x+ 2y − e2t

14. Se considera la ecuación lineal
Ẋ = AX

donde A ∈ Mn×n(R). Se definen

Es = ⊕
Re(λ)<0

Eλ; Ec = ⊕
Re(λ)=0

Eλ; Eu = ⊕
Re(λ)>0

Eλ

los espacios estable, central e inestable respectivamente, donde Eλ es el subespacio propio generali-
zado asociado al valor propio λ.

Recordar: si λ es un valor propio con multiplicidad algebraica m, el subespacio propio ge-
neralizado se define como Eλ = ker [(A− λI)m]. ⊕ representa la suma directa de espacios
vectoriales.

a) Demostrar que los espacios Eλ son invariantes por A.

b) Mostrar que si φ es una solución tal que φ(0) = x0 ∈ Eλ entonces φ(t) ∈ Eλ, ∀t ∈ R.

c) Encontrar Es, Ec, Eu y bosquejar los diagramas de fase para la ecuación Ẋ = AX en los
siguientes casos:

A =

(
1 0
0 −1

)
(1) A =

(
0 1

−1 0

)
(2)

A =

(
−1 −3
0 2

)
(3) A =

(
−1 −1
1 −1

)
(4)

A =

 −1 0 0
0 −2 0
0 0 3

(5) A =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 −1

(6)

A =

 −1 −3 0
0 2 0
0 0 −1

(7) A =

 2 3 0
0 −1 0
0 0 −1

(8)
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