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PREFACIO

Este livro baseia-se nos cursos sobre Equagbes Diferenciais
Ordinarias dadas pelo autor em 1971 e 1973 no Instituto de Matematica
Pura e Aplicada, para alunos de pbs-graduacio orientados para o
Mestrado em Matematica.

Desenvolvemos aqui a Teoria das Equagdes Diferenciais Ordi-
nérias, isto &, o estudo das propriedades gerais das fun¢des que sdo s0-
lugbes deste tipo de equagdes,'a partir de hipoteses amplas sobre as
fungdes que as definem, usando os recursos da Anilise Matemdtica
Classica ¢ da Algebra Linear, sem recorrer necessariamente 3 forma
particular das equacdes.

A matéria apresentada ndo difere essencialmente daquela desen-
volvida em varios tratados cléssicos ou modernos, mormente em lingua
estrangeira. Registramos aqui nosso reconhecimento pela influéncia
recebida destes, e especialmente mencionamos Hartman [1964],
Coddington ¢ Levinson [1955] e Pontrjagin [1962].

O livro csta dividido em trés partes basicamente autosuficientes:
Fundamentos, Equa¢des Lineares ¢ Teoria Qualitativa. Um quadro
de interdependéncia entre os capitulos permite atalhos diretos para
varios topicos, sem seguir necessariamente a ordem em que estdo
apresentados no texto, Isto & conseguido ao custo de uma certa repeticio
dos fundamentos da Teoria, em diversas versoes, que, a NOsso Ver, s¢
complementam para dar uma visio mais ampla dos métodos disponiveis.
O conteiido dos capitulos ¢ ditado por uma inevitavel escolha dentro
do vasto universo das Equagdes Diferenciais. Acreditamos entretanto
ter abordado o0s clementos da maior parte dos assuntos surgidos ou
sistematizados a partir do grande movimento de fundamentacio e
expansfio que experimentou a Teoria no século XIX ¢ que ainda na

atualidade, sob variadas formas, sdo objeto de pesquisa ou usados

pas aplicagdes das Equacdes Diferenciais Ordindrias.

O texto aprcsenta mais material do que poderia ser raznmr.-.lmgmé
coberto no curso de um periodo letivo, sendo indispensavel neste caso

. uma escollia criteriosa de topicos para uma primeira lc.irura. :
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i3 ¥ 0 ;ﬂ'ﬂﬂ central ¢ complementado com diversos apéndices, nos

quais desenvolvemos aspectos importantes da Teoria mas tecnica-
mente mais elaborados ou diferentes no enfoque, cuja introdugdo no

texto quebraria a continuidade de idéias e métodos elementares que

neste predominam. - -

" Os exerclcios propostos, quando ndo sdo rotineiros, representam
complementos, aplicagdes ou abordagens diferentes para a teoria;
algumas vezes eles visam fornecer ao leitor informagdes sobre assuntos
correlalos importantes que por limitacdo de espago ¢ tempo ndo
puderam ser abordados com plenitude no texto. Estas informagdes
devem ser complementadas, sempre que possivel, com a leitura de
bibliografia apropriada. Recomendamos ao leitor abordar e pensar
e todos os exerclcios propostos. Quase sempre anexamos sugestdes
para aqueles menos imediatos.

-A Teoria das Equagdes Diferenciais se.distingue tanto por sua
riqueza de idéias e métodos como por sua aplicabilidade. O aluno
obtera de seu estudo uma experiéncia de grande valor formativo, ja
que terd oportunidade de integrar, num dnico corpo, 0s fundamentos
da Anilise Classica, Algebra Linear ¢ Topologia, disciplinas que
pelas limitagdes ¢ distorgdes derivadas da departamentalizagio do
conhecimento sdo, amitide, apresentadas em forma isolada.

E com grande satisfagdo que registramos nossos agradecimentos
a0s colegas ¢ alunos que, com palavras de estimulo, sugestdes e comen-
tarios, contribuiram para o aprimoramento das notas de aula precur-
soras deste livro. Com particular &nfase mencionamos a Wilson Bar-
bosa, Roberto Paterlini e Genésio L. dos Reis, por sua inestimavel
colaboragio na revisio ¢ complementacdp de versdes preliminares.

~ Agrademos também aos colegas, Carlos Gutiérrez, Cesar Camacho,

Elon Lima, Jacob Palis ¢ Pedro Mendes por sugestOes diversas apos

terem- usado parte destas versdes preliminares em cursos ministrados.
| Fir_mlment:. mas nio com menor satisfagdo, agradecemos a
Mauricio Peixoto pela influéncia que suas estimulantes licdes dadas no

. IMPA em 1963-64, tiveram na concepcdo inicial deste livro,

: Jorge Sotomayor
- Rio de Jan_l:im, abril de 1979



INTRODUCAQ

Uma eq“a';an dﬂ fumlﬂ ﬂ'i X, Iﬂ Ill- #ray Il.-I} — u',. onde a iﬂﬂﬁgﬂhﬂ x
€ uma funcdo de uma variével, chama-se equagio diferencial ordinaria.
Muitas leis gerais da Fisica, Biologia ¢ Economia encontram sua ex-
pressao matural nestas equagdes. Por outro lado, iniimeras questdes
na propria Matemitica (por exemplo, em Topologia ¢ Geometria
Diferenciais ¢ no Célculo de Variagdes) sio formuladas por equagdes
diferenciais ordinarias ou se reduzem a elas,

* O estudo das equagdes diferenciais comegou com os métodos do
Calculo Diferencial e Integral, descobertos por Newton e Leibnitz,
e elaborados no dltimo quarto do século XVII para resolver problemas
motivados por consideragdes fisicas e geométricas. Estes métodos, na
sua evolucdo, conduziram gradualmente 4 consolida¢do das Equagdes
Diferenciais como um novo ramo da Matemaética, que em meados
do século XVIII se transformou numa disciplina independente.

Neste estagio, a procura e anélise de solugdes tornou-se uma fina-
lidade propria. Também nesta época ficaram conhecidos os métodos
elementares de resolugdo (integragdo) de vérios tipos especiais de
equagbes diferenciais, tais como as de varidveis separdveis
(x' =f(x)g(t)), as lincares (x' = a(t)x + b(t)), as de Bernoulli (x' =
= p(t) x + q(r) x"), as de Clairaut (f(x') + tx’ = x), as de Riccati (x" =

= a,(1) + a t (1) x + a,lt) x2), estudados, tradicionalmente, até nossos
dias, em muitos cursos introdutdrios de Calculo.

A natureza daquilo que era considerado solucdo foi mudando
gradualmente, num processo que acompanhou e, is vezes, propiciou o
desenvolvimento do ‘pl‘ﬁpﬂﬂ conceito de funcdo. Inicialmente PIISL‘E-
vam-se solugdes expressas em lermos de run;ﬁﬁic!mmtar?s, isto &,

polinomiais, racionais, trigonométricas e exponenciais. Posteriormente,
passou-se a considerar satisfaiério expressar a solugdo na forma de
uma integral (quadratura) contendo operagdes elementares envolvendo
estas fungdes, ainda que a mesma ndo admilisse uma expressdo em
termos destas. Quando estes dois caminhos deixaram de resolver os
problemas focalizados, surgiram as solugdes expressas por meio de



séries infinitas (ainda sem a preocupacio com a analise da convergéncia
das mesmas).

Em fins do século XVIII a Teoria das Equagdes Diferenciais se
transformou numa das disciplinas matematicas mais importantes e
o método mais efetivo para a pesquisa cientifica. As contribuicbes de
Euler, Lagrange, Laplace e outros expandiram notavelmente o conheci-
mento dentro do Calculo das Variagtes, Mecinica Celeste, Teoria das
OscilagGes, Elasticidade, Dinfimica de Fluidos, etc. Nesta época ini-
ciou-se também a descoberta das relacdes das equagdes diferenciais
com as fun¢Bes de varidvel complexa, séries de poténcias e trigono-
métricas e funcOes especiais (conhecidas posteriormente como de
Bessel, etc.). O grau que o conhecimento matematico atingiu nesta
primeira fase ficou registrado na obra de Euler “Institutiones Calculj
Integralis” em quatro volumes, o thltimo deles publicado em 1794,

No século XIX os fupdamentos da Analise Matematica experi-
mentaram uma revisdo ¢ reformulag¢io gerais visando maior ngor ¢
exatiddo. Assim, os conceitos de limite, derivada, convergéncia de
séries numéricas e séries de fungBes e outros processos infinitos foram
definidos em termos aritméticos. A integral, que no século anterior era
concebida como primitiva, foi definida como limite de uma seqii€ncia
de somas. Este movimento de fundamentacio ndo deixou de atingir
as equagdes diferenciais. Enquanto no século anterior procurava-se
uma solucdo geral para uma dada equagio diferencial, passou-se a
considerar como questdo prévia em cada problema a existéncia ¢

" . unicidade de solugdes satisfazendo dados iniciais. Este & o problema

de Cauchy, estudado em sua generalidade na parte A deste livro. To-
mava-se entdo uma classe ampla de equagdes diferenciais, como as
lineares, por exemplo, para as quais a existéncia e unicidade das solugdes
estava aceita e procuravam-se propriedades gerais destas solug¢des a
partir de caracteristicas das fungbes que definiam a equacio diferencial.
Por outro lado, 0 método de separacdo de variaveis aplicado a certas
equagdes diferenciais parciais conduziu a equagdes ordinirias que
. nio admitem solugdes em termos de fungdes elementares conhecidas,
como é o caso das equagdes de Sturm-Liouville e das equagbes de
Fuchs (lineares com coeficientes analiticos complexos com singulari-
dades isoladas regulares). As primeiras fornecem um exemplo caracte-
ristico de um problema linear de contorno, enquanto que as equagdes
Fuchsianas sistematizam virios tipos de equagdes especiais surgidas
originalmente no século XVIII em trabalhos de Euler ¢ Bernoulli ¢
mudadas também - por Gnuss ¢ Riemann. Incluem equaqﬁes de rele-




vincia da Fisica-Matematica, como as de Bessel, de Legendre e de
Gauss (ou hipergeométrica). A parte B deste livro aborda o estudo
das equagdes diferenciais lincares nos moldes descritos acima.

Um marco de referéncia fundamental na evolugdo das equagdes
diferenciais & o trabalho de Poincaré “Mémoire sur les courbes définies
par une équation differentielle” (1881) no qual sdo langadas as basﬁ
da Teoria Qualitativa das Equagdes Diferenciais. Esta teoria visa a
descriio da configuragio global das solugdes ¢ o efeito de pequenas
perturbagdes das condigdes iniciais (estabilidade). O estudo da esta-
bilidade de um sistema, de grande importincia na tecnologia contem-
porinea, teve sua origem em questdes de Mecinica Celeste estudadas
inicialmente por Newton, Lagrange ¢ Laplace. Pergunta-se se uma
pequena perturbacio na posi¢do ¢ velocidade de um corpo celeste
o coloca em uma drbita que se afasta ou converge para a 6rbita original.
O problema geral da estabilidade foi simultancamente estudado por
Liapounov, que juntamente com Poincaré, é considerado fundador da
Teoria Qualitativa das Equagdes Diferenciais. O conceito de estabili-
dade de solugdes & estudado no capitulo 8 deste livro.

Outro aspecto da Teoria Qualitativa, também estudado por Poin-
caré, visa descrever o comportamento assintdtico das solugoes ¢ a
estrutura de seus conjuntos limites. O comportamento assintdtico de
uma solucdo se obtem quando se faz a varidvel independente (tempo)
tender para infinito. O conjunto limite pode ser um ponto de equilibrio,
uma solugdo periédica ou outro conjunto mais complicado. A Teona
de Poincaré-Bendixson, estudada nos capitulos 7 e 10, responde a este
tipo de questdes no plano € em superficies bidimensionais, respectiva-
mente.

O estudo de oscilacdes ndio lincares de fenomenos elétricos reali-
zado no primeiro quarto do presente século conduziu a equagdes
especiais de segunda ordem tais como as de van der Pol e Lienard.
No capitulo 7 estudamos suas propriedades mais elementares a luz
do teorema de Poincaré-Bendixson.

A introducio do conceito de estabilidade estrutural por Andronov
e Pontrjagin (1937) e os trabathos de Peixoto (1958-62) relativos &
caracterizacio, abertura ¢ densidade das equagdes diferenciais estru-
turalmente estaveis em superficies constituem uma marco fundamental
para o desenvolvimento contemporineo das equagdes diferenciais.
Trata-sc de determinar as condigdes necessirias e suficientes para que
o retrato de fase de uma equacdo diferencial ndo experimente mudancas
qualitativas bruscas por pequenas perturbagdes das funcdes que as



definem. Na Fisica encontramos motivagio para o estudo destes
Conceitos. No capitulo 9 deste livro tratamos com detalhe o caso local
da estabilidade estrutural (Teorema de Hartman).

No desenvolvimento presente do assunto distinguem-se os métodos
de Topologia Diferencial nas contribuicdes de Smale ¢ Thom, que
tém grande influncia na pesquisa atual.

Quadro de interdependéncia entre os capitulos

Introdugdo
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PARTE A

FUNDAMENTOS



CAPITULO |

EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCOES

Este capitulo introduz de mancira precisa os conceitos funda-
mentais da teoria das equagdes diferenciais ordinarias ¢ inicia o seu
estudo. Assim, em vez de lidar com “equacdes que envolvem funcdes
e suas derivadas™ damos na se¢do 1 a definicio de uma equaco dife-
rencial ordiniria de primeira ordem

x' =f(t,x) ()

e do que vem a ser uma solucdio desta equacio,

Na segdo 2 formulamos o problema de Cauchy para (1). Isto sig-
nifica que dados 1, x, fixos queremos saber s¢ exisic alguma solugdo
de (1) que no ponto t, assume o valor x, e se essa solugo & finica. O
problema de Cauchy para (1) com condi¢des iniciais (¢4, x,) & denotado

abreviadamente
x =flt,x) xt,) = x, (2)

Na secdo 3 discutimos alguns casos elementares de existéncia e
- unicidade de (2) entre os quais os casos de varifiveis separfiveis ¢ Jinear.

O estudo geral de (2) & feito na secldo 4, Af € provado o teorema de
Picard que garante a existéncia ¢ unicidade de (2) com condigdes rela-

‘tivamente fracas em f. Por exemplo, basta que [ e % scjam conti-

nuas. Provamos também o teorema de Peano que afirma que (2) admite

pelo menos uma solu¢do mesmo que f scja apenas continua, Ngle

caso porém a unicidade &, em geral, perdida. |

Na se¢do 5 consideramos as solugdes que nidio podem ser prolon-

gadas, ou seja, as solucdes méximas, %
~ Na segfo 6 definimos as cquagles de ordem :uperinr e mos-

; tmmmquucuenudouredu:mdmnumuduqm;ﬁudemu

' 'nrdcm .
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Scjnml'lum :ubmnjtmtu da mp-w l‘-l:r E onde Réareta ml '_;
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" serh denotado por (t,

"4 Lpten de squaptes diferencials ordindries

xhteRex =E(I"":=' ery ﬁ.] ﬁ;rll E; Eﬂlvtilmﬁﬁﬁ
| ririo, adotaremos em R x Eanorma: [{t, x)| = max i}, | x
:::dfnle denota uma norma em E por exemplo I-"f -
T o ou |x| =max (x|} ou ainda

=i I- - -
|I| ;cl]:}!:ﬂ :I’! u:ta aplicaciio continua e seja [ um intervalo

degenerado da reta, isto & um subconjunto conexo de R “HF
ﬁuﬁdu a um ponto. O intervalo [ pode ser aberto, fechado ou semi-

-fechado, finito ou infinita.

1. DEFINICAO. Uma fungdo diferencidvel ¢ =1— E chama-se solu-
¢do da equagdo

%= £(t,x) (1)

no intervalo [ se: _ _
" i) o grdfico de @ em |, isto é, {(z, @lt));te I} estd contido em Q2 e
1i) ';—T{t]; £(t, (1) para todo tel. Se t é um ponto extremo do

 intervalo, a derivada é a derivada lateral respectiva.

A Equaﬁd (1) chama-se equagdo Jg?'mnc:‘af ordindria de primeira

" ordem ¢ & denotada abreviadamente por

x. = f(t, x) T
- Sejam f;: Q= R,i=1,...,nas componentes de f; @ =(@;....,P,)

o ~ ‘com @;: I - R & uma solucdo de (1) se ¢ somente se cada @, & diferen-

ciii.jel em 'f,_{t. r;utlr},...._q:,(t}}sﬂ para todo te/ &

%{l} #'ﬁ{f_, r?';{f}, .. 'IE,',[I’T_]}' boio ol {I'i f

. ]
'-".il‘.--f|IllI'l.i|.i".-l--.“..‘-."‘rt' 5 '

o

I Lr ¥
SRR R R R e faw
- : el .

R e

H_ .
-

L .
.,-'*-_. ':Ilr __:.- =

. F L e ol Jumy e
= Lo Bl T "% - &P O R P

mit N e, AL Bl TR R T E R i i [ T R
s =i g T % g b, e g _-_'_‘.“: LY .:".“ L



Exlsténcla @ unicidade de solugBes B

Por esta razio diz-se que a equacdo diferencial “vetorial™ (1) &
equivalente ao sistema de equacdes diferenciais escalares

%’:‘- TR T (1"

2, O problema de Cauchy

Consideremos inicialmente dois exemplos:

)Q=1xR, f(t, x) =g1) onde g ¢ uma fungdo continua
no intervalo I; ¢ € uma solugio de x’' = g(t) em I se € somente se
@(t) =c + [}, g(s)ds onde toe] e ¢ € uma constante.

2) Q = R?, f(t,x) = 3x**. Para todo ce R a fungdo ¢.: R— R
dada por

w.{:l={g"’}3: :zz

& uma solugdo da equagio x' = 3x? em [ = R como se vé& por veri-
ficacdo direta das condigdes (i) e (i) acima.

Mas a lungio constante ¢ = 0 também € solugdo desta equagdo.
Ver Fig. 1. -

¥o Ve ¥y

-

c (1 I

w3

x =g

Figera 1 =

Estes exemplos ilustram o fato de que as equacdes diferenciais
possuem em geral uma infinidade de solucdes. Porém, no exemplo 1,
em cada ponto de {) passa uma tnica solugdo; isto &, dado (1,, x,) €12
existe uma Unica solugio ¢ tal que ¢@{ty) = xp. .
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6 Ugtes de squaplas diferancisis ordindrias

O mesmo nlio acontece 1o exemplo 2; neste caso em cada pontg
d:l forma (t,, 0) passa uma infinidade de solugdes. Sob hipéteses bem

gcnus sobre £~ por exemplo se f e iﬂn continuas em Q — existe

~ uma ¢ 50 uma solugdio ¢ de (1) num mterva]u que contém ¢, e tal que
@(ty) = x5 Uma tal ¢ sech chamada de solugdo do problema com dados
iniciais (tg, x,) para a equacio 1. Estc problema ¢ também conhecido
como problema de Cauchy e serl denotado abreviadamente por

x' =f(t,x), x(tg) =xq (2)

Observagio. A equagio (2) é equivalente & equaciio integral
x(t) = xo + fi, £ (s x (s)) ds 0

Isto & se ty € I, uma fun¢do continua ¢: I = E cujo grifico esta contido
em {1 € solugiio de (3) se e 50 se é solugdo de (2). Isto decorre do teorema
fundamental do célculo.

A equagdo (1) (ou (2)) admite a squmte interpretacdo geométrica
(Fig.2) . .

- .ﬁfuncaofdermmﬂumcnmpud:quﬁu.lstné,ml

) uda puntu {l:,x]a reta:

(G xl f—x'-f{u){t -t]

1

l.l'

S de“dwlmdad: ﬂl,.:} qupampnr{t,x}.ﬁ:quﬁgm{gu {2]}mtu¢a1'_ o3

u prahlﬂma de achar [EE emtﬂn] as t:umm mnda por [tn,xn}ms-.-‘”" i

o T ai® _|._ i
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Existéncia » unicidade da solugdes 7

retas tangentes em cada ponlo coincidem com as dadas pelo campo de
direcdes.

3. Exemplos

Discutimos a seguir quatro exemplos elementares de existéncia
¢ unicidade de solugBes para o problema de Cauchy que. admitem um
tratamento direto.

EXEMPLO L. Seja Q =R x (a;,a,) ¢ f(t,x) =f(x). Supomos que
f & continua e ndo se anula em (a,,a,;). Dados x,€(a;,a;) © toeR
calculemos a solugdo para o problema de Cauchy

X =fix) xto) = %o (1)
Se @ é uma solucio de (1) entfo j ey
| PO =flol) ¢ oltd) =X - )
donde segue-m | i

P _ .
Fomy G)

Se F: {a;,d;)—rﬂ é dada pm;_\

Fiv) = r 7@

-vé-se que F’[x} —— # 0 em (ay, a;) provando qna F ¢ inversivel ‘

f(l

e aphm [ﬂ;.ﬂz] num _intetvalo {bl, b,) onde F~' esth deﬁnidu

De (1) multn

) |
1% f_"—wu}} frwwn |

o e ) ' {anm}'{f}:l
Integrandn ambns ns Iadm ‘entre o et nhtunnn > e
' ﬂwn thnuun g et S )

- -L'.J. S

S T
A

P A I

R TRL T S . ':::;._-;';
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'n ufﬂ..lhl.nu.pﬂll!ﬂﬁ"lﬂﬂhﬂlﬂmﬂhuﬂi'

e como F(ep{to)) = 0,
Flelt)) =t = I

Logo a solugdo de (1) & dada por
olt) = F~ 't = 1) 1€ty + bys 1o + b3)

facilmente que esta & a Onica solugdo.
: ?&;mpam esle ;[.umpln com o exemplo 2.2 onde ndo existe unici-

dade de solugdes e com a equagdo do tipo x’ = g(t) (2.1).
Note também que & g que é deste tipo tem solugdes que
dx f{x)
sfo inversas das solugdes de (1) e vice-versa.

x ¥

‘: L

- e S —

A R R TR pp———

T e e —
L

ba+ip f

Y]
a

EXEMPLO 2. Equar;ﬁu de varidveis separﬁvm. "Cﬂm 0
pmbl:ma de Cauchy

= g(t)f(x)  xlto) = xo (1)

onde g ¢ f sdo continuas em intervalos abertos (t,,t,) € (at.a,] res-
pectivamente, e f ndo se anula em (a,,a,).
Procedendo como no exemplo anterior (que € o caso particular em

' quc g(t) = 1) se ¢ € solugdo de (1) obtemos

o'(t) = g0} (o)



Existdncia e unicidade de solugdes 5
ou seja

g(t) = Fip(e) ¢'(t)
= (Fe o))

Integrando ambos os lados entre 1, € ¢ resulta
y(t) = figg(x)dr = F (o ()

e dai no intervalo I contendo to tal que t € [ implica b, < [i, g{thdt < b,
a solucdo € @1) = F~I(* g()d1).
O leitor deve verificar que esta € a tdnica solugao.
Observe que a solugdo obtida ¢ dada implicitamente, para cons-
tantes de integracdo apropriadas, pela relacdo
dx

[ glt)dt = 70

entre as integrais indefinidas.

ks a= o=
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'EXEMPLO 3. Equagdes lineares
Sejam aff) e b(r) fungdes continuas em (ts
problema de Cauchy
x' = a(t)x + b(t) x(to) = Xo (1)

Se b = 0 esta equacdo chama-5¢ homogénea e & do tipo de va-
ridveis separaveis. Os casos x <0 ¢ x>0 poderiam entdo scr anali-
sadas & luz do exemplo anterior. Preferimos porém seguir o método

classico de “variagdo de parimetros” que € aplicivel mesmo no caso

1,) e consideremos O

nio homogéneo.
Este método consiste em fazer a mudanca de variaveis
x = c exp [}, a(thd7] @)
que transforma (I} no problema '
¢ =b(t)exp [~ [ea(@d), ¢l =% > (3)

cuja solugfio Gnica € ;
y(6) = xo + Sl b(s) exp [— [l a()dt]ds 7

Logo o problema de Cauchy (1) admite como unica solucdo

o(t) = 1) exp [fi, alr)dc] ¢ ety tz)
Parn ver que a mu-::lan;a de variaveis transforma (1) em (3) basta

o | derivar (2) e substituir em x' = a(t)x + b(r}.

ﬂhtcmua entdo
cexp [ It a[r}a'f] +caft) exp [j",,, alt)de] =
| = ca(r) exp [, a(r) dr] + b(e) -
“ _. isto é, -
i T c’ be) exp [— ,F,, a{t} d'r] ;

o t!n:nn vnnw;au de parﬁmatms deriva do fatn de c{t] = Xg na

caso hnmugénm
i S EKEMPLO 4. Cunsrdcrcm::s agora um “sistema de duis nquar;nﬁ 'y

hntan:s ¢ 0 problema de Cauc:hy "
= aft)x = By + 6@ .

B M R, [}" = (0% + al)y +.1(0) - AL (R e
P |t als ‘('ﬂ]"""ﬂ* J"(‘uj Pp

-

= B
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onde a, b, 6 ¢ 1 sdo fungBes continuas num intervalo (¢4, t,) que contém
o ponto fo.

_Este problema ndo difere em seu tratamento formal do cxemplo
anterior. Introduzindo notagio complexa z = x + iy,a(t) = al) +
+ iB(e) e B(1) = &(r) + in(t) vemos que (1) se escrcve

2 =al0z + blr), =lte) =2
cuja tinica solugio & para t€(t,, ;)

o(t) = y(t) exp [[', alz)dz] onde
¥1) = zo + fio bis) exp [ — §i, alt)dr] ds.

Ilustremos o caso homogéneo (6 = n = 0) com coelicientes comns-

tantes (a(f) = « e f() = f) e com ¢, = 0. Nesle caso olt) = zoe”e” |

e temos as -seguintes possibilidades

-, L

@ . T

..d]', f=02<0 g ‘- f'

..
I."-I\-_p.- 53



12  LigGes de equagdes diferencials ardindrias

4. Teoremas de Picard e de Peano

icacio QR x R" — R" chama-se Lipschitziana em

Uma apl ; :
da varidvel ou, simplesmente, Lipschitziana, se

Q relativamente & segun
existe uma constante K tal que:
1760 = £ < K|x =yl
para todos (1, x), (t, y)€92; K chama-se constante de Lipschitz de f.
Por exemplo, se f admite derivada parcial em relagdo a segunda
variavel, D,f, com || D;f || < K em &, e £, = {x]|(t,x)€Q} é um con-
junto convexo para todo I, entiio ('€ lipschitziana em Q ¢ K € sua cons-

tante de Lipschitz. _
De fato, pelo teorema do valor médio,

U'{:.x]--f{h}'ﬂ£us|:El|DJ{1,Ex+[l-ﬂ]y}| |x— M| =K|[x—y]

A aplicagdo f diz-sc localmente lipschitziana em £ se cada (tg, X,)
tem uma vizinhanga V= Wiy, X,) tal que f | V € lipschitziana em V.
Por exemplo, se fadmite derivada parcial em relacdo a segunda variavel,
D,f, conlinua em £, entdo f € localmente lipschitziana em . Isto resulla
de se aplicar o argumento anterior a vizinhangas convexas V onde
" D,f & limitada.

Lembramos a seguir o Lema da Contragéo ¢, principalmente, um
corolario deste que serd usado na demonstragio do Teorema 2, abaixo.

L. LEMA DE CONTRAGCAO. Sejam (X, d) um espago métrico cample-

t to e F:X — X uma contragdo, isto &,

d(F(x), F(y)) < K d(x,y), 0< K < 1. Existe um tinico ponto fixo p, por

F, isto é F(p) = p. Mais ainda, p é um atrator de F, isto é, F'(x)—p
quando n— oo, para todo x€ X. F'(x) é definido por F(F"~'(x)).

Demonstragdo. Unicidade: sejam p e p, dois pontos fixos,

d(p., py) = d(F(p), F(p,)) < K d(p,, p)

0 que F“Ph“ja Que d(p, p;) = 0 donde p, = p.

Existéncia: sejam x € X e x, = F"(x). Provaremos que x, ¢ uma
seqiiéncia de Cauchy. Realmente, d(x,,,, x,) < K"d(x, x,) e, d(x, x,) <
< d(x, F(J) + d(F(x), F2()) + ... + d(F"~'(x), F/()) < (L + K +

+K® + ... + K™Y d(x, F(). Portanto, d(x,,,, x,) < —— d(x
F(x)). Logo, { . ' -
K - Logo, {x,} € convergente. Provemos que lim x, = p & ponto-fix0

de F. De fato:
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Flp) = Flim x,) = lim F(x) =limx,,, =p =

: CﬂRﬂLARIﬂ. Seja X um espago métrico completo. Se F: X — X é
continua e, para algum m, F™ é uma contragilo, entdo
" existe um unico ponto p fixe por F. Mais ainda, p é um atrator de F.

Demonstragdo. Seja p 6 ponto fixo atrator de F™ dado pelo Lema

da Contracdo, Seja n = mk + € com 0<{ <m. Dado
xeX, F'(x) € um ponto de X. Como p ¢ atrator de F™, temos (ja que
{FF()}, 0 < € < m & finito) [F"]*(F*(x)) - p, quando k — c0.“Da
. relagdo: F(x) = [F"]{F'(x)) ¢ do fato que quando n— oo tem-se
k — oo, segue-se que F'(x) — p, quando n — oo, isto &, p € um atrator
de F. Provaremos agora que F(p) = p. Com efeito,

p =1lim F'(F(p)) = lim F**1(p) = lim F(F"(p)) = F(lim F"(p)) = F(p) m

3. TEOREMA DE PICARD

Sejafcontinuae lipschitzianaem = I, X By, ondel, = {r:] - to I.E
<a}, By={xi|x — xo| <b}. Se |f|<M em Q, existe uma e unica
solugdo de .
: 1 x =f(t, x), x(ty) = x,

o= Yy
em I, onde « = min {a,b/M f

P 2 s R \ tg-0 -ty o+ fo¥d H
rit ¥ ,ﬂ_n ' 1s

4§
e X :
. L e
"..:.-I.‘-:.I:‘..-;-'r' € e Ry

oty
R
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Demonsiraca, Seja X = C(I,,B,) o espago mélrico .c{?mplelf:} das
fungdes continuas ¢ : I, — B, com a metrica uniforme

d(@,, 9;) = sup | @,(1) — @)

rels

Para pe X, seja F(p):1,— E definida por:
Flo) (1) = xo + [i.f (s, @(s)) ds,

(€I, Destacamos as seguintes propriedades de F:

(1) iIX) s x
(2) F* € uma contracio, para n suficientemente grande.

De fato, para'todo tel,,

| Flo) (1) = xo | = | [i (s, 0(s))ds | < Ma < b
Isto prova (1). Quanto a (2), para todo par ¢,, ¢,€X e todon =0

O Fio) 0 - e 0] <Kol dp,. ), ce .,
onde K & a constante de Lipschitz de /. Verificamos esta desigualdade
por induc¢iio em n. Paran = (Jela é dbvia. Suponhamos que é vilida para
k. Entdo,
() [ F* o) () — F** Hop) (0| = | F(FY(@,)) (0) — F(FN@,)) (1) | <
I.r:n If[j, ka:']}{ﬂ] _f{-'jl Fl['F;] [5}, J&'E 5.
|51 K| F(@0) (9) = Filo) (5) | ds| <

U oprky, K"H L k+1
I H—“Erﬂdw,,wds = L l',ﬂ
. .

< K d(e,, ;)

Kl‘ E.
portanto, d(F'(p,), F'(e3)) = o d(¢y, ¢,) ¢, para ngrande, K"a"/n! <
< 1, pois este € o termo geral de uma série cuja soma & eX*, donde
F" é uma contragdo de X. Pelo corolirio do Lema da Contragio,
existe uma Unica ¢ tal que F(¢) = g, e isto prova o teorema de Picard. m

3, COROLARIO. Seja Q aberto em R x E e seja f:Q = E continua

com D.f também continua. Para todo ponto (£0s Xo)
em S existe uma vizinhanga V= I(to) x B(xo) tal que x' = f{(t, x),
x(tp) = Xo tem uma tinica solugdo em I{ty). Além disso, o grdfico desia
solugdo estd contido em V.
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Demonstragdo. Seja U uma vizinhanga de (¢, x,) tal que f| U & lips-

. Chilziana e |[f| <M em U. Seja a > 0 suficieniemente
pequeno para que V=I(t,) x Byfx,).€ U, onde b =aM. Con-
clue-se o argumento aplicando o Teorema 2. ®

4. PROPOSICAO. Seja f continua e lipschitziana em Q= [a, b] x E.

" Entdo, para todo (ty, X,) €0} existe uma itnica so-
lugo de (1) em I = [a,b].

Demonstragdo: Considerar X = €], E) e F: X — X definida como -

na demonstra¢io do Teorema 2.
F(p)(1) = x5 + [i./ (s, p(s)ds.

F tem um tnico ponto fixo pois, para n grande, F" é uma contracio.

Basta observar que a desigualdade (*) da demonstracio do Teorema 2
e verificada. m

5. COROLARIO. (Eguagdes Lineares).

_ Sajm::: A(r) e blt) respectivamente matrizes n x n e n x 1 de fun-
coes mnmufas num intervalo 1. Para todo (ty, xp)€ 1 x B" existe wna
unica sqlupm de x' = A()x + bt), x(ty) = x, definida em 1I.

Demonstracdo. Seja I = ) I,,onde I, < I, , sfo intervalos compactos

que contém ¢,

f(t, %) = A(t)x + b(t) satisfaz as hipdteses da proposicio 4 em cada
_intervalo I,. Seja ¢, a inica solugdio neste intervalo passando por

(tor xo). E claro que @4, |1, = @, Logo ¢(t) = ¢,(1), tel, estd bem

definida em I. E claro também que ¢ ¢ a Ginica solugéio em I passando

por (1o, Xo). W - ; B s _ _
* Se retirarmos a hipbtese de f ser lipschitziana ainda temos exis-

‘téncia de solucdes. Antes lembramos o Teorema de Arzeld que serd = :
usado na demonstra¢do do seguinte e de outros teoremas deste livro,

. =i Seja (X, d) um espago métrico compacto. Seja F uma familia equi- . - .

" conitiniia de fungdes.@ X ~ R, Isto é, para,todo & > O existe 8> 0'tal - - -
s queise.d(x, y) < Sientdo| @(x).—~-@(y)| < ¢ para.toda pe F:Se Fié - v
v idiniformemente limitada (isto é, existe M. > 0 tal.que | @.| < M paratodo” = “-'"%

5 Sk
o g

. k. . L L™ BT I = ¥ 1

W o AR Sl P o, T Sl e T o R e A il U

sl ."‘|. . ., ey & m Sha -l 5 I H II'I Fiers L i 1 '
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@ € F), entdo toda seqiiéncia {p,} de elementos de F tem uma subseqliéneiy
" {@n} uniformemente convergente em X.

ManpEm Ver Lima [1977] pag. 244.m

7. TEOREMA DE PEANO.

Seja f continua em Q2 =1, x B, como no Teorema z Se}ﬂ <M
em [, (1) tem pelo menos uma solugdo em I,, onde a =min {a, b/M},

Demonstragido. Pelo Teorema de Aproximacio de Weierstrass, existc

uma seqiiéncia f, de fungbes, cujas componentes sdo
polinémios, que converge para f; uniformemente em ). Para n grande,
S, satisfaz as lupétm do Teorema 2. Seja ¢, solugdo de x' = f{t, x),
x(t,) = x, em I, cuja existéncia e unicidade decorrem do Teorema 2.

A familia {q:.} € cquicontinua e uniformemente limitada, pois:

[2) — 0l)| = | 5§ fulss @ulsDds | < M|t — ¢'|
¢ | @.— xo| < b, para todo n suficientemente grande. Pelo Teorema
de Arzeld existe uma subseqiiéncia, que denotaremos também por P

tal que ¢, converge uniformemente I, para uma fungdo ¢. Pro-
varcmos que ¢ & solugdo de (1). Aplicando a desigualdade triangular

a fls, 9ds)), 15, 0.s)) ¢ f(s, @(s)) resulta que f(s, ¢,(s)) converge uni-
formemente em I, para f(s, ¢(s)). Portanto, fazendo n tender a o0 em

ambos os memhrns de @,(2) = x; + [}, fu(s, @,(s)) ds, temos, para todo
tel,, ¢(t) = x4 + [}, f(s, @(s)ds. m

8. CﬂRﬂLﬁRID Seja ) aberto em R x E e f: Q — E continua. Se

CCﬂémmmunmmi‘quelﬁ{Memnu.nude

0 ;.*nn =Y com dist (C, Q — Q) > 0, entdo existe « > 0 al que,

para todo pento (ty, x,) € C, existe uma sulurnnde x' =f,x), x[rn] =
=Xo em I(to) = {t|t — 5| < a}. .

: fnmm:ra;aa Seja 0<a<dist(C,Q— Q). Tnmar u=m1n{a.n,-"M}'
: e aphca: 0 Tenrema ‘? a I,(tn)xﬂ.{:nlsﬂﬁ. =

A 9 ﬂbscma;ao S: Cé mmpar:tn mnt:dn no: intetior de. um* m.ltrn '

mmpaﬁn nu H h!Ff'!m dmt: mm]ﬁnn siu s:utm-' "



(1) tem solugdes méximas umﬂs ;

Exletdncis & unicldade de solugbes 'i?

b. Solugdes méaximas

1} PROPOSICAO. Seja f continua num aberto O <R x E. Suponhamos
: que para todo (t,, x,)€Q exista uma tnica soly-

¢do de x' =f(t, x), x(to) = x, definida num intervalo aberto I = I(t;, ;)
exemplo, se f & localmente de Lipschitz esta condigdo € satisfeita).
E"m“: para todo (ty,x,) €0 existe uma dnica solugdo ¢ = @lt, ty, X,)
de X =f{'! J:]. x[!u} = Xo MHME num intervalo Mtn: Iﬂ] —
= (@_{to, Xo), ®(tgy %)) com a propriedade de que toda solugdo

iﬂ_fq:;f (t.x), x(tg) =x, num intervalo I satisfaz a I S Mt Xo) €

Demonstragdo. E suficiente tomar M(t, xo) = U I, onde I, & o in-

tervalo de definicdo de alguma soluciio ¥ de x’ =f(t, x),
X(tg) = x,. Se e I, definimos ¢(r) = y(r). Esta definiclo ndo depende
da y usada. Com efeito, o conjunto C = {rel, NI, ;¥,(t) = ¥4}
¢ fechado, aberto e nio vazio em I,  I,_. Como este tiltimo conjunto
¢ conexo, scgue-se que C = I, N Iy, O conjunto C é fechado pois &
igual a (¥, — ¥,)~* (0); C & aberto porque para todo ponto 1’ ele con-
tém I(t,,(tN)NC. m

2. DEFINICAO. Chama-se solupdo mdxima de

X' =f{t, x) S

a toda solugio ¢ definida num intervalo I, denominado intervalo -

mdximo de ¢, tal que se ¥ é uma outra solucdo no intervalo J com

J21 e @=y/l, entdo I =J. Em outras palavras, ¢ ¢ maxima sc nio

admite nenhuma extensio que também é solugfio de (1). |
O exemplo 2.2 mostra que, em geral, existe nma infinidade de

_ solugdes méximas por unf ponto se apenas a continuidade da f é

exigida. ' : -

A proposicio 1 mostra que se (1) tem por cada ponto (tg, Xs) .

" uma Unica solugdo local (isto & num certo intervalo I(to, X)) entdo -

 3) TEOREMA. Seja f continua num aberto Q de RXE. Se ¢ é yma . -~ .

* solugdo. mdxinia tnica de x'=f(t,x) definida"em

f {m_,m.,,},mfﬁuu aplicagdo g(t) = (t, @(1)) :gmi'g a of) quando 1 «-rmi Gt
-2 "I Isto"é, para todo compacto K S} existe uma vizinhanga V de w bl oo
i e K parg k€W o DL Ll b UL Ry Ty

S R

-..l
; s
.. |.l'|"_‘l

L J L . et i k F . 5 . E ] = e My et o *
. [ LA WL T - T w N E R PRt : . (TR _ - . s WART
; . e T W B T ™ B R | Ttk PR Y PR
gk b X N o Ty S b LR R L P Baa? 4o 2270 i 3 ’ s N, i
£ K, . {
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Demonstragdo: Sﬁpnnhnmns que-para algum compacto K ;n exista :
' uma seqliéncin (,—w, tal que y(t,) e K. Seja ¢, uma
subseqiiéncia de t, tal que g(r;) € convergente. Seja lim g(t) =(w ,, x,)e K.

Para (ty, xo) = (1, x;),5¢ja V= I x B, a vizinhanga dada pelo Teorema
de Peano onde a =b/M ¢ M > |f] cm V.

Seja Vy = I,;5(tg) x Byy(x,). Para todo (1, x;) € V, existe uma
solugdo definida em I, (1), com &, = o/2. De fato, aplicando o Teorema
de Peano ao ponto (t,, x,) da vizinhanca ¥ = I, @) x B, (x,), b, =

. %. contida em ¥, encontramos uma solucdo de (1) passando

por (f;, x;) definidn para todo tel, (t,). Tomando f, = ¢, com n
suficientemente grande de modo que g(t) € V, temos que ¢ pode ser

prolongada até , + -g-— = Iy = @, uma contradi¢fio. Analogamente,
. procede-se para w_. m

4. Observagdes:

~ &) Nio ¢ verdade em geral, que exista o limite da solucdo maxima
¢ de x' =g{t) quando 1~ ., mesmo que w, < co.

. Basta ver, por exemplo

o 08 L/t
quﬁ.' tem como solugfo maxima a fungio ¢(t) = m:n 'lt"’ t :v- 0. |

. b]Nl:'JEIIﬂaIIIﬁ,Eﬂfﬁi[lllitﬂdaﬂmﬂ,ﬂig&muﬂf\5M,r,s=mt-r.:u;rt
_ ﬁitﬁunlimituexiste.l’uis:cipésoluqioct.i-:m+ < o0, usando a .’

- observagdo do final da se¢do 2 sai que L

S e e =i e@d | s Mle-s| -

AR ann a afirmagdo resulta do critério' de l:.n'l_werg&ncia de 'jc‘_aui:hy pois B

i '. - qu_ﬁ?lfi?.!,s__ =W, |4Pfr] ™ ﬂﬂl —-rﬂ,_. .. ) o L e i

hna!ngnmenle .Pﬂ.ﬂ_ iy i, %, R S et 5
"..::" ,'1 ,~-"" -’.' ; - - -:: | s E‘ I' -I.:: . '_‘-,;‘.':L " I,._l.l '_‘-: T:
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6. Sisiemas de €quacdes diferenciais e equagdos
de ordem superior

Sejam E;. E,. ... E_ espagos cuclidianos e seja £2 um subconjunto
de R x E onde E=EEKE=:~:*__:-;EQ_

Sc;?mfl:ﬂ = Ei.i = L..... m, fungdes continuas, Uma fumilia {7 TR——
Oui. Onde c2da o;: [ = E,, i = 1....m ¢ uma fungio diferencifivel

L 3 = -
d’_‘: um _lﬂ_tfn'ﬂlﬂ I'em E;. chama-se solugdo do sistema de equagdes
diferenciais ordindrias:

dx .
_‘“_l = filt. xy. x4 X
i‘ft %
1 7> = ot X1 X350 oeen X) ()

------------------------------

dx .
et AUE SN

.

no intervalo I, se:

fi) Para todo te 1, (1, (1) = (1, @,(0), ..., 0 (1)) €N
(ii) Para todo i = 1,2,....m,

%"’;-i{:} = i, @4(0). (1), ..., @ (1)

para todo t€l.
O sistema (1), denotado abreviadamente por:
X =flt, Xy, X9y e Xphi = 1, ccoom (1)
& equivalente a equagdo diferencial ordindria
x' = [t x) (2)

onde:f = (fi fas S : 2= E = | x ... x E,. Isto & uma familia
10y, ... ) de fungdes é solucdo de (1) em | se ¢ somente se
@ =(@y,....@n) : [ = E € solugdo de (2) em I

Em particular, a equac¢do “vetorial™ (1) da se¢do | ¢ equivalente
a um sistema de equagdes “‘escalares” do tipo (l) acima, em que f
¢ a i-ésima coordenada de fem E=E, x ... x E,, onde E =R,
i =12...m Note que este fato obvio foi estabelecido na propria

secdo L
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O Problema de Cauchy para sistemas de equagdes da forma (1)
formula-se do seguinte modo: dados (g X101+ %m0 tais que
(to) Xy, g5 -=~s X, o) Pertence a Q, encontrar uma solugao (@1 +ees Pl

" de (1) num intervalo I que contém ¢, tal que ¢{{ty) = X;,o para todo L

Abreviadamente, escrevemos:
Xy = St X1y X3 +0s Xmh X{lo) = Xi0 -0
Este problema é equivalente ao problema de Cauchy.’
) X =£1t,%), x{to) = X, @

Para a equagdo (2), onde Xxo = (X gs -+ Xm,o) tendo em conta
que a fungdo f em (2) &, respectivamente, continua, lipschitziana com
constante de Lipschitz K, diferenciavel em relagdo a segunda varidvel,
etc, se ¢ somente se cada uma das f; de (1) também € do mesmo tipo,
temos que todos os teoremas de existéncia, unicidade e solugoes ma-

ximas das segbes 4 ¢ 5 sdo validos para solugdes de (1). _
Seja agora 2 um aberto de E x E", onde E € um espaco eaclidiano

e f:00— E uma [ungdo continua. _
Uma fungdo ¢ :I — E, de classe C™, definida num intervalo,

chama-se solugdo da equagdo diferencial ordindria de ordem m.
d™ ;oo .
F:: =f(t, %, X, X"y .., X"~ 1)) (5)
em I, se: '
(i) Para todo tel, (t, (), @'(t),.... 0" V()

(i) m--mdd tel,
: - d"p | . i im—
== ) =/, 9(0), ') .. 0]

A equacio (5) também ¢ denctada por .

| ' e é _uquivﬁlmtc’ ao sistema

Xoy _"—_'f(h Xyr Xge 1o X)

X = f(t, 0, X, X", ooy X1 | ) |

77 Isto & s uma fiinglio. @ & sohicha de (5), entdo {p, @', ¢", . @™ M) .

“7 & uma soluc#o de (6); ¢.5¢ (@, 91, - @) € uma solusdo de (6) entdo -
@ .5 € uma solucdo de (5), isto ¢, @ € de.classe.C™ ¢ satisfaz (i) = (. -
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odl:? :ar:biema de Caucly para a equacdo (5) formula-se do seguinte
md «:l.5 p 0 um r»:»ru'.r;»_[r:H X0y Xy -+ Xo~ ) € Q encontrar uma solucdo
¢ de (5) definida num intervalo I que contém o ponto ¢, ¢ satisfaz a:
@(to) = x3, @ (tg) = x5, ..., @™ 1g) = xJ~1.
Abreviadamente escrevemos

xX™ = f(t, x, %, ..., x""1), Neo) = xb, i =0,1,...m— 1 (7

Este problema & equivalente ao seguinte problema de Cauchy
para sistemas de equagdes

{I;' =X+ Ii[[ﬂ} =xlu_1¢ i=1..m [E}
X =S Xy conn Xy r=1,2,...om — 1

_ _Assim, questdes relativas 4 existéncia, unicidade e intervalos
maximos de solucdes de (5) sdo reduzidos a questdes similares para
sistemas (6) e portanto a equacdes (1) da secdio 1. Em particular, todos
os resultados relativos a estas questSes demonstrados nas segdes 4 ¢ 5
sdo validos para equagbes de ordem m qualquer.

EXERCICIOS

1. Scja gl = FITI e] 1.
a) Mostre que toda solugdo de x' = g{r) € da forma

r—1
t+1

@(t) =c + log

onde ceR. -
b) Faca um esbogo destas solugGes em

Q={t|ltl#1} xR

(Sugcslin: Note que g(t) = I_l_ : )

1 1+1
-
2. Seja f(x) = % 5 1. Mostre que toda solugdo de x' = f(x) dife-

rente das solugdes ¢, =1 e @_. = —1 é da forma

| + ¢ :
ﬂ’{ﬂ"‘l—_-?c'ﬁﬂ'
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* Qual é o intervalo miximo I, = (@-(c), @.(c)) de definiio desyqy

solugdes?
Faca um esbogo geométrico das soluches em €1 =R? o ciiing
com O exercicio anlerior.

' = intervalo méx;
3, Denote por l{tg Xo) = (@— (to, Xoh @+ o, Xo)) © ximo
de dcﬁm?;ﬁu da solucdo @ =@l Lo xo) do problema de Cay chy

x' =f(x)g(t), x(tg) = Xo-
nndu.{r.,.xa}E{h. ty) % (ay, a3} € f ¢ g sdo como no exemplo 2
da secio 3. -
a) Mostre que
D = {{t, 1. Xo) | (tg, xg) € (ty, 12} X (a,,a;5), tel{ty, x,))

¢ aberto e que @ € continua em D,
b) Sefe g sdo de classe C' mostre que @ € de classe C' cm D,

¢) Calcule D ¢ ¢ no caso
Ix"—x’ cost, x#0.

4. Estenda os resultados dos exemplos 1 e 2 da segao 3 para o caso

em que f & de classe C* na vizinhanca de cada um de seus zeros,
Use o teorema de Picard para garantir a unicidade das solu-

¢oes da forma e{f) = a onde f(g) =0,

- Estenda as conclusdes do exercicio anterior para este caso

e faga o cilculo de D e ¢ para .

xX=x*cost, (tx)eR%

I 5. Equagdes homogéneas. Seja f: R — R.

] a) As equagBes da forma | '

e 3 '-"’-=f(%), t#0

i . '.F“_“'F"?"‘ﬂ"ﬂ'?- H’ﬁmhg&nm, Prove que a mudanga de variaveis-
wo 12X =yt transforma equagdes homogéneas em equagbes com varid:
ioi s - b)-Resolvd'a equagio: . - ..
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10.
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Sejam £ : R — R de classe C! e re R
{ lﬂl E=
a) Se f(r) < 1 entdo nenhuma solugdo ?i‘;:qﬂ:,}“.;;' Mosth quo

e X 5
x"f(T) *)

é tangente em 0 3 solugdo (1) = re.
b) Se f'(r) > 1 entdo existe uma infinidade de solugdes de (*)
tangentes a ¢{r) = rr na origem.,
Nota: Duas fungGes ¢ e { definidas para t > 0 sido ditas tangentes
em 0 se lim M =0
1=0 :
Encontre os valores de «a e ff para os quais
x' = at* + bx*

se transforma numa equacdo homogénea por meio de uma mudanga
de variaveis da forma x = y™

. Seja

e dt +ex+f )

a) Mostre que se ae — bd # Oentdo existem h, k tais que as mudancas
de variaveis

dx (ﬂt + bx + c)

t=1—h x=y-—k

transformam (*) numa equagdo homogénea.
b) Se ae — bd = 0 encontre uma mudan¢a de variiiveis que trans-

forma (*) numa equa¢do com variiveis separaveis.

Equagdo de Bernoulli. Mosire que a mudanga de varidveis x'~
transforma a cquagio de Bernoulli

dx _ alt) x + d) x”

dt

ll:.=.’.r

numa equagdo linear.
Equagdo de Riccati. A equagdo do tipo

x' = r{n)x? + a(t)x + blt) (*)
Riccati. Mostre que se ¢, € uma solugdo de

chama-se equacio de '
(*) entdo @ =@, + @2 é solucdo de (*) entdo ¢ =@, + ¢, € solu-
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24  LigBes de squapbes diferencials ordindriss

cio de (*) se ¢ 30 5€ @2 ¢ urha solucdo da equagio de Bernoy)y
(veja o exercicio anterior)

y = (alt) + 2r() @,y + () y*
Ache as solugdes de

x*:-‘-’f——l—[’.’:z—!’

sabendo que esta equagdo admite @,(r) =t como solugio.

{1. Em cada um dos seguintes exemplos, encontre ou demonstre que
ndio existe uma constante de Lipschitz nos dominios indicados

a}f{:,x}|=r|‘x|. |t| <a xeR"
b) f(t,x) = x'? [x|<1

o flitLtx)=1/x 1<x<c0. _

d) f6,%) = (3 x5 t + x5 x3), [x| =b, [t]| = a

12 Seja f(x,y) : R? = R definida por f(x,y) =/|y| Considere a

i) D& uma solu¢do desta equacdo
ii) Ela é Gnica?
iii) Caso a resposta de ii seja negativa, contradiz o Teorema de
Picard? Justifique,

(Sugestdo: Use o método de varidveis separiveis para encontrar
a seguinte solugdo

2
b 9
T! x20

.P[I] e x2
- .4_’

x=<0)

13. Seja a equacdo diferencial :__u = f(x, y), onde
S :R* =R & dada por

o
f{x.ﬂ{;—-—z: P50 % () # 0,0
. 0% () =(.0

“. - /D-Mostre que a equasio acima admite solucdes. para condi-

$0es-iniciais y{xo) = y, arbitrarias.
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ii) / satisfaz localmente as condigdes do Teorema de Picard?
Justifique. *

iii) E as do Teorema de Peano? Justifique.

(Sugestdo: y(x) = 0 € solucio da equacio. Note quese xeR — {0}

entio f(x,x)= %)

Seja f 1R x R"—+R" de classe C! e suponhamos que ¢(t) definida
em R € a solugio de
X =f(t,x) xltp) =x, (*)

a) E possivel que exista ¢, % 1, tal que @(t,) = @(t,) porém @'(z,)
e ¢'(ty) sdo linearmente independentes?

i)

ito)
b) Caso (a) seja afirmativo estude isso em térmos da unicidade das
solugdes dada pelo Teorema de Picard.
(Sugestao: Note que % (tsent) =rcost + sent ¢ % (r*senr) =
= t? cost + 2tsent. Seja @(r) a solugio de (*) com [ : R x R? - R?

dada por
St (x, ) = (tcost + sent, 1*cost + 2tsen ()

-e condicbes iniciais (x(0), (0)) = (0,0). Calcule entdo ¢(n), ¢(2n),

o'(n) e @'(27).)
Seja / : R x R"— R" lipschitziana. Prove que dado (t,, xo)€ R x R"

existe uma Onica solucdo de
x' =f(t,x), xlto) =X,
definida em todo R.
Seja f :R"— R" de classe C' ¢ suponhamos que ¢(r) definida

em R é solugdo de
x' =[f(x), xltg) = xo.



. LigBos dn equacSes diferencials ordinérias

. "a) E possivel que exista 1, # Io tal que @{t)) = p(t;) mas ¢'(r,)

17;

# @'(ty)?

) Compare (a) com © exercicio 14 parte (a).

Sejam g; f : R — R continuas sendo f Lipschitziana. Prove que
o sistema “
X' =f(x), x{to) = X,
) Y = glx)y, Mtg) = yo

tem mlﬁr;ﬁu inica em qualquer intervalo (onde ela esteja definida),
Pode-se retirar a hipotese de f ser Lipschitziana e obter a mesma

s mnclusip?

Com as mesmas hipotese e notagdes do Teorema de Peano sejam
c€[to, to+a] € S, o conjunto dos pontos x tais que existe uma
solugdo de. x'=f(t, x) x(tg) = x, definida em [to,c] ¢ que passa
por (c, x). Prove que §, ¢ um intervalo fechado, no caso n = 1.
Nota: Este resultado & conhecido como Teorema de Kneser ¢ é
vlido para n > 1 qualquer, substituindo no énunciado acima §,,

- intervalo fechado, por dominio (ie., conexo e compacto).

L]
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" defina a familia. de fun¢des ¢,(t) da seguinte maneira: ﬁ’j'j“ 3 '
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X' = f(t, x), X1y} = x4 *)
com ,(c) = x, uplique o 1eorema
m]ui;iin @ de (*) Wl que ¢(c) = x, Para provar que S, ¢ concxo
scjam W2ES, y<2 Sey<wezé preciso provar que we S,
Use o teorema de Peano para enconirar uma solugdo ¢ de
x'=f(t.x), x¢) =w definidna em [to.c]. Pode acontecer que

Mrnl' # Xo (ver figura) porém certamente existirh uma soluciio 0
de x' = f(t, x), x(1g) = x, 1al que 0(e) = w).

Seju f continuu no aberlo 2 < R x E. Prove que se || < M em
1 entilo:

a) Toda solugilo de x' = J(t, x) pode ser prolongada a uma solugdo

maxima ¢ definida num intervalo (w_,w,).

b) (r, (1)) = #Q quando t — w,

c) se ¢ ¢ limitada, rlin'l. @(t) existe? Comparc com a observacio
5.4, Bt

d) retire a hipotese de limitagdo de f ¢ prove (a) ¢ (b) néste caso.

(Sugestiio para (c): considere

D={xyeR: x+y* <1}, Q=RxD

e flx, =0+ x(1 =x*=yY), —x+ Wl =x2=yY))
Sejam €, fe (w_,w,) como no exercicio 19-a. Prove que se Qé
compacto entdo lim ¢(1) = x, existe e (w,,x,)EIN

=y
Seja Q = R x R"ef(r, x) =f(x) continua, localmente lipschitziana
e tal que |f]| <M em €. Prove que
a) Para todo x,€R" a solugio ¢(r, x,) de

x' =f(x), x(0)=x,

esta definida para todo reR.
b) Para todo teR, @, :x, = @(t, Xo) ¢ um homeomorfismo de
R* sobre R" .'
¢) @,., = @, ° @, quaisquer que scjam 1,s€R.
(Sugestdo para (b): suponha que X, = xo mas ¢, x,) ndo scja
convergente a o(t, x,). Considere ¢,(1) = ¢(z, x,) T€ [0,1]. Prove
que @, € equicontinua ¢ use o teorema de Arzela para achar uma
solugdo de x’' =f(x), x(0) = Xo diferente de (1, x;).)

(Aproximagdo Poligonal): Sob as hipbteses do Teorema de Peario,

de Arzeld para encontrar uma
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e S f.nl+ a uma parti¢do dec [i4, 15 + o] com
t) k=0,..,m—1 Em [to,2,] defina
) flte Xo) S€ @4l1) for definido em [t,,, J
k < m, e | @.{t) — %o | < b, defina @,(1) = @,(ty) + (¢ — ) £, 9,(1,)

para t€[fnts +1)- Este processo define ¢, como uma funcdo
continua ¢ seccionalmente linear. Demonstre o Teorema de Peang

gilg<l <

" obtendo uma solugdo como limite uniforme de uma seqiiéncia

de funcdes da familia acima definida.

23. Seja fi, far - Uma seqiiéncia de funcoes continuas em Q = {(¢, x);

lp<tSt+a, | x — x| < b} tal que f,—/ uniformemente em Q.
Seja @, uma solugdo de
x =ftx), x(,)=x,

. m‘ [ﬂJ'Iﬂ+ ﬂ'], onde n = 112, sasy B tal que I,—* 1y X,~*Xp q“andﬂ

. n—co. Prove que existe uma subseqiiéncia @, @, .. @) ..

uniformemente convergente em [, t, +a] € que, para qualquer
subseqiiéncia nestas condigoes, o limite ¢(t) =lim ¢, (f) ¢ uma
solugdo de = |

X =f(t, x), x{to) =%o, em [to, o + 2] *)

Em particular, se (*) possuir uma tnica solugdo ¢(t) em [to, o + al,

~ entdo ¢(t) =lim ¢@,t) uniformemente,

24,

A=+

(Aproximagdes Sucessivas). Com as mesmas hipdteses e notagdes
do Teorema de Peano, prove que a seguinte seqiiéncia, {@,},
chamada seqiiéncia de aproximagGes sucessivas, estd bem definida
para tefty, fo+a]: . |

- 00lt) = Xo, Pus (0) = Xp + oS (s, p5)s, m =0, 1,...

3 (a) Se f&'lipachit:iana;'fﬁi provado (Teorema de Picard) que {@.}

ol x.‘-l":i ._.11'.;":"'.'. r-“‘qlﬁéﬂ.;:ia 'dﬂa- : ﬂm — T S : : h = '_ ... '_-‘I'_.'.Iu- I& _' g :‘.~
w3y L TR AR Gk 4proxXimacoes sucessivas, “fa = Xe =0, 080 © .-
it A, ",” -,-.\"._'..:'." g’nwmnlpl? o _'-_ 'I'i':'-.;.i'_. oL . . 5 bl .nis“ parﬂ.l_fn ; II-ﬂ: _-_,il f ._. g - Sy ._‘

' ! = . + ;
s e ] o cm Tt A e L SaE "3 . i PR - L
W . =t ¥ ] i - TR i & P r " a o =

' A A L ' e TR L L m 4 o = ior 15 Dl LR Y S  BEE R ',;. Cls
: A - '

.- €convergente, Verifique que para a funcdio f; ndo lipschitziana,

[~2<x<w.

........ x-S 0<xsd st
g0 w0 |

s g
iR Bt ]

. am R
R = Aal
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(b) No caso n =1, sgja 15 = X, =0 e seja f continua tal que
f{f. xl] =flt, Iz? S€ X; =X, € f{!‘,ﬂ]‘ =0, para todo re {ﬂ,ﬂ].
Provequeasa proximagdes sucessivas convergem para uma solugdo
de f =f{!1 Ill :{D} = {). :
55, (a) Seja f continua em Q={(;,x); |t|<a [x]|<b}cR% Se
f(t,x) < 0 quando tx >0, e f(t,x) > 0 quando tx < 0, mostre
que x' =f(t,x), x(0) =0, tem ¢ = 0 como tnica solugdo.
s 2t, s€ X2 2
2x

(b) Seja f :R? - R dada por f(t,x) =1~ s¢ |x[<C

2t, se x< —t*

Prove que x’ =f{(t,x), x(0)=0, tem uma {inica solugdo embora
F* — definida na demonstracdo do Teorema de Picard — ndo seja
contra¢do para nenhum n.

26. No reténgulo P={(t,x); |[t—to]|<a [x—xo| < b} =R? scjam
f, g duas fungdes continuas e localmente lipschitzianas. Se g <f

em P, entdo para ¢ e ¥ solugoes de, respectivamente,
x' =glt, x), x(tg) =% € x' = f(t,x), x{tg) = X
definidas para0 <t =g prm;t que @(f) < ¥(t) para todo fp <t=cC.
Nas mesmas hipoteses, se g <J, prove que ety <¥lt), o= t =c.
27. Seja {p,} a seqiléncia de funcdes definidas por
Polx) =0, @,0x) = 1 + 55 (@a-s(1) dt

— 1, cujos coeficientes
@ éa solugdo

Mostre que @, € um polindmio de grau 21
estdo em [0, 1]. Mostre que, para |x| <1, @ @ onde

de —g— =y, y(0) = L.

finida e continua cm Q=R x E, onde f(,x)=
=f(t+1,%) e f & lipschitziana em [0,1] x E. Prove que toda
solucdo ¢(t. tgs Xo) estd definida para todo reR ¢ @lt, g, Xo) =
=¢{I+ I, fn'l" 11. J:D}-

29, Seja H : E — E de classe C'. Seja f(t, x) continua em R x E tal
que f(t, H(x)) = D H(x)+f(t, x), para todo (1,x) em RxE. Se f
é lipschitziana ¢ @(t, tg, Xo) denota 2 solugdo de x' =f(t, x) que
passa por (o, Xg) prove que

@lt, to, H(x)) = H(@(t, to, Xol)

28. Seja f(t,x) de
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32,

LigGés de equagBes diferencisls ordinérias:

Se X=(X,, X3 -0 Xs) & um campo ve*Enrial de classe C' e
R" ¢ V & uma fungdo real diferenciavel em R" ta que

]i g—: (x) X{x)<0 e V(x)=|x|* para todo x€R", prove que
todi solucio de ¥ = X(x) esta definida para todo ¢ > 0.

No enunciado do teorema de Peano mude a condicdo |f| < M
por |f| < M obtenha as mesmas condqsﬁes que neste teorema,
(Sugestdio: Considere a seqiiéncia de aplicagdes @, : [1o, 1y + a,]
—+ R" onde ¢, é a solugdo de

x' =f-i”1- le. x[fu} =Xy € o =b(M + 'E.lj-l!

sendo &, = sup {|fi — f|em K} onde K = Q € compacto e contém
[to, to + @] x B(xg, b))

{(Extensio do dominio da funcdo inversa): Seja B(0,b) =
{xeR", !x| < b} a bola de centro 0 ¢ raio b em R". Sejaf:D =
= B(0,5) — R" uma aplicagdo dc classe C' numa vizinhanca de
D tal que f(0) = 0 ¢ A(x) = Df(x) ¢ inversivel Yx €D, scjam M =
=max || (A(x))"' |, M, = max || A(x)|| para xeD, e scja B, =
= B(0, b/M M,). Observe que B, = D (por qué?). Prove que existe
um aberto B,, B, = B, = D, tal que f| B, € um difeomorfismo
de B, sobre a bola B(0, b/M). -

(Sugestdo: Seja £ € R" com [ | = 1. Prove que a equaciio f(x) = t¢
tem uma solucdo dnica x = x(t, ) para 0 < ¢ < b/M com x(0, &) =0.

- Para isto considere a equagdo diferencial x’ = (f'(x)~'¢ eapliqueo

i

- Teorema de Peano na versio do exercicio anterior. Prove que

gy) = x (}*, ﬁ) € uma inversa A direita de f, definida em

B(0,bM™"). Para encontrar B, aplique a mesma idéia a g).
Equagdes analiticas no Campo Complexo,

- Seja £ :Q~ C* analitica no aberto Q < € x C*. Denotemos por

: :|. .1 s . Iu
AT

 holomorfa no aberto H = C, chama-se solucio
G TR T W e s

ciL ) galee e o o e e B
-""ii}"-._;‘.fi(é) = { Farkiibed x od TS Ll S e

i e e D T ol pua edo e B T T

(z, W) os pontos de Q, com w = (Wys vy w,).Uma fungdo ¢ : H— C’,
da equacdo

-4 g ooy EIRER
R ' -
i ol P
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Demonstre o seguinte resultado: Seja Q = B (-
B,(z0) = {zi]z — 25| < a}, By(wo) = {w;|w — wo | < b}, e seja
ftalque|f| < M em Q.Entio existe uma tinica solugdo ¢ de (*) em
H = B,(z,) 1al que ¢(z5) = wy ¢ 2 = min {q, biM}

o) X By{w,), onde

(Sugestao: Defina F(gp)z) = wo + | riz f18: @(€))dE, onde
[(z2) = {0z~ zp) + z: 0<O0 <1}

€0 segmento que liga z; a z. Mostre que para cada @’ < q, existe
um unico ponto fixo atrator de F considerada como aplicagdo de
de 6(B,, By). Utilize o teorema de Montel segundo o qual uma

sequéncia de fungSes analiticas complexas convergindo uniforme-
mente tem limite analitico.)

Formule ¢ demonstre um teorema anilogo ao do exercicio anterior
para fung¢des analiticas reais.

Nas hipoteses do exercicio 33 prove que a série ¢(z) = E afz-z,)
=0
converge para a solucdo de (*), onde ap, = wy, a;, = f(zq, W)

a, = é— [E-":{zu, W) + %{zn,wu]ai]. etc. Isto & os a; sdo

determinados formalmente, derivando a expressido @'(z) =/(z, ¢(z))
e avaliando-a no ponto z = z, assim

¢"(zo) = gf-—z—{zﬂ, wp) + %‘ (zor o) @'(20),

o de ordem 2 da série de Taylor formal.

(Solugbes aproximadas) (i) Seja f:Rx R"—R" m:}[inua com
constante de Lipschitz K relativamente a segunda variavel. Sejam
@,(1), @,(t) fungdes seccionalmente diferencidveis num intervalo
I = (a,b) que contém o ponto f,. Suponha que para (el

l“l’x'} - q"l'.(”]l =g I= 1‘2 [‘]
mosire que

L@, () — @3(0)| = |@yltg) — @alte)| X" + {E‘T“‘] (eXl-tol — 1)

(Sugestdio: Seja t = t,. Integrando (*) entre t, e  obtenha

| (@4(0) — @3(t) — (@4(t) = @Ato) — fig LS (s, @4(s)) = f(s, @,(s)]ds|
< (&, + €5) (1 = 1) e dai conclua que
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lo,(1) —ﬁ’:{fﬂ S 1'?1{1’:.}'- ?:ﬁn}l + K, [@4(s)— ‘3’1{3:'] ds+
: | + (&g + &) (t — 1g) (**)

* Defina agora R(t) = [ | @,(s) — @(s)| ds, to <t <b. Entdo R(r)—

— KR(t) < [@,(to) — @5 (to)| + (e, + £,) (¢ — 1) € multiplicando am-
bos os lados desta expressdo por.e~ """ ¢ integrando entre t5 ¢ t
resulta

R < [21t0) e @lto)|

(e — 1) — Cb 21 4 K= 1) +
. & !glgzﬂﬂem-lul

Combinando esta desigualdade com (**) segue-se o resultado)
(i) Sejam f:R x R"—R" tais que f,—f, uniformemente em

I x R" e todas tem a mesma constante de Lipschitz K. Se Pn€a
solucio de

x' = f(t, %) x(to) = x,,

use (i) para provar que ¢, tende uniformemente em J para (o,
58 Xy —* Xg

(iii) Usando a desigualdade em (i) ¢ as aproximacgoes poligonais

- construidas no exercicio 22, prove o teorema de Picard.
37.

Scja f:R*—+R continua. Suponha que existem duas solugdes
?,®2:[0,1]-R de X =f(t, x) satisfazendo

Graf @, N Graf @, = {(0,p), (1,9)} ¢

Graf ¢, U Graf @, = { fronteira de uma regido D homeomorfa
@ um disco}. Prove que para todo x € D existe uma solugo ¢ de

: I'._=f(l,. x) tal que seu grafico contém (0, p) (1,9) e x.
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1. Preliminares

Suponhamos que J:Q — E scja continua num aberto Qde R x E,
onde E=R"¢ o ©5paco euclidiano de dimensio n, € que através de
cada ponto (toy Xo) €Y, passe uma Unica solucdo @ = o(t, 1y, xg) de
(1)

x = f(1, x), x(tg) = x,,

definida no seq intervalo miximo

m diferenciavelmente (se f € diferen-
cidvel) das variaveis (1, 1, x,).
Estudaremos também g dependéncia em relacdo 4s varifveis
(¢, tp, Xq, 4), das solugdes de uma familia de equacdes do seguinte tipo:
(2) x' = S, Xy ‘1}’ x{'ul = Xo»
dependente de um parimetro 4 num espaco euclidiano A tal que,
para cada 4 fixo, (2) possui uma Unica

solugdo ¢ = g, lgy Xg,A) de-
definida no seu intervalo maximo

It_lu, Xon A] ={m_{l o
Neste caso, f estd defi

Xo:d), @ . (tg, X1 4)).
nida num aberto € de R

x E % A,

l. Observagiio. As questdes de dependéncia em relagdo a (f, t,, x,, A)

das solugdes de (2) podem ser reduzidas a questdes
relativas s solugdes de (1), sem parimetros adicionais, De fato, subs-
tituindo-se (2) por

{1‘} F oo F{I'I .ﬂr J'{'tu} =Y = {xﬂlil}}’

onde y = (x,)e E x A e F(1,y) =(f(t,x, ); 0), tem-se que a solu-
¢io de (I') por (ty, yo) € da forma

{41 ‘HI, 'Il'l yﬂl} <ip {'P[lrfmxm 'L:IL "10]

Logo, as propriedades de continuidade e diferenciabilidade de @ serdo
também validas para ¢.
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2. Continuidade

I. TEOREMA. Seja f continua no conjunto aberto Q de R x E x A.
Para cada (ty,x,,4) €82 suponhamos que o problema

de dados iniciais, com 1 fixo,

(2) X' = f(t,x,4), x(tg) = xq,

tenha uma tinica solugdo @ = @(t, t,, X4, 4), definida no seu intervalo ma-
ximo fm—l m-l-]b Wy = mﬂ!i'tﬂ'ixﬂ! J']-
Entdo
D = {(t, ty, x4, A); (to, Xq, A} €S2, t (@ _(tg, Xg, 4), @ (tg, X0, )}
€ aberto em R x Q e ¢ é continua em D.

EIHHF!I‘J- Sﬂja x = f{.[.. X 1) = Jx* €m n!-' Entdo ‘P{I'l Los :ﬂ‘rl} =
- *o
1— At — to)xq

Neste caso, w;:R* — R estdo dadas por
m+{l’u, :n‘pl} = 00, Pam Axu = 0

Ax
w_(tg, X, 4) = — 0 paradx, =0

1
o

ﬂl_(fﬂ, Iﬂ, J-] = Iﬂ + Kﬂ

Identifique D e verifique que é aberto em R*.
As seguintes proposicoes facilitariio a demonstracdo do Teorema 1.

paralx, <0

2. LEMA. Seja {¢,} uma segiiéncia equicontinua e uniformemente li-

mitada de fungies reais e continuas num espago métrico
compacto X. Suponhamos que todu subsegiiéncia uniformemente con-
vergente desta seqiiéncia tem o mesmo limite @. Entdo {ip,} é unifor-
memente convergente para .

Demonstragdo. Suponhamos que {¢,} ndo converge uniformemente

para ¢. Entdo existe &£ > 0 ¢ uma subsegiiéncia {¢,}
tal que | ¢, {t,) ~ @(t,)| = & para alguma seqiiéncia {r,.} em X. {on)
também & uma seqiiéncia equicontinua e uniformemente limitada. O
~ Teorema de Arzela (I: 9, 6) e a hipétese implicam que {¢,,} tem uma



L Sl AR L fio Jols@Eds. "o vy, -t

Dependinola dax solugBes am relagio ds condigBes Inicials ¢ parsmetros 35

subseqUiéncia {p,.} uniformemente convergente para @. Contradig¢do,

© pois | @, (t,) — @(t,) | = & para todo n". ®

.. uma seqiiéncia de fun-
0 de R x E tal que [y
a de £ Seja
Xq) Su-

3. PROPOSICAO. Seja f,:02— E,n =0, 1,

¢des continuas no aberto
converge para f,, uniformemente em cada parte compact
(t,, X,) uma seqiiéncia de pontos de K que converge para (to
ponhamos que
X = fit, 1) X(() = Xpn =0,1,000s
tem uma tinica solugdo mdxima @, no seu intervalo maximo I, = (e (n):
w,(n). Seja [a,b] = 1o = (@_(0),@,(0). Entdo existe ng = ngla, b)
tal que para n > ng, 1= [&b] e @.|[a,6] = @olla b] unifor-

memente.

Demonstragdo. Seja C um compacto que contém O grifico de po em
[a,b] no seu interior. Seja Q, =€ um outro com-

pacto que contém C no scu interior. Existe n, tal que se n>ny, | fi] <
< M em £,. Por (1;4,9), existe « > 0 tal que, para todo (', x')eC,

X =f(tx), x(¢)=x",n>n

tem uma Gnica solucdo definida em [t —¢' | <, cujo grifico estd

contido em £1,. _ ;
Seja & = af3. Existe ny > ny tal que se n > ny, (t, XJEC ¢

[t, = to| < & ¢, portanto, @,, n >z, csth definida em [t—t| se
|t, — t| < & = 3¢ contém |t —tp| <&

' pois, nestas condigbes,
A familia F = {@,|{|t — to| < €}, n = n,} & uma seqiiéncia que

satisfaz as hipdteses do Lema 2. |
a) £ uniformemente limitada e equicontinua porque o grafico de ¢,
estd. no compacto £, onde = i

0] =] e @.0) | <M.

s b) Toda subseqiléncia ¢, uniformemente convergenteem |t — 1, | < &
converge para @,. l'-E.I suficiente provar que ¢ ='lim @, é solucdo,

o o de ¥ = foltyx) xtg) = Xo. De fato,

@t =-'i.-"*£I.F:.-I.:-{;."PJSJH?,. ‘

L e

2 T P&
et lwtE u g by

e



7 '__H_ _ Ligbes de aquagBes difersncials ordinériss

g 1T

Io
In

F-hlll'l 1 Tlustraclo da proposifio 3

Logo, pela unicidade das solugdes, ¢ = @, em |t — ty| < &. Conse-
‘quentemente, pelo Lema 2, ¢, cunverge uniformemente para @, em
t—1o]| se
_ I S:I:., + & < b, repetindo o argumento anterior para a sequf:nmn
Xy =@dto + &), ty =1+ & conclui-se que existe ny tal que se n >n,,
¢, esta definida em [f; — & 15 + 2&] e converge uniformemente para
" (oo meste intervalo. Analogamente para t — 2e. Depois de um niimero
* finito de etapas (no méximo (b — a)/e) conclui-se que existe n, = ny(a, b)
tal que, para n> ny, @, esth definida em [aq, b] (isto & 1,2 [ﬂ. b}]

e e converge uniformemente para @, em [a,.b] "

: f.ﬂmwrrupﬁa #n Tmrm 1. Pela ﬂbﬂ:ﬂnﬁu{l l].ﬁﬂlﬁdﬂﬂ“ 15'":”""‘lr

ul:teurmnpamﬁquaqﬂudalhm&'
X6 it 2

nnm to:hs as*auas mlupﬁes llmm A Pmp-uﬂn;ﬁo 3 aplmd;l IL ='J":.

;mplir.a qui.: parn todu {l,,x,,]El.'l, dndus e>0e [ﬂ.,bl :J{:msqu



Depandéncia das solugbes em reiaglo As condigBes inicisls @ pacdmetros 37

existe uma vizinhanga ¥, = V(t,, x,) tal que, para todo (t',x')€ Vo,
i(t',x')=[a,b] e

| olt, ¢, x') — olt, 1y, %0) | < £/2,
sc t€[a,b].

Isto prova que D ¢ aberto. Prova também a continuidade de ¢ em
(t, to, Xo) para te(a,b) Pois

| @ls, t', X) — @lt, 1o, Xo) | < | (s, ¢, ) — (s, to, Xo) | +
-+ I ﬂ’l In,xn} Lo ‘T-'[L I'nrxu” < &
para s proximo dé t tal que | (s, o, Xo) = @(t Lo, Xo) | < /2. O que
& possivel devido i continuidade em ¢ de @(t,t5,Xo)- ® '
Se f & continua e lipschitziana num aberto 2 de R x E sabe-
mos que as solugdes de x’ = f{(t,x) sdo tnicas e; pelo Teorema 1,
a funcio elt, t,, x,) & continua em (, tp, X)) €D = {(t, tgs Xq)s

(to» Xo) € K, t € I(tg, Xo)}-
O fato de que f satisfaz a uma condigdo de Lipschitz permite

provar que, para i, [p fixos, ¢ também satisfaz a uma condicio de
Lipschitz relativamente a x,. Precisaremos de um lema que também -

serd util em outras oportunidades.
4. LEMA. (Gronwall). Sejam u, v fungbes continuas pido negativas em
[a, b] tais que, para & = 0, satisfazem a .
u(t) < o + [ v(shs)ds, te[a,b].

_ Entao |
u(t) < o ™o,

Em particular, se & =0 entdo u= 0.

" Demonstragdo. Se o > 0, para oft) = « + I o(s)ulsMs, tunni wla) = o,

e . e 2a>0 De o) =oult) S vaxr), temos
@'yt =< vlt). oy

: _Integranrdﬂ; l:'qt_r: aet nhtumqﬂ_' : ; *
. | OAt) _  noras " '

By
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Se o = 0, o caso anterior implica que, para todo a’ >0,
) < o e, para todo 1 2 g,

Idnndn u{t] = (),
5, PRDPDSICED Seja K a constante de Lipschitz de f. Entdo, para
t € I(ty, Xo) N I{to, Yo)» temos
| @t tos Xo) — it to, Yo | < €7 X0 = yo .

N = olt, ty, Xo), ¥it) = @(t, ty, ¥o). Entdo
PP S;Iﬁ?-ﬂi} -ﬁ:‘{n uJ’uﬂ+I Lf G, {F[Sﬁ _uf (s, ¥(s))]ds,

donde .
lo() — Y| < | xo — Yo| + | Jis K| 0s) = ¥(s) | ds|.
Se t = to, @ proposicao deuurm do lema anterior para & =[x, — yo|,

=[g(t) — Y1) | ¢ vt) =
ISFE}I £|' Tn. a pmlfmu;ﬂo msulla do caso anterior aplicado a x' =

- = — f(—t, x), cuja solugdo por (— Lo, Xo) € W(t — o, Xo) = @ — 1, 1p, Xg).
Se t < g, entdo — t = — t, ¢, pelo caso anterior,

l'P[ﬂ - !!"‘{I}I - |';°(_ t, — Lp, I.u} lﬁ'{"‘ I, = lg, j"l.’l}l =
' < gki—tti ’i.t —}'ul.

Logo, _
| @) — ¥() | < €™~/ [ xy — yo-

ﬂ&sermpﬁa Se | f| < M, ¢ satisfaz uma condi¢iio de Lipschitz rela-
tivamente a t. Pois

[@()) — @) | < | J5f (0, @l)Mdu | < |t = 5| M.

3, _- Diferencialﬁilidade

.I TEGREMA. S.eja S continua o aberto € de R x E x A, com DJ
‘ ,mmﬁumemilEntﬂa pam Aﬂxa ﬂsa.\‘u;‘ﬂﬂfP”’

X = Sl 4, )= xes

-':é unlr:a e admite dm‘m:ia parcial D,g: cam relap&u a-xg Mm's nbﬁm

> n npfim;ﬁa {r :.,,.xmx}- n,q:(: r,,,x,,,zj ¢ continiia no. seu: rfvm-‘ﬂ‘“ )
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= {{".Iﬂ"xﬂl J];“'DixdiA}Erlimn“ntxu'lll < ‘ = fﬂ+[lm-:ur-'!}}:

X{ﬂ' o Da.'q:'{tl Ig,Xgy ‘l]'el a‘t; (f Il.'l-i':"\"'-l.'ll' ‘1}'

para todo 1 < k < dim E, ¢ solugdo de

(1) X =JOxl) =
onde ;
J(t) = J(t, ty, Xo, A) = D1 (t, 9(t, tg, X0, A)s A)

2. LEMA. Seja f continua em (a, b) x K, onde K é um aberio convexo

de E. Se f admite derivada parcial em relagdo a segunda
varidvel, D,f, continua em (a, b) x K, entdo’ existe uma fungdo
f(ayb) x K % K~ L(E) continua, tal que

(1) F(t.x,x) = Df(¢, x), (t,x) €(a, b) x K;
(2) fx2) = f(t.xq) = £l %1, %2) (2 = xy).

Aqui L(E) denota o espago de aplicagdes lineares de E em E, iden-

tificado com o espago de matrizes n X n ie. R

Demonstraglio. Definir £, x1,%;) = §5 Daf (, 0x + (1 — O)x,)d6. A

continuidade de / resulta da mntmmdndt de Dof. 1) .

é imediato; 2) resulta da relagio

%) = flox) = L 4,03, + (1~ Ox,)a0

= (3 Dfyft, 0x; + (1 — O)x,) (x; — x,)d0. =

'mmm:pﬂa do Teorema 1. Sejam a. < a, tais que w_(t;, x,,4,) <
<a. <a, <w,ty,x,4,). Pelo Teo-

.rmn L1, para [tn,xu.i] numa vizinhanca de (ry,x,,4,) ¢ tudn -

te[a_,a,] @t to,Xp,4) € definida e continua.

. - Seja,yy(r) = oft, tg, Xo + hey, A), para, h- pequeno. Pela Prn
: _eﬁn 3, da segdo 1, y, — yo uniformemente em [n_,n+] q-uandu h -.l,'}
! Pc!u Lcmn 2, podemos escrever . "

I- 2 ‘ﬂJ" drl’nx} e f[f- y 07 1} f . j’u(ﬂ, 1]

P ﬂ: y,,uu.uh A}{y.m— mm

-_-

- L
-
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5 : Iﬂ : .Hﬂl'l..d' Iﬂl-#“' diferencials ordindrios

r : F ) ) ‘ ‘
. A existéncia de ‘Fx (t, tg, yo» &) € equivalente & existéncia do limite g

Bl
e : Yn — Yo
" xt), quando h— 0, onde x; = p , para h £ 0,

Mas x, ¢ solucdo da equagdo linear

(1,h) - x = J(t h)x, x(ty) = e,
. onde |
" J(t, k) = £t yole), 3(e), 2.

A funcdio J(t, ) é continua, para h pequeno, e J(¢,0) = J(y). Logo,
pelo fato de que (1, h) tem solugdes dmicas (/;4, 5) o Teorema | jm.
lica que lim x;(¢) existe e € igual a x,(t) = x(t), que & solucio da equa-

! k=0 R

 ¢do (1,0) que & idéntica a (1) :
' 0

Agora provaremos a continuidade de aﬁ relativamente a todas

: 0

‘as varidveis.
- Para isto consideremos a familia de equagdes dependentes do

th (torxg,4)
(2 X = J(t, 0, X0, A)x, x(to) = e;.

A funcdo J(t, ¢y, xp,4)x & continua em (¢ 15, X9, 4, X) no conjunto
D x E'e (2) tem solugdes tinicas, para cada (t,, x5, 4) fixo. O Teo-

rema (2, 1), implica que % ¢ continua em todos os seus argumen-
' 0

tos. Isto prova que @ & diferenciavel relativamente a Yo € que Dyp
€ continua em D. m o T |

- 3 COROLARIO: Se além das hipéteses do Teorema 1 sipusermos qut .
: ' - [ € diferencidvel relativamente a 2 e que.Df é con-

i ; f"?f‘“_'.’" n"’“ﬁﬂ ¢ ¢ diferencidvel relativamente a A ¢ Dy« e; = dop|or* :

e oA e DAl disto, ()= 28 (e d) & solilo de i

S R E
£ . L - ' = -
Lo o i LT i f P E T g )
bt TN, YO B S L | Fev CE 8 ] \ - airimy, A PLEN e e T i
R T L P S e e o RN X = I}I_+ I i = o T (R = (R P T
= T TR B M . i "'r: - F L l ‘q - - LA A o Y R ,:{ '-_,_ Foasa 3 g
P e e S R S A O | _.--I.'_ 5 _--_\-q.-'-._-l' e Grg® TEL T st B PR, REET ot TS Connrt s e M R S
- ] | .._ iy R ' R _I.-. b 1: I o Lo o + .'.".-‘-.' -y '..-;
Y = S ] S Tt . =N
By T et ™ fgur Sw T R e Qe e ey R e Lo

Tew ¥
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o b[f]' - m”'fh Bl"f} - D.If“ll ‘F(rt 'rD'.l xﬂ""]'l ‘J'}

Demonstragdio. ® = (¢, 1) & n soluglio de

(x, 4 = (f{t, %, 4),0), (x,4)(to) = (Xq, €k

0 qual satisfaz as hipdteses do Teorema | (sem pardmetro). Logo,
D,® e, portanto, Dy, existe ¢ ¢ continua, A Gltima parte da propo-
sicio decorre do fato de que D,®-¢, = (D @- e, ) satisfaz, con-
forme o Teorema I, a

(', ¥} = (J(x + B(1)y, 0), (x,))(t) = (0, e,

¢, por conscguinte, x = D p-e, satisfaz u (). W

4. COROLARIO. Seja f continua em Q, Q abertoem R x E x A x 4

onde E A,.#, siio espagos euclidianos quaisquer. Se
1 ¢ diferencidvel em relaciio & segunda e & terceira varidveis x e A, res-
pectivamente, e D,f ¢ Dyf sio continuas em K, entdo, para A e p fixos.

x' = f(t,x, 4 p), x(tg) = xq.

tem uma iinica solugdo @ = @(t, tg,Xg. 4 p) a qual € diferencidvel re-
lativamente a (1, Xq,A). As derivadas D@, Dyp,Dp,D D3¢ € ﬂ 1D
também sdo continuas em D,

Demonstragdo. Para jt fixo, Dyp ¢ Dy nu:stcm Elas sdo continuas,
. pois satisfazem ds seguintes equagdes lineares com se-
gundo ml:mhfrc continuo e solugdes dnicas:

-Dy[ D 0] = Jt, lo: Xo» A 1) [D39],
DI[D-I'P] = J(t, 'n--“a-ﬂuﬂ)[ﬂ.ﬁ] + Dy flt, @t 15, A, p), ﬂ., 1)

Isto também - .prova a continuidade de D,Dy¢ e DyD,p. A I'uuq.ﬁu
Dyp = f (t, o) i‘-. ﬂb\rmmmte, continua. " :

i . '.-.5 TEGREMA. Sejaf(t, x, .p)mnlfnmmuﬁmnﬂ: R x E % h x.j’ o
i com derivadas parcials de ordem < m relativas ds coor-

ﬂ_'_',;;‘dmadns d'é [.:..1] também cunt!nuas Entﬂa para. 1 e pﬂxus,

. -f[r.xJ-.FL x[fn]""xm

..'::Z'f-:_;'-'i'frm uma. dm‘m .ml’upﬁo p-= F{Uu-xﬂ-‘lﬂ“] “I "“h‘"ﬂ“ & ““‘i M"‘Hﬂ.- ke

= ]
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A RSN S S S—

gu'{q-m..-hl-'wﬂg".1|-"'r:\-?:,'.- yaw
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: D'"{“'tmx.uu“;#}i[ln-#m-igF]EﬂfM,.(I._-..In.l,ﬁl]ﬂE":an[luixu.L_H]}
de R x Q, no qual admite todas as derivadas parciais da forma

Ei-l-q-l-:rl- s gt iyt +"¢|

Aok L) Axay? ... )" - La@anypr

com Za,+ ZB,<m, i <1, as quais sdo conlinuas.

Demonsiragao. Por indugdo em m. "Para m = 1, o teorema & valido
pelo Corolario 4. Suponhamos que 0 teorema € vilido

- param— | (m—12=1) Seja _
J(l- oy Xps ‘Lﬂ) . D;f(!', ‘P{L Lo» .Iur‘L .u}n -‘L ,H},
e consideremos o problema de valor inicial:
x' = J{I !n|xup‘LF]xr x{'rll} = €y~

L8] segundu membro da equagao tem derivadas de todas as ordens
< m — 1, com rclacdo as mmpnnenles de x, xy.A. Pela hipdtese de
inducdo, sua solugdo D;p-e = dg/oxs tem derivadas parciais de
‘todas as ordens < m — 1 com relagio 4s componentes de x,, ¢ estas

tém derivadas continuas com r:la¢ﬁu a t. Isto prova o teorema quando

fodos os ﬁi sdo 0.
Consideremos agora

x “J{i’n Lgs %o A, p)x + blt, g, Xg, 4, 1), x(ty) =0,
onde :
* Blt, to, Xos 4 1) = Daf (6, lE, to, Xou A4 b A, 1) €.

: 'A hlpﬁti::!ﬂ d: inducdio garante que a sua solucio Dyp«e;=dp[0)
tem derivadas parciais continuas de todas as ordens < m —-1; rela-
\ t:r;n-mt: is componenies de x, ¢ A, cada uma das quais tem deri-
vada continua relativamente a . Isto prova o teorema uando 1

) ﬁ: é ;& 0, mmpletnndn a mdut;ﬁn .- 5 e

cﬂnnul.nm Seja f f{:, x) de claise c'-' em £ Emrﬂa o= .
.= ¢lt, tg, %,) tem todas as derivadas parciais de' i

b, | arn‘m 5 m cum raspaim ds uarinue!a {:. xa), mm.nums no abrrm

3 3 sa s a $ 1
i I w b ojie o T R i 1 . - )
- - I ' L1 r.'l"'.'l N et L o b | P Braw, 4 .-. ;
PR T R d O ]
N

D = {{f fnrxu] (fn-xtﬂeﬂm {fm -"n] ot |' "-': mq-[fu--‘n}}
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a8 R¢, que converge para Ty
0 de Ag. Isto €, dado K < Ao,
e ~Ke "'l_n € ?:JI _
32 2. No -exercicio 1 su

g A,
L
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Demonstragdo. Por indul;ﬁP.Em m. Para m = [ o Coroliirio & vilido
pelo Corolitrio 4. Suponhamos que o Corolirio é va-

lido para m — 1. Seja

JUt, tg. Xg) = Dof (1, @lt, tg. Xo))
e consideremos o seguinte problema de valores iniciais

x' = J{h rﬂ! Iﬂ.]x'l x{rﬂj = &

O segundo membro desta equacdo tem derivadas de todas as ordens
< m — 1, com relacdo ds componentes de (x, x,, 7). Pela hipdtese de
inducdo, D, e, = d¢/xy tem derivadas de todas as ordens < m — |
com respeito & (t, x,) e estas derivadas sio continuas em D. Por outro
lado, D, = €¢[dt = f o ¢ tem todas as derivadas de ordem < m — |
com respeito a x,. continuas em D. Isto pela regra da cadeia, pois f
€ de classe C™ e @ tem todas derivadas de ordem < m com relagiio a x,,
continuas em D, pelo Teorema 5. Logo, ¢ tem todas as derivadus par-

‘ciais de ordens < m com respeito as variaveis (t, x,), continuas em D.

Isto termina a demonstragdo do Corolirio. ®
Nota: Na secdo 2 do Capitulo VI demonstraremos com outro método

os resultados desta segio.
EXERCICIOS |

1. Sejam f,: R x R = R, n =0, 1,2, ... continuas tais que para todo
(tg, xg)€R x R” a solugio de
(=) 1 x' = fft,x), xlty) = x4
& finica. Suponha também que f, converge para f; uniformemente
nas partes compactas de R x R". Dados ¢, < I,, prove que 0s
conjuntos A, = Aty ;) formados pelos xo € R tais que a solu-

to, Xo) de (») estd definida para t = {, € um aberto; mos-
._ f:t:itﬂeﬁl ;ue: se Ag # (& entdo A, # (J para todo n s_ul'ime,n-_

N 1 T,: A, — R dado por T,(xe) = @t,,,Xo). Mos-

Seja agora :
“ twe quo T & um homeomorfismo de A, sobre um aberto B, de

existe n{K) tal que se n > n(K) entio
converge uniformemente para Tole. - -

Tt 3 B ] £ 0 e = - N R T T : h
4 0 i N a T ! o ! Fg bl B i SR o T g H
- 1 » L a4 v owt Lot al i X

I g

= TE Sl .- :
[ T SRR R of

uniformemente nas partes compactas . .

ponha que existe M tal que | DSt x)| <M | .
e (Lx)eR x R’ Prove que .A"--- B, =R

< L . 3 i '
o .rl__l.' i :
Al At ol g

C. 3 L oo 5
T A b F TN S ey g%y ow



.- Além da hiptese do exercicio 1, suponha também

“Prove que T, € um difeomorfismo de classe C1 que DT

| Ligbes de squagbes diferencisls ordinériag

Prove o Teorema 1 da se¢lio 2 para A um espaco métrico qualqye,

Que D,r &
continua e converge para D,f, em partes compactas de Rx R

; -
verge para DT, uniformemente em partes compactag i ’;n-

. Estenda o resultado do exercicio 4 para o caso em que DAf. con.

verge uniformemente, em partes compactas, para D k7. Do fods

. 0=k =<m. Conclua que D'T, converge uniformemente em partes

compactas para D', 0 < k < m.

Snja q!:[a,b]—rﬂj'ldc plass& CLe um aberto de R x R* que
contém o gréfico de ¢. Seja & (y) o conjunto de aplicagdes £ de
{1 em'R", continuas com D, f continua,

Seja Ty (xo) 0 valor que toma em b a solugio de

x = f[rlx]'l I{ﬂ} = Xg-

Mostre que se f;, [ € F(p) e D,f,(t, ot)) = D,f,(t, ¢(t)) para todo
t€[a,b] entdo DT; (p(a)) = DT, (¢(a)). Generalize para D*T{(g{a))
fazendo as hipdieses apropriadas sobre Dif (¢, o(t)). :

. A partir do estabelecido na segdo 3, conclua que

, (.] lﬁt‘l rﬁr xﬂ:‘i] = ﬁtl I:ﬂlxﬁt ‘lo} +

+ Dyplt, ty, xp, Ag) (A — Ao) + £{t) (A — A,

~ com ¢, tendendo para zero uniformemente em partes compactas

de I(ty, %5, A) quando A= ,. Este fato é util para se encontrar
expressOes aproximadas das solucdes (*), em partes compactas, a
partir de @4(t) = {t,2,,%,,4,) & W) = Dyolt, g, %o, 4o), que sdo

solugGes conhecidas de

X =flnd): )=,
€ ¥ =Dyf(t, polt). L)y + Df(s, Po(t), 20), Y1) = 0

= rece uma resisténcia muito pequena-ao movimento, Suponhamos
~. - que esta depende da posiciio e da velocidade do. corpo, de ma-

. neira que a equagdo do movimento &

=T oy
fao a e

e g IR ) e
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onde g € a accleragdo da gravidade, 1 < 1 uma constante e x.. v
sdo a posigdo e a velocidade iniciais. Entdio a posi¢do do :;;p;
no instante ¢ & dada por

x(1) = x,(t) + A I3 Rlxglr), x5(r)dr ds
com Xt} = x4 + vt + %gr’.

(Sugestdo: Usando (+) e o fato de que para 1 =0 a solucio de
(*) & xo(r), obtenha a expressdo de x(t) a menos de termos da forma

.a(r. A) com B{t‘;. A
de [0,=))

Desenvolva as férmulas para as derivadas da solu¢do @1, 15, X0, Xy A)
da equacdo

tendendo para zero em intervalos compactos

x" = f(t,x,x,2)
X(to} = Xxo, X'(to) = xp.

ng a hipotese ¢ a notagio do teorema 3.1 mostre que D, g, isto &,
— existe ¢ € continua em D, e que
oty

d
yt) = fi-(n toi Xp, 4)
L "

é solugdo de
y = J()y, yito) = — Sltos X0, A)-

Seja f(1, x,4) de classe C! em R x R" x R” e periédica de pe-
riodo @ em ¢ Suponha que p(f) & uma solucdo de periodo @ de

x' = f(,x,0)

tal que a Onica solugdo de
y = D,of (t, p(t), O)y
Hw) = 10)
jdénticamente nula. Mostre que existem & & > 0 tais

¢ a fungdo e uma Unica solugdo peribdica pt, 4)

que se |A| < J entdo exist
com Pﬁfﬂdﬂ @ em i, de
x' = f(txA4)

tal que |p(t,d) — plO)| <&

 (Sugestdo: Aplique o teorema das

funcdes implicitas & equacio
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CAPITULO III

EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES

Para a classe das equagdes lineares & possivel um alto grau de
perfeicio no conhecimento das propriedades de suas solugdes. No caso
de coeficientes constantes & possivel resolve-las, com o auxilio da
algebra linear, em térmos de funcdes elementares. i

Este conhecimento apurado & importante para o estudo local
das solu¢Bes de uma equacdo ndo linedr, que é feito através da com-
paragio com as solugdes do sistema linear que a aproxima. E um
processo semelhante ao que ocorre mo Cilculo Diferencial, onde
obtém-se informagdes locais sobre uma funciio a partir de sua derivada.

Assim, para compreender o comportamento das solugdes da

equagdo do péndulo com friccdo
x"+gsenx +ex' =0
na vizinhanga de (0,0), estuda-se a equacdo
x" 4 ex' +gx =0.
Neste capitulo nos limitaremos a estabelecer as propriedades

gerais das solugdes das equacdes lineares. Somente nos capitulos VI,

VIII ¢ IX relacionaremos com precisdo as propriedades das equagdes
ndo lineares com as das obtidas delas por linearizacdo. Para isso sera

fundamental o estudo que faremos nas segdes 5 ¢ 6, dos sistemas li-
neares hiperbolicos. |

O tratamento, na se¢io 7, dos sistemas lineares no campo complexo
serd utilizado apenas no capitulo V.

1.  Preliminares

Salvo mengdio explicita em contrario, neste capitulo E represen-
tard o espaco cuclidiano n-dimensional real R* ou complexo C*, com
'a norma

|.I| = ’uplxl['rx - {xllxlt"'II‘}| X; € RouC.
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. E m mﬁu de squagBes diferencials ordindrias

N Sejum ['um intervalo ¢ a;, b, fungdes continuas cm J, com va.

- ' is ou complexos, i,j =1, ...,
Imc:::demﬂmus um sistema de n equagdes da forma

[x'l = ayy(x; + + + aga00%, + by (1)

(1)

-.que é denotado abreviadamente por
. X; = i ayt)x; + by(n),i = 1,2, sl
; &

Uma familia de fungdes {@y, @3, ., @} ru;is ou complexas de
classe C' num intervalo I, = I, chama-se solugdo do sistema (1) em

I, se para todo t€],

dqu_i[:} = i ay) e t) + by(t)i=1,...,n.
df J=1

A equagio matricial
B = x' = A(t)x + b(1)

onde A(r) = (a,{t)) € a matriz n X n cujos elementos sdo. a 1), e
br) = (by(t)) € o vetor coluna cujas coordenagdes sdo b(t), é equi-

. valente ao sistema (1) no scguinte sentido: uma familia {¢,, @,,...,0,}
€ solugdo de (1) em I, se e somente se a aplicagio ¢ = (@1, Py ) .
é solugdo de (2) em I,, isto & se : _ . i

@'(0) = AQt) @(t) + b), Ve e l,.

. O sistema (1) ou a equagio (2) em I x E chama-se linear; se
_ b{t) =0, chama-se linear homogénea. ‘

~ Embora, neste livro, estejamos interessados principalmente no
. casoreal (E = R") trataremos, simultaneamente, do caso complexo que
-+ € obtido, na sua maior parte, sem esforco adicional. -

::::, = ;:,1 x; + ... + n,.,[hx,. + b:{:},

O | _Prﬁ'hri';tédédes | gerais

2 ey b TEOREMA. Pira tpdo (tg,5.)6' 1% E evisre, simaibmica. solugdo

. 5 e

; !.'P_I'I] =gt fo r.xa}'de-.{ii definida em 1 ial que @fty) =Xo: - '

£.=% - Nota: A prova dada A seguir ‘ilustra o “método das aproximagoes

i 5 swessvas® o & diretn ¢ clempstan

Porém cla é essencialmente idénticd . . -

T . .
A e LT
g L g
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-2 prova, usando métodos de espagos métricos de fungdes continuas,

dada em I; 4,5,

Demonstragdo. Consideremos a seqliéncia de aplicagdes ¢, de ] em E,
dada por

(o) {Eﬂuﬂ] = Xg
Pt} = X + [i, [A(s)p,—4(5) + b(s)] ds

Provaremos que para todo intervalo compacto [a,b] < I, a se-
qliéncia ¢, converge uniformemente em [a,5] para uma solucdo de

(2). Sejam
K =sup{||A(s)]||: se[a,b]} e
¢ = sup {| @,(s) — @o(s)|; se[a,b])
Notemos que '

| @at) = @) = | i, Als) [9,(s) — @als)] ds| <
S S| AG) [04(s) — @o)] |ds =< Keft = 1]

| €30 = @2(0)| = | iy 46 [28) ~ @4(s)ds| <
< ful 40 [0:0) - 0,6 [ds <X EJr— gy

Por induc¢do,temos
(]
| @reat) = l#l,{l}f < E:F!EJ b o— lnll

Portanto, temos que:

2 I
sup | 10100 — 9] < KO- AT
fals, b)

(K(b — a))e
i 1

Por ser

uma série convergente, a série de aplicagdes

Is

'P;.= @0 + (@3 — @o) + ... + (¢, — ¥,,) converge uniformemente em

[a,b], pelo critério de Weierstrass.

" este limite existe em [ pois / & unifio de intervalos compactos da forma

"+ 72+ Derivando com respeito 8 1, verificamos que ¢ satisfaza (2).° . -

Denotemos por ¢ o limite (pontual) desta série. Notemos que

@) = xo + Ji; [Als) () + bs)]ds.

o= oay



B2  LigSes de equagles diterenclais ordinérias

Suponhamos que existe outra aplicagdo ¥ que satisfaz (2) em I,
Portanto, para €/,
(1) = xo + Jis [A(S)W(s) + Bs)]ds.
Denotemos por m o sup|¥{t) — @.()].1€[a, b]. Para te[a,b],
temos

|9(0) = @2(0)] = | Sl AGYW(S) — @4(sds | =
< fi | A(sKls) — @4(s)) Lds < Km|t — ty]

K
|¥(e) — s(0)] £-2!—m- t—to|%;

' K'm, 3
W) - 90| < Gl t — oI
Logo (t) = lim %.{” = @(t). Isto prova a unicidade de (1) = @(t,
o X B °° :
Exemplo. Se E=C ¢ A(f) =acR ou C, temos que
@olt) = xp, @,(1) = -"nﬂ + ta),
2
@4(t) =xn(l + ta + ;—'az).....

oy ¢
oft) =xgll +ta+ =a*+...+—a)
21 i!

Portanto ¢l 1,5, x,) solucdo, em R, de

x' = ax, x(0) = x,
¢ dada por {1, g, Xp) = xp €. Ver Fig. L.

x

0 'E

Flgura 1 AproximagOes sucessivas para (Pm ent



:1 pmmsu;ln O conjutio ‘of de todas as  solvcler ¢ (3} PITRNL
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2. COROLARIO. Sejam @, y solugdes da equagdo homogénea
(3) x' = A) x.

(a) Se a, b sdo constantes arbitrdrias, reais ou complexas, entdo ¥ =
= ap + by é solugdo de (3).
(b) Se o(s) =0 para algim se [ entdo

olt) =0 Viel.

Demonstracdo.

{ﬂl %:ﬂ%—{l}+b%[ﬂ=
=a Alt)@(t) + b A() (1) =
= A(0)[a o(t) + b¥(D)] =

(b) E consegiiéncia imediata da unicidade das solugdes, pois a funcio
nula também € solugiio de (3). ®m

Consideremos o espaco ¢ = %/, E) das fungbes continuas ¢: I — E
como espago vetorial munido das operagbes de soma de fungoes e
produto de uma constante, real ou complexa conforme o caso, por
uma fun¢do. Assim, neste espago vetorial, ¢,, @,, ..., ®,, 580 linear-
mente dependentes se existem constanfes c,,c,,...,c,, ndo todas
nulas, tais que Z¢; ¢, =0€e, isto & se para todo tel, Zc,oft) =0.

Observemos o seguinte:

(i) O Corolario 2, parte (a), mostra que o conjunto & das solugtes
de (3) forma um subespaco vetorial de % (sobre os reais ou com-
plexos conforme o caso).

(ii) Seja s€ I. Representemos por &, a aplica¢do de of em E dada por

£(p) = @(sk &, ¢ um isomorfismo de espacos vetoriais. E &bvio
que-g, & linear. Ela & sobre E pelo Teorema 1, pois et 5, x,)) = x,

para qua.lqum' X € E. Finalmente, o Cumlanu 2, parte b, nnplmu que

0 nui:lcu de &, € {0}, portanto, ¢la ¢ biunivoca.
. Em particular, dim & =dim E
Rﬁummdn estas pmpncdadcs lehlns

espago vetorial de dimensdo igual'a dimensdo. de E.

Mah ninda, para_cada s€1, a aplicagdo que a xy€E assocla a solu-"
i ﬁﬂo ¢n{t s,xﬂ,‘.l, qw pus:m par {:,xn] d um bummjlmm d‘e E mbre .gf
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-Em particulur, S¢ Dy Vg, Uy Sforrman t

E.“- LigSes de ll:llllltlﬁll ditersnclale ordindtian

i buse de & enida py =
= gt 5, 0, ), coe s 0 = 1, 5, v,) formam unid base de oy 180 & torda
solugiio de (3) se exprime como combinagdo Unear tinlea de @yyie Py,
comt coeficientes reais on complexos, segindn 0 ceso,

Demonstragdo. Imediata por (i) ¢ (if), acimu,
~ Observar que ¢ L(xg) = @{l, 5, Xy) W@

4. COROLARIO. A aplicagdo ¢f: E— E dada por i x) = qplr, &, x),
' . onde @t 5, x) ¢ a solugdo de (2) passando por (s, X)

e tomada nio ponta 1, é um isomorfismo que tem as seguintes propriedudes:

a) ¢} = identidade
b) ¢} ¢}, = ¢,
c) & =[o1]7"
De;mnslrﬂ;ﬁm Imediata pois ¢! = ¢,00;, . W
~ Consideremos agora as equagdes matriciais lincarcs
4) X =A@ X,

em I x M(n), onde M(n) € o espago das matrizes X = (x,) com n li-
nhas e n colunas, de elementos reais ou complexos, identificado com
o espago R™ ou C*, com a norma | X | = sup | x;,|. A equacdo lincar

- {(4) chama-se linear homogénea.

Por ser (4) equivalente ao sistema do tipo (1)

| Xy =L aull)xip 1 < ijsn,
e, portanto, a uma equagio do tipo (2), o Teorema 1 se aplica neste
caso para garantir a existéncia e unicidade, em /I, das solucdes de (4)

que passam por (ty, Xo)€ I x M(n). Isto também decorre da seguinte
observagdo: . - - '

@ (1) & solugo de {4}_5:_-12 somenie se pumi todo'l < j=na j'—&sima.

g coluna ¢,(r) de (1) ¢ solucdo da equacio homogénea x' = A(r)x.

. .mam uma base do espago de solugfies de (3) chama-se . -

2 i SDEFINICED Uma matriz 1) de ordem n "n:. nl'_;:;gqs c.n[ums for- '
L% matriz fundamental de (3). © . o™ L T .
{7 Com’base na froposicdo 3, parte (b), temos que-uma matriz ¢(1)

e E v St - Bt ! . S QUE-Uma maitnz ¢! R

- ..ﬂ;._;.-_ ‘li"-_ i

Pt 1,
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de (4) tal que para algum t, €], e portanto para todo fo€ I, $(to) &
ndio singular. Pelo Teorema 1, dado 1,61 ¢ M, uma matriz ndo sin-
gular, existe uma Gnica matriz fundamental ¢ tal que dlry) = My

Por substituicio direta verifica-se que s¢ ¢{t) € uma solucio de
(4), entdo para toda matriz C, nxn ¢(t) = ¢(t)C é também solu-

¢do de (4).

6. PROPOSICAO. Sejam ¢(t) e ¥(r) solugies de (4), sendo ¢ funda-
mental. Existe uma tinica matriz C de ordem n X n

tal que para todo tel ,
wlr) = ¢(1) C.
C é ndo singular se e somente se \(t) é fundamental.

Demonstragdo. Temos
(@ YN =@ )Y ¥e) + @ NY()

" Mas (") = — ¢ 007 = — ¢ () Al) -
Portanto .

(@~ HW () = — ¢~ (AW + ¢~ DAR() =0
Por conseguinte :
Y =C. m
7. EXEMPLOS.

(a) No caso n = 1, A() = a(t) e x' = a(t) x, temos que ¢(1) = plnalsids
& uma matriz fundamental. Aqui, @(t, ty, X,) = X, =24 & 3 so-

lugdo que passa por (tg, Xo) |
~ {b) Seja A(r) definida em I = Re periddica de periodo 1,isto &, A(t + 1) =

= A(t), para todo teR. Seja ¢ uma matriz fundamental de (3).
‘Existe C ndo singular tal que - _
. de+n=40C |
De fato, () = ¢(t + 1) & também matriz fundamental, pois
W) = 't + ) = Alt + 1)t + 1) = A(W()

A aplicagio da Proposigdo 6 conclui o argumento.

O teorema seguinte mostra que o conhecimento de uma matriz . .

.. fundamental e (3)implica no conhecimento da “solusdo geral” de (2).
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‘8. TEOREMA. Se ¢(1) é uma matriz fundamental de (3), entdo a solu-
’ ;ﬁﬂﬂt, r,n.-, xn}dﬁ'[zl_l tﬂfﬂﬂ!‘fﬂlu. Iﬂixﬂ] - xuéﬂﬂﬁﬂl"

5) @(t, to, xo) = HO[D~"(to)xo + fip @~ '(s)blsMs]
~ Em particular, 9(t, t5, Xo) = $(t) " (to) %o, no caso homogéneo.

D“-‘"‘ﬂﬂﬂmpﬂﬂ Imediata por substituicdo direta em (2). Indicaremos
| o processo heuristico que motiva a férmula (5), cha-

mada na terminologia classica “férmula de variagio dos parimetros”.
Seja C(t) tal que o(t) = @1, ty,xo) = S)C(0).
Entdo,
AN () + bt) = @'(t) =
= ¢'()C(e) + HOC'(t) =
= A(P(C(t) + d(1)C'(1) =
= A(te(r) + ¢(C(2).

Por conseguinte,
- CO=¢"" Db
e, como C{ro) = ¢~ (ty) x,, temos
O =67 ok + fiy ¢ 76) bls)ds. m
9. PROPOSICAO. (Férmula de Liouville). Seja ¢(t) uma matriz cujas

: . colunas sdo solugdes de(3).
Entdo para todo tel e tyel fixo,

det ¢(1) = det[¢(t,)] el rrm:tm'i:

... onde trago A = -Zi ay, se -‘l = (ﬂul

: _bmﬂ!lrﬂrﬁﬂ: E suficiente provar que. ¢f1). =det¢{ﬂ é snlul;io de

x'.= [trago A@)] x.
. Derivando ¢() = detd(r) = = det(¢,, ..., 9,), mmn funcdo n-lmur -
/ _altamnda das colunas de ¢(1), temos VAPT

N :ﬂ{rl Edﬂl(l‘f"’.{l}- ¢>;er .qb.(mw-'__":f.__' i
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E Sul':tciente supor que ¢(t) &€ fundamental, caso contririo o tco-
rema € trivialmente satisfeito, Exprimamos para cada t o vetor A(f)
¢{1) em termos da base {¢,(t),..., $,(t)} de E.

A0 = 3. a,ft) 640

Isto é,a matriz («,(t)) ¢ a matriz do operador x — A(t)x na base
{¢41)}. Lembrando que o trago nio depende da expressio matricial
do operador, temos:

trago A(r) = 1—i1 aft) = ‘i‘ aAr).
Logo K =
P = 3, ety .., 3. aft) ). ) =

i=]

= ¥ oy (0det(d,(0), ... St ... $.(0) =

im]

= [trago A(:)] (r). =

3. Equacdes lineares com coeficientes
constantes

Consideremos agora a equa¢io linear homogénea
(1) . x' = Ax
_onde A é uma matriz real ou complexa de ordem n x n. Esta ¢ a equa-
¢do associada ao campo vetorial definido pela aplicaciio linear x — Ax.
Seja ¢(t) a matriz fundamental de (1) tal que ¢(t) = E (identidade).
E claro, pelo Teorema 1, da Secdo 2 que ¢ esta definida para todo

reR.
Nocason=1,A=acR ou C, e temos 1) = ", Na s:guim.c

proposicdo mostraremos que a aplicagdo ¢ — ¢ (1) tem propriedades
analogas 4 fungdo exponencial. Isto motivard a defini¢do de expo-

nencial de matrizes.

1. PROPOSICAO.

2) ¢'(t) = A1), H0) = E
b) para todo t,s€R, ¢t + s) = Plt)p(s)
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O [T = (= 1

d) a série
2 g . o ILAI
@ Eﬂ =

converge para ¢(t) em R, uniformemente em mda intervala compacto.

De:nﬂnsrmpun a) E 6bvio, por defini¢io de ¢.

b) Fixado s, ¥(t) = ¢t + s) e 8(1) = P(t)(s) sdo solu-
cles de X' = AX, X(0) = ¢(s). A prova segue entdo de unicidade
das solucgdes.

c) Segue de (b) fazendo s = — 1.
. d) E imediata a partir da prova do teorema 2.1 aplicada & equa-
¢Ho linear homogénea X' = AX, X(0) = E. 1
E suficiente observar que a seqiiéncia ¢, de aplicagbes de R no
espaco de matrizes n x n definida por

. $olt) = E, Pyy4(t) = E + [}, Ad\(s)ds
& a seqiléncia das somas parciais da série (2).

" De fato, _
¢1(6) = E + [ AEds = E + tA
. 2
6s) = E + fo B+ A9ds = E + td +%:'"
ot s £ Al
¢l“| J" C-u Jl ) Jgﬂ jl
k& Dgini;m ‘A matriz ¢* definida por ¢(1) chama-se “pnmal-
. da matriz A. X
Ra:smvcndu a prupuslt,ﬁﬂ 1 temos qm:
..~,'a] Jid --_—'.-'Imr“"l € e“"=£
- -'_h} A = g4 M '
i c}[ehl]' =|:E'Ji-t'l | . . : : .. o
l..,, e i o on b R e s

o sendn a mnverg:nma da séne‘ uml’urma em cada mtuﬂa]o mmpactn_.'- i
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3. FLUXOS LINEARES. Uma aplicacio @:R x E— E de classe C!
¢ dita um fluxo se:

i) ¢(0,x) =x
i) @t + 5,x) = @lt, (s, x)) t.5¢R

Urr.[ ﬂu_:ﬂ :::hama-se linear se para cada reR, ¢(x) = @(t, x) ¢ uma
aplicagdo linear em E. Neste caso, existe uma finica matriz A tal que

Plx) =e'x
De fato, se f & dada por

il
fx) = {l{r.xn.-u

entdo f € linear, pois

oo B dep(t, u;: + by) _
r =0

_ Olao(t, x) + be(t, y)] _
ot a

= af(x) + bf(y).

Logo, f € definida por uma matriz A, f(x) = Ax e isto implica ¢(r, x) =
= ¢""x pois para x fixo, ambas sdo solucdes de

Y = Ay, y0) = x.

Um estudo mais geral dos fluxos e sua relagio com as equa-
¢oes diferenciais ordinarias serd feito no capitulo VI,

4, EXEMPLOS.

a) Introduzimos a notacdo diag(4,,4;,..., 4,) para designar a
matriz

2o
v B

Q“'ﬂ“_‘h
Ilihﬁ
b

0 i

que tem blocos quadrados, 4,, de diversas ordens, na diagonal prin-
cipal, sendo nulos seus elementos restanies. Temos:

eV = diag (e*", ", ..., e*™).

el

Ty Y
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De fato,

= 5 ity Ay AT
k=0
= f k—llrdiag(..d} pA . Aut) =
T T £2).

—

= diag ;ﬂ i Eﬂ S Tk
| = diag(e™, e, .., eA)
Em particular, se A = diag(a,, a;, .., a,h &€ R ou €, entdo

el = diag(e™, .--, &)
b) Se I(a, f) = (_; f:) entéio

: ¢'H'-F1=e"( costf .uu:ﬁ)

—sentf costf/)
Este fato segue-se, por verificagio direta de que

@,(t) = e*(cost p, — sen t ) e
@4(t) = e“(sent B, costf),

~ as colunas da matriz, sio solugdes da equacdo (1), com A = I(a, f), .
e satisfazem a @,(0) =(1,0) e 9,(0) = (0, 1).
c) Se A é nilpotente, isto &, existe um inteiro positivo r tal que A" =0,

 entdo |
Ar—l!:—l
d d- LN e —
et=E+ At + ... + Y
Um exemplo de matriz nilpotente é o seguinte
; | ' 010..0\
oo 00T B
‘El = ﬂ 0 D.u'ﬂ
= R

\0 0 0..0

i Tsto'é, E; & matriz i x n, com todos seus elementos da forma i, | -

"isto ¢, um lugar & direita. da diagonal principal, iguais a | e o resto -
{il, vy, dou, clemicntos iguais 0. E, & nilpotents; pois

I" W ; '.-
Y e P ST T
- | e S-S Foeat y 4 L i 'a s 4
= R " s = s . a .
- = . " L "I & | - 1 - -

il
4 ;
I TR TR T

LS S

E} ¢ a matriz cujos, - .
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elementos k lugares a direita da diagonal principal sdo iguais a 1 € os
restantes elementos sdo iguais a zero. Logo, E] = 0.
Em particular,
tE3 oo il
21 B e I

eF' =E+tE, +
ou mais explicitamente, -

1t 220 eeee. " Y(n = 1!
0 1 ¢ F2!.. 1 %n-2)!

EIEI. =5 . : 'r!;z!
. a 4
00 0 ....0 1

5. PROPOSIGCAO.

(i) Seja C tal que BC = CA. Entdo, €'®°C = Ce'“.
(ii) Se AB = BA, entdo para todo t

fMB=Be4 ¢ het =D

Demonstracdo. (i) Segue da Proposicdo 1(d) por ser
B*C = CA* para todo k, donde

e"C=(f: B‘r')E#E (B ot _ i‘: (€AY _

reo k!

L TR & K

(i) A primeira parte de (ii) segue imediatamente de (i).
A segunda parte de (ii) decorre de que tanto ' ¢® como 4%
sdio solucdes da equacio X' =(4 + B)X, X(0) = E. De fato:
(@4e®y =Ae*e® + &' Be’ = Aete® + B e® =
| =(4+ Bl m

6. Observagdo. Trabalhando com exponenciais de matrizes € preciso

lembrar que ndo & verdade, em geral, que &4+ =
— ¢*¢®  Também ndo é verdade, em geral, que el 4™ coin uma
solugio da equagio X' = A()X. Ver exercicios 16, 17, 18,
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7. EXEMPLOS.
a) Seja J(/) = AE + E,, onde E, é a matriz nilpotente definida no
exemplo 4. ¢). Temos AE-E, = E,(AE) portanto, a a Proposicdo 5

implica em

&N = Equw,} 0 e“' = &M[E + Eyt + E3 32! +
Wt BTV Yn = 1) =

b) Analogamente, para J(a, f) = diag[l(a, f), ..., I(&, B)] + E,,

onde Na, f) = (_; ‘D e E; = Ei, temos

diag[I(a, B), ..., I(e, F))E; = E, diag[I(, B), ..., I(ex, B)].

Portanto, | "
P = diag[ete .., 8. ¢ B2 = e diag[R(1, B),..., R(1, B)] €™

onde R(t,f) = (_g:g :::g) Ver exemplo 4 b).

8. Observagdo. No exemplo 7.a) o valor proprio 4 de J(4) tem mul-

tiplicidade n, s¢ J(4) € n x n. No exemplo 7.b), com

a e ff reais, J(z, f) tem os valores proprios A =a + ifi ¢ A =a — if,
cada um com multiplicidade nf2, se J(x,f) é n x n.

As matrizes J(4) e J(a, f) sdo os blocos que aparecem na diago-

gonal da forma de Jordan real de uma matriz, que serd considerada

com maiores detalhes na se¢do 5,
Para referéncia futura determinaremos o comportamento assin-

totico de suas exponenciais. Precisaremos do seguinte lema.

9. LEMA DE CALCULO. Seja ¢ > 0. Entdo para todo k > 0,
lim e™"t* = 0. Dai, para qualquer pm'l-

=

“mio p{.r], e'“p[ﬂ é limitado para t = 0.
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Demonstragdo. Segue da regra de I'Hospital aplicada virias vezes a
=k

s a
—5+0btida da funcio e™“r* apés a mudanca de varid-

veis t = J— ]
3
10. PROPOSICAO. Seja 0 < u < — o = — Re(4). Entiio existe cons-
tante K = 1 ral que

|e“M||<Ke™ 20
|| 4P || < Ke™™, 1 > 0.

Demonstracdo. Pelo exemplo 7.a temos, para e = — p— Re(1) > 0

e < €| [ B+ Bt + o 4 o=t | 5

< e M[e"%(ag + agt + ... + @ 1"7"]

onde ap =||E||=1¢ a,="’?—:lll= Losnili =1,

Pelo lema anterior existe K tal que para ¢ = 0,
a—1
:““I: 3 a,-l':l < K.
I=0
A prova do outro caso € similar. m

11. LEMA. Seja A uma matriz complexa (respectivamente, real). Se 2

¢ um valor prdprio complexo (respectivamente, valor pro-
prio real) de A e v é um vetor proprio correspondente, entdo (1) =gy
é uma solucdo da equagdo complexa (respectivamente, real) (1).

Demonstragdo.
Av = Av. Logo,

@'(t) = Ae* v = A(e" v) = Ap(r)m

12. PRDP{JSICED; Se a matriz complexa (respectivamente, real) A

de ordem n x n tem valores proprios complexos
(respectivamente, valores proprios reais) Ay,23,...,4, € vy, 03,...,0,
siio vetores (proprios) linearmente independentes, com Av; = A, emtdo
a matriz V(f), cuja coluna i-ésima, i = 1, ....n, é pft) = v,e'", é uma
matriz fundamental de X' = Ax. Em particular:

e = V() V().
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Demonstragio.

Obvia a partir do lema 11 e da independéncia linear dos v; = @{0).
A dltima parte segue da unicidade da solugio de X' =AX, X(0)=E.®

13. Observago. Sejam A uma matriz real, 1 = « + iff um valor pré-
prio ¢ v = v, + iv, um vetor préprio de A corres-
pondente a A. Entdo, § = v, — iv, &€ um vetor préprio correspondente
a A =a~ if. Pois 1o = Av = AB, por ser A_real.
Pela proposigio 12, ¢(r) = e* v e @(t) = e* ¥ sdo solugdes linear-
mente independentes da equagdo (1), com 4 considerada complexa.
Logo,

@0 = [0l + #0] ¢ 93) = 5-[9(0) = B}

sdo solugdes reais de (1), com ¢,(0) = v, @,(0) = v,, como equa-
Gao real. Por serem v,v, vetores de R" lincarmente independentes
segue-s¢ que estas solugdes sdo linearmente independentes. Os veto-
res vy € v, sdo lincarmente independentes, pois, caso contrario teria-
mos v; =cv;, donde v =(1 + ic)v, e ¥ =(1 — ic)v, resultariam li-
nearmente dependentes em C".

Por exemplo, se A &€ 2 x 2 temos que

@y(t) = e"[cos Bt v, — sen ftv,] = Re oft),
@a(t) = e“[sen Bt vy + cos frv,] = Im ¢f1),

¢ uma base de solugdes de (1), onde v, + iv, & vetor proprio asso-
ciado a A = a + i f. No caso geral, onde A é n x n, temos que toda
solugdo cuja condigdo inicial pertence ao plano gerado por {v,, vy}

de R" é combinagio linear de ¢, e @, ¢ consequentemente estd conti-
da neste plano.

Aplicaremos 12 ¢ 13 na determinagdio da configuracio geométrica
de todas as solugdes dos sistemas lineares bidimensionaijs.

4.  Sistemas bidimensionais simples

Consideremos agora sistemas reais da forma
(1) . {-‘F't =ay Xy +ay; Xy
X3 =0y X; + dy; X, com a; € Re
dy,8;3 — 0330y, # 0.
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Ou, equivalentemente equagdes lincares homogéneas do tipo

(1 x‘=Ax,nnmA=(a.” d")cdetd;éﬂ
Q2 Q22
Estas equagdes sdo associadas a campos vetoriais lineares A em RZ.
A condigfio det A # 0 & equivalente a que a origem 0 € R? seja o inico
ponto onde A4 se anula ou seja o finico ponto fixo do fluxo linear
@lr, x) = ex. Este ponto fixo, ou todo-o sistema, chama-se simples
sc det A #0.
O polinémio caracteristico de A4 &

A? — (trago A)A + det A
Logo, os valores préprios sdo

1 1. - traco A /(rago AY —det 4
Iy ™3 2
Distinguimos os seguintes casos:

a) Os valores proprios 4,,1; de A sfo reais e distintos. Necessaria-

mente, 111.111 #= 0.
b} Os valores préprios sfio complexos conjugados: 4, =« + iff

A: =Il =ﬂ—iﬂ, com ﬁ‘i‘iﬂ.
¢) Os valores préprios sdo reais ¢ iguais: 1, =1, =21 #0,

Caso a. -

Sejam v, , v, vetores proprios correspondentes aos valores proprios
A4, 45. Denotemos por E,, E; as linhas geradas por estes vetores.
. A proposigio 12 da secdo 3 garante que toda solugdo de (1) (isto &,
trajetéria de A) pode ser escrita na forma

o(t) =c; v, + ¢c; 8 v,

Caso a,. 4; < A; <0, nd atrator
Toda trajetoria tende a 0, quando t = + o0; exceto a origem que

permanece fixa, toda trajetéria tende a oo, quando ¢t — — o0, Se

¢, # 0, a reta tangente a trajetéria tende & linha E, , quando t — + oo,
-I::l?l'“

g E: ] »
De fato, se-t — + 0, -_L_—e“" Ak - 0, pois
: ; 1 1

o ;'2 -4y <0. Se ¢, =0, as snlul:ﬁﬁ___ sio semiretas de E,.

-

e ke S . T
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Na figura @, esta ilustrado o comportamento de todas as tra.
jetérias. As sctas indicam o sentido de percurso com ¢ crescente,

Flgura n; = né atrator figura 8; = nd instével (fonte)

Caso a;. 4; > A; > 0, 06 instével (fonte)

. Discussio similar ao caso anterior, mudando o sentido das setas,
vﬂ ﬁgﬁrﬂ -“I'

Caso az. A3 >0> 4,, sela

As trajetdrias que passam por pontos de- E,(c; =0) (ou de -

Ey(c, = 0)) permanecem nesta linha e tendem para 0, quando r = + o -

(ou 1= — ). Se ¢;,¢c, #0, as solugdes tendem para <o, quando

t- 1 0. A componente segundo E, (respectivamente, E,) tende a 0

. (respectivamente, c0), quando ¢t — + o, a componente segundo E,
. {respectivamente, E,) tende a 0 (respectvamente, o). Ver figura a,.
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Caso b.

Da observagdo 13 da segdio 3 segue que toda solugdo de (1) pode
ser escrita na forma

@) = c, @,4(t) + ¢, @,(r), onde
@,(t) = e*[cos Ptv, — sen Ptv,] e
@,(t) = e“[sen Bt v, + cos ftv,]

Escrevemos ¢, = p cos , ¢, = p sen . Temos ¢(1) = ¢* p [(cos @ cos fit +
+sen w sen fr) v, + (sen @ cos Bt — cos w sen ft)v, ] = €*'p [cos(w— Pr)v,
+ sen (@ — fr) v,]. ;
Caso b,. @ =0, centro

Todas as solugGes, exceto a solugio nula, sdo elipses. Ver figura b,.

£y

Es
Ey

Figura b, centro Figura by foco estivel Figura by foco instivel

Casa by. a <0, foco atrator

Toda solucio tende para 0 espiralando em torno da origem quan-
do t = + oo, Isto & | ¢(t)| = 0 e @ — Bt, ingulo entre ¢ft) € E,, tende’
para + o ou — oo, segundo fi seja negativo ou positivo. Ver figura
b, para o caso em que f<0.

"Caso by. a >0, foco instavel

Toda soluco jtende para 0 espiralando em torno da origem, -
quando ¢ — — oo, Ver figura by. .

" Caso’¢. n6 improprio

i o Distinguimos dois casos:
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Caso ¢,.

Nicleo de 4 — AE é bidimensional. Em outros termos, 1 tem
vetores proprios v,, v, linearmente independentes. Pela proposicio 12
da secdo 3 toda solucfio de (1) pode ser escrita na forma

o(t) = e*(c, vy + ¢y v,)
Todas as orbitas, exceto a solugdo nula, sdo semiretas. Ver figura Cye

K K

<0 . A>o0

Caso c,.

Nicleo de 4 — A/ = E, ¢ unidimensional. Seja v um gerador
de E, ¢ w um vetor nfio colinear com v, A matriz do operador x — Ax
na base {v,w} ¢ da forma :

Ao
(ﬂ ,u) x# 0,

X pois Av = 1“. A w = # @ + av. Os valores préprios desta matriz sdo

le,u Logo, 4 = y. Definindo

v, =av e u: =, lemos
‘4"’1 = Ay, Avy =40, +p,

_..'Ulnﬂdn estas. ﬁﬂpﬂ&dﬂdﬂ da basc {u D }, mn!im-ﬁ. rr-.gu'h;ﬁ; '
- tuicdo. direta, que. e _p" P

ﬂ"] =€ {(‘:I + tc:b] + Cy ﬂ:]

"ol ot

o el By

duul i:.-_‘..'&

: é I .u[u;iﬂ de [l} Imr @{u} "'l'-'l "1 + -E: |:|= : r f r :.
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As Orbitas que passam por E,(c; = 0), exceto a origem que €
ponto fixo, s3o semiretas. Para toda outra 6rbita, (¢, # 0) 2 sua reta
tangente tende a E,, quando t —+ + o0, pois

ﬂzﬂ‘“ . 1 0
¢, + tc - -
) ( L :kﬂ F_I,.}_;
€y

Se A < 0 (respectivamente, 4 > 0), toda trajetdria tende a 0, quando
t —+ + oo (respectivamente, — o0). Ver figura c,.

Eq Eq

- Flgura ¢;

5., Conjugagdo de sistemas lineares

1, INTRODUGAO.

Como em toda estrutura matemadtica, nas equacdes_diferenciais
e nos fluxos ou sistemas dinimicos, levanta-se o problema dé com-
parar dois objetos com a mesma estrutura, identificando-os se tive-
rem as mesmas propriedades essenciais da estrutura. Assim, na Al-
gebra, dois grupos sdo considerados equivalentes se eles sdo isomor-
" fos; na Topologia, dois espacos topoldgicos sdo identificados se sdo
homeomorfos. Estas nogdes de equivaléncia ou identificaclio revelam
o que ha de essencial da estrutura nos dois objetos comparados. No
. primeiro cdso o isomorfismo preserva a operacdo do grupo, no se- -
o T o caso o homeomorfismo a os conjuntos abertos dos
e ' ,41' br

' jespagos. Sendo & operagdo, na Algebra, e os abertos, na Topologia, pr
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os elementos essenciais da estrutura respectiva, os conceitos de iso-
morfismo ¢ homeomorfismo sdo satisfatorios para a comparacao de

dois objetos. o
No caso das equagdes diferenciais ou fluxos, € inegavel que as

solugdes ou (rajetdrias sio os elementos mais relevantes. Portanto
é de se esperar que nesta estrutura qualquer nogdo de equivaléncia
preserve, em alguma forma, as solugbes ou trajetorias. Nesta secdo
trataremos dos sistemas de equagdes lineares ou fluxos lineares. A
questdo geral, para o caso ndo linear, é abordada no Capitulo VI,

2. DEFINICAQ. Sejam x — Ax e x — Bx campos vetoriais lineares
em R" Estes campos, seus fluxos ¢(1,x) = e''x,
W, x) = e®x ou seus sistemas de equacdes lineares associados

(1) X' = Ax e (2) x' = Bx,

sdo ditos conjugados se existe uma bije¢do h:R" — R", chamada de
conjugagdo; tal que para todo teR ¢ xeR" tem-se

hlep(t, x)) = (e, hix)).

Se h &, respectivamente, um isomorfismo linear, C'-difeomorfismo,
homeomorfismo, diz-se que (1) e (2) sdo linearmente conjugados, C'-
diferenciavelmente conjugados, topologicamente conjugados.

3. Observagao. Claramente, a relagio de conjugagdio é uma relagio
de equivaléncia entre sistemas lineares,

4, EXEMPLOS.

1) Seja A 2 x 2 com valores proprios reais 4, # /, ¢ vetores pro-
prios vy, v. Entdo h(x = (x;,x,)) = x, v; + x, v, define uma con-
jugagdo lincar entre x' = G' gz)x ¢ x' = Ax. Este ¢ o caso a) da
secdo 4.
Analogamente, nos casos b) e ¢) da secdo 4., resulta que os sistemas

[ @B (A
g _(—ﬁ :)Icf_(ﬂ .i.)x

sdo conjugados linearmente ao sistema x' = Ax, onde A tem respecti-
vamente valores proprios 4, =+ iff, ; =a—ifl ¢ Ay=dy=1
com A—-A1E#0,
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O leitor verificara que h(x,,

: Xi) = x, v, + x, v, &€ uma conjuga-
¢do linear, onde v,, : e . = iy

v, sdo os vetores definidos em 4, caso a.

2) Um centro ndo pode ser conjugado a uma sela. Pois teremos que
' h{t_;o(lnfﬁ, x)} = l{:(hﬁﬁ. h(x)) = h(x) devido a que @(2x/p, x) = x,
isto ¢, todas as trajetérias do centro, fora da origem, sdo periodicas

d:: p-:ri;:ndcr 2n/f. Contradicdo pois a sela nio tem trajetérias perio-
dicas, isto & Y(ty,y) # Y(ty,y) se t, # 1, € y # 0.

=xx>0
3) x) s=0,x=0

€ uma conjugacio topolbgica
= —=(=x}x<0

entre X’ =xe xX'=1x, 1>0, xeR.
De fato, para x > 0, h(e' x) = e*x* = ¢*h(x); para x = 0 & ébvio;
e para x < 0 & similar. E claro que se 2 # 1, h ndo & difeomorfismo.

_Dn proposi¢do 8 resultari que se” A s 1, ndo existe nenhuma
conjugacio diferencidvel entre estes sistemas.

5. PROPOSICAO. 4 transformagio linear h:x — Cx é uma conjuga-

¢do linear entre (1) e (2) se e somente se a matriz C
satisfaz a CA = BC. Em particular (1) e (2) sdo linearmente conjugados
se e somente se as matrizes A e B sdo similares.

Demonstragdo. Se CA = BC, a proposicdo 5 da secdo 3 implica que
Ce'“x = ¢'°Cx, para todo x. Isto € h(x) = Cx € uma
conjugacdo linear entre (1) e (2).
Se h(x) = Cx satisfaz a Ce'*x = ¢'"Cx, derivando com respeito
atemt=0 resulta

CAe'“x|,.o = CAx = Be®Cx ;.o = BCx. Logo CA = BC. =

6. Observagdo. E claro que a relagio de conjugagdo linear ¢ uma
. relaciio de equivaléncia entre sistemas lineares. Segun-
do a proposigiio anterior, as classes de conjugagdo linear dos sistemas
lineares estdo determinadas pelas classes de similaridade das matrizes
correspondentes. Consequentemente o problema de determinar a classe
de conjugacdo linear de um sistema reduz-se ao seguinte Teorema
da Algebra Linear, cuja demonstragio pode ser obtida de Hoffman-
Kunze. [1971]. G . | .
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7. TEOREMA. (Forma Candnica de Jordan).

Caso Complexo. Seja A uma matriz complexa.

Existe uma matriz complexa C, ndo singular, talque J =C~14c =
= diag(J,,J3,...,J,)» onde cada J; € da forma J(i) = AE + E,,
definido em 7 da secdo 3, e A € um valor proprio de 4. A soma das
ordens dos blocos da forma J(A) € igual 2 multiplicidade de A como
raiz do polindmio caracteristico de A.

A matriz J chama-se forma de Jordan de A e & Gnica, salvo 3
ordem dos blocos J, Finaimente duas matrizes sfio similares se e so-
mente se elas tem a mesma forma de Jordan. '

Caso real. Scja A uma matriz real.

Existe uma matriz real C," ndo singular, tal que J=C"'4AC=
= diag (J,,J3, ...,J,) onde cada J; € da forma J(1) ou J(z, ) de-
finidos em 7 da secdo 3, onde A & valor préprio real e & + iff & valor
proprio complexo. .

A soma das ordens dos blocos da forma J(1) é igual & multipli-
cidade de A como raiz do polinémio caracteristico de A. A soma das
ordens dos blocos da forma J(a, f) € igual ao dobro da multiplicidade
de « + if como raiz do polindmio caracteristico de A. A matriz J
chama-se forma candnica real de A e é.0nica, salvo a ordem dos blo-
cos e o sinal da parte imaginiria f das raizes complexas de A. Duas
matrizes reais s3o similares se ¢ somente se tem a mesma forma ca-

nonica real,

8. PROPOSICAQ. Os sistemas (1) e (2) sdo C'-diferenciavelmente con-

jugados se e somente se A e B sdo similares. Em
particular dois sistemas sido C'-diferenciavelmente conjugados se e so-
mente se sdo linearmente conjugados. '

Demonstragdo. Se A e B sfo similares, a Proposi¢iio 5 implica que (1}

a e (2) sio linearmente conjugados, portanto C'-diferen-

 ciavelmente conjugados. . - :

Seja h um difeomorfismo de classe C! tal que hie'4x) = &®h(x),

. para todo ¢ e x. Suponhamos inicialmente que h({0) = 0. Derivando
“com- respeito a r, em ¢ = 0, temos Dh(x)Ax = Dh{e"*x)Ax |;a0 €.

2B éhix) |“".'=' = B h(x), para todo x. Em purti;:ular_pa;n_._;x=-1|}‘._ s
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h(2 o
Dh(Ay)Ay = H_['A—'Pl'- Quando 4 — 0, Dh(Ay) = Dh(0) por continuida-

de de Dh, ¢ também H:"’} - Dh(0)y. Logo Dh(0) A = B Dh(0).

Se h0) =c#0, k:x— x — ¢ & uma conjugacio C™ diferencia-
vel de (2) com ele proprio. De fato, e'®¢ = ¢'%h(0) = h(e*40) = h(0) = c.
Logo k(e"®x) = &'¥x — ¢ = ¢y — ¢'F¢ = e'*(x — ¢) = ¢'®k(x). Portanto,
hi =keh & uma conjugagio C'-diferenciavel entre (1) e (2) tal que
hy0) =0. A Gltima afirmativa decorre da Proposigio 5. m

9. DEFINICAO. Um sistema linear X' = Ax (ou a origem de RY)

chama-se atrator (do sistema) se para todo x€R",
e“x —+ 0, quando t — co. .
E claro que se h & uma conjugacdo topoldgica entre um atrator
x' = Ax, &€ um sistema x' = Bx, entfo este Gltimo também & um atra-
tor. De fato, h{e"*h™"(x)) = ¢, logo para todo x, e"x — h(0), quan-
do ¢t— oo; mas h{0) =0 pois €50 = 0.
O seguinte tecorema caracteriza os sistemas lineares atratores.

10. TEOREMA. As seguintes proposigies sdo equivalentes

1) O sistema x’ = Ax é um atrator,
2) Todos os valores proprios de A tém parte real negativa.

. 3) Existem u>0 e K 21 tais que |e"*x| < Ke™*|x| para. todo xeR"
etz=0.

4) O sistema x' = Ax é topologicamente conjugado a X' = — x,

. Demonstragdo. O sistema x" = — x € um atrator pois e "x—+0, t — 0,
Logo (4) = (1), pela observagio anterior. y

Suponha que 4 ¢ um valor préprio de 4 com parte real néo nega-

tiva. Se A & real e v um vetor préprio, | e''v| = " | u‘[ ndo tende a zero, -

Se A=a+if & complexo, por 13 da seglo 3, |y, | =e"|costf v,

.. . —sen tf vy|, que também nio tende a zero se « > 0. Logo (1)=(2).-
.+ ... .Notemos que 3) ndo depende da norma | | em. R® pois se-

el |=N Al el < Bl s
SBKe|x[sBake ™| x|, com pak =1

| x Dhscw:mmqu: 3) pi:iﬁ depende da classe-de similaridade de A :..II.'_;_;_‘{-};,_::;_
- %oi‘Deifato, se C & uma matriz real ou complexa invertivel, temas . 0

gl i, o0 'Q LI T
[ ':".."!"_u"-‘-:' o B
[ A B LRl P o

- o | e 1 -
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|e“ " x| =|C~" eCx| = || |¢Cx| < |CH Ke ™| C| |x| =
=K e™|x]|,
onde K, =|C~'| | C| K. Verifique que K, = 1. Portanto na prova

de (2) = (3) ¢ suficiente supor que A esta na forma de Jordan com-
plexa e que |x| & o sup dos valores absolutos das coordenadas de x,

Eﬂlﬁﬂ J’! =diag{.f1, JI'I""'I‘Ji}" Jrl =.I!.|E+ E]- Sﬂjﬂ ,l-[ < REJEI‘ i= I"I'""i H.
Por 10 da secio 3 temos
le*'x | = | (€'"xy, €7 %3, .. €M) | =

< sup K; e ¥|x|<Ke™|x|
i=1, ..k

onde K =supK, e |x| =sup{|x;|} pois trabalhamos com a norma
do sup. Isto mostra que (2) =+ (3).

Demonstremos que (3) — (4).

Seja (x,y) =Zxy; e | x|| = {x,x)*2.
Destaquemos o seguinte:

i. A forma quadritica g(x)=[§ {e'x, ¢''x) dt & definida positiva e

(@) ’;—‘f{e“‘x] = — (e, ehx),

para todo xeR" e teR.
A convergéncia da integral imprdpria € conseqiiéncia da desiguoal-
dade em (3). Por outro lado,

gle'x) = [ ("1e'x, e"e'*x) du =
= j;} {Euﬂlﬂx‘ Eluﬂ]-l_t'} du.
Fazendo a mudanca de varidveis u + 1 = v, temos
gle'*x) = J© {e"*x, e"*x)dv;
derivando resulta a expressdo (a).

ii. Para toda forma quadritica g, definida positiva, existem nimeros
positivos o ¢ f§ tais que a||x||* < g(x) < #|| x ||, para todo x € R".
Verifica-se este fato tomando « = min {g{x);||x|| =1} e

B = max {q(x); || x[| = 1}

iii, Para todo x # 0, a trajetoria ¢x intercepta todos os esferoides
glx) =r >0
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De fato, por (a) e, ii

- < iqlﬁ"‘x},’q[em X) < - -
o dt =

Logo, A
t
— o = logagle"’x) — logg(x) < - %
Portanto
(b) e”""g(x) < gle"*x) < e "g(x)

e dai, quando t percorre R, g(e'*x) percorre todo o eixo positivo.
Note-se que, em virtude de (a), ¢'*x corta cada esferoide uma
unica vez, apontando para o seu interior.
Se x # 0, denotemos por t, o (linico) niimero real tal que gle*="x) = 1.

iv. A fun¢do 1, é de classe C® em R" — {0}.
Este fato decorre do Teorema da Funcdo Implicita aplicado a
; d
equacdo g(e'’x) = 1, pois por (a) Eq[e“x} £0, se x#0.

Passamos a definir a conjugacdo topologica h, da seguinte ma-

neira:
h0) =0, e hix) = e™=e'="x, se x # 0,

hix)
Iy \
fy
3
x
h
rm—
=1
q=1 .
Figura 1

— {0} é um difeomorfismo de classe

. e .h mll
E claro por iv qu l ntinuidade de h em 0,

C*® sobre R" — {0}. Provemos a €O
Por ii temos

i/2 ’ I 1r2 )
= (%) -t = (4"

pois g(e'~*x) = 1.

|
|
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De (b). obtemos
g~ =lf g(x) = q{g-ﬂx} =1
e. dai
¢~ < [gx)]’
Logo,
L\'P
| ) [} < (;) [q(x)]*

e claramente, se x — 0, h(x) - 0.
A continuidade de h~! resulta da continuidade de h e do fato

de h | R" — {0} ser difeomorfismo sobre R — {0}, usando argumento
de compacidade, .
Verifiquemos agora que k € conjugacdo:

h(e'4x) = h(e!'~'x4 ghxdy) = gl=t+1x) e'=ix = e™'(e'e'**x) = e~" h{x),
No passo do segundo para o terceiro termo destas jgualdades
usamos o fato que para y =¢e“x temse t, = —(t —t,). m

11, DEFINICEE Um sistema linear x' = Ax (ou a origem 0eR")
~chama-se fonte s¢ para todo x # 0, | x| — o
quando ¢ — 0. :

12. TEOREMA As seguintes mnd’fpﬂaa sdo equivalentes:

1) X' = Ax é uma fonte
2) Todos os valores préprios de A tém parte real pam‘:fm

- .-.3) Existem rdmeros p >0 e K > 1 tais que

_ |ex| = K=! | x|, se t 20,
| 4} _r" Ax € tupalogmmnente cun_mgné‘u com o sistemag x' = X,

il | ':'-Denmmtm;&o ‘A demonstragdo & imediata a pamr dn Tmr:mu lﬂ_ -

‘e da-observacdo seguinte: .

' x‘ =A5: € topologicamente conjugado a“ x' = Bx se e somentc se

*.=(—A)x.& topologicamente conjugado a- x =={-— B)x.. De fato,

S M) = W0 m g -P(y) . ) e
an.ﬂ. se hcumusﬂ X'm. -Hx mmx’ﬁ = Bx, lﬂmbém ﬂﬁﬂ.lll!ﬂ ’-" “AI'-;.‘- Fig

P | o 1

i FE = T I PO . A R R D

AR Es ) st e Ty b 417
. L B
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Assim 4) implica que x' = (- A)x & conj ]
njugado topologicamente
a X' = — X, portanto os valores préprios de — A4 té 1
gativa, donde segue 2), : ) m parte reatne

Aplicando o Teorema 10 a — 4 temos que 2) implica que
|X]| =] &'y | < K e ) ex|,
donde segue 3).

Obviamente 3) — 1). Deixamos a cargo do leitor a prova de
1)—2). A implicagio 2)— 4) decorre do Teorema 10 aplicadoa — A. m

6. . Classificacdo Topologica dos Sistemas
Lineares Hiperbdlicos

1. DEFINICAO. Um sistema linear x' = Ax (ou o campo vetorial
linear x =+ Ax, ou a origem 0 € R") chama-se hiper-
bolico se todos os valores préprios de A tém parte real diferente de
zero. O numero 5 = s{(A) de valores proprios, contando suas multi-
plicidades, que tém parte real negativa, chama-se indice de estabili-
dade do sistema.
Note-se que esta defini¢io depende apenas da classe de simi-
laridade da matriz A, ou equivalentemente da classe de conjugagio

linear do sistema.

2. Exemplo. Dos sistemas bidimensionais simples considerados na
secio 4, todos sdo hiperbolicos, exceto o centro. O indice
de estabilidade da sela é 1, do foco e nd atratores é 2, do foco e n6

instaveis € 0.
Em geral o indice de estabilidade de um atrator & n e de uma

., fonte € 0. . o

As figuras seguintes mostram o retrato de fase de alguns sistemas
lineares hiperbdlicos em R®. O leitor justificard analiticamente estas
configuracdes com base nos dados sobre os valores proprios que nelas

aparccem. | |
3 -IjEF‘IHICﬁﬂ- Chama-se subespago estdvel de x" = Ax o subespago |
.~ " maximal E’, invariante por A (ic. Ave E’, ve E")
S0 Cial ove A/E* tem todos seus valores proprios com parte real negativa.

: -mﬁ;ﬁm define-s¢ o subespago instavel de x'=Ax como o sub-
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. X3
X3
=1
A A2 0As
———C—

Figura 1 Sistemas lineares hiperbéllcos em RS,

espago maximal invariante E* onde A
prios com parte real positiva.

Para um atrator E* = R" ¢ E* = {0}: para uma fonte E* = {0},
E'=R" _

[E* tem todos seus valores pré-

4 PROPOSICAO. Seja x' = Ax um sistema linear hiperbélico de
Indice de estabilidade .
) R"=E®E e E* ¢ F* sdo Invariantes pelo sistema,

isto é, para
todo x€ E', i = 5,u, a trajetéria do sistema, €'x, pertence a E' para
fodo teR. A dimensdo de E* ¢ igual a B.

2) Existem >0 ¢ K > 1 tais que

a) |e“x| < Ke™|x|, para xeE* e 1 > 0,
- b) |ex| < Ke"| x|, para xe E¥ e t =<0

2 . .- Demonstragdo. A demonstracio & imediata

a partir das seguintes
A .. Observages. : B
.. ' -Observagdo. i) Se h & uma. conjugacdo linear entre dois sistemas
SRR e il

! B LiEgh € x_ = Bx,-cujos subespacos estiveis sio E'
s, o s D BEDS BL i onmtigsi oy = By ot e

A,

=



.- a)

Imediato pois A | E* e B|h(EY) resultam simi _
os mesmos valores proprios. Verificar este m;.lnms, e portanto tém
Analogamente para o subespaco E*.

Observagdo. ii) A conclusdo 2) ndo depende da norm
s¢ de similaridade da matriz 4. 2| lnem i

A prova desta afirmativa ¢ similar 4 dada em 10 da secdo 5 ¢
fica a cargo do leitor.

Observagdo. iii) Se x' = Ax € um sistema linear hiperbélico de indice
de estabilidade s, entdo ele € linearmente conjugado
a um sistema da forma |

s x;=A,x,, x;eR*
*) X = A,x,, X, eR"*
onde os valores proprios de A, tém parte real menor do que 0, e o0s
valores proprios de A, tém parte real maior do que 0,
Para verificar este fato € suficiente -conjugar A com sua forma

de Jordan real J, na qual aparecem agrupados na parte superior da
diagonal os blocos correspondentes As raizes de parte real negativa.
O bloco de ordem s x s da esquina superior esquerda de J €A4,; o bloco
de ordem (n — s) x (n — s) da esquina inferior direita é A,. .

Com base nas observacdes, ¢ suficiente demonstrar a Pmptls‘l-
¢fio 4 para sistemas da forma (*). Para estes sistemas, E* =R’ {0eR"%)
e E*={0eR’} x R*™. Donde resulta 1). A parte 2) resulta de que
¥, = A,x, & um atrator ¢ x; = A;%; & uma fonte, aplicando os teo-

remas 10 e 12 da segdo 52 4, ¢ 4;. W

| 5. COROLARIO. Nas hipdteses da proposicao 4, temos

0
4 K-'¢*|x|, para toda x€E et 2
:"": zﬂ'"e"‘!ﬂxh para todo x€E’ € 1<0

 Devonstragdo. Pela desigialdade b) de 42, aplicads 8 t="=150¢
o X% = ¢'x € E*, temos

x| = |errax] = || < Ke[3]

b')

= Kg“"|£""xi
g O et 2 KTV e Xl
k‘“ van a’); b') € similar. ®

v -
e gl it
] L a =

. .
1
Rarnrphmegmy
- ". L " i
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proposicdo 4.2 significa que todg

igualdade a) da
Observagdo. A desigua pontos de E* tendem 3 0

as trajetorias que passam por

exponencialmente quando f — . o
A desigualdade b) de 5 implica que eslas MesSmas trajetorias,

exceto a nula, se afastam exponencialmente de 0 qu?ndu t— — o,
Em outras palavras, o comportamento de um sistema hiperbs-

lico em E* é anilogo ao comportamento de um atrator. Consideragges
anilogas sdo validas para E* onde o comportamento das trajetdrias
é similar ao caso de uma fonte.

Finalmente, as trajetdrias que passam por ponmtos x fora de
E* U E*, se comportam em forma similar as hipérboles: as suas com.

ponentes segundo E* tendem a 0, enquanto as suas componentes
segundo E* tendem a oo, quando t— + ©0; quando t— — o a5
componentes segundo E® tendem a oo, ¢ as componentes segundg

E* tendem a zero.
Isto decorre de que e*'x = e''x, + ¢*'x, onde x;€E, i=35 y e

X=X +X,.

6. LEMA. Seja x' = Ax um sistema hiperbolico. Um ponto xeR*
pertence a E* se e somente se ¢'x é limitado para t > 0,
Um ponio x € R" pertence a E* se e somente se €'*x é limitado para

=<0

Demonstragdo. Seja x = x, + x, com x,€E', i =5, u, donde ¢x =
= ¢"x, + e'“x,. Em virtude de a') do Corolario 3,
temos
| 4] 2 |e4x,| — [, | 2 K=1e] x| ~ | e, |

O iltimo termo tende para quando ¢ — oo
! s¢ ¢ somente sc
| x,| # 0, pois .J €“x,| =0, logo ¢'x & limitado para t >0 se ¢ so-
mente se x€ E'(i.e. x, =0). Analogamente para t<0e F'. m

7. LEMA. Se xi=A,x, é topologi ;
[ opologicament ) :
X €R", i =1,2. Entéo % € conjugado a x; = B;x

@ {x': = A, x,
I; = AI IJ_

€ topologicamente conjugado o

®) {f‘ -
x; =B, Xy
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pemonstragio. Seja hy uma conjugagdo topoldgica entre x; = 4,x,

il I'l = B;I“ i = 1,2- Entdo h = (}ll,ﬁ;) € uma mnju-
gacdo topblogica entre () € (f). De fato: h(e'41x,, e'“’x,) = (h,(e*4:x,),
ﬁ;{ tl.h:ﬂ] = {em’l'l I{I 1}, 6’ hh;[x:” e (ﬁ' l’r e'”*}[k[x,],h[x;)}. L

g. TEOREMA. Dois sistemas lineares hiperbolicos X' = Ax e X' = Bx
em R" sdo topologicamente conjugados se e somente se
gmbos tém o mesmo indice de estabilidade.

Demonstragdo. Se x' = Ax tem indice de estabilidade s, ele & conju-

gado linearmente ao sistema (*) da observacio (jii) de 4.
Em virtude do Lema 7, o sistema (*) e consequentemente o sistema
¥ = Ax é conjugado topologicamente ao sistema

1’: - X3y IEE“"*'

. Ver Teoremas 10 e 12.

Disto resulta que dois sistemas hiperbolicos de indice s s3o to-
pologicamente conjugados entre si,

Por outro lado, se h € uma conjugacdo topologica entre dois
sistemas hiperbdlicos X' = Ax e x' = Bx em R, temos que h(E}) = Ej,
onde E! denota o subespago estivel de ¥’ = ix, i = 4, B. De fato:

¢'Bh(x) = h(e"'x), logo se x€E} e t — co, temos

por continuidade que h{e'4x)— h(0) =0. Portanto, h(x)e E}, pelo
lema 6. - '

O Teorema da Invariancia da Dimenso de Brouwer implica que
dim E = dimE%,. A demonstragio deste teorema foge ao carater
deste livro. Daremos porém uma idéia dela. o

A Teoria da Homologia associa a cada espacgo topologico X
uma seqiléncia de grupos H,(X), i =0,1,..., ¢ a cada homeomorfis-
“mo h: X — Y uma seqiiéncia hj: H/(X) — H(Y) de isomorfismos des-
tes grupos, Para X = §* esfera k-dimensional, calcula-se

e e e fZ (inteiros), 1=k, 0, se k#0; -
R ___f,,_:{_sﬁm{m“; ' 5

... :Em nosso caso, compactificamos E} ¢ E adjuntando o ponto do in- ..

/... finito (compactificagdo de Alcxandrov), obtemos S ¢ §7%, onde: .-

... Um homeomorfismo. .

.......

.- - LB E
- \ L by r LY -
A
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“H (54 =F—~H »(S"®) & isomorfismo. A
b iyer ﬁ:m “al =n(B). O Ir.itu.; encontrara em Greenberg

expressdo (*) prova que n(4) ‘ '
" [1966] os fundamentos da Teoria da Homologia. =

7 Sistemas lineares cormnplexos

Nesta secio vamos considerar brevemente a equacdo linear

(1) o = Alz)w + b(z)

) é matriz n X n € b(z) & um vetor n-dimensional, ambos ana-

onde A(z
liticos num conjunto simplesmente conexo D < c.
Por solucio de (1) entendemos uma funcgio analitica w: D — C"

e w'(z) = Alz)z) + b(z)
para todo zeD. .

1. PROPOSICAO. Dados z,€ D, w, € C" existe uma unica solugdo de
(1) (em D) tal que wlzg) = .

Demonstragcfio. Se zeD € se V1,72 sdo caminhos em D com extremi-
e dades z, e z sabemos que para toda fungdo f (z) ana-
- litica em D, f,f(zMz = J,,f(}z. Denotaremos esta integral por
L TS ToMs ~
. * . Definamos entdo . :
@o(2) = wp :
_ @a(2) = wp + J5[A()@,- (1) + b(r)]dr, 1 <n.
: 'Fixemos agora um dominio compacto K com z,€ K < D, e se-
_ jam M->0, L >0 tais que [A(z)| <M, |b(z)| < M em K ¢ todo
_'ponto de K possa ser ligado a z, por um caminho de comprimento
. <. menor que L. . - o
" ..+ :Seja z; €K e y um caminho entre z;, ¢ z; de comprimento menot
. queL Seséo comprimento de arco. ao longo de 7, partindo de Zg.
... €z€y, temos’ 3 ME Oy S |
0 | e(d) = @) s M(ja |+ Ds s ML(Jap |+ 1) 700

ol my T and
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Dai @,(z) converge uniformemente nas partes
compactas
a uma funcdo @ que deve entdo ser azumlitil:ls.FE Além dii:, de b

?(2) = wg + I, [Alehp(r) + b(x))dz
logo @{zp) =y €
?'(z) = A(2)e(2) + b(z).

Se ¥ € outra solugdo de (1) em D com y(z,) = w,, fazendo m =
il:llgw{z} — @4(2)| e procedendo como acima obtemos para zey,

- M~im i Sl
| ¥tz - 2@ < gy =

provando que Y(z) = ¢(z) em D. m
O leitor pode agora verificar facilmente que todos os resultados
. das seges 1 e 2 mantém-se vilidos para o sistema (1).

2. Observagdo. Suponhamos que o sistema (1) esteja definido numa
bola aberta de centro z,€C e raio r > 0. Entdo A(2)

¢ b(z) admitem expansdes A(z) = i::—zﬂm_, bz) = _Eﬁu- 2oV"be

vilidas para |z — z,| < r onde A, é matriz n x n constante ¢ b, &
vetor constante n-dimensional.

Consideremos agora uma série formal (isto & uma série para
a qual ndo sabemos em principio se converge em algum ponto z # z,)

(2) z (z - zl.'.ll]"'Il Apm

m=0
onde a,, ¢ vetor constante n-dimensional. 5: seus coeficientes satis-
fazem para m = 1, as relagdes de recorréncia

g m—1 ;
(3) . - ma,, = ,E.; Ayp-j-y + by

entéio a série (2) converge para |z — z| <re éal a Unica solucio

de (1) que no ponto z, assume o valor do.
Pois se

. ad=3 -

s ' e W r com z) = @ mtiu:i!;—_
.€ a unica solucdo de (1) em |z - 2o I[i;bstitiﬂm;?{"}‘ ;un derivada

<. ‘ramente ¢, = ay. Para obter ¢y, M =
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w'(z) = E me,(z — zg)™ " em (1) e igualamos os coeficientes de caq,
- m=1

térmo {: — zg)". Obtemos entéo que c,,m = 1 deve satisfazer as re.

lagdes de recorréncia (3). Logo ¢, = a,, donde resulta a afirmacio

feita acima.

8. Oscilacdes mecénicas e elétricas

O objetivo dessa secio € dar uma ilustracdo simples de como

- as equacdes diferenciais lineares aparecem na descricdo dos fenome-
" nos oscilatdrios mecidnicos e elétricos.

- Consideremos uma massa m présa a uma mola horizontal cuja
outra extremidade esta fixa, como na figura abaixo. Suponhamos que
o atrito entre m ¢ a superficie § é desprezivel e que quando o sistema
‘esti em repouso a massa ocupa a posicio x =0.

FouuLoeuuoit ™

N S\
. ) S : [ ]
P-:la lei de Hooke, quando uma mola ¢ esticada ou comprimida,

" ela reage com uma forga proporcional 4 sua deformagdo e que tende

a restaurar sua posigio de equilibrio. Isto significa que quando a
massaustéunx.afﬂmsuhmelac —cxundccéa:unstantcd:m

gidez da mola.

 Dal, se o sistema & dfastado de sua posi¢iio de equillbrio e em
segu:da € solto, a equacdo do movimento de m é dada a parur da

. -:sagundn lei de Newton, por

o _Ef-."‘ ex =0
" ‘queé jgual a -
e R ok LI

_.. . .
r % 3 § .
0 3 . -
R T & T I, BT



A solucdo geral de (1) é

X(t) = c; cos wyt + ¢, sen Wyt
ou seja,
X(t) = R cos (wyt — q)

mmR=d;51+?: ¢ a = arctg L
€y

Vemos entdo que o sistema oscila perpetuamente com periodo
2

T
T, =. = em torno de sua posigio de equilibrio sendo que — R

< x(t) < R. Por causa disso R é chamado amplitude mdxima do sis-
tema e w,, que denota 0 nimero de oscilacdes num tempo igual a
2n chama-se freqiléncia natural do sistema. Notemos que a expressio

[ " i
Wy = = confirma quantitativamente a idéia de que a fregiincia

cresce com a rigidez da mola e diminui com a massa. O tipo de mo-
vimento que acabamos de considerar chama-se movimento harmdnico
simples.

Uma situac3o mais realista ocorre se levamos em conta o atrito
produzido pela resisténcia do meio. Em condigdes ideais esta fricgio
¢ proporcional & velocidade e tem sentido contririo ao da velocidade
dx

e A equacio do movimento passa a ser entdo
| d*x dx
. — k + Jk* — 4mc
Como as ralzes de mi®* + kA + c=0sdo 4, = o
: -
e i = s ! o B 4mr:. temos trés casos a considerar:

zm ?

(i) k* = 4mc >0; neste caso 4, <0, 1; <0 ¢ a solugdo geral de (2) €

.I{l']’=f.'lf‘l" +-ﬂ;fl:' |
" .@}."1 = 4111!& =0; neste caso 4, = 4; = e e a solucdo u:talé

S S ~kf2m 1
x{t) =, e”M + cyle

' 3
L S R S S il e T ¥ e e s 1
n L B Ll FY S -

alli T mawdaes Lduna gk,

e v T L
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Em ambas as situagbes o sistema tende exponencialmente Bkt
zero, sem oscilar.

(iii) k* — 4mc < 0; neste caso a solucdo geral é

/ -k 4 me — k2
I{l}:g'kimf[{:lmﬁ( b & I)+c;sen(m )]

————p
2m

ou seja,

Jame — Kk

x{£]=Re“”z“'ms( I—II)
2m
¢ ;

onde R = /2 + c2 e a = arctg E—z Segue-se que o grafico de x{r)

i

¢ dado por uma fung¢io coseno que decresce exponencialmente, isto
&, x{r) oscila enquanto tende para zero.
Em qualquer dos trés casos x(t) tende rapidamente para a posigdo
de equilibrio do sistema. Este & dito entdo um sistema amortecido.
Quando interessa manter uma oscila¢do ndo trivial, aplicamos
uma for¢a externa F(t) = F,cos wt a massa m. Temos entdo um sis-

tema mecdnico forcado e a oscilagio que resulta chama-se oscilagio
forgada. A equagdo do movimento € entdo

d*x dx
" (3)

m o + k 7 + ¢x = F, cos wt
Uma solugdo particular de (3) é dada por

Foads FD
H{I}—(ﬂ_

o - g e [(c — mw?)cos wt + ke sen wr] =

. Fqcos (wr — f)
Ve = me?)? + kPw?

kw
onde f = arctg e I Logo a solugdo geral de (3) é

x(f) = f(1) + glr)

onde f{1) € a solugdo geral de (2). Como S (1) tende rapidamente para
zero concluimos que para todo ¢ suficientemente grande, x(r) ¢ dado
praticamente por g(r), quaisquer que tenham sido as condic¢bes iniciats.

Por esse motivo, g(t) € dita a parte estaciondria da solucio ¢ Sit)a
parte transiente.
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Analisemos finalmente o Caso em

ue i
zado (k = 0) e a forga externa é d que o atrito pode ser despre-

. ada por F(1) = F, cos wyt onde w, =
= /;_ A equagio do movimento é entdo

d*x F

— +oix="2¢

a2 ° = 05 Wy !
Uma solucdio particular desta equagio é

Ful'
2maw,

Sen wy, t

logo,

x(t) = c,coswyt + c,senwy t + Fol sen wt
2maw,

Resulta que quando o atrito pode ser desprezado e a forga ex-
terna tem a [reqliéncia natural do sistema, as oscilagdes sdo ilimitadas
quando t — co. Tal fendOmeno chama-se ressondncia.

Suponhamos agora que ao invés de um sistema mecanico, temos
um circuito elétrico como na figura com indutancia, resisténcia e ca-

& A

e :

pacitincia respectivamente L, R ¢ C. Se o gerador produz uma vol-
tagem E(1) = E,scnwt entdo a correnle I no circuito é dada pela
equagdo

:f-j-:; + R—::? + E‘TI = E, wCcoswt

que é semelhante a (3). Logo, a analise desenvolvida anteriormente
também se aplica aqui.

L

e i
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EXERCICIOS ) .
. atriz n  n cujos elementos s@o funcdes de clg,
1. Seja ¢(t) uma m para cada t€R. Prove que existe uma finjc,

¢!, ndo singular } ;
. :alriz A(t) continua tal que ¢(¢) € matriz fundamental de x* = Al

2. Sejam ag, -+ @1 funcdes continuas, reais (ou complexas), nyp,
intervalo I. A seguinte equacio linear

-l ;
* = - oA e+ 0l 5

chama-se “:qual;ﬁn linear de ordem n. .Cnnsi:!cre " = &, R)
(ou €"(I; C)) o espago vetorial das fungdes reais (ou complexas)

de classe C" em [I. Prove que:

(a) o conjunto das solugdes de (¥) ¢ um subespago vetorial de
%" de dimensdo n. B .
 (Sugestdio: escreva X, =X, X, =X,...,X, = x"~ e verifique que
} (*) é equivalente a um sistemna linear da forma x’ = A(r)x).
(b) Seéjam @, ..., @, em €" e W()) = W(9,, ..., 9,)(t) o determi:
nante da matriz n x n cuja i-ésima linha € formada por

i el -1 ..
%, ,,.,%,—ﬂl, as derivadas de ordem i — 1, i = 1,... n, de
@1y-s@p Entio W) = W(t,) exp [[f,a,-,(s)ds] desde que
@y, +:-» P, Scjam solugdes de (*). (W(t) é chamado o Wronskiano
do sistema de fungdes @,,...,@,). |
Prove que n fungdes ¢, ..., @,, solugdes de (*), sdo linear-
mente independentes se e somente se, para todo t, W(i) =
an w{q’h Fere #'.J{f} # 0.
. (c) Sejam @, ..., ¢, n fungbes de ", tais que W(p, , ..., @)(1) #0
. em I, Prove que existe uma (nica equacio da forma (*) que
tem -{¢,,...,®,} como base de solucdes,

3::Se A(f) ¢ anti-simétrica para todo t e ie., *A(f) = — A(), onde

- “A(t).€ a transposta de A(r), prove que toda matriz fundamental: =

. : t_htlt:rdn x; J;{ij satisfaz a *@(1)®(r) = C, constante. Em parti-
L. o .cular, se Dt ) & ortogonal para al ' 2
30T e o e 6 tay enilo &) 4, otog

i . APLICACAO:. Prove o Teorema Fundamental da Teoria das Cur:
s  vas: Dadas fungdes continuas k(s) > 0 e.t(s), existé: -

r Wy W a
] [
1 [N L S Y
ey
'

- i e
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dulo congruéncia em R?) cuja curvatura e torsfo s3 ok !1

mente, kis) © (s) e ;

(Sugestdo: Pr_mmm lembramos alguns fatos da teoria das curvas. -
Sejam [ um intervalo e x(s),s€/, uma curva diferen- ’

ciivel em R tal que | x(s)| = 1, para todo sel. Se fs) = x(s)

entdo Ks) = |1'(s)| € chamada curvatura de x. Denotemos por

n{s) o vetor unmitario tal que k(s) n(s) = t'(s). Dado b(s) = 1(s) x n{s)

existe uma fungio z: I — R chamada torsdo, satisfazendo %{s} =

= — 1(5) n(s). Note que 1(s), n(s) e b(s) sdo unitirios ¢ mutuamente
ortogonais. As formulas de Frenet sdo:

kn

= —kt + 1b

= = Th

& & &5 &8

Para provar o teorcma fundamental da teoria das curvas escre-
vemos a seguinte equag¢do diferencial matricial ,

Q‘L 0 k0 t
ds
dn
ds
s n dh

el 0

¥ r.';umamndit;ﬁn-inicia]. - ;o

' ©Y /100 -
(u[m)n o010 -
W/ \o 0t/ .

L 4 Sciam A,B, Ce D matrizes de O
T i, (). Sefa. U-u{rlmmﬂﬂﬁ‘“m‘“’dﬁ:ﬁu{'m ik,
2 L que 8 inversa ﬂc.-Ursatﬁf“f-l-"Fq"‘.ﬁﬂ' AR

rde:m: ncujns elementos sdo fun- ,:'
definidas num i:_t_t:r?q]n_l. i

L
e
- i
Wy mad
Lo ™

r o we

e b T e
i o i ] By

et

v e =i I,' ....: _.1‘..-_.-.-____ :
L T #i "l [ R
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(b) Sejam U ¢ V solugdes de X' = A(0)-X, X(to) =1Id ¢ x*

= X B{1), X(to) = Id. Prove que ®(t) = U(t)- X+ V(1) € q 55.

lucdo de X' = A()X + X B(1), X(to) = X,.

(c) Seja {U, ¥} uma solugio do seguinte sistema
X' = A(t)+ X + B()Y
Y' =C@)X + D1)Y

Prove que.se V € inversivel em I, entdo W) = Ult)- VY ¢
uma solugdo da equacio

_ Z' =B(l)+ Alt)+Z —Z+-D(t) —Z-C(1)- Z
Seja A(t) continua em I = [0, S]. Suponha que
(*) x' = Alt)x

tem a solugdo nula como unica solugdo de periodo §. Entéo para
toda funco continua b(t) existe uma unica solugdo ¢,,de perio-
do, § de x' = A(t)x + b(t). Mais ainda, existe uma constante C > (),
independente de b, tal que |@,| < C|b|.
(Sugestdo: Use o fato de y(r) = 0 ser a Unica solugdo de (*) que
satisfaz (0) = y(s) para provar que se ¢(t) ¢ matriz
fundamental de (*) tal que ¢(0) = Id entio @(0) — ¢(s) = Id — ¢(s)
& inversivel. Depois use a formula de “variacio de pardmetros”
para provar que se @(t,0, x,) € solugdio de x' = A(f)x + blr) e
satisfaz ¢ (0,0, x,) = ¢(s, 0, x,), entdo

xo = (Id — ¢(s)™" ¢(s) 5 ¢7" () blu)du)

6. Seja A(f) continua e periédica de periodo S em R. Suponha que

(*) (Exercicio 5) tem @ = 0 como tnica solugdo peribdica de pe-
riodo §. Prove que existe 5 > 0 tal que para toda fun¢do continua

f:R x E = E, periédica de periodo S na primeira variavel com

| Dof (¢, )| < & para todo (t,x), entdo
_ | X =AOx + 1)
tem uma Gnica solugdo ¢, periddica de periodo S. Prove também

~que se f - 0 uniformemente, entdo ¢, — 0 uniformemente.

- (Sugestdo: Use o exercicio 5-para concluir que, para toda fungdo

-continua b de periodo S, existe uma tnica solu¢io ¢

st xkerani

. de periodo S, de x' = A(i)x + f(i,b(t). Prove que a aplicasio - -
L :"wb'~ @, &€ uma contraciio, s¢ & & pequeno, Compare estc método
R I h m“ desenvolvido .no '_mpitulu I1.) . T



.7 (Sugestdo: Note que o{t, Lo, Xo) € 5ol

" 4. Considere o sistema n-dimensional

x'= A(l) x
1al que A(t) pode ser desenvolvida em séric de poténcias

A= 3 A,

parate€(—rr) m_:_dc A, ¢matriz constante n x n, Seja x:(— e, )=
— R" uma solu¢do do sistema com desenvolvimentio em série

x(t) = m}:ﬂ ap,t", a,€R". Mostre que

(m+ 1)a,,, =an Am-_fﬂj (%)

para todo m = 0. Deduza que o desenvolvimento em série de
x(1) € convergente em (—r,r). .

(Sugestio: Sejam 0 < p; < p <r. Da convergéncia absoluta da
=4 ’ ’
séric ¥, A, 1™ em t=p deduzir que existe ¢ >0 .

tal que,
i :
I 4l se(5) m=0

Dai provar por indugio, em m,que existe K > 0 tal que:
; [\
la.| < K (—)
Py
usando (*)) |

. Suponha que.f ¢ de classe C' em R x Ee que para todo (tg, Xo) €

" eRx E, ot to, xo), soluglo de x = St x), xl1g) = Xo» estd de-

finida para todo IER;_.- -ﬂ
" a) Prove que sc Dy = E—E—ﬂ- Lo,

e : 2t 0. : €0ty ‘
X)) = Dy @t 1y Xo) & solugio da equacio matricial X' = - -

e ) =%
ugfo de x' = f( s)ds Use

2 D:f{ri ‘P{fi tl,’n xu}}'xi X(Iﬂ} = Id.

- see $0.88 @l tg. Xo) Ff:ﬂ:*‘ﬁ-ﬁ:;ﬂf::ﬁrﬂ, U<

. Et;tﬂu o ‘de Leibnitz: Sejam [a, 1] - el - rh
7" Sherto . g [anb] X U.-» R, contisun "com. 8sg: 8 b1 575

L, . , _
o e .
- T TR P o ST I,
S F. A 4
Ml TR Rk
Ik :

- m
e e —— L B

i '
T remr B PSR S

ma g oim
+ T i
ug " &, |
ErE i Sl . P -

B b e g

TR A
s
el B EdE
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- 2 (R", R") continua. Entio ¢: U — R” definida por ¢(x) -

= [ g(t, x) dt & de classe C' e $'(x) = D.9(t, x) dt.)

(b) Suponha que f:R x E x A— E & de classe C', onde £ ¢ 5
sfio espagos euclidianos e que para todo A€ A, o, ¢, x,, 1),

a solugio de ¥ = f(t, x, 4), x(t,) = X,, estd definida para tody

teR Se D o =%¢(1,:.,,xﬂ,.1] existe e € continua, prove que
- Y(t) = D, (L, ty, o, 4) € solucio da equacdo matricial
Y= sz(f, ﬂ’(n I{h xﬂl l}l -‘1} = Y+ DJ“!Q’(L :ﬂ'l X0 "I']l 1}- lllT.lll:i] ='D

(©) Seja f:R?— R de classe C' com |f| <M em R%. Prove que
@ = (1, ty, x,) esti definida e & de classe C' em R®, Demons.
R tre que

g
i
= Sy
¥

SRS TN

:i{r. fos Xo) = g/i00I0x (.0t lo, xo)s

- (Sugestdo: Defina a seqiiéncia de funcdes {p;} como segue:

T " Polt) = X |
ok o) = Xo + [3, S5, @41 (s)ds

- Usando o mesmo argumento do teorema 1 da segiio 2 prove que

!p[rj = Ii:n 1) € soluglo de X’ = f{(t, x), x(¢,) = x,. Depois use (a)

| para esarever
0*g(s, tos Xo)
I _ ot Ox
S ) T e 2 e PaS e 0t 0, 5o )

o

0%q

.:.1_\._ -.._ . . 5 . e
i, " o 9. Sejam- -

- - -
TR | L
] -1 - o3 L
(0] 1] _— g - -
-1 n Ldh - ' . ]
[ 5 o - i

CooOs, - |

I

s -

i - -
-

wooSo
Owooo.

iy . [ﬂ f;? ﬂll‘}ﬂ'ﬁﬂ:la md@' sol 'Fﬁﬂ plm::* :::. Axg pmm .qu:
fonfe hane  loda solugdo desta equacdio tende E ' i o,
St s Provar que [efe) | € limitads se T . -

X, x(0) =(a, ,'ﬂ_;-,'&ii"pi;.ﬁlglf-:j' i
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10. Seja p(t) um polinbmio em R. Defina Polt) = plt), pit) =1 +

+ o Pols)ds, ... pu(1) = 1 + [ p,_ (s)Ms. Prove que p,(t) converge
uniformemente em cada intervalo compacto de R, quando k— .
Calcule lim p,(2).

k=m

11. Se V € um subespaco de E = R" ou C", invariante por 4, prove
que V é também invariante por ', para todo r. (V é invariante

por A se AveV para todo ve V)

12. Prove que: (a) |e*]| < /4!
(b) det et = gtiraro A

13. Suponha que u ndo & valor proprio de A. Prove que a equagio
xX'=A+x+ e +b tem uma solugio da forma (1) = ve™.

14, Encontre a solugfio de x" + x =gl1), x(ty) = x,, xty) = x5,
onde g ¢ uma [ungio continua em R.
(Sugestdo: Use Teorema 8 da seciio 2. Melhor ainda, desenvolva
uma férmula de variagio dos parametros para equa-
¢oes de segunda ordem).

15. Seja () uma matriz de n x n lungdes de classe C'. Se ©{0) =]
(identidade) e ©t + s) = ®(t) D(s) para todo t,s em R, prove
que existe uma finica matriz A tal que ®t) = ¢'.

(Sugestdo: Considere A = @'(0)).

16. Seja A(t) uma matriz n x n de fungdes continuas num intervalo
de R. Se para todo ¢ |

[§t, A(sMs]A() = A(e) L5}, Als)ds]

prove que ®(f) = e ™ 4¢M! ¢ uma matriz fundamental de x' = A(1) x.
(Sugestdo: Imite a prova da Prop. 1, secdo 3, tendo em conla que
a condi¢do acima implica

[, A)is] = m AQ) (5 AT = 1,2,m)

17. Sejam A, B matrizes reais ou complexas. Prove que ¢'**® = e e
. para todo reR se ¢ somente s¢ 4B = BA.

- 18. Sejam A, B-matrizes n x nde nlmeros reais ou complexos. Defina

" o colchete de A ¢ B por {A4,B] = BA — AB. Se [A,[A,B]]=

' .=[B.[A,B]] =0, prove que para todo teR. .. -
UL B g o JAEE G 1A q
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- + B _id = -
(Sugestdo: Verifique Qque d(r) = € Ll o e solugig de
X' =1[A, B] X)

1'
Considere o seguinte sisiema complexo em C*:

19.
:]—ﬂ] T ﬂﬂﬁﬂ:fz.“:#[}
dt LAY

olugdo deste sistema tal que ¢(0,z,,z,) =

Denote por @{t, z;,23)@$ ]
por @lt, z;, 23 J=’z:|=l}ntﬂrﬂ bidimen.-

= (z,,2;) Seja T? = {ENENH ES

siﬂfla;l eﬂl (3:]= R, T2=5"'x§"

(a) Prove que T? & invariante por @(ie., @(t,2,,23)€ T para
todo ¢, se (z,,2;) € T?), sc e somente s¢ Re(w,) = Re(w,) =,

(b) Prove que o(t, z,,2;) € periddica em ¢, para todo (z,,z,)e c:
se e somente se Re(w,) = Re(w,) = 0eIm(w,)/Im(w, )€ racional.

(c) Se Re(w,)= Re(w,) =0 e Im(w,)/Im(w,) € irracional prove que
para todo (z,,2,)€ T?, a aplicacdo 1 — @(t, z,, z;) € biunivoca

e sua imagem é densa em T~

(d) Seja §* = {(z,,2;)€C?; |z, |* + | zz|* = 1} a esfera tridimen-
sional em C? = R*. Prove que é possivel decompor S* como

unido disjunta de curvas simples e fechadas, i.e, curvas homeo-

morfas a circulos.

(Sugestdo: (c) Defina &(z,) = e*™ “2/®1.z,, &:§' — §'. Prove que

para todo z,€S8', 0(z;) = {z = {"(z,), ne Z} & denso

em §'. Prove que o conjunto dos pontos onde a solugio ¢, 1, z,)

intercepta {1} x §' = T? é {1} x 0(z,).

(d) Considere as solucOes 'da equagio acima com Re(w,) =
= Re(w;) =0 e Im(w,)/Im{w,) racional. Observe que §5* é

invariante por ¢.)

20. Seja x’ = A x um sistema bidimensional real. Em termos de & =
=d:tfl e T = lrago A decida quando este sistema define uma
sela, no estavel, foco instavel, n6é impréprio, centro, etc. Por exem-
plo, se A < 0, temos uma sela, etc.

21. Seja % o conjunto das matrizes reais 2 x 2 tais que O sistema
x'=Ax, Aed¥, define
(a) uma selﬁ; (b) no atrator; (c) nd fonte; (d) foco atrator; (¢) no
improprio; (f) centro, etc.
Prove que % € aberto nos casos (a), (b), (c), (d), e % tem interior
vazio no caso (e).
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22. Faga um esquema aproximado das solugdes de x’ =.4-x nos

23.

: mtiﬁ'pjam-.cﬁn.sfaﬂlﬂ: cu;nplcué gu;isqugr f".ﬂl“'_."--

scguintes casos:

namly o} Bas{ ) sanl ]

3 =3 o 0
4]“‘:(1-2) 5”=(._§ f) ﬁld=(nan
01 3

Nos casos 1 a 5 diga se o sistema define uma sela, centro, foco
estivel, nd instivel, etc.

Equacdes lineares de ordem superior com coeficientes constantes

(I) Caso das raizes simples

_DEFINICAO. A equagio linear homogénea de n-ésima ordem

com coelicientes constantes € a equacdo da forma
(L.1) 2™ pg 4 L +a, 2 +a,z=0

onde z é a fungio incognita na varidvel independente t e os coefi-
cientes ay , @y, .-+, @, S0 constantes (reais ou complexos). Também

indicamos que z\? é a j-ésima derivada de .

a) Escrever a equagio L1 na forma de uma equacdo matricial
(X' = AX, sendo A uma matriz com coeficientes constantes).

DEFINICAO. Dada a equagdo L1 o polindmio
Lp)=p"+a;p" '+ .+ @G-y pta,
é chamado polinémio caracteristico de dita equac#o.

b) Suponhamos que o poiindmio caracteristico da equacio LI
ndo tem raizes multiplas e que as raizes sdo

Sl

" Se consideramos

(l] 2y = 3“'1. 23 = -El*r:r tney -Fu - EH ; R o
.. " & fungdo -

Q) L z=cz+nt e €2,
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; o da equagdo L1, Esta solugdo € a solucdo geral no seq:

;ﬁ:ln?:: “ad solugio da equacio 11 pode ser obtida de (g ,,f,‘;
uma npmpriadﬂ eleicdo das.cututantcs e ol Aqui as cong.
wantes ¢ c% -, (85 qUAIS sdo chanmﬂas r:nnstnnl::; de inge.
mﬁul estio dﬂﬁﬂidﬂs de modo lnico para cada snlur;au z dﬂda._
As funces de (1) constituem uma base para 0 espaco vetori| g,

solucdes de L1 ¢ chamam-se sistema findamental de solugdes de 1|

rl.Scjﬂm
(3) Zis 231000 én

‘um sistema de n vetores I;umpicms. linearmente indépendentes e
um espaco n-dimensional que satisfagam

‘@ . T, =230 Zok-1 = Ik
;j= Ijl‘j=2k+ l,--i,ﬂ

| sendo 3Z; = conjugado de z;. Entao o velor
(5) z=c'zy+ ..+ 2,

& real se ¢ s0 se os coeficientes de todo par de vetores conjuga-
‘dossiioconjugadose oscoeficientes de todos os vetores reais sdo reais,
Esta proposicio serd Gtil no exercicio seguinte.

" 'd) Suponhamos que os coeficientes do polinémio caracteristico

L(p) de 1.1 sdo reais. Entdo para que a solugdo (2) de LI seje

real & necessirio ¢ suficiente que os coeficientes de pares de solu-

cbes complexas conjugadas sejam conjugados e os coeficientes de

solugdes reais sejam reajs. Observe que se a raiz A de L{p) € real,

¢! & solugio real, se 1 & complexa e* ¢ e™ sio solugdes mutuamente
‘conjugadas.

{Sugestdo. Denotémos por Z, o vetor com coordenadas {z(0).
<%, 2(0),:..., 2 ~*(0)} (sendo z, como em (1)). Entdo & fcil
oo . ver que Zy,Zy,...,Z, sdo linearmente independentes ¢ assim
v o podese usar o Exercicio ¢ para provar a necessidade da condicdo.)

+. """ '¢) Provar que sc substituirmos cada'pat de solucdes complexss
Lt 7L conjugadas e, €% de LI pelas partes reais ¢ imagindrias Re(¢"),
G i-o o Im(e”) no sistema fundamental (1), obtemos um sistea funds* .
i oo mental de soludes peais: o o 0 S 3

[ L [
U .=.'L e '::---'-u-. T " L _-\. i ] ',uﬂ'-l Fag | -ﬁ
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f) Se as solugBes (1) satisfazem

_5:-1 =Z;....,f=h| =Za
Loner = Zyiyy 0, Z, =2,

ento cada solugdo real z pode ser escrita na forma

z=p, " cos(vt + ;) + .., + pu e cos (vt + o) +
Figtriginaty . i‘p-.«:"igi'--'.{ S

onde Py, ...y Py @y .y ty, e, " slio constantes reais arbi-
trarias. Observe que, intuitivamente, para je{l,2,...,k},v, di
um carater oscilatério 4 solugio com freqiiéncia vy ey, tende a
afastar ou aproximar a solucdo da origem segundo seja p; >0
ou u, <0.

(II} Caso das raizes muiltiplas.

DEFINICAO. Seja L(p) = agp” + a,p""" + ... + a,-.p + a, um
polindmio arbitrario com coeficientes constantes

(reais ou complexos) com respeito ao simbolo p, e seja z uma
certa fungdo real ou complexa na varidvel real 1. Definimos:

(6) Lp)z = agz™ + a;z2" "V + ... + a7 + a,z

Pela notagdio introduzida a equacio I.1 pode ser escrita na
forma

Q) Lip)z =0
onde L(p) = app" + a,p"™' + ... + a,_;p + a,.
g) Se L(p) e M(p) sdo dois polindmios arbitririos no simbolo p

(ou, como em geral se diz, no operador diferencial p), z,,z;
* e z s@o fungdes de 1 e A € qualquer ndmero complexo, entdo temos

as identidades

Lip)z, + z3) = Llp)zy + Liplz;
(L(p) + M(p))z = Lip)z + M(p):
- L(pMM(p)2) = (L(p)M(p))z




.LH m‘ld‘

" h) Seja L(p) um polind

- aquagtes dif erenclals ordinérias

mio arbitrario no simbolo p, e seja a fyp.
real ¢ definida pela [6rmula

w (t) = L{pp"e"

mero complexo. Temos que, s¢ A € raiz de myl-
L(p), entdo as fungdes wolt), ;(t),..., (1) sio

gio w,(1) na variavel

tiplicidade k de

- jdenticamente Zero.

i) Seja L(p)z =0 uma equagdo linear hnmugéma de n-ésima
" ordem com coeficientes constantes. Ademais, sejam 1, 4,,...4_
to de raizes mutuamente distintas do polinomio L(p), a

o con
raiz A':u’l::ndu mull:phc:-:iada kjs assim que Zkf = n. Se conside-
ramos ;
: EIEE I;-Iﬁ" ,.:tl_l'.'k. ::!A:;‘
= af
(EJ et = € :?lfih. ) gt

entdo as funcdes (8) sdo solugdes da equacdo L(p)z = 0; além
disso a snluv;in geral da equacdo L{p) =0 tem a forma

) . z=clz; + ... + "z,

" sendo ¢!, &%, ...,c" constantes complexas.

j) Suponhamos que os coeficientes do polinémio caracteristico
L{p) da equagio L(p)z = 0 sdo reais. A fim de que a solugdo
(9) seja real, & necessério ¢ suficiente que os coeficientes das solu-

- gBes reais sejam reais, ¢ os coeficientes de pares de solugdes com-

plexas conjugadas sejam complexos conjugados.

k} Sejam re* e re* duas solugdes complexas conjugadas de (8).

No caso de uma solugdo real z, a parte da soma (9) corres-

pondente a estas solugbes pode ser escrita na forma
£ mfet N 4 cr’e"“'""
1

2

Sc mns:duramns c= --pe" ‘
_' "-'jterEmns. LB | |
. (lu) T is '_-- : : z -Ffﬁﬂﬂstﬂf +ﬂ).

ok Dcste mndn é pussivei substituir cada, par d: sulu'iﬁ'ﬁ Wml’l“‘;?:
Mo m ‘conjugadas que aparecem em. {9} por, uma, f'um;ﬁn rﬁal dﬂ fur— i 4y
R '. *Yma. [Iﬂ] mnlendn duns mnstuntﬁ reais n:h:trﬁnaﬁ F 13 :

: .|'

R o r' [
.-"--.':I [ -

Ll - F E. [ k A
aw P B T P s B LT AR L F

Taw iy 3
,-'.:1:.7' a?
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24. Polinomios estdveis e equagdes lineares ndo homogéneus com
coeficientes constantes

DEFINICAO. Um polinémio L(p) & dito estivel se todas as suas
raizes tdm parte real negativa.

Prove que se p" +a,p"~" + ... + a,, com g€ R, & estivel,

entdo a, > 0 para todo . Demonstre também que toda soluc3o @

da equagdio diferencial L(p) = 0, onde L & estavel, & tal que 1) —+ 0

¢ [ — 00,

a) O polindmio
MP]=ﬂnp’ +n.p’+ﬂ,p+n,, ag >0

com cocficientes reais & estivel sc ¢ 30 s¢ 03 nlmeros a;,a;.d;
sdlo positivos e a, a; > a, a,.

DEFINICAO. Um quase-polindmio é qualquer funcio F{r) que
pode ser escrita na forma
(D F() = fi(0e*" + (0" + ... + fhn)e™
onde A,,4,,...,4, sio nimeros complexos e fy(1), falth ..., A1)
sdo polindmios em ¢.

Nos exercicios seguintes cstudaremos a equagdo
2) L{p)z = F(1)
onde F(t) é um quase-polindmio. Junto com a equacdo (2) estu-
daremos a equaglio homogénea correspondente

) Lipyu = 0

b}kiﬁﬂmmluﬁuﬁequﬂﬂ!l[wumhémdiu.m
soluglio particular), entfio uma solucio arbitriiria z desta equa-
¢ilo pode ser escrita na forma
t=34u
onde u & solucio ds equagio (3)
¢) Consideremos a equacio nio-homoginea
4 Lip)z = f(1)e®

ns qual 7{r) é um polindmio de grau r em ¢, ¢ 4 £ um nlmero com-
plexo. Seja k w0 caso L{4) # 0, ¢ scia k a multiplicidade da raiz
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1 se L(A) =0. Nﬁtﬁ condicdes existe uma solucéo particular'dg

pacio 4) da forma
:;I} z = fglr)e™

sendo gft) um polinémio em ¢ de grau r.

75. Seja A uma matriz n X 1 de niimeros reais ou complexos. a) Prove

que lim (.E.' + “')' — A E = identidade.

n
) E + A ; usando o Teorema do Bindmio
(Sugestdo: Desenvolver " )

de Newion ¢ comparar com et = E;
cam vetorial em R’. anﬂ. (+ _-I.+I =X +
-ljn-- 1, onde At=t/n. A poligonal cujos
chama-se poligonal de Euler. Se f(x) = Ax,
R, o extremo x, = x,(t) da poligonal

Alfil)

b) Sejam f um

+ f(:.}b,lk =n‘l‘ll'
vértices sdo 0s pontos X;

prove que para m:du te
converge para e‘"x.,.l s
_ (Suge:t&u: Vﬂiﬁqua que X,(t) = (E + T) xn.)

¢) Prove que % det (E N 0A) = trago A.
. A, sdo os autovalores de A entdo

. (Sugestdo: Se Ay, Ay < :
det(E+0A4)=[](1 +04) =1+ E:ZI A, + 0(82).
i=1 =

" d) Usando as idéias do exercicio prove que det () = ™4

Sugestdo: Note que det ¢* = det | lim |E + —) ] o

==

: 4 . n * - l [
. (d:! (E + i)) = (1 + Ltra';a A+ ﬂ(‘_:f) )
n n n
¢) Em que condigdes nos valores proprios de e, a matriz A de-
fine um sistema linear atrator, uma fonte, um sistema hiper-
C bblico? - -l S
" 26. Se x' = Ax e x’ = Bx so atratores ¢ AB = BA, prove quf.#': |
.= (A'+ B)x também & atrator. Desenvolva a mesma questdo mu~-~ . g
+ = dando -atrator por fonte e sistema hipl:rt_gﬁlinq. : -
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27. Seja f o campo vetorial associado a um fluxo @f{t, x) = @ (x), de

classe C* em R". Prove que para todo subconjunto de R* aberto
limitado B, v{t) = volume [@(B)] satisfaz n:—:-{r} = fqumdiv [

Lembramos que vol[D] = [ xp onde xp=1em D e ¥, =0,
fora de D, e que a divergéncia de f = (f;, ... fJ) € definida como

Z 2 trago e 1

(Sugestdo: Aplicar a formula de mudanca de variaveis para obter
ot) = f,det(De,) e usar a Férmula de Liouville (2.9)

em uma matriz fundamental do sistema linear x' = Df (@,(xo))x. Em

particular se div f = 0, vol [¢{B)] = vol [B] para todo 1. Isto &,

@, preserva o volume.)

. Sejam M, o conjunto das matrizes de ordem n x n identificado

com R ¢ S = {AeM, X = Ax & hiperbélico}.
Mostre que § ¢ aberto ¢ denso em M,. '

. Sejam: X’ = Ax um sistema hiperbdlico com indice de estabilidade s,

E* = {xeR" 1al que ¢“ x -0 quando t - o}, E* = {xeR" tal
que ¢ x —0 quando t - — <0},

Mostre que:

E* ¢ um subespago vetorial de dimensdo ;e R* = E° @ E".

30. M, denota o conjunto de matrizes de ordem n x n. Scja C; =

.

= {AeM, tal que x' = Ax & hiperbdlico ¢ tem indice de esta-

bilidade i}.

h!mmqm{:;éal:rtumﬂ..

Um sistema linear X' = Ax chama-se estruturalmente estdvel seo

existe uma vizinhanca V() tal que para toda matriz Be V(A) o

sistema linear x’' = Bx & topologicamente conjugado a x' = Ax.

Prove que X’ = Ax & estruturalmente estivel se ¢ somente se x'= Ax

é hiperbolico.

(Sugestdo: para & prova de s observe que se A & sutovalor
de A e v & um autovetor correspondents a 1. eatho

@lt) = & soluglo de Ax = x'. Além disso, |9(t)| = ¢*|»] se

a = Re(i))

32. Prove que X’ = Ax & um strator se & 56 s existo uma forma que-

dritica ¢ definida positive tal que
Dg(x)+Ax <D pars todo xw @
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

~ coswt). Se x,:R— R é esta solugdo, definir f(w)

. equagdo linear x' =

de equagbes diferanclals ordinérias

matriz n X n complexa com det C # 0. Prove que

atriz B complexa tal que C=¢
forma de Jordan complexa de C).

D com det D # 0 prove que existe umg

&8 = D%
se A ¢ uma matriz complexa e A4 denota

Seja C umd
existe uma m
(Sugestdo: use a
Pﬂl’ﬂ Iﬂdﬂ mﬂ.triz I’ﬂﬂl
matriz real B tal que

1éio: Observe que
fgf conjugada entdo ¢ = (7). Use entdo o exercicio 33).
(Teorema de Floquet). Seja A(r) periﬁl.'!ica de periodo T como no
excmplo 7.b da segdo 2, Prove que existem uma matriz P = P(j)
periédica de' periodo T ¢ uma matriz B, em geral complexa, tais
que, para 2 maltriz fundamental (1), tem-se () = P(t)e™,
(Sugestdo: se ¢t +7) = ¢(1)C, defina B por C=¢" ¢ P()=
= ¢()e”")-

exercicio 35. Prove que existe uma matriz pe-

riddica P(r) tal que 2 transformagdo @(t) = P() ¢(t) transforma

biunivocamente as solugdes de x' = A(r) x nas solucdes de uma
Bx com coeficientes constanies.

ores proprios de B ndo dependem da matriz

lhida. Estes valores proprios chamam-se ex-
uacio x' = A(t)x. Prove que eles tem
| $(r)| < Ke ™™ para certos

Seja A(r) como no

Mostre que os val
fundamental ¢ esco
ntes caracteristicos da €q

parte real negativa se € somente S€
K, p>0 (veja 0 exercicio anterior).

Um sistema linear peribdico x’ = A(f)x chama-se hiperbélico se

os valores proprios da matriz B obtida no exercicio 36 tem parie
real diferente de zero. Prove que esta definicio ndo depende de

P() e desenvolva uma teoria analoga & das segdes 5 ¢ 6 para estes

sistemas.
Achar a finica solugdo limitada da equagdo

X"+ bx' + wix = Acoswr

onde b>0e b? —4wj <0
(Sugestdo: tentar uma solugdo da forma x({1) = k, senwt + ks
=sup | %0 |
e

Para que valor de w esta funcdo toma seu valor méximo”?



CAPITULO IV

ELEMENTOS DA TEORIA
DE STURM-LIOUVILLE
E PROBLEMAS DE CONTORNO

Neste capitulo estudaremos algumas propriedades elementarcs
da equacio de Sturm-Liouville regular, isto ¢, a equacio da forma

(p(x)yY + (Ap(x) = g(x))y =0 (1)

definida num intervalo [a, b] onde p(x) > 0, sendo que 1€ R.
Um caso particular de (1} &

y'+dy=0 2>0 )

e grande parie do que faremos aqui sera generalizar para as solugdes
de (1) as propriedades das solugbes cos WAxe sen(y/ 4 x) de (2).

Assim, na se¢io 1, o teorema de separacdo de Sturm afirma que
duas solucdes linearmente independentes de (1) tem zeros alternados
¢ o teorema de comparagdo de Sturm diz intuitivamente que quanto
maior for g em (1) mais rapidamente as solugdes de (1) oscilardo.

Sabemos também que os tinicos valores de A para os quais (2} tem
solugio ndo trivial p satisfazendo y(0) = y(n) = (0 sdo dados por
1 = n?, com as solugdes sen(nx). Isto nos lembra a expansdo em série
de Fourier

f(x) = a;senx + a,sen2x + ... + a,sennx + ...

de uma funcdo f em [0, x] tal que f(0) = f(n) = 0.
Estes aspectos serdo considerados na secdo 4 em relagdo com o
problema da corda vibrante ¢ na secdio 5 para a equacdo geral do

tipo (1)

1.  Os Teoremas de Sturm

A proposi¢do que se Scgue descreve a localizacio relativa dos
zeros de duas solugdes de uma mesma equa¢do de segunda ordem.
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PARACAO DE STURM. Nejom u ¢ » wlu
1. TEOREMA DE SE CA ril e
mente independentes de

Vo al)y o b))y - 0

onde a(x) e b(x) sdo continuas. Entdo o5 zeros de u e v slo alternagdos,

Demonstracio. Como u ¢ v siio lincarmente mdependentes, W(x) =

o(x) ul(x)
v'(x) u'(x)

permanece constante. Se x, < X; sfio zeros conseculivos de u(x) ::m:‘m
os sinais de u'(x,) e u'(x,) sio distintos ¢ como W(x,) = v(x,)u .U"‘.]'
W(x;) = v(x;)u'(x,) segue-se que 0 Mesmo aconlece com o sinais
de v(x,) e v(x,). Isto prova que v se anula pelo menos uma vez em (v, ,
x,). Trocando os papéis de u e v vemos que os zeros dessas fungdes sio

alternados, m

= det ndo se unula, isto &, o sinal de W(y)

O proximo teorema lida com solugdes de duns equagdes distintas.

2. TEOREMA DE COMPARAGCAO DE STURM, Sejam u e v so-
lugdes reais nio

trivigis de
(p(x)u}Y + q(x)u =0 (0
(plx)o) + g (x)u =0 (2)

onde p, p', q e q, sdo continuas, p(x) > 0 ¢ q,(x) = g(x) para todo x.

Se X; < X;'sdo zeros consecutivos de u entdo v se anula pelo menos uma

vez em (x,, X5), a menos que nesse intervalo tenhamos g(x) = q,(x) e

v(x) = ku(x), keR.

Demonstragdo. Multiplicando (1) por v, (2) por u e subtraindo obtemos
Px)uYo = (p(x)oYu — (g, — q)uv =0 (3)

Como (puYv — (pv'Yu = [(pu)v — (pv)u]" integrando (3) entre x,
€ x; resulta

-[:.['h ~ Qluvdx = p{x,]u‘(x,}p[x:] — plx,)u'(x,)e(x,)
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Se v niio se anula em (x,, x,), multiplicando por —1 se necessério,
podemos supor que nésse intervalo u(x) > 0 ¢ v(x) > 0. Como '(x3) <
< 0 e u'(x,) > 0 segue-se entdo que

r".'h — quvdx <0
x|

e dal g,(x) = g(x) para x, < x < x,. Logo, em [x,, x,] as equacgdes

(1) e (2) sdo iguais e aplicando a proposi¢io 1 concluimos que u € v

sdo linearmente dependentes nesse mterva]u Existe untﬁu keR tal
que v(x) = ku(x), x; < x < x,.

Para uma generalizagio désse teorema veja o exercicio 13.

3. Observagdo. Se as solugBes nilo sfio reais, as proposicdes 1 ¢ 2 nio
sdo vélidas, Pois cosx ¢ cosx + isenx sdo solugbes
de u" + u = 0 mas enquanto a primeira tem um numero infinito de
zeros, a segunda ndo se anula em nenhum ponto.
As proposictes 4 ¢ 5 a seguir s@o aplicagdes do teorema de com-
paragio dc Sturm.

4, PROPOSICAO. Seja a equagio
(p(x)w) + q(x)u =0 @

definida num intervalo [a, b] com p, p’ e q continuase p > 0. Se g(x)'s 0
em [a, b] entdo as solugdes ndo triviais de (4) tem no mdximo um zero
nesse intervalo. _

Demonstragio. Uma soluglo ndlo trivial da equagio (p(x)uy.= 0 &

dada por u(x) = I -1‘1}

. Como u(x) se anula ﬁp:nn

emx = anmﬂﬂdawp:lumummd:mmpamdcgm o

s Pmmsu::l.o Selam ¢, K constantes tais que

w2 g nqc’sq[xlﬂx’

by .'._'_ Cem n,b] ¢ seja’ulx) uma -solugo ndo_trivial dt

u"+q{1}u -l} _



" -onde 4 é um

A mim “?’5‘-‘5 nio lrn'lats

: o ) - jals ordindrias
an o : . .MH. difarenc
: ) % e sip Zeros sucessivos de u entdo
e A ' -

7 n
-K-—Erz_xls?

) = u(b) =0 e u tem n—1 zeros em (a, b), emdo

-9, K2
T - = T

i) Se ula

20. i) 2(x) = sen clx — x,) éuma solugdode =" 4 ¢,
Demonsiraga ;L 0 tal que 3{3‘1} =0 e seu zero scguinte & no ponto

& + 1‘ Pelo teorema de mmparaﬁﬂ de Sturm dﬂ'\rﬂmm ter
=k
- n
55 b %__ Dal x, — ¥, < —. Usando a equacio 2" + K2z =
& . n '
- obtemos que X; — X; & &

ii) Se u(a) = u{b) =0 ¢ u tem n— 1 zeros cm(a,b}mtauus inter-
valos entre os zeros consecutivos em [a, b] so em nimero de n. Por (j)
segue-sc que

n . n
ou scj, |
c[b—a]ﬂﬁﬂfﬂb—ﬂ}.
T T n

Pan: uma gfen:rglii.:af;in da prnpuair;iu 5 veja o exercicio 14,

Prnhlemas de Sturm—LmuwIte

Chnmamnu equagdo de Sturm

fmntu reais da forma =~ . -Ll_aymﬂe : u_ma PO

dlstmlus do’
“: E Uy respecuvamcnte.

(p(x}u'}'+{1p{x1 q[x}]u S 3 -[tl

PHI'EIIIEII.'{} l'eal eas I'un ﬁe : ':"'-?_'.‘._. _:
.50~ Y Considerem goes. p{x] e p{x}sﬁu pcﬂtwns.
e '}..._;;'f_.:-.'nejum .1,, i mn: agora a. equacdo (1) definida num intervalo /¢ ...

Far&mctm A pm:a 05 quns 1) ldnlllﬂ.:_'.j._ i

e e T

L e ]



Efementos da Teorla de Sturm-Liouville » problemas de contorno 107

T::rﬁns entdo
‘@P{x}“‘;]r + (A,p(x) — q(x)u, =0
(p(x)uy) + (A,0(x) — q(x))u; =0

e n:mltiplicandu a primeira equacio por u,, a segunda por u, € sub-
traindo obtemos

p(x) [uuy — u,uz] + p'(x) [uaty — ugy] = (4; = 43) p(x)uyuz
ou seja

L 0 - )] = &y — AP, @)
Se I é um intervalo compacto [ = [a, b] resulta de(2)
(4, — 42) rnl () uz(x) p(x) dx = [p(x) (uz(x)usy (x} = uy (X) iz (D)]z-

3)

Para que tenhamos [ u,(x)u,(x) p(x)dx =0 impomos as so-
lucdes de (1) condigdes de contérno (isto €, condicbes definidas mas
extremidades de [a, b]) lineares em u que anulem o térmo da direita
em (3). Tais condigbes de contdrmo sdo ditas auto-adjuntas.

As condigdes dadas separadamente em a € b por

aula) + o'v'(a) = ﬂ} .{4
Iﬁu{a) + fu'h) =0 : ' | )
ondexea’ {reép. pe f’)ndose anulam a0 mesmo tempo sioum :x:i:npia
de condigBes de contérno auto-adjuntos. Se p(a) = p(b) outro exemplo.
¢ dado pelas condigbes periddicas | R
ula) = u(b) * < =
ol il | -u.'ia}=.u‘{m} A
. Um- problema de Sr;m-LiauuiHe regular em [a,b] consiste ‘de
" uma .equagdio. do tipo (1) em [a, b] junto com condigoes de contérno

.- _ auto-adjuntas, Os valores de 4 para os quais o problema admite solucio " - . :
" * " nio trivial, isto &, para os quais (1) admite solugdo ndo trivial satisfa-~ " -

" zendo as condigdes de-contérno fixadas sdo ditos: autovalores do pro- o ;.

- “blema.- As Solugdes. nio- triviais' correspondentes a um aitovalor:- 4 .0~ .

“i"4fo ditas autofunpdes do problema associadas 8. d-; i i 1 S

g e g T = h 1
".."'I T ' s ® ¥ L
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' blema de Sturm.p ;...
. PROPOSIGAOQ. Consideremos um pro e iouwill,
B gular em [a,b] para a equagio (1). §¢ A A, ;;

tovalores distintos do problema e u,, iz 530 autofuncdes q éles aSS0ciadq
::;;o u, € uy sio ortogonais em [a, b] em relagdo ao peso p(x), oy iy
r uy (%) ug(x) px) dx = 0.
a
Demonstragio. Imediata a partir das defini¢des e do

que foi feito gp.
teriormente. W

2. EXEMPLOS. i) O problema dado pela equagiio i’ + iy =0 no jp.

tervalo 0 < x < n com condi¢des de contd
das u{0) = u(x) = 0 tem como autovalores 1,4, ..., n?, .
associadas a n* sio os multiplos de u(x) =sen nx.

1)) O problema dado pela mesma equagio do exemplo anteripr
u” + du = 0-no mesmo intervalo 0 < x < = mas com as condigdes
de contémo separadas #'(0) = u'(z) = 0 tem como autovalores 0, 1,
4,..,n’,.... Associades ao autovalor zero temos as autofungGes

constantes; ao autovalor n? temos os miltiplos de y

(%) = cos nx,
iti) Ainda com a equa¢do u” + Au = 0 mas no intervalo —x <

=X = m lemos o problema com condigdes periddicas u(n) = u(—n)
¢ w(—m) = u'(n). Os autovalores sio 0, 1, 4, .oy B2, ... . Associadas ao
" autovalor zero temos as autofungdes constantes; a cada n* > 0 corres-

ponde um espago bidimensional de autofungdes gerado por u,(x) =
=cosnx ¢ v,(x) = sen nx.

Todo problema de Sturm-Liouville regular com condigdes de
contdrno dadas por (4) o

u (3) admite uma seqiiéncia infinita de auto-
valores que tende para o

: . Nasegiio 3 isto ser4 provado para condigdes
do tipo u(a) = u(b) = 0. Na secéio 5 0s casos do tipo (5) e o caso '(a) =
=u(b) =0 serdo considerados

Se a equacdo (1) & definida no interior de um intervalo finito I,
mas em uma ou em ambas

as extremidades de I temos que, ou pelo

cienos uma das fungdes p(x), g(x), p(x) ndo é continua ou uma das

fungdes p(x), g(x) se anula entdo dizemos que os problemas de con-

) em I s3o singulares. Se | & um intervalo infinito, os pro-
I também sdo ditos singulares. -

LM qualquer um desses Cas0s se 4,, 4, sdo valores distintos do
:m;ﬂ 4 T Dﬂ;[]uais (1) admite em | solugBes niio triviais u, e ¥z~
continua val; ' : : ' mas&e

integral em (3) pode :: ﬁﬁr:“t:dns ns. pun.tua interiores ﬂﬂ .f e

MO separa-
-+ € as autofuncdes
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Pctr causa disso exigimos que as solugdes de (1) sejam de qua-
drado integravel em I em relagio ao peso p(x). Dai

2
(I | 1y (x)u, '{IHFII}:IJ:) E,[ [ul{lezp{x}dx-" (uy (x)Pp(x)dx < oo
’ ] 1
€ (3) se transforma em

(A = 4,) _[ uy (X)uy (x)p(x)dx = lim [p(x) (tz (), (x) = 1y (x)usz (x))]%
I

a'—ag
br=h

onde a e b sdo as exiremidades de .
Com as definigdes de autovalor e autofungdo identicas ds dadas
acima temos entio imediatamente

3. PROPOSICAQ. Consideremos um problema singular para (1) num
intervalo I com condigdes de contdrno que impliquem

lim [p(x) (uy(x)uy (x) = w, (Duz(x)]a = 0

¥
onde a e b sdo as extremidades de I. Se A, e A, sdo autovalores distintos
do problema e uy, u, sdo autofungdes de quadrado integrdvel em relagdo

a p(x) a éles associadas entdo

J. uy (x) uz(x) p(x)dx =0. ®
1

4. Exemplo. No intervalo (0,a] a equagdo de Bessel
2
P

onde n esta fixo, define um problema de Sturm-Liouville singular com
A = k?, se impomos as condi¢des u(a) =0 e u(x) limitada quando
x = 0. Ver secio 9 do Capitulo V.

3. Existéncia de autovalores

Consideremos o problema de Sturm-Liouville regular dado no
intervalo [a, b] por
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'+ (Ap(x) — gx))u' =0 : % I{H -_ :

u{a) = u(b) =0

- Mostraremos agora como os resultados da se¢@o | nos permitem

provar de maneira simples a existéncia de uma seqiincia infinita de . '

autovalores para o problema acima.

Para cada 1 € R seja u, a Uinica solug@o da equacdo (1) com uy(a) =
=0, uy(a) = | e consideremos a aplicagdo N: 1 — N(/), onde N(1) &

o numero de zeros de u, em (a,b).

1. LEMA. (i) 1 > v implica N(1) = N(v)
(ii) Se u;(b) = 0 entdo N € descontinua no ponto A

Dmnsrm;ﬁu Se . >v, Ap(x) — g(x) > vp(x) — g(x) e o teorema

de mmpamﬁn de Sturm nos garante que u, se anula

pelo menos uma vez entre dois zeros consecutivos de u,. Dai N(v)

menor ou igual ao numero de zeros de u; em (g, b). Segue-s¢ que N(v) <

< N(A).Casou,(b) = 0concluimos que v < Aacarreta N(v) < N(@A) -1
pruvam:lu gue N é descontinua no ponto 4. ®

2 LEMA. (i) 0e N(R)
(ii) Hm N{J} = aD.

I.-m

Demnnﬂm;nn (i) Se 4 & tal que Ap(x) — g{x) =0 em [a, b] segue-se
- pr.la proposigo 1.4 que u, ndo se anula em (g, b]

" isto & N(R) =

n).'l
[ii}SuAéta]qup{x}—q{:]z 3 "}

[ﬂ,b]pﬂr{lldﬂ'

- proposigio 1.5 resulta que uj tem pelomenos n zeros em {ﬂ‘ b] ou sei

' Nll]zn I

. S ".13 LEMA N é cumfnua d dirﬂm edé n’mmmm‘ndr de N :t E -ﬂi :

se uy(b) = 0. Nesse £aso s _ :
N{l]-ll.m H(r}-—l o

ﬂl

S = -

e .Darmm:rn;:&u Sejn Ae H. Se N [J.] D nlarmnmte N ¢ mntfnua em .1-- ;}f_
T 4 Suponhnmmenﬁoqu:m.l]= n:ﬂtujnmﬂ Fﬁn‘f=,-}' :
-:: x_ s b 08, 2105. d& uhcm [_n. b] Cumn ujt[xp.l f‘ ﬂ, u
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uy(x,) # 0 existem g >0, § > 0 tais que se M; = {x€ [a,b]:
- |x=x|<é8} e M=) M, entdo x € M implica | u(x)| > £;. Além
4 =0
disso, se u,(b) # 0, ou seja, se x,, # b, podemos supor que & < b — X
Se £; = inf{|u,(x)|: x € [a, b] — M), pela continuidade e diferencia-
bilidade das solucdes de (1) em relagio ao pardmetro A resulta que
existe r > 0 tal que | u;(x) ~ u,(x)| < g, & |ti(x) — w}{x)| < &, para
todo x € [a, b}, se| A — v| < r. Paraumtal védbvioquese x € [a, b] —
= M, u,(x) # 0 e tem o0 mesmo sinal que u,(x); além disso, u, tem no
maximo um zero em cada um dos M, pois u, ndo sc anula em M. Vé-s¢
entdo que u, tem exatamente um zero em cada conjunto M;,0 < i < n,
isto &, n — 1 < N(v) = n. Por (i) do lema 1 sai que N é continua a
direita em 1 e que se A é descontinuidade de N entdo N(J) — lim N(v) = L.
v1d

Enfim, se u,(b) # 0 temos que existe também um zero de u, em M, ¢
dai N(v) = n, provando a continuidade de N em i. ®

Com base nos lemas acima podemos afirmar que os pontos de
descontinuidade de N formam uma seqiiéncia infinita 4, < 4, < ... <
< i, < ... com as seguintes propriedades:

" (i) Se 1 < Ay, u, ndo se anula em (g, b].
(i) Para n > 1, se 4,_, < 1 < 4, entdo u, tem exatamente n 2eros
em (a, b) mas u,(b) # 0.

(iii) Fara todo n = 0, u,_ tem mtnmmte n zeros em (a, b) e u, (b) = 0.

(iv) lim 4, = oo.

=

4, PR{JPGSICEG 'Os autovalores do problema de Slwm-!..immh‘.e
regular dado em [a, b] por

'+ (Ap(x) = g(x)u = 0
u(a) = ulb) =0

fnnnamﬂmaseqﬂémmiuu:l, - B mlqu:liml—m -

A=

- A menos de uma constante, existe npenns uma nutcy‘um;ﬂp t, mwhda e

a cada 1, e ty rem exatamente n zeros em (a, b).

' Dtnmns:m-;na. P:]ﬂ que foi 'nslu scgue-sc ‘que 08 autnvnlaru dct pro-
' blcmasinasdﬁmntlnm&adﬁdtﬂeumoﬁm;ﬁu

2 S mrrﬁpoﬁdemﬁ 550 as u._ 8.

b



F {12 UgBesde 00
a em [ab] © problema regular

(plauY + (Aplx) + q(x)u = ﬂr}
u(a) = ulb) = 0

5. Observagdo. Sej
| (2)

Através da mudan¢d de | o | s
a pum pmhlcma dﬂ tipo L‘E‘H‘.l ] ﬂ'EE_SH. secdo (exer.
o-se que 2 proposicio 4 ainda € valida nésse cyq,
icios 16 € 18 para generalizages da proposigdo 4,

(2) se 1mnsfnfm
cicio 7) seguind
Veja 05 exerc

4. O problema da corda vibrante

O objetivo dessa secdo € dar um exemplo que ilustre a maneira
como as equagdes de Sturm-Liouville aparecem na Fisica Matematicq,
Escolhemos para isso a descricio das oscilagoes de uma corda com
extremidades fixas em dois pontos a ¢ b. Apesar de sua relativa simpl;-
cidade éste problema j& levanta uma séric de questdes fundamentais

~ da teoria de Sturm-Liouville, como a existéncia de autovalores e a
possibilidade de expansdo de uma fun¢do em série de autofungdes,

Se as oscilagies sdo suficientemente pequenas, elas podem ser
descritas por meio de uma fun¢do Wx,1), r=0, a<x<b, pois nesse
‘caso € razoavel supor que o movimento de cada ponto da corda é
vertical. (isto ¢, as oscilagBes sdo transversais).

¥4

T E— — i =
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resultante F de todas as forgas que agem sbbre Af € vertical. Pela se-
gunda lei de Newton F é dada por

F = p(x) Ax —=- 3 (1)

onde p(x) >0, a < x < b ¢ a densidade linear de massa da corda.

Suponhamos agora que a oscilagio da corda é devida unicamente
a tensiio que atua sdbre ela pelo fato de suas extremidades estarem
fixas e que esta seja constante 7. Em cada ponto Tage segundo a tan-
gente 4 corda (pois esta & flexivel), logo

F = Tsenf, — Tsen$,

Como as oscilagdes sfio pequenas podemos fazer as aproximagBes

ﬂﬂ:=llﬂ1 -(—EL:—) B“ﬂ:ﬁuﬂl-(%) .dﬂm
x x+ax

).~ (&)

F = T( - T

b'x.t-rﬂ: Mn‘.
Ay

F = Tﬂ(h)

Usando (1) obtemos entdio
A [by\ o
T ( ) pix) g

Ax \ Ax
que por passagem a0 limite nos di a equaciio da corda vibrante
- ) P
w ST @

Se no instante ¢ = 0 a corda esth em repouso na posiclo descrita por
mﬁmhftx}dlmc’mhnmmmt}ﬂt

obtido resolvendo-se (2) com as condicdes
y(a, 1) = y(b, 1) =0 05t
_‘%‘L&,m-n esxsb {3}_

YW= - esxxb
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| Dcmns de lado, por enquanto, a condi¢do y(x,0) = f(x) ¢
"apliquemos o método das varidveis separdveis, ou seja, procuremos

solu¢des de (2) da forma
y(x, 1) = u(x) v(c).

Substituindo em (2) resulta
1 W' -1 v
p) ulx) T o)
e como cada um dos lados & fungo de uma varidvel diferente segue-se
que ambos devem ser jguais a uma constante que denotaremos — 1.
Dai u e v devem satisfazer

W'+ Ap(x)u =0
u(a) = u(b) = } “’
[
" + ATv=0
v(0) = n} )

‘Pela seciio anterior sabemos que o problema de Sturm-Liouville

(4) admite uma seqiiéncia infinita.de autovalores 0 <y <1; < ... <

< 4, < ... (15 > 0 resulta da proposi¢do 1.4). Sabemos também que
as autnﬁmqﬁe.s correspondentes u,, Uy, ..., U,, ... Satisfazem

J'. Un(x) u..[:}p[x}dx =0

e pndmns supor que-cles estdio normalizadas, ou Hc_]a,
sl ru {x]’p{x]dx = 1,
a

.- Para cada n a soluglio de [5} com A —.1 é mt‘:lt:p!u de n.(r} =

T _I_.;m{,f T:}. Dai scgue-sc que as fuucﬁes

T yalt) =u,(x) cos M Ti)

| _ sdo nolugnn da equacdo (2) e verificam as duas pnrrmras mndir.ﬁﬁ

em (3). Comio isso também é vilido para as combinagdes lineares dessas

7 > fuuPﬁts, procuramos uma solugdo de (2) que uuat’aﬁ todns as uund.ﬁs =

{3} na I"ﬂrmu d: uma

.v{x, t] ﬂﬂ.(:}mi {-..f Tt) 5 {ﬁi
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onde a,€ R. Se isso € possivel, de f(x) = y(x, 0) resulta

m

Sfx) = ) au,x) (7)

A=

e como a seqiiéncia u,, uy, ..., u,, ... ¢ ortonormal em [a, b] em re-
lagdo ao peso p(x) devemos ter

b
a, = J' J(x) u,(x) p(x) dx. (8)

Na se¢do seguinte mostraremos que para toda fungdo f de classe
C? satisfazendo as condigdes u(a) = u(b) = 0 a expansio (7) ¢ vilida,
sendo a convergéncia uniforme em [a, b].

Pode-se provar também que a fungdo y(x, t) definida em (b) €
de classe C? sendo realmente uma solu¢do para o problema da corda
vibrante.

5. Expansdo em series de autofungdes

Consideremos a equagdo diferencial
p(x)u” + r(x)u’ + glxju = Au (1)

onde os coeficientes sdo continuos num intervalo [a, &] ¢ 4 € um para-

metro real

Se C°[a, b} € o espago das fungdes reais continuas em [a, b],
C?*[a, b] € o subespago das funcdes de classe C* e L : C*[ 4, b] — C°[a, b]
¢ o operador (aplicacdo linear) dado por

L(u) = p(x)u” + rix)u’ + g(x)u 2)
entdo (1) assume a forma
Lu) = Au. (3)

Isto nos sugere utilizar a teoria dos operadores lincares para es-
tudar a equagdo (I) e realmente, sob certas condi¢des isto € possivel.
Vejamos rapidamente as definicdes e os resultados desta teoria que

utilizaremos.
Uma norma || || num espago vetorial E é uma aplicacio I|1]: E—

{0, o) tal que
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x| =14] [[x]i 1eR, x€E
[x+yl <]l + vl x yeEE
||x]| =0 x =0

Um espago vetorial E no qual esté definida uma norma ¢ ditg
vm espago normado sendo sempre considerado como um espago mé.-
trico com a distincia candnica d(x, y) = || x - y||.

Se E, F siio espacos normados um operador 7': E ~ F ¢ ditp
compacto se para loda seqiiéncia limitada x,, x5, ..., X,,... em E, a
seqiiéncia Tx,, Tx,, ..., TX,, ... admite uma subseqiiéncia que- con.
verge a um ponto de F. Vé-se facilmente que todo operador compacto
& continuo.

Um espago vetorial real H no qual estd definido um produto in-
terno ¢, ), ou seja uma forma bilincar {, )>: H x H -+ R tal que
%y = (nx) x,yeH
(6xy =20 xeH
{(x) =0=x=0

¢ dito um espago pré-Hilbertiano.
Todo espago pré-Hilbertiano H é um espaco normado com a

norma candnica
Ixll = Vx5

que satisfaz a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
A==l Iy xyeH

....Puis ?el_u:-:re's_x. Y€ H com (x, y) = 0 sio ditos ortogonais. Uma
m:!qmda ﬁmfa nu'mﬁ_nila €14 €34 von €y 110 € Vetores de H dois a
dois'ortogonais & dita ortonarmal se ||, || = 1 para todo n. Uma se-

_‘qUigncia ortonormal de vetores de um subespago H, < H ¢ dita uma

_ base ortonormal para H| se as combinacdes lineares finj; :
. da seqgiiéncia formam um subespaco denso de H,.Im Hd?ﬁ e

... 1. PROPOSICAO. Se e,,e;, ..., &,,:r. é'ima base ortonormal. para

e ey o0 umoespago pré-Hilbertiano H entdo ..
PREL L L XMl pe £ TR
T el o R T W R ) S A .
st penalodo, X @f Dk T ST IS PTG e

oy =g
L5

-
mad AL

-'E-:.ﬂ;’:iﬁw.:'-‘.l?? i

1 - Ly L S S
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Demonstragdo. Ver a proposicio 1 do apéndice. W

Um operador T: H — H ¢ dito auto-adjunto sc {Tx, y) ={x,
Ty) para todo x, y€ H.

Sc E ¢ um espaco velorial dizemos que 2 € R é um autovulor de
um operador T: E — Escexiste xe E,x # 0 tal que Tx = ix. Entdo
¥ & dito um autovetor de T associado a Ai.

Notemos que se x, y sio autovetores de um operador auto-adjunio
associados & autovalores distintos 4, y entdo x ¢ y sdo orlogonais.
Pois temos A(x, y) = {ix,y) = (Tx,y) = {x Ty) = 7<{x y). ©
que implica {x,y) = 0.

Enunciemos agora o resultado fundamental que utilizaremos ¢

que é uma versiio, adaptada aos nossos interesscs, do teorema espectral

para operadores compactos auto-adjuntos.

2. TEOREMA. Seja H um espago pré-Hilbertiano de dimensio infinita
e T: H — H um operador compacto auto-adjunto com

T(H) denso em H. Entdo H admite uma base ortonormal €, €3, <oy Egy 45+
tal que cada e, ¢ um autovalor de T. Além disso a seqiiénciu correspon-
dente Ay, Agy vy Ags --- de autovalores tende para 0 e A,-# 0 para tedo n.

Demonstragdo. Ver corolario 8 do apéndice. m

Precisaremos também do seguinte lema:

3. LEMA. Seja (H, {, }) um espago pré-Hilbertiano e T: (H, , )) =
| - (H, {, ) um operador autoadjunto. Seja (H, || ||,) wma
outra estrutura de espago normado em H tal que a identidade .

1d: (H, || [l (H, ) seja continua. Se T: (H, {.2)~(H.|| fls) ¢

compacto entio T: (H, {, D)= (H, , )) também o é. Além disso, para

todo y& T(H) a expansio .

y= _}::I (e .f.

% _'nu.'ﬁusé"aﬂdﬂﬂ’_ mal dada #fﬂ'Ifﬂrﬂrrrﬂ 2, converge na ""“"‘“’_,I“'Hi'-"

" Demonstragdo. T4(H,(, )~ (H, ¢, )écomposiclode T: (H: () = -

- = (B, ] [l com 18z (B || L)+ (H.<, ) logo ¢ um

Ty ! Tt R R
P, 2igm T = Do gyt '.. pr o :r #

PR .
a R " =
i I._'|.,:‘l_ ot .IEII .|.-_'5:'_-!.|

L A

1,

I T R O e

1 T vy
e I:I:I:TJ-.'.



118 Lighen do nguaghes diferenclals ordlndrine

Dado xe 1 temos Tx < Y v e em (14, ). Conside-
=Y

L]
remos a seqliéncia x, dadn por x, = ), (o) ¢ Temon que
=

T, = Y (x o) Top = ) (v e) Ay ==
i=1

=r E {Jﬁ ;..ﬂ*;} i'r L [E_:j {‘.. TII";} I" 2

f=1

"
L <?:\‘| -I"'I> H-l'
]“l

Suponhamos que Tx, ndo convigja para Tx em (10, ]| ||;) Entdo
existe uma subseqliéncia Tx,, tal que || Tx,, -~ Tx||; > & para algum
¢ > 0. Como a seqiiéncia x,, € limitada em (11, { D)e T (11, (, D) = (1,
[ Il}) & compacto, segue-se que existe uma subsegliénein de x,,, que
continuaremos denotando por x, , tal que Tx,, converge em (I, ][ [|))
@ um ponto y. Claramente y # Tx. Mus isto ¢ um absurdo pois Tx,,
converge a Tx em (M, {, D) ¢ Wz (11, || ||}) = (1, {, )) & continun. m

Consideremos agora C"[a, ] com a estrutura de espago pré-
-Hilbertiano dada pelo produlo interno
Ir

Sog) = I Jx) glx) dx

¢ denotemos a norma candnica associada por || ||,.

Voltando ao operador L: C?[a,b] = C*[a,h] definido em (2),
suponhamos que p(x) > 0 em [, b]. Pelo tcorema de existéncia de
solugdes de uma equagilio diferencial linear segue-se que Lé sobrejetivo,
Dai nfio podemos sequer tentar aplicar o tcorema 2 a Lpois sua imagem
esld num espago gue conlém propriamente o seu dominio.

FFazemos entdio o seguinte. Fixamos um complemento M do nicleo
N = {feC*[a,b]: Lf = 0} de L. A restrigio de La M & um operador
LIM: M - C°[a, b] injetivo ¢ sobrejetivo, dai sua inversa (L/M)™"
¢ um operador (L/M)™': C°[a,b] = C°[u, b]. Tentamos agora
aplicar o tcorema 2 a (L/M)~".

Para encontrar um M conveniente procuramos condicdes em L
para que tenhamos (Lf,g) = (f, Ly) para todo f,ge€ C? [a, b].
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Integrando por partes temos

(Lf.g) = [hpf"gdx + [hrf'gdx + [hqfydx = '1
= pyf* |5 = 5/ (pgYdx + rgf |5 — [5f(rg) dx + S qfgdx =
= pgf" |2 — f(pg) |2 + §2fpg) dx + raf |2 =
- 5 S(rgY dx + [} qafdx
= [ f(pg)" — gy + agldx + [paf" — f(pg) + raf1a =
=["flpg" + 2p' = r)g + (p" = 7 + g)gldx +
+ [paf’ = f(pg) + raf]z

Definindo por L* o operador
L*g =pg" + @2p — g + (@' —r +49g
e por B a aplicagdq bilinear
B(f.9) = paf’ — f(pa) + raf

temos que {Lf,g) = (f,L*3) + B(f;9) |-
' O operador L* é dito o adjunto formal de L. Se L= L* dizemos

que Lé formalmente auto-adjunto. Para isso devemos ter 2p" — r =r
isto & r = p'. Entdo Lé formalmente auto-adjunto se € SO s¢ é da forma

Lf=pf"+pf +df =0fV + o
B(f.9) = pU'g — f9)

Resulta que Lé formalmente auto-adjunto se e s6 se Lé um ope-
rador de Sturm-Liouville. '
~ Para que tenhamos (Lf, g)> = {f, Lg) para todo f,g€ C*[a, b],
além de Lser um operador de Sturm-Liouville devemos impor a fe g
condicdes nos pontos a e b tais que B(f, g) |k =0, isto &, temos que
restringir L a um subespago de C?[a, b] cujos elementos satisfagam
certas condigdes de contorno (chamadas condicdes de contorno auto-
-adjuntas) que anulem B(f,g)|2. Em alguns casos provarcmos que
subespagos desse tipo nos do o complemento de N que procuramos.

& nesie caso

" Vejamos algins exemplos de espacos cujas fungdes satisfazem .©

condicdes de contorno auto-adjuntas: o

M= {feClab]|fl@ =fB) =0}
L My ={feClabllf @ =SB =0}
17 88 "play ='p(b) podemos” considerar 1ambém . .. i

My = {fe Gl 8] @) =S 0) £ SO =6 prge oy

IR
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Notemos que os cspagos M,, M., M; tem codimensdo 2 pojs
cada um deles é o niicleo de uma aplicacdo linear sobrejetiva de C°[a, b)
em B2 Por exemplo, M, é o nucleo da aplicagdo linear f — (f(a) -

~ f(b), ['(a) = f'(B)).

4, Observagdn. Os espacos M, e M, sdo casos particulares do espago
M, = {feC*[a b]: k,f(a) + €,f'(a) =0 ¢ kyf(b) + €,/ (b) =0}

onde k,, ky,€,, f, sdo constantes fixas tais que k; e £, (resp. k; e €;)
ndo s¢ anulam ao mesmo tempo. Os resultados que vamos obter nesta
se¢do também sdo villidos com as condigdes de contorno dadas por
M, mas a demonstragdo € mais complexa ¢ ndo a faremos aqui.

O lema scguinie mostra que substituindo L por um operador da
forma (L — p)f = Lf — pf os subespagos M,, M, e M, sdo comple-
mentos de N.

5. LEMA. Seju M umdosespagos M,, M, 0u M, acimae sejamp = 1 +
+ sup q(x) ¢ m = inf p(x).

xefa.b) xela.h)

) p = L)L 2 m||f']|2 + |l/]13 para todo e M
ii) (.= p): M = C°[a, b] é injetiva e sobrejetiva.

Demonstragao. 1) Se feé M lemos

(g = LVLS) = = [S(pf) fx + [ — q)f 2 dx =
=[-n7)a+ fep(f) dx +
+ falp—q) frdx 2
=ml|lf 3+ /113

pois s¢ f€ M, as condi¢des de contorno implicam [— prf]® =0,

i) por (i) sai que se (L— y) f = 0 entdio |[f]|, = 0 isto & f = 0.
Logo L — u ¢ injetiva,

O teorema de existéncia de solugdes nos garante que (L — ME
C*[a, ] = C°[a, b] & sobrejetiva e sabemos também que N =
= {f€ C?[a,b]: (L~ p)f = 0} tem dimensio 2. Como M tem codi-
mensdo 2 ¢ M AN = [0} segue-se que (L— p): M - C°[q,b] é
sobrejetiva. m

No lema scguinte denotaremos por || || a norma uniforme em

“[a. ], isto & || ]|, =sup |f(x)].

xufa. k)
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6. LEMA. Nas condi¢des do lema 5 temos que a inversa S de
(L= p): M = C°[a, b]

¢ um operador compacto

$:(C°[a, b, ¢, D) = (C°[a b), || || )

Demonstragao. Scja g, scqiiéncia em C°[q, b] tal que ||g.]], <1 ¢
consideremos a finica fungiof, € M tal que (L — p)f, =

= Ga-

Por (i) do lema 5 e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz resulta

lgalls N fullz = (L= | 2 m| £ 013 + 14113

e em consegiiéncia

”Jrn”g < IIlgn"I “.)rn”.‘l Isto ét Hﬁ.": = l e .
W73l < o ol A o & 1172l =

Dai se x, y € [a, b] temos

1) = 00| < 2|1 |dz
< VE@Fd JTidz < ||fulla | x -y

isto &,
) = £ < = x =y ¢

Logo, a seqiiéncia f, & equicontinua em [ag, b].
Para cada n seja x, € [a, b] tal que |f,(x)| = |f,(x,) | para todo
x € [a, b]. Entdo

1/l = |fulx) | (& — a)'”? e :
|f-l‘l[In]I = m —"ﬂ;:jl = b — a)

Usando (*) vem que

FASIE: {fn{:;.ll + If.{f} — flx) |

e 172
= [_!;__ ﬂ}”lz + ﬁ {b ﬂ}

provando que a seqiiéncia f, ¢ uniformemente limitada.
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Pelo tcorema de Arzela-Ascoli segue-se que existe uma subse.

" a u
giiéncia de f, convergindo uniformemente em C [a, b]. Isto encerra
o lema. |

Notemos que sc t,we C°[a,b] ¢ f.geM com (L— p)f =ve
(L= )y = w enldo

(Sv,wy = (fi(L— Wg)
={(L-mf,g) = {v.5w)

provando que o operador S ¢ auto-adjunto no espaco pré-Hilbertiano
C%[a, b).

Apliqguemos agora o que foi feito até aqui a alguns problemas de
conlorno.

7. PRGPGS]CEQ Seja a equagdo de Sturm-Liouville
(plx) ') + glx)u + Au =10, *)

onde p, p’ e g sido continuas e p > 0 em [a, b], com uma das condigdes
de contorno seguintes:

a) ula) = ulh) =0
b) i) =u(h) =0

e, caso tenhamos p(a) = p(b),
¢} ula) = u(b), ula) = w'(h).
Entdo podemos afirmar:

1) Em cada um dos trés casos, os autovalores formam uma segiiéncia
Ags gy ceis 2y oo que tende para .

ii) Em cada um dos trés casos existe uma base ortonormal f,.f,. ...,
S oo de C°[a,b] formada por autofungies.

e ‘ 1 s g £ .
iii) Se feC*[a,b] satisfaz uma das condigies de comorno indicadas

entdo a expansdo de [ na base ortogonal correspondente dadu
em (i)

=3 I

n=

converge uniformemente em [a, b].

Demonstragio. Consideremos L,y,Se M como definidos anterior-

' mente. Notemos que os autovalores de (*) sdo os nega-
tivos dos autovalores de L.
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Como S é compacto, auto-ad; ; :
_ : : ACtO, junto ¢ M e denso no espago pre-
-HI::m]'hano C™a, b] segue-se pelo teorema 2 que existe mima base orlo-
:n; qaij {;;P:: -;;f.- p:;a C°[a. b] formada de autovelores de 8¢ 1al que
[Iespondente u,, u,, ..., i, ... de autovalores tende
para 0 com ,u,,:& 0. Pelos lemas 6 e 3 vemos que se fe M entio a ex-
pansdo f = Y {f.f,>f, converge uniformemente em [a, b].

A=

De Sf, = u.f, resulta Lf, = (,u + ;:—) £ provando que f, ¢ auto-

valor de L. A desigualdade (i) do lema 5 aplicada a f, mostra que g, < 0.
B 1
Segue-se que a seqiiéncia i, = u + fri de autovalores de Liendc para
_ "

_EJ'I..

8. Observagdo. i) A proposicio 7 € valida se substituimos (*) por

POY F q(u + ip(xju = 0 onde p(x) >0 em [a,
b]. A prova dada ai mantém-sc valida sc em C° [q, b] consideramos o
produto interno {f, g) = §2 f(x) g(x) p(x) dx e estudamos o operador
f=p ' Lf. -

ii) Com as condi¢des de contorno dadas por (a) ou (b) no teorcma 7,
para cada autovalor 4, existe apenas uma autofungdo, modulo uma
constante multiplicativa niio nula. Pois ndo podemos ter duas solugoes
linearmente independentes de (py') + gy + Ay =0 salisfazendo ao
meésmo tempo uma das condigdes (a) ou (b). Isto ndo acontece no caso (c)
ongde o espaco das autofungdes associadas a um autovalor pode scr

bidimensional, como veremos no exemplo 9(i).

9. EXEMPLOS. (i) Para o problema

u' + Au= 0
Il ld‘ﬂ) - uiu} = u . . : '
‘os autovalores sdo 1,4, oo ?, .., cOM aulufunq;ﬁés nnr!iia]imdas_ cor-
" . respondentes dadas'por - © * o e Y b
5 5 ’:-_.'ngﬁﬁ'si que se f eC? [ﬂ;'n]'cuﬂ,l_f (0) = f(r) = 0 entio r e, S8
T ..- C o s Gk : . 3 & 3 a0 %
A B N N L L e i L e

L SRR R,
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onde . ¢, =-~j. f(t)senntdt ¢ u séric converge uniformemente

em [ﬂ n].
. i) Para o problema
- W+ lu=0
u(— =) =.u(m)
u'(—n) = u'(m)

0s aﬁlqvalurﬂs sio 0, 1,4, ..., 1%, .... Para n = 0 podemos pegar como

‘autofuncio nnrmﬂizada Uglx) = /F' Para cada n = | o espaco

das autofuncdes associadas a n* é bi-dimensional; duas autoluncdes
normalizadas linearmente independentes sfo

(%) = J%ms nx ov,(x)= Emn nx

Logo, sef€ C*[—, x] com f(—x) =f(x) ef'(~7) = f"(x) entdo

f(x) = ag + Y, (b,cosnx + c,sen nx)

LB

. onde

dp = TL-—J‘ fl0de, b, = %-‘.— f()eosnidt, ¢, = %[ f(t)senntdt

e-a série converge uniformemerite em [—=, x].

| B 'EXERCICIOS

. 1. Mostre qti:ds zerosde qualquer solugdo ndo trivialde " + a(x)u’ +

N b(x}u = (.5d0 isolados. ;
- 2, Prove as afirmagdes feitas nos exemplos dados em' 2.2,

. .. 3."Determine os valores proprios do problema dado pela equacio

u' + Au = 0 no intervalo [0, n] com as. cundu;ﬁes de contorno
u{ﬂ} = u[rr]l. u'(0) = 2’ (n). - ]

4 Dnda uma oquaq;ﬁu :In fnrma g | B e
}“ + P{x}y + Q{x}y 0, . Pl T



Elementos da Teoria de Sturm-Liouville & problemas ds anntorne 125

mostre que cxiste uma mudanca da varifivel dependente plx) =
= u(x)v(x), onde v(x) # 0 para todo x, gue transforma (*) ni

equagio
u' + (Q(I] = %[F[x}j* e é Fr{xl) w o=,

(Sugestdo: Substitua y(x) = u(x) v(x) em (*) ¢ identifique o cocfi-
ciente de ' na equacdo obtida a zero).

. Mostre que entre dois zeros consecutivos de qualquer solugio
real ndo trivial da cquagdo

(P(x)}u) + Q(x)u =0

onde Q(x) > 0, existe exatamenic um ponto de miximo ou um
ponto de minimo.”

. Seja y(x) uma solugdo ndo trivial dec
Y' +4x)y =0
onde g(x) > 0 para todo x > 0. Se
|5 alx)dx = @
mostre que v tem um numero infinito de zeros positivos.

(Sugestdo: Por contradi¢do suponha que existe x, tal que y(xg) = 0
e s¢ x > x, entdo y(x) # 0. Mostre que existe x; > 0 tal que
¥'(x,) e ¥ (x,) tem sinais distintos e que isto implica a existéncia de
um zero de y depois de x,. Para provar a existéncia de x, faca

¢ use integragdo por partes).
. Considere a equagdo de Sturm-Liouville

dix [p(x)u] + (Ap(x) + q(x)u =0 (%)

num intervalo [a, ] no qual p(x) >0, p(x) > 0. Mostre que a
mudanca da varidvel independente dada por

" i
w(x) ==J: E‘T
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transforma (*) numa equagdo do tipo
d*u

dw?

+ (3p, () + () =0

definida em [0, w(b)] no qual p,(w) > 0. Use isso para provar a
proposicdo 3.4 para (*)

8. (i) Mostre que toda solugdo da equacdo de Airy " + xu =0
possui um nimero infinito de zeros no eixo positivo e no miximo
um no €ixo negativo.

(11) Mostre que se u(x) satisfaz a equacdo de Airy entdo y(x) = u(kx)
satisfaz a equacdo u” + k*xu = 0.

(iii) Mostre que o problema de Sturm-Liouville definido pela equa-
¢do de Airy no intervalo [0, 1] com as condigoes u(0) = u(l) =0
ndo tem nenhum autovalor negativo.

9. Calcule os autovalores para o problema dado por u" + Au =0
no intervalo [0, ] com as condigdes de contorno u(0) = u(n) +
+ u'(n) =0.

10. Para o problema de Sturm-Liouville " + (1 — g(x))u = 0 num
intervalo [a, b] com condi¢des de contorno au{a) + a't'(a) =0 e
flu(b) + f'u'(b) = 0 mostre que todos os autovalores sdo positivos
se g(x) >0, a0 <0e fifif =0.

11. Para toda solugio de u" + g(x)u = 0 mostre que o produto
u(x)u'(x) & uma fungdo crescenle. Use isso para dar uma nova
prova de que as solugdes ndo triviais dessa equacdo tem no maximo
um zero. Aqui supomos g(x) < 0.

12. Sejam wu(x), v(x) respectivamente solugdes de
(P(x)u') + Q(x)u =0
(Py(x)) + Q,(x)v =0

num intervalo [a, b]. Se v(x) nio se anula em (a, b) mostre que
nesse intervalo temos

' [— (P(x)is — P, muuw] = (@) - O + (P = P +

(w'v — w'y

T e

+ P,

IJ':

Além disso, mostre que se u(a) = u(b) = 0 entdo

L L
T

e T Y e BT F )

Ly
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b I
J‘ (Q, — Q)1 dx +I (P — 1)) (') dx + rPI (v —: up') ot

v

(Sugestdo: Para mostrar a segunda formula use a regra de L'Hos-
pital, caso v s¢ anule nas extremidades),

Se u(x) ¢ v(x) sdo solugdes reais ndo triviais de

(P(x)u') + Q(x)u =0

(Py(x)v) + Q,(x)v =0
onde Q,(x) = Q(x) e P(x) = P,(x) > 0 mostre que se x, < x,
sdo zeros consecutivos de u(x) entdo v(x) se anula pelo menos uma

vez em (x,, x;) a menos que exista d # 0 tal que v(x) = du(x)
nesse intervalo. Nesse Gltimo caso mostre que devemos ter Q(x) =

= Q,(x) em (x,, x;).
(Sugestdo: Use o exercicio 12 notando que se v ndo é multiplo de u
em (x,,x;) entdo v'v — wv' ndo se anula nesse intervalo).

Seja u(x) uma solugdo ndo trivial de
(P(x)u’) + Q(x)u=0 (*)

num intervalo I. Se 0 < ¢, < P(x) < c; e k, < Q(x) < k, prove

que:
(i) Se k, < 0 entdo u(x) tem no maximo um zero em /.

(ii) Se k, > 0 e x; < x, sdo zeros consecutivos de u(x) entdo

Xy — Xy =0 [
2 1 k‘

(iii) Se k, > 0,em qualquer subintervalo de | de comprimento

# " c L]
maior ou igual a n f— existe pelo menos um zero de u(x).

1
(Sugestiio: Para (ii) use o exercicio 13 e compare (*) com a equagdo

dx
Sejam u(x) e v(x) solugdes reais nio triviais de

(P(x)u) + Qlx)u =0

(P ()oY + Q;(x)v =0
num intervalo [a, b] no qual P(x) = Py(x) e @,(x) > @(x). Supo-
nhamos ainda que se u(a) # 0 entdo v(a) # 0 e

g (e,;v') + kyv = 0. Faca a mesma coisa nos outros casos).
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i’ (a) v'(«)
wla) <

(i) Mostre que se u(x) tem m zeros em (g, b] entiio v(x) tem pely
menos m zeros em (g, b) ¢ o n-ésimo zero de v(x) € menor que o
n-ésimo zero de u(x).
(ii) Se ce(a, b] & tal que ulc) # 0, vic) # 0 ¢ ulx) ¢ vix) tem o
mesmo nimero de zeros em (a, c) entdo
u'(c) v'(e)

P{c) wE > P,(c) o
(Sugestdo: (i) Se x, € o primeiro zero de u(x) em (g, b) usc o excreicio
12 para provar que v(x) tem um zero em (a, x,). Veja a sugestio
para esse exercicio.
(ii) Se o nimero de zeros de u(x) e vix)em (g, b)ém >0ec x, ¢t o
m-ésimo zero de u(x) use (i) para provar que v(x) ndo se anula em
[x.. c]. Aplique entdo o exercicio 12).

P{a)

16. O objetivo desse exercicio € provar que os autovalores do pro-
blema de Sturm-Liouville regular

(px)uY + (Ap(x) — g(x))u =0 (*)
aufa) + «'u'(a) =0 a' % 0
u(b) =0
formam uma seqiiéncia v, < v; < ... <v, < ...comlim v, = @

A=+m

¢ que a autofuncdo u, associada a v, tem exatamente n zeros em
(a, b). Para cada A € R seja u, a Unica solugdo de (*) tal que u,(a) = |

euyl@) =h=— E,—. Defina entdo a fungiio A — N(4) onde N(})
¢ o nimero de zeros de u; em (a, b]. Prove:

(i) Se u,(b) = 0 mostre que N & descontinua em 4.
(i) A > v implica N(d) = N(v).
(Sugestdo para (i) e (ii): Igual a (i) do exercicio 15).
(iti) lim N(i) = o
A= ¥
(S . tdo: Se A & tal que Ap(x) ) L do
ugestao: que Ap(x) — g(x) = T =aF para 10
x € [a, b] onde ¢; = -sup p(x) use (iii) do exercicio 14 para provar

axx=h
que N(4) = n).
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(iv) 0 e N(R).
(Sugestdo: Para y > 0 suficientemente grande e ¢ > 0 mostre que

{cv') — yv = 0 tal que v(a) = I, v'(a) = h, nio

a solugdo de
dx

se anula em [q, b]. Compare entdo esta cquagdo com (*) usando
(i) do exercicio 15).
(v) Mostre que N é continua a direila ¢ 1 é descontinuidade de N
se e 50 se u,(b) = 0. Mostre que nesse caso,

N(4) — lim N(v) = L.

vid

(Sugestao: proceda como no lema 3.3).
Prove agora as afirma¢des feitas no inicio do exercicio.

17. Sejam vy < v, < ... < v, < ... 05 autovalores do problema de
Sturm Liouville .regular

P(x)uY + (Ap(x) — g(x)u =0
num intervalo [a, b] com condi¢des de contorno

eul(a) + a'u'(a) = 0 o #£0
u(b) =0

(Veja o exercicio anterior). Prove:

, - u; (b)
(i) A funcdo A — p(b) 6

cicio anterior) € estritamente decrescente em (— 20, vy) e quando
A — — o0 (resp. A = v,) ela tende para oo (resp. — o).
(Sugest@o: Use (ii) do exercicio 15. Para mostrar que quando

(onde u; € a func¢o definida no exer-

i = —, p(b) u‘}i? — oo compare (*) com a equagdo
Ly
(c,v'Y — yv = 0 onde ¢; = inf p(x) e y > 0. A Gnica solucdo v,
aznxsh
desta equagdo com condigdes iniciais v,(a) = 1, v,(a) = - :—’
; . U,(b)
satisfaz lim = oo).
r—~a U,(0)
1y (b)

& estritamente decrescenie em cada

(i1) A fungdo A — p(h) . (b)

intervalo (v;, v;.,) e quando A = v, (resp. 2 — v,,,) ela tende para
o0 (resp. — ao),
(Sugestdo: Use (ii) do exercicio 15).

—n
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18. Mostre que os autovalores do problema de Sturm-Liouville regyjy,

15,

20.

. i) Muﬁtrequ:scmnudemmnsunmupmblmnmasmmumﬂ 1

(p()u) + (Ap(x) — gx)u =0
num intervalo [a, b], com condi¢des de contorno

aula) + a'u'(a) =0 a # 0
Pu(b) + pu'(b) =0 fF#0
formam uma seqiiéncia 4; < 4; < ... < 4, < ... tal que lim 1, =

= ¢0. Além disso, a autofun¢do u, associada ao autovalor i, tem
exatamente n zeros em (a, b).

u'(b
(Sugestdo: Fazendo ﬁ = - %um (1) do exercicio anterior para
provar que existe um Unico 4, €(— n;;, vy) tal que fﬁ::-;_ =
Hag
B

= ol Da mesma forma, use (ii) para encontrar o unico

L
u, (b) B'p(b)

Mostre que se x,, X;, ..., X,, ... € a seqiléncia dos zeros positivos
de uma solucdo real ndo trivial da equagio u” + Q(x)u =0,
onde Q(x) > 0, entio x, — x,_, < X4y — X

)

7w €(V,—q, v,) tal que

Considere um problema de Slunn-Lmuwll: regular dado por uma
equacdo

(P)uy + (Ap(x) = gx))u =0 (*)
com condi¢des de contorno '

eu(a) + a'u'(a) =0
Pu(b) + B (b) = |
1) Mostre que se consideramos 0 mesmo problema mas com uma

fungiio g,(x) > g(x) entdo os autovalores do novo problema
sdo menores que os do problema original. :

fun¢do p,(x) > p(x) entdio os autovalores negativos aumentam
e os pumtwm decrescem. ! :



APENDICE

O TEOREMA ESPECTRAL

Seja H um espago vetorial sobre o corpo K, onde K = R ou C.
Um produto interno em H & uma aplicagio (x, y) — {x, yp de H x H
em K tal que para todo x,y,ze H ¢ 1€ K valem

(i) x+ p2) =2+ {n2)
(i) {Ax, y) = 2 {x, )

(iil) {x,¥) = (i xy

(iv) (x,x) =0

(v) {(x,x) =0seesdsex=0

Um espago vetorial H no qual estd definido um produto interno
& dito um espago pré-Hilbertiano. Notemos que se K = R caimos na
situacio da se¢io IV.5. As definiches feitas nessa se¢do sdo também
validas para o caso complexo e ndo as repetiremos aqui.

Durante todo este apéndice suporemos que H & um espago pré-
-Hilbertiano separdvel, isto &, admite seqiiéncia densa.

Dados x, y€ H temos a desigualdade de Cauchy-Schwarz

[<x )= |lx]l lIxll

e a identidade do paralelogramo
Hx+ |12 + llx =y =2qx]I* + I y1I*

que o leitor pode verificar por computagdo direta.

Todo subespaco E = H admite uma base m:tunnrma]. Isto pode
ser provado de maneira semethante ao caso finito, pelo método de
ortogonalizacdo de Gram-Schmidt. Além disso, seja E,, E;, ..., E,, ...

seqiiéncia de subespacos dois a dois ortogonais cuja unido gera E,

ou scja, tal que as combinacdes lineares finitas de elementos de :EL'J: E.

base ortonormal para esse espaco € obtida

a d a
sdo densas em E. Entdo um el s

| _escolhendo-se uma base ortonormal em

I-- FRDPDEiCHO* Sﬂﬂ El-l‘ E:. wamy ;
i) (Desigualdade de Bessel). Para todo x€ H temos

Il £ S<xed

€, - Seqiiéncia ortonormal em H.

TN e T LA = peew .

S S A A -
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o e Y ke

R LT LN
1 } Tl
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ii) Suponhamos que a seqiiéncia seja uma base ortonormy| Parg
E < H. Entdo para todo x€E temos

x =Y (x.e.) e,
Fxl* =2 [{x e |

Além disso se ye E,

% J"> = g {x,e,) hea)

onde a série converge absolutamente.
Demonstragdo. S¢ z € H temos

N N
0<llz= ¥ Gedall =zl - X [<zed

H L
ou seja, 3, [{z,e,0|* =||z]|* o que implica (i).
na=s1

_ Nie)

Agora, se x€ E, dado & > 0 existe um vetor x, = ) a.e, com

£ ; "f N

N(e) < oo talque || x — x,|| < 3 Mas (x,, e,) = a,,isto &, x, = )i
A=l

(x..e,)e, e dai se N > N(g),

Ix= ¥ (edell<llx = x|l + % - ﬁl (e =

=llx = xll +1| T ¢~ xedel

N N
Porém || ZI (xe = x,8,) e, I* = Z [{x:. = x,e,) * =
L am ]
< |Ix. — x||* por (i) logo,

[x—= % (xe)e,| <e para todo N = N(e).

=]

Isto acarreta x = }ﬂ: Cepece|x|]* =Y |{xed |t
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Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em R" obtemos

S e Tredl= [T el [T [neol

< |l={l Il

provando que a série converge absolutamente. O resultado scgue-se
se notarmos que

( i {2 )e, f: hepe) = i (x,e,) {y,e.>. M

n=1] A=

Dado um operador T: H —+ H denotaremos o seu nfcleo por
N(T)={xeH:Tx =0} e sua imagem por ImT = {Tx:xe€ H}.
Notemos que A € C éautovalor de Tse e s se N(T — 1) # {0} onde
(T— A)x = Tx — Ax para todo x € H, Nesse caso N(T — 4) € for-
mado pelos autovetores de T associado a A mais o vetor zero.

O operador T¢é continuo se e so se existe ¢ >0 tal que || Tx|| <
< c|| x|| para todo x € H. Dai uma norma no espago vetorial formado

por esses operadores € dada por

I TI| = sup || Tx||
i =1

que satisfaz || Tx || = || T|| || x|| se x< H.

2. PROPOSICAQ. Se T: H— H é um operador auto-adjunto con-
tinuo, entdo

| T|| = sup | {Tx,x)|
=l =1

Demonstragdo. Seja ¥ =iSﬂp | {Tx, x)|.
[x]] =1

Se K = R ou C temos, respeclivamente,

4{Tx,y) ={T(x + phx+y) = (Tlx =y x=y) ¢
4{Tx,y) ={Tx+ hx+ ) —(Tlx=hx=p) +
+ i{T(x + iy), x + iy) = i{Tlx = iyh x — iy)
como o leitor pode verificar computando os termos a direita em ambas
as equagdes.

——

e B S —
R bl L I —

BE
s m

L i R T S p— |
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Dai, em qualquer dos casos vale

4Re(Tx,p) = (T(x+ p)x+y) ={Tlx =) x—=y) e

4|Re(Tx, y) | = y(lx + y]I* + | x — »I*
< 2y(l=<)* + ly1%

pela identidade do paralelogramo.
Sc [|x]| =|y]l=1 segue-se que |Re{Tx,y)>|=<y. Fazendo

Y= ]T;LH obtemos || Tx|| = y para todo x com [[x|| =1, ¢ em
conseqliéncia, || T|| < .
Por outro lado, se || x|| =1

(T, x> | < || Tl [|x]| < || Tl e dai y < || T||. w

Enfim, dizemos que um subespaco E < H € invariante por um
operador T: H —+ H se x€ E implica Txe E.

De agora em diante, T designard um operador compacto auto-
-mljunm em H.

3. LEMA. Existe um autovalor i de T com | 4| = || T||.

ﬂemam:ra;nn. Pela proposicio 2 temos || T|| = sup |(Tbc, x) | dai
| lxll= 1
- exisle uma seqiiéncia x, € H com || x,|| = | tal que
lim I(Tx,, x| =] T]l- Cumc- a seqiiéncia {Tx,, x,) & limitada e T
=+
€ compacto existe subseqiiéncia x,, tal que {Tx,,, x, > converge a um
AeR e Tx, tende para um ponto y € H. Nutumuﬂ que [1| = || T|].

_Mas

"l'

] " Tim LR :
1} P e 1x L} "
o Pl | .

"'[T_ A) X, “1 -" ﬁnu": ~ 2 (ﬁ.i,x.t} + !.‘1 |i
-ilf.-lli SACTN, . %)

S daj y = lim 4x, . Isto prova que y # ﬂ. Além disso, Ty T(hm

k—a k=
]==.1!|m Tx,,k=.ly- :

."'hﬂ

- W
-;"ﬂ?
L |

-

4 LEM_A (i) ﬂs nﬂamfarﬂ de T:Ea tﬂdns reais e esrﬂa mmlda: no '_

. intervalo [~ [T |ITII]. &
(i) Se X, y sdo autovetores de Ta:sumadns ﬂus aumuni‘urss :Iumrm

Alr‘l:lr entao- (L}'} EI B .
{m} Se }l -# El & um mﬂamfor d'e Temm.’l dlmH{Tn j.}{ unr

u ] --\. 3 II - § -.I.. I
] i - - . RERE v ' PRI LK o e B £ ' . [
o 'l i T L U P T U Tep ek A e TR e
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Demonstragdo. (i}Seja x € H com | x || = 1 um autovetor de Tassociado
a0 autovalor A, Entdo 1 = (Ax,x) = (Tx, x) = (x
ﬁi,-.AT (x, &x) = 4 provando que € R. Além disso sl > | T || =
- ewS momadsan 1(;'i> =<11II ¥ ={xTy) = (x40
(iii) Se dlmN (T— 1) = 0 podemos encontrar uma segiiéncia
ortonormal infinita x,, x,, ..., x,,... em N (T — 1). Segue-se que se
i# 4| T — Txgl|? = || Ax; — Ax, 1> =2|4|? ou seja, (| Tx; — Tx;|| =
= /2 |4|. Dai a seqiiéncia Tx,, Tx,, ..., Tx,, ... nio pode admitir
subseqiiéncia convergente, o que é absurdo. m

5. LEMA. Os autovalores nio nulos de T ou sdo em nimero finito ou
Jormam uma seqgiiéncia que tem zero como iinico ponto de
acumulagdo.
Demonstragdo. Por (i) do lema 3 sabemos que o conjunto dos autova-
lores de Té limitado. Logo, para provar o lema & sufi-
ciente mostrar que s¢ esse conjunto possui um ponto de acumulagao A
entio 4 =0. Por contradigdo suponhamos que A # 0. Nesse caso
existe uma seqiiéncia 4;, A3, «.y 4y, .. de autovalores de Tcom |12,] >

> ..I,‘;_l e lim 4, = A Se x;, X3, ..., X,, --. $40 autovetores associados
e = 1, 1 = n, entdo s¢ i'# j, HTx, -
A +]4;* = |1]*. Resulta que a

a esses autovalores com u.x,,'I
- Tx)||* = || 4x: — A ll* =

~ seqiiéncia Tx,, Tx3, .. Tx,, ... ndo admite subseqiiéncia convergente,

o quc & impossivel. ® .

. Dado um subespago E & H, definimos o subespago ortogonal a E
por E* = {xe H:{x,y) =0 para todo y€E}. Notemos que E* ¢

fechado.

: Sedy, Ayy ieey Ays -.o 580 08 autovalores ndo nuluslde-Tsejﬂ'E o -
: subﬁpﬂﬁé’fmmﬂ de H gerado. pelos subespagos dois a du:is orto-

- gonais. N(T— Ay N(T=dgheua NT=Bhwse = o

S T - i ' N(T
. valor. zero, segue-se- por (ii) do lema 4 que o
e Pop do, E & invariante por T cm consequenc _
i de.Ta E* ndo tem autovalores nio nulos
' dos a autovalores ndo nulos... .-, - -
e 3. Obtemos nilo

... bém o & Como-a- restrigdo L E™ T
. " .{pois todos os.autovetores-de: T ass0c1a oy
" Cestlio em E) scgue-se que T = 0.em £ PEC I T
U que«E* N (T)a que acarreta E. =5 {Tl G

5 ' L . i A ) ] : ] 2]
= ' . B omEw A - a + s e At o
9 J-..- ol : o Y o £ U " A 5 .._... SN 'I Pt . ' L] d 2 I' . I.: x .“. X o) |___.‘ B ..“: ; Ir-_-l_ ’

Como N (T) & o subespago dos autovetores associados ao auto- | _,_.;'

= El
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i
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Além disso, como N(T—4,) c ImTtemos Ec ImT. Se xe
e pe N(T) vemos que {(Tx, y) = {x, Ty) =0isto & ImT = N(T),
Dai N(T) =« (ImT)* « E* = N(T), ou seja, N(T) = (Im T)*,

Como E é gerado pelos N (T — 4,) segue-se qué existe uma base
ortonormal e, , e,, ..., €,, ... de E tal que e, € autovetor associado ap

autovalor A,, onde estamos repetindo 4, um nimero de vezes jgual
a dim N(T-4,).

6. LEMA. E=ImT

Demonstragdo. J& sabemos que E = Im T. Dado x € H se definimos
Y= € E por

P = lﬂil {I, ‘EI} €

vemos que || y.||? < ||x||* e

Ty = i (x,e) Te; = E (x, he) e =

=1 im1
m m
= E1 (x, Tey) e = Z: (Tx, ¢ ¢
" Como Té compacto, existe subseqiiéncia Vm, tal que Tym converge a
um ponto y& E, Mas

(Tx -y, e, = (Tx, 'EJ> - lim (T??..pe )

= (Tx,¢;) — lim (E (Tx,e) e e;)

k=
=10

o que acarreta Tx — y€ E* = N(T) = (Im T)*. Mas Tx - yEIm T
logo-Tx — y=0. Isto prova que TxcE. m
Podemos agora enunciar a seguinte proposicio.

% PRﬂPﬂSICﬁ{} -Os autovalores de T ou sdo em nimero finito ou

" Jormam uma seqiiéncia limitada cujo tnico ponto
: de acumulagdo éﬂ Além disso, Im Tadmite uma base ortonormal formada

L pur autovetores d‘e Tamﬂadas aos autovalores n&o md'as.

-Iﬂﬂmnﬂmp&o chue du que ja foi. feito. m

L ]

— PECTEANETY 5
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g. COROLARIO. Sedim H = 0 ¢ Im T densa em H entdo os auto-

valores de T formam uma seqgiiéncia infinita i,,
Jaian Aoy oo com A, # Q para tedo n, e existe uma hase ortonormal de
H formada por autovetores de T.

Demonstragio, '?Ifll't:lﬂ. N(T)=(ImT), sc ImT=H resulta que T
€ .Injl.‘:llt'ﬂ. e dai 0 ndo ¢ autovalor. Como dim N (T —
- 2) < oo, se dim H = o0 a seqiiéncia dos autovalores deve ser infi-

nita. |
O corolario 8 ¢ suficiente para os propdsilos da segdo S do capitulo

IV.
Se H for um espago de Hilbert, isto é, se cle for completo, como

N(T) = (Im T)*, segue-se que H = N(T)@® Im T pela proposicio
abaixo.

9. PROPOSICAQ. Seja E um subespago completo dum espago pré-
-Hilbertiano H. Emtdo H = E @ E*

Demonstragdo. Dado x ¢ H provemos que existem y€ E, v € E* com
x=y+0v Temos d =d(x,E) >0 ¢ podemos en-

contrar uma seqiiéncia y, € E tal que lim || x — y,|| = d. Pela identi-
dade do paralelogramo, e
130 = 3 ll? + [13n + v = 2¢]1? = 2(][ 3 = x|I* + [[ 3= x|

Como lim 2|3, — x || + || ye = x||) =4d* || yo + 3 — 2x]||* =

n=m

L el b

.IF'.+J.M : i H R = 1
=4 — x{| > 4d?* segue-se que lim ||y, = y. || = 0 c dai

existe y € E tal que lim y, = y pois E ¢ completo. Claramente lx -

A=

= J'" = d(x, E). Agora, s¢ z€E, = # 0,
{x=nz) ‘,’ , s |¢x=n
o N =lx=-yl?-- :
o9~ S e =l = e

[ eomo e {xu_ L rek seuese que |lx - I <|lx -

- (}' + <x"__l';’;:>):|| o que acarrcta {x — y.z) = 0. Dai x =

=y+(x—y)com yeE x~yeE". ®

e el e Wl Sl M et 8 48 s s . i e

o b el Mot

e .
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Pelo lema 6 existe uma base ortonormal de Im T formada por
autovalores de T: Se pegamos agora uma base ortonormal de N (T,
como N(T) = (Im T)* (veja discussdo antes do lema 6) usando 3
proposicdo 9 podemos concluir:

10. PROPOSICAO. Suponhamos que H é um espago de Hilbert. Entip
H admite .uma base formada por autovetores de
T. m

i "
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CAPITULO V

EQUACOES LINEARES
NO CAMPO COMPLEXO

Equacgdes lineares da forma
2x" +1x' + (12 = nP)x =0 (1)

chamadas equac¢bes de Bessel aparecem em muitos problemas da
Fisica-Matemdtica. Por exemplo, na seciio 10 discutiremos as oscila-
¢hes de uma membrana circular utilizando as solugdes de (1), cha-
madas lungoes de Bessel,

Notemos entretanto que para estudar as propriedades destas
fungGes num intervalo que contém 0, ndo podemos aplicar a teoria
desenvolvida no capitulo III, pois dividindo por t?, os coeficientes da
equa¢do resultante apresentam descontinuidades, Pontos désse tipo
chamam-se singulares, como € usual nos problemas matematicos em
que a teoria geral ndo se aplica. - -

Héi porém uma relagio entre as solugdes de (1) nos eixos positivo
e negativo, oculta pela acio separadora do ponto singular. Para exem-
plificar ésse fendmeno, consideremos o caso mais simples, porém
revelador, da equacdo de Euler de primeira ordem

x' ="t ax (2)

As solugdes de (2) no eixo positivo sdo da forma cg, onde ceC
e ¢,(t) =1 Analogamente para o eixo negativo, com ¢_(t) =|[t|~
Entretanto, por continuagio analitica de @, ao plano complexo
obtemos ¢(z) = """ para z =te*®, que no eixo negativo (0 =n) nos
da e que é um multiplo ndo trivial de @ _ e portanto a determina.

Isto mostra a conveniéncia de estudarmos a equacdo (2) na vi-
zinham;a de zero diretamente no plano mmplcxu.' Nnten:u_:-s porém
que se partimos de uma solucio qualquer ¥(r) mo eixo positivo ¢ ele-
tuamos uma volta completa em torno da origem, oblemos uma nova
solucdo de (2) dada por 2 ¥(r) que & distinta de ¥(t), a menos que «
~ 5eja inteiro.

Entdo, mesmo que um
(ndo multiformes) fora da origem, as Su
- ponto de ramificagdo.

uma equagdo tenha coeficientes analiticos
as solucdes podem ter 0 como

S A N e, B B S 1, =
. gt mm e L .
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um sistema qualquer na secdo I,

Na secdo 2 introduzimos os pontos singulares simples, que correspon-

dem a0 caso em que a matriz dos coeficientes do sistema tem um polo
de ordem um. Em térno dessas singularidades, as solugoes podem
ser descritas de maneira bastante satisfatoria e isto sera feito nas se¢Oes
3 e 4. Na secdo 5 analisamos os pontos singulares de uma equagao
diferencial de ordem n @ luz dos resultados obtidos. Na secdo 6 estu-
damos as equagoes de segunda ordem cujas singularidades no plano
complexo sdo todas simples, chamadas equacdes Fuchsianas. Mos-
tramos ai que s¢ o nimero dessas singularidades néio supera trés entao
seu estudo se reduz ao da equacéo hipergeométrica (secdo 8). As solugses
dessa equacdo serfio obtidas pelo método de Frobenius (se¢do 7) que
também serd aplicado no estudo da equagao de Bessel na secdo 9.
Enfim, como foi dito no inicio, na secio 10 utilizaremos as fungOes de
Bessel na descricio das oscilagoes de uma membrana circular.

1. Pontos singulares de um sistema linear

_Cuns;idemmas o sistema linear
w' = Alz)w (1)

- onde A(z) & matriz n x n de fungdes analiticas num conjunto da forma
0 < |z— z,| < a. Dizemos que z, € ponto regular ou ponto singular de
de (1) conforme A(z) seja ou ndo analitica em z,.
Da proposigdo II1.7.0 resulta que se zy & ponto regular entdo
o sisterna (1) possui uma matriz fundamental analitica em |z — z5| < a.
- - 'Por outro lado, se z, € ponto singular nio podemos aplicar direta-
mente a proposicdo 1I1.7.1 pois o conjunto D-::[z-zn!-ca nio &
~ simplesmente conexo. " '

w
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Tentamos entiio  obter umg
0<|z=2]<a em duas clapas o

setores circulares ¢\, €y como ny figura ¢ ¢m ¢ escolhemo
| e 'MOS uma

matriz_ fundamental @(z) de (1), Depos

Y . 5 e oa ., ;.
fundamental ¢lz) de (1) 1l que ,JT,I:IJ P ‘I![:l";'“::’:‘ﬂ;t"l’uf 2 & malriz
podemos ter (z,) # ¢fz,) i) eee porém que

m:nnft lindamental de (1) em
1 segunte maneira, Fixamos dois

. EXEMPLOQ. Sl;jil 0 lm.-n-.:mu Lom um ponto singular em zero
— =y e X - "
W =:""Rm onde R ¢ a matriz constinle

PR
R=(u A)‘ LeC.

Para €ssc sistemi uma matriz fundamental em qualquer conjunto
simplesmente conexo contido em €~ {0} & dada por

e - -
4(2) =(E, iy )

Nul-.:mns_ que logz ¢ (se 4 ndo ¢ inteiro) z* ndo podem ser definidos
de maneira continva e univoca em térno do ponto zero.

Em geral este ¢ o comportamento das solugdes de um sistema
na vizinhan¢a de um ponto singular. Se fixamos z, em 0 < |z~ z|<a
¢ um vetor ve C", & dbvio que localmente cxiste sempre uma solucio
univoca w(z) de (1) com wiz,) = v. Mas se fazemos uma volia completa
a0 redor de =y a0 mesmo tempo que estendemos w(z), o valor w(z,)
apds o percurso ndo € necessariamente igual a v,

Por causa disso, scmpre que estudamos um sislema em torno
de um ponto singular, &€ conveniente abandonar a restricio de uni-
vocidade imposta até aqui a definicdo de solugio ¢ permitir que estas
sejam multiformes.

Dai o procedimento efetuado acima, repetido sucessivas vézes,
nos garante a existéncia de uma matriz fundamental (possivelmente
multiforme) ¢(z) de (1) em 0<|z— 2| <a.

Além disso, ha uma relagio bastante simples entre os diversos
ramos de ¢(z). Suponkamos, para facilitar a notagdo, que z,=0.
Entio como ¢(ze**) € ainda uma matriz l‘undnmen}al de {1‘{ a pro-
posicdo 111.2.6 nos garante a existéncia de uma (Gnica) matriz cons-
lante ndo singular C tal que

P(ze*™) = ¢(2)C

para todo z em 0 < |z| < a. Claramente ¢(z) € u
matriz identidade.

nivocaseesdose Céa

B | i m————— S———
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Se () & outra mutriz fundamental de (I)em 0<|z|<ae B
& a matriz constanic tal que Y(ze?™) = ¥(2)B, considerando a matriz
constante nilo singular T para qual #(z)=¢{(z)T (novamentc a pro-
posi¢io 111.2.6 segue-sc que B=T" ICT isto é, B e C sio semelhantes.
Isto também pode ser provado dirctamente se notarmos que BeC
sfio, respectivamente, as matrizes em relaglo as bases formadas pelas
colunas de Y(z) e ¢(z), da aplicacdo linear que transforma cada solugio
afz) de (1) em 0 <|z]<a na solugdo w(ze*™).

A matriz C definida (a menos de uma semelhanca) € dita matriz
de monodromia de (1) no ponlo 2,

Como as fungdes univocas ¢ as fungoes multiformes aparecem
juntas com fregliéncia, para cvitar confusiio, durante 1odo o resto deste
capitulo sempre que dissermos que uma funcio é analitica estaremos

nos referindo a fungdes anallticas univocas.
Se P é uma matriz constante, definimos z° por 2 = e3P jein &,

& i (P log z)°

=0 n!

3. PROPOSICAO. Toda matriz fundamental do sistema (1) em
0<|z—2,|<a é do tipo

Mz) =Sz - z0)" . O<]z— z{,| <a
onde S(z) é matriz analitica em 0 < |z — z5| < a e P é matriz constante.

Demonstragdo. Podemos supor que 2, =(). Se ¢(z) ¢ matriz funda-

: mental de (1) em 0<|z| <a seja C matriz constante

ndo singular tal que ¢(ze™) = ¢(z)C. Como C é ndo singular, existe

" matriz constante P tal que C =e*'* Definindo S(z) = ¢(z)z~" temos

o Stze?™) = $lze™) 1~ """ = P2z
Elﬂ é'S{IEi"} = S[:]- .Pfﬂ?ﬂ!lﬂﬂ qIIE S{E] e analitica ‘em u < izl{ &' -

Se P'é a mitriz constante dada pela. proposicdo 2 sejam T sua -
forma de Jordam e T matriz ndo singular tal que 7J =PT Como

¥(z) =(z)T é matriz fundamental de (1) e Y(2) =S(z)(z =2’ T= = -
=8(z)T(z —2)' T~ ' T=5(z)T(z ~ z,)' segue-se’ que I‘n;{;d:up};;]'n’ L
o = 5()T temos | TR R

R T N, e R
S22 Vonde V(@) analltica em 0<|z=zgf<a . | iaf it

'
- = gk
d et = A
. . 1 e . . Yy wa g
R PR T L 1 BT
B . . ® an PR T I il i d " LT + o
= . . Ll

™ ¥ o
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e A é autovalor de P e J(4) € um bloco de Jordan de J associado

alk(2— zo)'? € da forma
o) (log (z — z)*  (log (z — z))f

| log(z - 5 . =

0 1 log(z — 2) ... (log(z — zp))' ™"
22 2 ST ... .|

0 0 Q e log(z = 2p)

0 0 0 1

Resulta que toda solugdo de (1) em 0 < |z — z,| < a é combinacdo
linear de fungdes do tipo »z)(z — zo)(log (z — z,))™ onde A é autovalor
de P,0<m<n~— 1 & inteiro e v(z) & analitica em 0 < |z — z,| < a com
valores em C".

Segue-se também que associado a cada autovalor 4 de P existe
pelo menos uma solugdo ndo nula de (1) da forma (z)(z — z,)* onde
oz) é analitica em 0 <|z—zy| <a com valores em C". ,

Mesmo que 2z, seja ponto singular de (1) pode ocorrer que toda
solucio do sistema seja analitica em z,. Por exemplo, as solugdes do
sistema unidimensional @' =z~ ' sio todas da férmula w(z) =cz,

ceC. Temos porém o seguinte resultado.

3, PROPOSICAO, Se z, & ponto singular de (1) € ¢(z) & matriz fun-
damental analitica do sistema em 0 < |z —z,[<a

tal que ¢(z) é continua em z,, entdo det ¢(z;) = 0.

Demonstragdo. Se det ¢(z,) # 0 ento ¢~'(z) existe e & analitica em
[z=25|<a e dai A(z)=¢'(z)¢(z)"" € analitica em

25 0 que € absurdo. m

2. Pontos singulares simples

Na seciio anterior obtivemos alguns resultados validos para as

solugSes de um sistema linear na vizinhanca de um ponto singular
qualquer. Daqui em didnte vamos limitar o nosso estudo & classe
- dos pontos singulares que permite um -tratamento-mais direto, que

880 08 pontos singulares simples, cuja definicio damos a seguir. . -

] I'-.

Lo .
A e " '
i "1I'. i
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Seja entdo o sistema linear

w' = Alz)w L)
onde A(z) ¢ analitica em 0 <|z—zp| <a.

1. DEFINICAO. O ponto z, & dito um ponto singular simples para
o sistema (1) se A(z) tem um polo de ordem um
em z, Dizemos que z, € no mdxime um ponto singular simples de (1)
se A(z) tem no maximo um pblo em zg, isto €, se z, € ponto regular
ou ponto singular simples de (1).
Notemos que se z, € ponto singular simples entdo podemos es-
crever (1) na forma

w =(z—2)""' AD)w

onde A(z) ¢ analitica em |z—Z,| < a e Alzy) # 0.
O sistema mais elementar com um ponto singular simples em
2 =1z, € 0 da forma

w =(z—zy)""' Rw (2)

onde R & matriz constante, para o qual uma matriz fundamental &
d(2) = (z — z)".

A proposi¢io seguinte nos da uma condigdo suliciente para que
um sistema possa ser transformado num do tipo (2)

2. PROPOSICAOQ, Suponhamos que o sistema (1) tem uma matriz

Sfundamental ¢(2) = S(zz — z,)®, onde S(z) ¢ anu-
litica em z = z5 com det 5(zg) # 0. Entdo 2, é no maximo pontoe singular
simples de (1) e a mudanga da varidvel dependente w = S(=)u transfornia
(1) em ' =(z—=2,)"" Ru

Demonstragio. Temos §(2)(z — zo)® + (z — z5)™ ' S(2) Rz — zp)f =

= A(z) S(z) (z—zp)® e dai A(z) = S(z) S(z)°' +
+ (z — z9)”" S(z) RS(z)~" provando que A(z) tem no méximo um
polo de ordem um em z, Como o' = S'(zJu + S(z)u' sepue-se que
W' = [8(z)" ' A(z) S(z) — S(z)~" S'(z)]u e usando a expressdo de A(z) re-
sulta que v =(2—2z5)"'Ru. m

A defini¢dio de ponto singular simples ¢ baseada no comporta-
mento da matriz A(z) dos coeficientes do sistema (1) na vizinhanga
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de zo.. A definicio de ponto singular regular, que damos a seguir, ¢
baseada no comportamento das solugbes de (1) na vizinhanca de
z,. Recordemos que toda matriz fundamental de (1) em 0 < |z — 20| < a
& de forma ¢(z) = S(z)(z — z,)" onde P é matriz constante ¢ S(z) &
matriz analitica em 0< |z —z)| <a.

* 3. DEFINIGAO. Se z, é um ponto singular de (1) dizemos que zoéum

ponto singular regular se S(z) tem no miximo um pélo

em 2z, Dizemos que 2, € no mdximo um ponto singular regular de (1)
se zo & um ponto regular ou um ponto singular regular de (1).

Logo, s& z, € no maximo ponto singular regular de (1) podemos

escrever :

P(2) = 5(z) (z — 20)"

onde I ¢ a matriz identidade n x n, k & um inteiro e §(z) é analitica em

|z—29| <@ com S(z)# 0. | _
Em conseqiiéncia, utilizando a forma de Jordan de P como na

secio anterior, concluimos que toda solugio de (1) em térno de z,

& combinagio linear de fungdes do tipo v(z) (z — zp)* " (log [z_- Zol"™,
com A autovalor de P, 0 <m =< n— 1 inteiro ¢ v(z) analitica em

|z = 25| < a com valores em C". _
Sai também que associado a cada autovalor A de P existe uma

solucdio ndo nula de (1) de forma {zfz— zp)* ™" com ¢(z) analitica

em |z-z,| < a _ _ _
Para provar que todo ponto singular simples & singular regular

. precisamos de um lema. Antes [ixemos a notagdo que serd usada tanto

na demonstragio do lema como na do teorema.
Se B = (b;) ¢ matriz nx n, delinimos as normas

181= [ E, bl o 181= 2 Ibul

. ii"n'lm;:sc'd ;'{a,;.] temos |AB|<|A |B| e ||BE|.|.15|BiEH||B||
. Além' disso, como |1|=n resulta |€®|s(n—D+e™

Al “Seids J tum intervalo da reta e r— B{) uma aplicagdo diferen--
... 4 LEMA. Seja J um intervalo da r ' todoreld.... . . iE

" cidvel onde B(r) ¢ matriz mx:n ndo nula para

=

. Bt | 1200 <y para o res -

'rlll'\.

I . .
T R L T P : i = . i "

T daast _-._.II-.;._'. r i b L T vl . o g iy S gk : _'|"I.:'_ L s

-. _1
-
[ it b,

) e, oy

S+ =4
o i L -
T S gt M k'l S e el e o 1

- -

g

B R g e

-

e O L Yo
e el L
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Demonstragdo, Se Biry = (b (r)) temos

Re (E b (r) m)
Li=

d|Bo) 4 ([ —ﬂ) N
R I ( ,,“:1 4 drbuir) | B ||

| || B(r) .
¢ dul, usando u desigualdade de Cauchy em R™, f_!Lt_,_'_';"_._I[ < || B)|. m

5, TEOREMA. Se z, ¢ ponto singular simples de (1) entdo z, € ponto
singular regular,

Demonstracio. Se (=) = S(=) (= — zo)" ¢ matriz fundamental de (1) com
S(=) analitica em 0 <|z—z,| <a, precisamos provar

gue S(z) tem no maximo um pélo em zy, isto & que existe um inteiro
niio negativo m tal que S(z) (= — 20)" & limitada numa vizinhanga de 2,

Como =, ¢ ponio singular simples de (1) podemos escrever
Alz) =(z = z) "' A(z) com Alz) analitica em | z= zp | < a. Fixando
0<0<2n scja f(H) =]z + re”)|| para 0 <r <a Como.

i:—ﬁ"lf:u + re") = -‘-{F— (2o + re) e, usando o lema sai que
ir il

A

’ dr ()

Dai se “-‘Tf-":'ﬂﬂ;:% para |z— 2| <r; <a segue-se que

2
e ” LT re"’}u <L) || Ao + re|

£{r}l Ec*ﬂﬂ. O<r<r,.
dr r

Entio L) + ¢ 8. > 0 ou seia,

i{4"]
dr +5 50 se 0<r=<r, Integrando entre r ¢ r, resulta

VGG
log (_ﬂ!‘ﬂ.'i 2 0 e em conseqiiéncia, f(r) sr’i:;l]f'—.

Sy
Se d = sup (5 || ¢z + re®|)) obtemos para 0 <r <r,,
2

0<f<ilr

ldteo + re | < 2 - .
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1:::r outro lado, M 3= 2o = pe' temos | (z = 20) 7| < | Yoo fe="F|
e |e S = 1)+ ™I Além disso, se p< 1, Le‘”’””’l <(n-1)+
+ lll boap] | ) et {H o I]_ o= tl-“"‘”” | ] e !" s ]l_'. .ﬂ-l | 5 "FFI FI. NEHHS

condicoes 1wemos
[z = 2)"F| < ml(n = 1) + 217N p~ 17 *%)

Como 8(2) = =Kz = zo)"", s¢ m = c+ | P| entdo por (*) e (**)
resulta que para 0 < |z = 25| < min (L,r,), S(z) (z = o)™ & limitado. m
A reciproca do tcorema 4 ndo & valida em geral Pois se

=(3 )

vé-se que zcro nito ¢ ponto singular simples para o sistema w' = A(z)w
embora scja ponto sihgular regular, Isto porque

-2 a=1
o0 =(3. I)

¢ uma matriz fundamental para o sistema.

Na scqdo 5 veremos porém que os conceitos de ponto singular
simples ¢ ponto singular regular sio equivalentes para equagdes di-
ferencinis de ordem qualquer.

Sc o sistcma linear

w' = A(2) w (3)

é tal que A(=) € analitica para todo z suficientemente grande, podemos
estudar o seu comportamento no ponto = = o introduzindo a varivel
|

¢ = —.

Entdo sec @) = w (—1-) e A) = AG:-} (3) se transforma no

sistema ;
5 @

e por hipétese existe a > 0 tal que — fﬁ‘.{’ﬂ ¢ analitica em 0<|{|<a.

Dizemos que z = co & um ponto regular, singular, singular simples,
singular regular, etc para o sistema (3) s¢ o ponto ¢ =0 fem as mesmas

propriedades para o sistema (4).
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6. PROPOSICAOQ. Uma condigio necessdria e suficiente pnra.i;-ue 0
sistema (3) tenha no mdximo um ponto singular
simples em z= o0 é que A(z) seja analitica em z =20 ¢ A(x0) =0.

Demonstragio. Para que = = oc seja no maximo um ponto singular
simples de (3), o ponto & = 0 deve ser regular ou singular
simples para o sistema (4). Dai A?{é—] deve ter no maximo um polo

de ordem um em & =0 e isto obriga A(£) a ser analitica em ¢ =0 tendo
ai pelo menos um zero de ordem um. B

3. Sumcﬁeé formais em pontos singulares
simples

Consideremos o sistema, regular em z,

w = (a};n (z — zo)* Bk) w (1

==}
onde B, B,, ... sdo matrizes constantes e Z (z — zo)* B, converge para
k=0

| z— 2, | < a. Sabemos pela seio 111.7 que se uma série formal (isto

¢, uma série da qual em principio ndo sabemos se converge em algum
ponto z # z,)

¢ wa acC 2)

satisfaz formalmente

(@, + 2(z = zo)ay + 3(z — z.)%a; + ...) =
=(Bn+{2_zu]-ﬂ|+(;_EH]IHI+...](ﬂu+{zl—:n]al+t=__zu}1ﬂ1 +-"]_

no sentido de que as identidades

ay = By ag
k=1
kﬂk =j§nﬂjﬂi__j_l ka 1

sdo vilidas, entdo (2) conve

Tgee¢m [z — 25| < ae é efetiva
solucdo do sistema. [ “‘t mente uma
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Nesta &r:l:ﬁl_:- descjamos provar um resultado semclhante para o
casoem que 2, ¢ ponto singular simples de um sistema linear. Como as
solucdes cm 16rno  desses pontos envolvem térmos da forma
{zf::n}l* (log (z — zo))™ vamos considerar séries mais gerais que as
séries de poténcias.

Uma série logaritmica formal ¢ uma expressdo

Ty

P=) = Y (2= zolillog(z = 2V p,f2) (3)

=0
onde 4,€C, j € inteiro nio negativo ¢ pifz) € uma séric de poténcias
formal p,(z) = kgn ai,yz* com af’ e C" e p,(z) = 0 (isto & &' = 0 para

k = 0) exceto para um nimero finito de indices.
r Notemos que derivando (3) térmo a térmo resulta a série logaritmica
ormal

Pla)= ;":n (z =zl (log (= — zo) [pif2) +
AMz=2zo) T 'pf2) + (G + Dz = 297" p, a1 (2] (4)

Seja agora o sistema

W =(2=2,)"" (B + ai (z =zt A.)m (3)

= 7
onde B, A,, A, ... si0 matrizes constantese ) (= — z,)* A, converge
ke

para | z — 25| < a. Obviamente o sistema (5) tem no maximo um ponto

singular simples em z,.
Dizemos que a série logaritmica formal (3) € solugdo formal do

sistema (5) se as identidades
Bal® = Al + (i + Dalf,,

k
Ball)+ ) Aali" =+ kal+( + Dall,
v

sio validas para k 2 | ¢ i,j = 0. Para ver o motivo desta definigdo,
basta substituir as expressdes (3) e (4) em (5) ¢ proceder formalmente.

B PRDFDSICE{}. Se a série logaritmica formal (3) € solugdo formal
do sistema(5) entdo (3) converge para 0 < E z—zl<a

e é al uma solugio efetiva de (5).



160 UgBes de equapdes diferenclels ordinérias

L i
Demonstragdo. Como a cérie ¥ (z—z,)* A, converge para |z — z,| <q

[ |

temos lim sup |A,|'"* 51- e dai, se p:r-l- vale | A, < p* para todo
a a

k suficicntemente grande. Logo existem ¢ >0, p >0 tais que
| 4| < ep* para todo k=1 ¢ podemos cscolher r >0 tal que

" k
5 (f.) <,
ke r

Se m ¢ inteiro tal que |B| < me A€ C com | 4| > m, entdo para
todo yeC", |By—iy|=|A| |y|—|By|=(A]| — m)|y| ou seja,
| By — Ay
Al—m (6)

Considerando os expoentes 4; € j que aparecem nos térmos ndo
nulos de (3) facamos N =max | ;| e M = max j. Podemos entio en-
contrar ¥ = | satisfazendo

|af}| = »*

para todo i,j e para k=1,...m+ M + N.
Fixando i, scja j, 0 maior inteiro tal que p; ;(z) # 0. Provemos que

@tk | = v Y

para k = 1. Porindugdo, suponhamos que (7) & validoparatodos < k — |
onde k—1=m+ M + N. Entdo

| <

k
Bafl, — (4 + Kall, = = 3. 4, a5
¢ dai

k
| Baftl, — (i + Kalll| ey 3 ptrt=

< oyr* i (%)l < yr*

e como |4; + k| —m = 1, por (6) segue-se que |al*) |< y*, comple-
tando a indugdo,
Provemos agora que

| a1 | = vr* ®)

para k = 1. Como antes suponhamos que (8) é valido paratodos<k—1
onde k—1=2m+ M + N. Entdo

e,
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&
Balll-y =+ Kl == 3 Aall + Joabl
¢ obtemos
A
| Bal}, ., — (; + Kalh-i| = ey E1 pP! + jovrt

<yt + jorr*t = (o + Dy
Como |, +k|2k=|A4|zm+1+Mzm+1+j,

ou seja, |A + k|—m=j, + 1, por (6) scgue-se que

t + 1 ‘.'J
fahSe-1] = Uﬁ— = yr',

completando assim a inducio.
Continuando com éste procedimento, num niimero finito de

etapas obtemos que
laflj] = »r*

i,j=0e k=1 Dai|al['" <y'™r<recas sérics pifz) convergem
para |z —zo|< —:_- Em conseqiiéncia (3) converge para 0 < |z = | -::-—:_-

e & ai uma solugio efetiva de (5) pois us operacoes formais sio justi-
ficadas nesse conjunto.

Para mostrar que (3) converge em 0<|z — zo| < @ notemos que,
rearranjando os térmos de (3) se necessirio, podemos supor que se
pi A2) € P, z) sio ndo nulos entiio A, — &4, nilo € inteiro (isto para
que (z — zo)illog (z — 2)Vpy A2} ¢ (= = zo)t:llog (= - 2oV A7) scjam
independentes). Como existe uma soluclio @(z)de (S)em 0 < |z - ol <0

| . <
cuja restri¢gio a 0<|== fnl":‘;' & igual a p{z) ¢ como () admite

uma Unica expansdoc cm série logaritmica com as propriedades acima,
pois z, &€ ponio singular regular de (5), scgue-s¢ que p(z) converge

em 0<|z—2|<ac plz) =wiz). ®

2 OBSERVACAQ. Uma solucdio formal em tdrno de um ponto sin-
_ gular pode divergir se cle ndo- for simples. Veja o

exercicio 7 para um exemplo no ¢iso de uma equagio diferencial.
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4. Matrizes fundamentais em um ponto singular
simples

Um sistema lincar para o qual = =0 é ponto singular simples
¢ do tipo

' = B(z)w = (z—'n + Eﬂ z’*ﬂm)m (1)

onde R, B, sdo malrizes constantes com R#0 e a série Y &b

m=0

converge num conjunto |z|<a.
Como z=0 é ponto singular regular de (I) (ver secdo 2) toda

matriz fundamental desse sistema em 0<|z|<a € da forma

$(z) = S(z)z2 = (_: z"P..) 20 2)

onde @, P, sio matrizes constantes. Substituindo (2) em (1) temos

(P + 2P, + 22Py + ...)27'Qz% + (P, + 22P, + 322P, + ..)29 =
=(I-IH +Bu+-=ﬂl +-=2.B= + .-.]{Pn'l“.Z'P. + IEP:_'I_ ...]IE

0 que, apos cancelarmos 22 e multiplicarmos ambos os lados por z,
s¢ transforma em

(P +zP, + 2P, +...)Q + (2P, + 22°P, + 32°P, +..)=
=(R+zBy+2’B, + 2’B; + ...) (Py + zP, + z?Py +...)

Em conseqiiéncia Q e os coeficientes P,, devem satisfazer
k=1
PQ + kP, = RP, + Zﬂﬂ.«ﬁ-:-: v kK21
L]

A primeira dessas relagdes € satisfeita se fizermos P, =/ e
e 0 = R. Nésse caso a segunda, que € uma relacdo de recorréncia para
os P,, se transforma em

k=1
PhR_RFt'l‘kPk:EH:Pt-:ﬂ- ()

=0

Notemos que [3]! pode ser sempre resolvida se a aplicagio linear
P — PR — RP ndo tiver nenhum inteiro negativo como autovalor.
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I LEMA. S¢ R ¢ uma marris nN 0 constante, os 00 autoralores du

1 aplicagdo lincar (1" « PR - RP, definida no espago dos
MArFIzes 1 n sdo eXdlamente ox numeros A - fq";_ Veodijron onnde "]..-
l=m=n sdo oy autoralores Jdo R ! :

Demanstragao., Sejm 0 oo forma de Jordan de R o {‘: womatriz nxn
I ‘ f:ll:ms elementos sdio tados nulos exceto o da linha i,
columt J.o que ¢ ual a L Entdo vése ficilmente que

CY = JC =4, = )€ 1 8Ch 1 )

?ﬂd’-': As 1 22m < 1 €& 0 meésimo autovalor da dingonal de J, 4 ¢ « silo
iguais a 0. 1 ou — 1 ¢ os térmos da forma *,, | ¢ ¢} siio nulos, Scgue-se
que a matriz da aplicagdo linear P - PJ — JI" em relagiio 4 base
ordenada o Cpy oo CChoyy ee Coc e o €7 do expago dins ma-
inzes n x n € triangular ¢ os clementos da dingonal principal (que
sdo os autovalores dessa aplicagiio) sio exatumente os 4, - 2 j- Agora,
s¢ V' ¢ matriz ndo singular 1l que R =FJ e ael”, as equugdes
PR—RP+aP=S§ ¢ (V7'PVYN =V PP 4 alV ' PV)=V 'SV
siio equivalentes, provando que os autovalores de T'sdo os 4,— 4. m
Podemos provar agora o scguinte resultado.

2. PROPOSICAQ. Se no sistema (1) 2 matriz R nilo tem dois auto-
valores cuju diferenga seja um inleiro nido nulo,

entio o sistema admite.uma matriz fundamental ¢(z) da forma

(=) =(I + i :"'P,,.):" 0<|z] <

onde P_,mz=1 ¢ matriz constante n X n.

Demonstragdo. Pelo lema seguc-s¢ que s relugdes de recorréncia (3)
pouem ser resolvidas caso R niio tenha dois autovalores

cuja diferenca seja um inteiro niio nulo. Com os Py, 1 < k nssim obtidos,
a séric ¢(z)=(+ =P, + 2P, + A o c uma solugio lormal _d: (1)
e dai pela proposigio | da segdo anterior, ¢ uma soluglio eletiva de
(1) em 0 < | z| < a. Se P(z) nilo fosse matriz fundamental de “L'ﬂi“m““
detp(z) =0 em 0 < |z|<a 0 que ¢ absurdo pois det =" # 0 em

0<|z|<a e SO)=I®

3. OBSERVAGOES. i) Com as hipoteses da proposigio vemos entiio
' facilmente que existe uma maitriz fundamental
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~ do sistema (1) da forma ¥(z) = 5(z)z’ com 5(0) = T onde J ¢ a forma

de Jordan de R ¢ T & matriz ndo singular tal gue RT=TJ.

i) Ainda com as hipoteses da proposi¢do vemos (proposigio 2
da se¢dio 2) que a mudanga da variivel dependente @ = S(zJu trans.
forma (1) no sistema &' = z"'Ru.

Se a matriz R possui pelo menos dois autovalores cuja diferenga
€ um inteiro ndo nulo entdo em geral ndo existe nenhuma matriz fun-

~damental de (1) da forma 5(z)z® com §(z) analitica em 0 <|z|<a.

Mas podemos sempre encontrar uma matriz fundamental de (1) da
forma S(z)z” onde §(z) é analitica em |z| < a ¢ D € matriz cujos auto-
valores 580 todos também autovalores de R. Para provar isso faremos

- uso do seguinte lema. |
4, LEMA. Sejam Ay <oy & (r = n) o5 autovalores distintos de R. Entdo

existe
s zZl, O
T(z) =V ( 0 I--:)

onde 5 € a multiplicidade de A, como autovalor de R e V é mairiz cons-
tante ndo singular, tal que a mudanga da varidvel dependente w = T(z) ¢
transforma (1) num sistema da forma

tp'=(z"ﬁ+ i B )w

m=0.

ﬂude a série Z z"B,, converge para |z|<a e os autovalores de R

m=0

" 00 s

'Dumnnﬂm{:ﬂu Suponhamos primeiro que R esti na forma de Jordan |

¢ escrevamos R = :':l g.‘. nndeR,és:s:mmm
i

_ ._-___.tudns us hl_nms de Jordan_correspondentes ao autovalor J., Se
'I',m s(fufi ? );p o sutcmn {1} se tunﬂ‘nnnl :m '

q,,_ 'U_ﬂ Y-(B,,(2) aum Yo, BT AEIOA,
e i 0 a'.-. ﬂ::(z} By(z)) _I__, e P
(ﬂ ) u u)]“"

o

T R
' ¥ e
[

w & '_.'.1'- LN
i & . L] r
LA e &
o e it bl L il o e,

[ =
Wil B i S W
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' = (Bule) — 27, z7'Byy(2)
r ( zB;,(2) " By,(2) ) *
: BUL g2 N
Agora, s¢ B, = (Bﬁ“ B{h,) entdo ' =(z"'R+ A(2)lp onde A(z) &
m »

- - 2
analitica em |z| <aeR= “:}1 I Bfﬂ! ])'. Claramente os autova-

= : R,
lores de R sdo 4,1, 4,,...,4,.
No caso geral, se J = V~! RV é a forma de Jordan de ¥, a mu-
danca de varidvel w = Vi nos leva ao caso particular anterior. &

5. PROPOSICAOQ. O sistema (1) tem uma matriz fundamental da forma
 Pz) =8(2)z" onde S(z) é analitica em |z|<a e
D € matriz constante com as seguintes propriedades:
i) D ndo tem dois autovalores cuja diferenga seja um inteiro nido
nulo.
ii) Todos os autovalores de D sio autovalores de R.

‘Demonstragdo. E suficiente aplicar o lema anterior um niimero finito
de vézes. m

5. A equacdo de ordem n

Consideremos a equagio
@™ + by(2w" Y + ... + by (D00’ + b =0 (1)

‘onde as funcdes b,(2),...,b(z) sio analiticas em 0<|z—z,|<a.
Se pelo menos uma das funcdes by(2), ..., b,(z) ndo & analitica em z,.
dizemos que z, & um ponto singular da equacio (1); no caso contrério,
z, € dito ponto regular de (1).

" "Nos capltulos anteriores associamos a (1) o sistema

| =400 ' @
onde ¢ = (@y, s @ Pr=0EC - e B o G W
v 3 K w oo = O s s Y8 we

0 3 o - 1 I '. 0 * _ﬂ

(L TR II'lllll-r..q.q.a---- shassaadrlinidadasnanasaninrsane® rpllltt'-_il
(LR - e

'......|..'-i.-l----.il-ll-ll-il...i.'.l.l?f'!iiq'v.li':l-l‘-l'l?_l__li.‘iIII‘-;_Iq__'ll-.liib:ni:'!-:i;_I -_'" :
S NCBe) m (@) =baea®) v =ha@mby@ s

o e vt

B VB E SR e PN R, g "

i g s 7 ' 5
e Tt o L P |
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Fazendo isso, podemos concluir, usando o0s resultados da segido 1,
que tdda solugdo de (1) em térno de z, € soma de fungdes da forma
pl=)z — zoYilog (= — =,))" onde 0<m<n—1 ¢ inteiro, 2€C e pz)
é analitica em 0 < | = — =, | < a; vemos tambem que {II! tem pelo menos
uma solugdo da forma p(=}: — o)’ 4 € p(z) como acima. ‘

Porém, se tentamos definir z, como sendo ponto singular simples
para a equagdo (1) se e s6 se o € para o sistema (2), obtemos uma de-
finicio excessivamente restrita. Pois, nésse caso, para que z, [Osse
ponto singular simples os coeficientes by(z), ..., by(z) deveriam ter no
méaximo um polo de ordem um em =, condi¢do que ndo ¢ satisfeita
pelas equagbes mais importantes.

E conveniente portanto, introduzir uma nova variavel dependente
V=, ... y,) tal que ¥, = (= — =)' " '¢,, 1 =i <n. Entdo o sistema (1)

se transflorma no sistema

W =(z—zo) ' A(2) ¥ (3)
onde 0 1 0 0 0 R\
0 1 1 0 0 |
- 0 0 7 S 0 0
AT M T e R R A S S S R
0 0 L ¥ e oot 1 0
0 0 . | R ——— . n—=2 |
o R 2 0 R EEEE ol R T =(z=z200byz) aA-1-
o b, =) ob o al2) 1z = Zglbyl2)
— -

Notemos que, como ¥, = ¢, = w, os elementos da primeira linha
de qualquer matriz fundamental de (3) em torno de =, formam ai uma
base para o espago das solugbes da equacio (1).

Dizemos entdo que z, € ponto singular simples ou pomto singular
regular para a equagio (1) se z, tem as mesmas propriedades em relacio
ao sistema (3). Isto € equivalente is seguintes definigdes.

I. DEFINIGAO. Se z, ¢ ponto singular de (1), dizemos que z, & um

ponto singular simples se (2 — 2,)'b,(z) é analitica em
zg para 1 < k < n, isto ¢, se by(z) tem no miximo um polo de ordem
k em z,.

2. DEFINICAO. Se 24 € ponto singular de (1), dizemos que z, € um pon-
: . to singular regular se 16da solugio de (1) em térno de
Zo € combinacdo linear de funcdes da forma pz)z — z,)(log(z — sl
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-t
e '

onde A€C, 0 sm=<n—1 & inteiro € p(z) ¢ analitica numa vizinhanga
de 2o Caso contririo, dizemos que z, & ponto singular irregular,

Observemos que s¢ Z, ¢ ponto singular regular de (1), em téimo
de z, cxiste pelo menos uma solugio da forma p{z)z -z}, AeC ¢
piz) analitica numa vizinhanga de z,,

A mais elementar das equagdes de ordem n com um ponto singular
simples no ponto z, =0 ¢ a equacio |

1] E"_l n=1} bl-] i ég_ -
w™ + zm‘ + o+ 5510+ J0 0
onde b,, ..., b, s3o constanies, que na forma -
Za™ + "' bV + ... + b, 20’ + bw =0 .

¢ chamada equagdo de Euler. O sistema de tipo (3) associado 4 equagdo
de Euler ¢ Y’ =z~ 'Ry onde R é a malriz constante

'I' u grambdimi ﬂ
| | sarasains 0
0 2 irvneieba 0

T [ ST T S T Y gy T T A Y e S T P
. " r H ’

oo o

0 0 1 0
0 B n B I -
_b. ';bﬂ-ll ""Ib._l ------ .q-!i _!'-'1 n-— l "bl

e uma matriz fundamental para ésse sistema € ¢(z) =z".

Vé-se facilmente que o polindmio caracteristico de R ¢ p(A)=
=iA=1)..(A—n+ 1)+ b Ui - }(l=n+2)+...+ b, A+Db,
que & chamado polinémio indicial para a equagdo de Euler. Usando a
forma de Jordan de R segue-se entfo que se Ay, ..., 4, <N sdo as - |
ralzes do polindmio indicial, com multiplicidades my, ..., m; respectiva- - | 1§

. mente, uma base para o espago das solucdes da equacdo de Euler € JER
‘dada’ pelas fungdes z*logzy, 1 <iss 0<jsm—1. e
. - Outros exemplos de pontos singulares simples sao o postio O .
. _ para-a equagdo de- Bessel 2o + 20" + (2 —n'Jo =0 ¢ os pontos .
. . Ve=1 para a cquacio de Legendre (1 — 7)o" =220 +nln + o =0. -

co: o000

mriatt, LA AL gt e, St

g e gy g T (LT e L
I -
.
B g P

- Wt w———

! JPRDFﬂSICEG Se z, ¢ ponto singular simples de (1) emﬂuzn . o
P BREY O w ponto singular regular. ..~ " e ok JOTR
Densoristragio. Imediato a partit das.definiges €-do teorema 5:da’ "

i Y
r 1 A - -
1y B
= ] -
it s
. L

L
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4. TEOREMA DE FUCHS. Se z, é ponto singular regular de (1) entéio
© z¢ € um ponto singular simples,

Demonstragio. A prova serd por indu¢dio. Suponhamos que z, & um
ponto singular regular para a equacio w' + b(z)w = 0. Sabemos-entdo
que esta equacio admite uma solugdo em torno de z, da forma ¢(z) =
=(z—z,)'q(z) onde xeC e g(z) é analitica numa vizinhanca de z,,
com g{z,) # 0. Substituindo a expressdo de ¢(z) na equacgéo vem que
alz — z " 'g(z) + (z = zpq'(z) + blzMz — zp)g(z2) = 0 ¢ dai
alz —z,) " 'q(z) + q'(z) + b(z)g(z) = 0. Resulta que
L)
bz z — zp) K (z — 2p)

provando que b{z}z — z,) € analitica em z,

Suponhamos agora que o teorema € valido para cquagtes de
ordem n—1 e seja a equagdo

0™ + by(z)w™ M + ... + b, (2} + bfz}0 =0 (*)

para a qual supomos que z, &€ um ponto singular regular. Seja ¢,(2).

uma solugdo de (*) da forma ¢,(z) = (z — z5)"g(z) onde xeC e g(2)
€ analitica em uma vizinhanga de z, com g(z,) # 0. Se ¢ € solugdo

de (*) entdo ¢ € da forma ¢ =@ sc e s6 Y € solugdo da equagio

¢,(2) (i=1) 4 €, y(2) c (2)
v +'?’1{3}¢‘ _ +_';_HIT¢ "P:[}'ﬂ G

.. onde Codz) = GAoT™2) + Goii) @D eV ") + ... +
-+ (33 bymi- A2 @3(2) + (@ + Dby, (2) @)(2) }+ b,-{z) p,(z) para
_L

1(2)
0<|z—zo|<a. Mas ﬂ.(*l=¢'“’{z]+b;{zltp*""'{z}+...+b _{(2)0)(2) +
+ b (z)p,(z) =0 ¢ dai a equaclio acima & realmente uma equacio de

sﬂn analiticos em

% " nrdemn ~lem ¥'. Fazendo u =y temos que u deve sat:sl'nz:raequacﬁﬂ '

;"H'l] o+ _iﬁull'il TR N C...I{I} u _u _ {-;} : i
- @4(2) P1(2) Yo
Entaﬁ qs{z} ¢ sulu;in de {‘} s6 €56 se ( N{ l}) suluq:ﬁu de "1 |
Pz

Pﬂsﬂﬂdﬂ ﬂ*'l Eﬂlﬂﬂﬁﬂﬁ @3(2),...; @,0z)-de (*) que. junto. com q:u(z]-'-: :

fﬂﬂm’e‘m umabasr. parnassnlun;nes d: [‘] tﬂnnﬂquﬂ(*ﬂ ) E (i:) i
I .'-'-' e -"' "-'."' L ..__.I._.,- : I-I..,. g B dah ,-.'”I ,I

DEers

gt L
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formam uma base para as solugdes de (**). Pois se existissem cons-

tantes fi,, ..., #, nio todas nulas tais que ) f (-EL) =0 entdo
In2 @

integrando entre dois pontos z,,z; em 0 < |z — z, | < @ obteriamos

Y. Beodzy) + (“ i [iF E‘{—z'l) @,(z;) = 0 o que é absurdo. Como

i=2 {=2 Pylzy)

cada fun¢io -EL & combinagio linear de fungbes da forma
1

(2 — 2o (l0g (2 — zo))" % onde e C, 0<m<n— 1 &inteiro e &), 4(2)
sdo analiticas numa vizinhanga de z, com g(z;) # 0 conclui-se que
2z, & no miximo um ponto singular regular para (**). Pela hip6tese
de induclio, ;*{E":} tem 1o méximo um pélo de ordem k em zo.
1 5
Como 1) I ?3(2) + b,(z) segue-se que by(z) tem no md-

ximo um poélo de ordem um em z,; como £ _ (B2
Wlfﬂ @,(=)

+ (n= 1)by2) 212 4 b,(2), segue-se que by(z) tem no méximo um

'?1{31
polo de ordem 2 em z,; desta forma obtemos que by(z) tem no miximo

um polo de ordem k em z, para |<k<n-—1. Enfim como

T o0, a0t o 940
blz) = — _fj;l:-l'.f—] by(2) ':’1'[*’]' vee = by y(2) ":‘:1'[31 vemos que b,(z)

tem no maximo um pélo de ordem n em z,. @

Se z, ¢ um ponto Eiﬂguiar regular para a equacdo (1) entdo escre-

vemos o sistema (3) na forma
[ a]

V=(z—-2)" R+ 3 (2~ 2" 4V

=

para podermos aplicar os resultados da secdo anterior. Vemos que a
matriz R ¢ idéntica & matriz (4) com by = lim (z— 2o  bfz), 1<si<n.

Ainda como no caso da equagdo de Euler o imlinﬁmin caracteristico
de R & dado por
p{l}=l{i_ ”“_{A_u-i- l]-l-blﬁ,{.l- 1)...(A—=n+2)+... +b,_1A+b,

¢ é dito o polinomio indicial da equagdo (1) no ponto z,. Pela proposicdo
5 da secio anterior podemos afirmar que toda solugdo de (1) em torno
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de 2, & somn de fungdes da forma ¢(z) (z — 2o)" (log (z = zo))" onde
ll:: m<n—1 & inteiro, & ¢ iz de p(d) ¢ qlz) & analitica em z,;,.

Caso p(A) nfio tenha duas raizes diferindo por um inteiro ndo
nula entdo se x & miz de p{d) existc uma solucdc de (1) da forma
(= — z,)q{=). onde g(=) & nnalitica em z, ¢ glz,) # (0. Pois pela proposiclo
2 da se¢do anterior existe uma nmtnz fundamental de (3) da forma
S(=)(z = 2, onde J ¢ u forma de Jordan de R ¢ S(z) € analitica em z,
com det 8(z,) # 0. Logo existe uma coluna (uy(z), ..., ufz)) de 5(z)
tal que Uz = 2Pz o (2 =~ 2o)V'1,(2) & solugdo de (3) € em conse-
qiéncia f(z) =(z - -,,}"u,{:] ¢ splugdo de (1) com

L) = (2 = 2l al2), oo ") = (2 — 207"V wl2).

Dal se wuy(z) =0, de fi(z) = u(2)(z — zp)* + o, (2) (2~ 2, )" =
= w2z = P! sl que wy(z)z = 2o) + oy (2) = uy(2) € uylzg) = 0.
Deste modo provamos que u,(zo) = ... = u,{z,) = 0 0 que ¢ absurdo.
Quando o polindmio indicial p(1) ndo tem duas raizes cuja di-
ferenga seja um inteiro, para cada raiz a de p(1) uma solu¢do de (1)
da forma w{=)z— z,)" pode scr obtida pelo método dos coeficientes
indeterminados exatomente como no caso regular. Faremos isso para
o caso n = 2 na se¢do 7 quando estudarmos o método de Frobenius.
Para uma nqunc;in de segunda ordem

w" + by(2)e’ + by(z2)w =0 (5)

o palmﬂnuu indicial num ponto singular regular z, & dado por p{J) =
-4 + (by = 1)d + b, onde, como sabemos, b, = lim (z — z;)b,(2)
E—=ia

¢ by =lim(z— Fb;{z}. Por exemplo, para a equagio de Bessel
" Iy

. 'zw""""'m +(z? —H’}w=ﬂ como lrm:-:lrnl e lim ziz_{.r"i ——

“ o1 T

-0 polindmio indicial no ponto 0 f pA) = A? I n?, cujas raizes sdo

ne —n. Para a equacdo de Legendre (1 — z%)w" — 220 + n{n+ 1w =0,
‘em ambos os pontos 1 € —1 o polindémio indicial é pl2) = 2% como
- 6 Jeitor pode ver facilmente. A equagio de Bessel ser4 estudada na se¢io

g;ﬁ eggt;ﬂn de Legendre ser dmadﬂ para os exercicios (ver exercicios
E o

". ¢ Como no caso'dos’ slstcmas. para utudnr as solugdes de: {l] no . -

mﬁmtnf&mamudnnﬂdevanﬁ?ﬂz --é—-eﬁtudammanqmin'

nhuda nn ponto. ¢=u. Su pa.rﬂ essa aqu:ﬁn. Enﬂ € pnmn "5"‘3&;':":--;_

lrpnpm {ll
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5. PROPOSICAO. Uma condicdo necessdria e suficiente para que

£ =00 seja no mdximo um ponto singular regular

para a equagdo (1) é que cada b,(z) seja analitica em = = o0 e tenha af
pelo menos um zero de ordem k.

Demonstragdo. Fazendo b,(z) = %‘i podemos escrever (}) na forma

™ + e (™M 4 L+ (2 + ezl =0, (%)

Se @(€) = m(—é-) por inducdo vé-se que, para m= I,

m—1

(=" W‘"*(ﬂ]'nrm = (= 1)""a™ j{ﬂ + E & jm f"&m{ﬂ

J=1

onde os «;, sdo constantes e dai, se &(¢) = c, (%) a mudanca de

vanavel z = —:;- transforma (*) em

"™ + &M (O + ... + &d,_ ()@ + d (&) D =0

com (_ lrdl—nl‘.i} = {_ lrEn—n[f} + 5 E ; 'u:nj En-j {f}t O<m =n- I,
=m+
onde &,(¢) = 1.

Mas & =0 é no maximo ponto singular regular para esta ultima
equagdo se e sO se cada dy() € analitica em § = 0. Isto ocorre se € s
se cada &(l) = -1‘- by (;—) & analitica em £ = 0 o que prova a pro-
posicdo. B :

A equacdo de segunda ordem (5) ¢ transformada pela mudanca

de variavel :=?Eﬂ'l
¢ ___m 71 El{.;.-].‘.—_u
onde

- 1 = 1
a@lf) = m(%‘)- b,(§) = b, (‘E‘) e by(f) = b, (?)

Em particular a equagdo de Bessel no infinito &
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o il ) I_HI)E,:{L (6)
m+¢+?—(§?

logo, z = oo & ponto singular irregular para 2 equagio d
J4 a cquagdo de Legendre adquire a forma

— 2 ., 1l ann+l)
CrE 1Y TEE-1

e Bessel.

@ =0

tendo entio z=co como ponto singular regular. Dai o ]?nl_inﬁ_rqin
indicial da equagdo de Legendre em z = 00,1510 €, 0 pnl_mf'.-mm indicial
de (6) em 0, & p(4) = A* — A — n(n + 1), cujas raizes sdo —ne(n+ 1)

6. PROPOSICAQ. Uma condigio necessdria e suficiente para que a
equagdo

W™ + by(2) 0" 4 ...+ byy(Z) + bfz)w =0

tenha no mdximo singularidades regulares nos pontos distinios z,, ..., 2, oo,
com todos os demais pontos regulares, é que os coeficientes bfz) sejam
da forma

b ,13] i flz)

z—=2z)...z—2)
onde f(z) é um polindmio de grau no mdximo jk — 1).
Demonstragdo. Como todo ponto singular rf:gular ¢ singular simples

segue-se que se Zy,...,2; S30 no maximo ponlos sin-
gulares, com todos 0s outros pontos sendo regulares, entiio

JEY=bf2)z = 2,¥...(2 = 2}

¢ inteira. Como bfz) ndo tem singularidade essencial no infinito, o
mesmo ¢ vilido para f(z), que deve portanto, ser um polinémio. Como

bfz) = /)
A =z} ...fz=2zY

deve ter no minimo um zero de ordem j em z = o e o denominador
tem grau jk segue-se que f(z) deve ter no miximo grau igual a jk —J.
A reciproca é imediata. m A

~ As equagdes para as quais todos os pontos singulares sdo pontos
singulares regulares sio chamadas eguacdes Fuchsianas. Na proxima -
se¢do estudaremos as equagdes Fuchsianas de segunda ordem." .
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_ | qu::uma equagdo de Euler, S¢ Alc}:ﬁnasmizes do pulmﬁmm m-.
- dicial p(d) = .1=+{k1—1M+k;.assaluwﬁclma=quaﬁusandarnmm |
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6. Equacgtes Fuchsianas de segunda ordem

Nesta scqdo vamos abordar as eguagdes Fuchsianas de segunda
ordem, ou seja, as equagdes de ordem dois que ndo possuem pontos
singulares irregulares, Uma equagéo desse tipo ¢ a equagdo de Legendre,
cujos. pontos singulares 1, —1 e oo sdo regulares, Por outro lado,
z =00 & ponto singular irregular para a equagdo de Bessel, que ndo &,
portanto, Fuchsiana. Aqui vamos tratar em detalhe apenas o caso da
equacio Fuchsiana com no méximo trés pontos singulares. Prova-
remos que toda equacio desse tipo pode ser transformada na equacao
hipergeométrica, por meio de mudancas de variavel.

Seja entdo

W'+ f(Zw +gz)w =0 1)

uma equacdo Fuchsiana. Como todo ponto singular regular & isolado,
os pontos singulares de (1) sdio em nimero finito. Notemos também
que s¢ (1) ndo tem pontos singulares finitos entdo f(z) ¢ g(z) sdo fun-
¢Oes inteiras ¢ como z = o0 € no méximo ponto singular regular,
devemos ter f(c0) = g(oc) = 0. Logo, a unica equa¢io Fuchsiana sem
pontos singulares finitos & w” =0, para a qual z = oo & ponto singular.

Suponhamos que os pontos singulares finitos de (1) estéio contidos

nrr conjunto {z,,...,z,}. Pela proposicio 6 da seciio 5 sabemos que

f(z) e g(z) sio da forma

4@ i rz)
fO = =)= ¢ =g G e
qlz) ¢ r(z) so polindmios, de graus no maximo k — 1 e 2k — 2 respec-
tivamente. Por exemplo, se (1) ten um tnico ponto singular l'imtn 31
mtlu & da forma

m"-[--:z—-jf;—uf [—k*—}:m =0 Kk.keC
=y i

+ E -—L—“ﬂﬂdt n,.b Ca :iu mn!tamm. Nutemm pu.;im qlm-'

II-I I-"I.., "

P . a el ST . a w =
g P i e =] 1 '
ap iy T Pl e R d B0 b _'I-. ig

Wy -..'-'-]. o

..5'&11!"'2 %}
Cii o Usando as expresses dadas mma. pademas ﬂxpand:r f{zi = .
o '.-yiziﬂmfmqﬁcspnmms,Entinf ()= Z 5 caE) = E :
- L am=mi

T S—.

" s e

T e e

._ .
- L} '~
=l i S
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I'.:m no numerador um W€rmo em ~2%-1

by Com
Z".—_—.—f+ ) ==

. e -nl - m
com mt:‘.l' ciente }: ¢y Como r(z}) € de grau no miximo 2k—3
m=]

segue-se que E ¢y = 0. Dito de outra maneira, z = 0 ¢ zero de
ma=|

nrrdem no minimo dois de g{..} logo

tm o3 2o+ I o5 mo

e este limite & igual a Z £
m=]

Podemos entdo concluir que as equacdes Fuchsianas de segunda
ordem cujos pontos singulares finitos estdo contidos em {z,,...,z,)

siio exatamente as equagdes da forma
k
w” .
.m E4 (E )&r“i- -Zn[ [z'_zlliz 4 -El =42 ) e {2] ?

Ir-'t &=y
undel Qs b €, 530 constantes arbitririas, exceto pela condigio
E cm =0, ﬂbvmmmt: um dos pontos z; ¢ realmente um ponto

m=1
singular se e 56 se pelo menos uma das mnstnnt:s ay by, c; ndo se anula.

Fazendo z——é— e (&) = m(% em (2) rcsu]ta a equacio

k k

e ] l =y 1 b
s (- L) s (Bl

_n'-: --1“—"-'4-,.]'

. W
Cumm;}—=?—+ ot Z cn =0 esta equagiio se trans-

m=]

e
gt
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. LEMA. Uma condicdo necessdria e suficiente para que z =0 seja
ponto regular de (2) é que tenhamos

) Y a,=2

m=]

L
i) Y (bp+ cpz,) =0

e

k
i) ) (2=.b, + c,22) =0
muj
Demoanstragdo. £ =0 é ponto regular de (3) se e so sc

L

— ﬂl"‘ : b : cmzm
2= 2 * 2 iyt e

me1 1=62, m=1 m=1
tém ai zeros de ordem 1 e 2 respectivamente. Mas :E(z- i l—ﬂEz )::
=1—i:nm e Ilm(i by ]+Z—'L) Z{ﬁ + CmZm)
m=1 g=0 \mm1 (1—82,) Zm) m=1
B bm O | 2ol 2ol & ZpDm Cmim

Mcmdisso,cnmnm E 1=tz (1= CH1—¢z0)

2
=5m 4 Swm segue-se que

g !~E
lim L f + E CmZm ) zk: (2zbm + cpzl). W
E=0 é m=1 [l—fz ".1 eyt ] = Py m m

Na secdo 5 definimos, para cada ponto singular regular z, de (1),
o polindmio indicial em z, por
p(A) =A% + (po — A + qq

onde p, =lim (z — zp)/f (z) e gy E!E.l.l}n (z — z9)%gl(z). Agora é conveni-

=20

ente estendermos esta definicdo aos pontos regulares de (1). Néste
caso p, =g, =1 ¢ o polinémio indicial é sempre p(1) =4% — 2, cujas

raizes sdo 0 e 1; isto rellete o fato de que em qualquer ponto regular z,
existem duas solugdes de (1) linearmente independentes, uy(z) e u,(z),

analiticas em zy € com u(zg) # 0, uz(zo) =0, u3(20) #0. Se z; € um
ponto qualquer chamaremos as raizes do polindmio indicial de (1)

em z, de expoentes de (1) em z,.
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Sejam cntiio 2., X4, € &, ., X;, 05 cXpoentes de (2)em z ez =x
respectivamente. O polindomio indicial de (2) em =, ¢

pld) =A% + (a, — 1)i + b,
¢ dai resulta

By + O3 =1 — a,,
Aim&Eam = ”m

(4)

Em = = 2 o polindmio indicial de (2) ¢
A A
F:::{"':‘} = ‘El 4 ([ — Z ﬂm)i‘i‘ E {hm + Emzm}
m=] m= 1
0 que nos di
L

X, + 0 =(..Z. a.,)— 1

(3)

k
Ly T3 = E {bm + cmfm}
m=1
Combinando as primeiras equag¢des em (4) e (5) obtemos
k
By + U+ El (ot + @) =k = 1 (6)

Segue-s¢ que se s € o nimero de pontos singularcs de (2) entdo
a soma dos expoentes de todos esses pontos € igual a s — 2, Isto porque
em cada ponto regular a soma dos expoentes & um.

Notemos que a partir dos expoentes podemos determinar todas

as constantes a,, ..., 4, € by, ..., b, mas ndo em geral as ¢,, ..., ¢,. Para
estas ultimas temos apenas duas equagdes,

k
E Ca=0

k k
E Il = Xy A3 = z brn
m= ] m=1
acrescidas de
k k
Y Zew=— ) 2z,b,
m=1 m=1

quando z = c¢ € ponto regular. Como essas equacdes sdo independentes,
conclui-se que se (2) tem no méaximo trés pontos singulares (isto €,

TR

F iyl g



" gy cija soma & 1, a equacdo
.- 'sefido que a condi
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sek=2onk=3ez=cwé mEuinr] entdo a equagdo (2) fica determinada
pelos expoentes nésses pontos. Por causa disso introduzimos o simbolo
de Riemann |

L & 3
w=PFPloa, «; ; 2
@1 13 @3y
para designar a equagdo Fuchsiana de ordem dois com pontos sin-

gulares em {z,, z,,z,}, com expoentes respectivamente o, € Xy, %;3
€ &35 *y3 € Uz3.

2. PROPOSICAOQ. Sejam oy, %y, 0 3, ®az0 Xy e X300 €C. Se 24,22 €T,

uma condigdo necessdria e suficiente para que exista
uma equagdo Fuchsiana de ordem 2 com pantos singulares em {3, Z3, oo},
sendo os expoentes dados, pela ordem, pelas constantes acima, € .que

Ry + Gzq F 8z + Qg + 8 F X2 = 1.
Nésse caso a equagiio com essas propriedades é

" + (1_—5.:1"_“11 3 i*_:l.a:‘:Eu)m +
2—4‘:' = =3

Logytay %1a%z  Tisfie %1% ““rﬂu)m =i
([I— z 1]3 (z=2z3)* & dzl}{:._ 23) '

Demonstragio. Se existe uma nqﬁapin Fuchsiana com as prupricd.m_if:g
acima, (6) nos diz que a soma dos expoentes em 2,, 23, 0 deve ser igual
a 1. Em térmos da equacio (2), as férmulas (4)nosdioa, =1 —a,, —ay,
‘g =1 =0y Uy by =01 %21 € b, = @, ,83,. Como ¢, + ¢, =0 usando

a segunda formula em (5) obtemos

" = c c -
i > Dol Tt i

21—z o sl

; o o — gy Eag — Xyad
..=.J_'LJE——*-“-1L"“'11B

: _:.r-:|1[;*"=1} _- |

- provando que a"cquado tem a forma acima. .

3k : : i gt Wi €
" RO o acimd tem as: propriedades descjadas, -

5
.

_.-'::'.:L :--é .'ﬁﬁ m:! & 1 Iwn—ml Eingulnrmlgrr'. ; ...-.-, e : s

cio sobre a soma das constantes assegifa QUEZ= 00, .l

: [ TN S I' "L
W e w37
k R et ".‘?. E
] . AT e e EmLAL A
e - 1 '.'l- '|. .-1I-
IR M- EE N P ey
. i bt b | F A
= T e = . o
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Deixaremos pura o ¢xcn:h:‘irf 41 n qt:-htum;ﬁrf ;!:l forma gm»'m da
equagiio Fuchsiana com no m:mrim “'“5‘,[““3"“' 5I“.‘E,El]“rﬂ5‘ﬁmlns e
com ponto regular em == . Nio pruu.*m‘n.tl!tns_ dela aqui porque
provaremos i scguir que toda cquagio tham}m com no mmﬁlmn
trés pontos singulares pode ser transformada numa equagio Fuchsiang
com no miximo dois pontos singularcs finitos, por meio de uma my.
danga da variivel independente. Essa mu-':tnm:n d‘_u variavel sera feitg
usando-se¢ uma transformagio linear [racional nio singular,

3. LEMA. Toda transformagdo linear fracional ndo singular

Az+ B
= s D—-BC+#0
' =+ D B

¢ composicio de no mdximo cince transformagies lineares fracionais
ndo singulares dos tipos

p=A2z y#0
|
0= g
v=z+0
A H"%g
Demonstragio. Se C #£0 podemos escrever v =E-+ et e dai v

pode ser construida pelas etapas sucessivas, v, = Cz,

vy =D+up,, u3=:—2, u¢=(ﬂ-»i§)ua e finalmente v = g—+ Uy

y ¢ duas etapas, v, u-ﬁ—: € u=~§-+u,

Se C =0 entio :.-=“[:'4"H'r

sdo suficientes. m

4. PROPOSICAOQ. Se

V=P e, a Ry 2

Ta1 Oyp o,
€ se a mudanga da varidyel independente

_Az+ B
Cz+D

b

AD - BC#0
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transforma z,,2;,z, em z},7}, 7 respectivamente, entdn

Z; 2z Zy '
o= P I?"‘:'I 1 ﬁ!: 'ul 3 @
N3y Ay oy

Demonstragio. E suficiente que provemos a proposicio para o caso
€m que v assume uma das trés formas el:mcntares

dadas pelo lema anterior. Faremos aqui apenas o caso em que v = L

€ 05 pontos z,, z; € z, sdo finitos. Os demais ficam para o leitor. Est:rﬂ-
vendo a equagio original na forma (2) temos

o 3 b 3
w” + — Vo + .., S o e .
(225 (Lt £ )emo o
e sabem i -

08 que a mudanca de variavel z—-l—,— transforma-a em

= 1 3 a I 3 b
@" 4+ — L m =y , L ™
v ( ,E’l 1 —H:_)m +: v? (,El (1=vz,)* 2

)
+ _Fﬁ_ = [] . {t-]

onde @(y) =@ % . Como z = o ¢ ponto regular de (*) scguc-se que

¢ =0 & ponto. regular de (**). Dai os pmtlnﬁ singulares de (**) estio
em {z7%, 271 27}, Se z_#0 entdo como

=1 3
lim 2=Z= Z—Z—ﬂﬂ—-—)=d_ e

; gzt D mey 1=v2,
i ! ] ( -1y2 By '!.’ -
: hm;' .H : (ﬂgl {1 oy I‘Izu]l ugl - ﬂz-) - ﬁ"

fﬁulmquﬂnscrpoehtcsde{‘]n:m: sﬁnmmmdef“}m:

3 Seumdns:,,éutemnsquemnstrarqueusnpoentudt('}amﬂﬂﬂ B
=_I.'1guatsanse:po:m=s de {“}r.mz=u:r Mas:stnhm-edintnpmspnn.l i B S

:studar {"""] nn mﬁmtu i‘unmus a mudanﬁ de varifvel u=-i.u- o

que uns traz d: vnltn i nquar;-in {'") ﬂrﬂ Fﬂlﬂﬂ 0. l S

Rl

oy B g S

B m e e, sy

g T mE sy

.
e R T

e Rl i " 3
L - & T i+ = -
.F,T-ﬁ-:..-.q'._;..'._}q.el;?'-l.-\.-.-r ._.F-'.-::_F:_-I___.h._r_q ay ....,.__,_ __,
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Se z,, 25, 2, siio finitos conclui-se, a partir da proposicio anterior,

: ; T8 Ea— ¥
que se fazemos a mudanga de varidvel v = z—2y 2Z3—2z, Pl

2, I3 Z3
o=Pla, o, o z
Eil E:l B2y

w=P| o, o, o5 D

se transforma em
- IL
- Da mesma forma, se v = =% eniip

se transforma em

0 1 o0
W=Floy a; 3 v

La1 %33 gy

- Vemos assim que dada uma equagdo Fuchsiana de segunda ordem

com no maximo trés pontos singulares, podemos sempre supor que
, ©stes pontos estdo em {0, 1, co}. Com o auxilio da Proposicio seguinte

podemos entéio reduzir qualquer equacio Fuchsiana de segunda ordem
' com no méaximo trés pontos sin

: : gulares a uma forma candnica, chamada
equacdo hipergeométrica, . :

- PRDPGSI(;“E'& Com a mudanga da variavel dependeﬁ rew=(z—z,)u
TR " onde de T, a equagip ° - ' |

.._.' :.:_‘- i . ; ‘_.. s .-.E-l BTe I zz -'_c"n- I__ , . A o - : 9y A - - H '-:: g
EE T MSPlASdbT edd g\ o ey e
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Demonstragdo. Escrevamos (*) na forma

" +fz)e' + g(z)w = 0.
Fazendo @ =(z—z,)’u esta equacio se transforma em
u’ + (ﬂz}+ — )n’ + (H{z}+ AL SN L I‘.‘j) =l
— Z=Iy ( -2,)

que & claramente uma equacdo Fuchsiana com seus pontos smgulams
em {z,,2,,00} € com os expoentes em z, iguais a b, b'. Sejam a,,d}
€ C,,C) Seus expoentes em z, e oo respectivamente. Entdo

2
I'—ﬂl ﬂ’ llm{z—q}(f{:}+*—-:d?-)-—l—ﬂ"-ﬂ +2d

=T 1

e
T — t!f'[?-l' =4y .
a,a; :T::{ z(ﬁ'{ﬂ*i‘ :1 {3_ .
=aa' + d(l —a—a') + d(d - 1)
isto &,

a, +a; ={a—d) + (a — d)
a,dy = (a — d)(a’ — d)

pmvandu que podemos escrever a;, =a — de ay = a — d. Fazendo

2=+ S =/ (—E) #o=g (é) e UE) = ,,(_.) a cquacio as-

sume ‘a forma

o 2 _fO__ 24 \o
; +(¢ 23 E[l—fzd)""'

g() df (%) did - 1) ) i
+( o T TR N

Segue-se que
20D M
1~ mtim ¢ (7 - i) =1 e
g (HD) @ dd—1) )-=
clc,—:lﬂﬁ (;a EJ“....E__lj-l-fl{l—{:.]’z
=o'+ dl e+ )+ dd—1)
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isto ¢,
Gk =lerd ) WL d)
eyey = e e 1 d)

logo podemos escrever ¢ =c+d ¢ ¢ =¢ L. 15t nmh'l?'l e A
equacdo obtida de (*) peln mudanga de varidvel @ = (2 20 € ipoal
g (**). m _

Vimos anteriormente que por meio de uma muditngi da ‘vm‘.u] vel
independente (mudanga essa que € dada por uma transformagio linear
fracional) podemos colocar qualquer equagio Fuchsiana do segundo
grau com no miximo trés pontos singulares na forma

t} l i .I' L
m=0"|a h ¢ =
a ."J‘ i"

Fazendo @ = =“p lemos
r=P[0 h cba =z

e se v=(z—1)"n resulta

0 | (s 4}
n=P10 0 a+h-+e¢ = {7)
a—a b—=bh a+h+¢

Denotando a=a+b+c, i=a+b+c ¢ y=
¢do (7) se transforma, enfim, em
0 | o
u=pP| 0 0 o
b=y y—a~-f1 8
Logo, a resolugio de qualquer equacio Fuchsiana do segundo

grau com no maximo trés pontos singulares reduz-se
cquagdo (8), que é chamada equagio hipergeométrica.

Escrevendo explicitamente (8) por meio da proposigiio 2 oblemos

W’ 4 (l 5 J.:il:,ﬂ,:ﬂ) ‘4 28

I —a' -+ a a cqua-
= (¥)

A resolugiio da

- tr =}
2 7= | :{:_”u (

ou seja,

2 =2)u" + [y—(a+ B+ 1)z]u = aftu =0,
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Na secio 8 calcularemos as solucdes desta equacio em tdmo
de seus 1rés pontos singulares,

7. 0O método de Frobenius

O método idealizado por Frobenius destina-se a calcular as solu-
¢Oes de uma equagio diferencial de ordem n em um ponto singular
regular, mas aqui vamos nos restringir ac caso de uma equagdo de
segunda ordem

o+ f(z)d +gizlu=0 (1)
para a qual z =0 ¢ um ponto singular regular.
Podemos entdqQ escrever f(:) = ﬂ-l e glz) = %[:—j onde

-

x
Fiz)=Y ¢ ¢ Gls) = z d, 2", transfurmandu (1) em
k=0 k=0

20" + 2F(z' + G(=)u =0 (2)

Como z=0 & ponto singular regular de (1) sabemos que existe
pelo menos uma solugdo da forma u(z) = =*h(z) com ZeC e h(:) ana-
litica em z =0, h(0) #0.

x
Fazendo h(z) = } a,=* podemos supor que a, =1; temos entdo

u"(z) = i A+ k(A +k=1)agz*"2

k=0

e substituindo em (2),

S GHk=10+Kaz

k=0
T )(EP+Hm*q
j=0 k=0
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Cancelando z' obtemos

T Gtk— DU+ ka+

k=0

+ (ji c ) (ijn (A + k) ahz") +
+ (,;, :f,z’) (iﬂ aiz") =0,

Igualando os coeficientes resulta, para k =0, aggp(i) =9
e para k>0

apd+ k) +a_ [A+k=Dey+dy]+au_ o [(Z+k—Dey +d,)+ ...
ot g [+ 2oy +di )+ s[4 ey + 4]+ 9)
+ ap [Ac, +d ] =0
onde p(A) = A* +(c, — 1)L+ d, € o polindmio indicial (ver secio 5)
da equacdio (1) no ponto zero.
Sejam agora o e ff as raizes do polindmio indicial, com Rex« > Re §.

Como p(a+ k)# 0 para k2 1, as relagdes de recorréncia (3) podem
ser-resolvidas para A =«, nos dando assim uma solugio u,(z) de (1)

u,(z) = 2* (1 + k}; aglx) f).

Para obter uma solu¢dio de (1) lincarmente independente de u{z)
devemos considerar 3 casos.

I) - f ndo é inteiro.
Neste caso se k ¢ inteiro positivo temos ff + k # x e dai pp+ ky#0,

- logo as relagdes de recorréncia (3) podem ser resolvidas para i = f.
~ Obtemos’ assim wma solucdo

Up(2) = 2 (1 + -i. a(p) z")
e como a# ﬁ temos que u,(z) e u,(z) sdo linearmente independentes.
Mamp - v |
.~ Obviamente o procedimento do caso 1 nio

rocedime ASO nués"k#alquinumﬂ_'?:

% il
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 Consideremos 0 caso particular de (2) em que P{z) e Q(z) sdo -
1guaIs a constantes a ¢ b, ou seja, a equagio de Euler
24" 4 azu' + bu=0 (4)
Um :dns métodos de resolugio de (4) consiste em notar que se
Li)=2'v"+azu' +bu e 1eC entio
LI(:[] . _ﬂﬂzi (5)

onde p(d) =A% +(a— 1)A+b & o polindmio indicial (ver secdo 5) de
(4). Se p(4) tem duas raizes distintas obtemos entdo duas solugdes
hinearmente independentes de (4). Mas se /o € raiz dupla de p(7), para
obter uma solucdo linearmente independente de =* derivamos ambos
os lados de (5) em relacdo a i e obtemos

L,(z* logz) = p()z* + p(i)* log =
e dai
' Ly(z* log z) =0

o que nos di a solucdo z*° Jog z (notemos que todos esses resultados
sobre a equacio de Euler ja tinham sido provados por nés na se¢dio 5,
de maneira diferente). :

Isto sugeriu a Frobenius fazer o seguinte para achar uma solugdo

. linearmente independente de u,(z). :

Se L{u) =z*u" + zF(z)' + G(z)u ¢ A€ C, procuramos uma snluﬁu
[ormal .

oz =2 T ad) - ©)
com ag(d) = 1 da equacio | .
o s L{?{Lzl}ep{ﬂz‘.' . ___r‘.'}"
” Substituindo '{ﬁ} em (7) _e' igualando os m&ﬁdtnlts_‘l-ﬁﬂta- !
R 1. BT O IR B
L apA+ R Fa A[AFk=De +d]+ T ME) &
T WA k=g dy] + o+ @A+ Doy b A H
3 f ;2 £ L -'._._+_q1{31!['['_1'+ 1.]"1__—1;‘?‘,‘}'1& l]+“ﬂ{"“[‘lﬂl ‘Hfl] *ﬂ M :

o [ e
‘1..' ...'ll." pEEY ST gt B2 .
% - ' |5 5

_‘"_7-\:' .I 3



176  LicBes do squagbes diferenciais ordindrius

como antes. Se 4 # « —m onde m & inteiro pns:itivn, obtemos os coe-
ficientes de (6) usando as relagdes de recorréncia (8). Notemos que os

a,(A) sdo fungdes racionais de 4 ¢ que pla, 2) = u,(z)
Agora, como no caso da equagdo de Euler, derivamos (formal-

mente) a equagio (7). Temos entido

(ﬂﬁ'{‘ z}) = a—u-i;[-;'-i}l = p'(A)z* + plA)z* log z

o4
) s
A=g
Usando (6) vemos que
_.___a'f’éi«ﬂ - zl(f ﬂ{g)z*) + 2* log z( § a) =“)

e em conseqiiéncia,

dep(d, 2)
L ( a1

ve1 dA k=0
e dai obtemos
uyz) = z* (f da, (@) z') + log "z uy(z)
k=1 dA

que € claramente linearmente independente de wu,(z).

O processo formal pelo qual u,(2) foi obtida & de dificil justifica-
tiva. Mas se substituirmos a expressdo de u,(z) na equacio (2) e usar-
mos as relagdes de recorréncia (8) derivadas no ponto 1 =a veremos
que u,(z) € solugdo formal e dai solugdo efetiva de (1),

[II) a — f=n=>0, n inteiro.

Néste caso, como p(fi+ n) = p(a) =0, a,,,(4) tem um pélo de
ordem 1 em 1 = f§ para todo k = 0. Tentamos contornar isso notando
quec ‘

LA = Bpld, 2)) = (A— ) pla)* ©)
e dai -
L{{A - ﬂ] @(4, ) |;,-;] =0

Definindo -

b(2) = (4~ ) aW)|,.,
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temos que

bo(f)=...=b,_,(f) =0 ese k>0
basdBVPB+n+ k) + b, (B[(B+n+k=1)c, +d,]+ ...
.-+ b(B) [(B + n)e, +d,] =0

Logo os coeficientes by(f}) satisfazem as relacdes de recorréncia (3)
X
e entdo LZH bpsn(F)2°*"** & uma solugdo real de (1). Mas f+n=x

e dai esta solugdo & da forma cu,(z) onde ¢ = b (f) = (i — B) a,(4) |1=p-

Porém f é raiz dupla de (i — f)p{i) ¢ derivando (formalmente)
ambos os lados de (9) no ponto i=F resulta

a - L] :
L (E [‘[J’. - ﬂ_] IF‘:H.. E}];-‘) == ()
Usando (6) obtemos

Zw-pea) =% [ﬂf— =Pell] 2

+2logzy [A-Pad)?

= =]
k=0

¢ dai
ug(z) = z* Eai (A= B adP)]iap 2 + cuylz) log 2
k=0
onde ¢ =(1— ) ad)|sap-

oA — ﬁi ﬂn{‘l}
aA 1mg
u5(z) sdo linearmente independentes,

Fica a cargo do leitor mostrar que u,(z) ¢ solugdo formal de (1)
e dai uma solugdo efetiva.

Mas secoes 8 e 9 aplicaremos o método de Frobenius para encon-
trar as solugdes das equacdes hipergeométrica e de Bessel

Como

= | pois aq(4) = 1, segue-se que uy(z) e

8. A equagdo Hipergeometrica

2 I{Em:_'sid_er:mns a equacdo hipergeométrica
' 21 — 20" + [y —(e+ f+ 1)z}’ — afw =0 (1)
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0 1 o0
w=P 0 0 rd 2) (2)
11—y y=—a=-f B

Como um dos expoentes em z = 0 é nulo, procuramos solucdes
da forma

ou seja, a equagio

wz) =Y az (3)

a=0

as quais existem, como vimos na seio 7, pelo menos quando ¥ nio
€ zero nem inteiro negativo,
Substituindo (3) em (1) resulta

f ny+n—1)az""" ="§:iu(u+n]{ﬁ+n}a,z'

e

. f:l(u+n—l}(ﬁ+ﬂ~—~l}n !
Scgue-se que a, € arbitririo e podemos fazer ag=1. Para n> 1
temos a formula de recorréncia
o @+n=1)(f+n-1) N
n ] Fi?“l"ﬂ_ ]} m= 1

com a qual obtemos

g =Met1)...e+n—1)BB+1)...(84+n-1)
» nyy+1)...(p+n=1)

Logo, se y ¢ diferente de zero ou inteiro negativo, uma solugiio
nio nula de (1) em |z| <1 & dada por

_ =2 oo+ 1]...[¢:+n-1}ﬂiﬁ+l]..‘.{,ﬁ'+n-— 1)
FleB.y.2) = 1 +E, myy+ 1) . (y+n-1)

& (4)

Como F(x, 1,a,z)=F(1,5,f,2) & a série geometrica, as funcdes
F(a, B, v,2) sdo chamadas funcdes hipergeométricas derivando dai o
nome da equacdo (1). Notemos que se uma das constante a ou f§ é
Zero ou inteiro negativo entdo F(a, §, v, 2) & um polindémio. Nos demais
%m as séries hipergeométricas divergem para | z| > 1. (Veja exercicio



- A Ll i ) - s -“. . LA UM ] R o
PR R Wl T i B [T R P . A L Ll A T g m S
""'l‘.." i ',' E ok am W aweps St oteand .- u, TR B A o 4 L tagE i a
- - =5 - - -y -3

S et Pt o et

EquagBes linsares no campo complexo 179

Pela secio 7 sabemos também que se v & diferente de inteiro posi-

[
tivo, existe uma solugdo de (1) em 0<|z| <1 da forma } b=""'""

n=0g0

que pode ser obtida substituindo-se esta expressdo em (1).

E mais conveniente porém utilizar as propriedades do simbolo
de Riemann provadas na se¢iio 6, Para isso notemos que a equagéo (1)
pode ser escrita como

0 1 o
w=Pl 1=y 0O z
¢, y—a-—p ﬁ

e se @ =z'"7y 1emos (proposicio 5 da secio 6)

0 | o0
u=P| 0 0 a+1—% =z
y—1 y—a—=f f+1-y

0 1 00
u=PFP| O 0, o =
-y Y=u=F §
onde o’ =a+ 11—y, ff=f+1~yey=2—7 Esta ﬁlumﬁequaﬁn

esta na forma (2) logo concluimos que se ¥ ndo € um inteiro pasitivo,
uma solucdo de (1) em 0<|z|< | é dada por

() =2""TFla+1—y,4+1-%,2—9,2) o . E g
Na pmpnsir.:io scguinte vamos resumir o que l‘m feito. '

ou scja,

- l PRGPGEICKG i) Se rnﬁa é zero nem inteiro neyulma. uma ;ulu;gﬂ :
: | | ‘ndo trivial de (1) em |z 1:1 é dﬂdu -

: . ! . mlﬂ(ﬂ - F{ﬂ'-,. ﬁl Tl -'-}
' -"-mdr F(ut.ﬂ. ?, :) é defmida por (4).

. :1} Se § nilo ¢ inteiro positive, uma sm‘upnu ndo :rmml ﬁe (L} em
t]«:]zif.:l é dada por . . - it el Rl

T gl T =F{=+1-?.ﬁ+l—'r.2 o

in} Se ¥ ndo-é. lnteim. Wy e Wy fnnnam um: bm parn 0 espu;:o
du;mlu;ﬂcsde [l}emﬂ'-':lzlr:l-__ B e S TSP LRI

1 N TR ' . s fim . L L T
s 3:. M ¥ _-{_-.;-,. ,"'ul'._','_-'.|-: pern -.:‘--I- i . :" o s P ] Thl
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Para obter as solugdes em torno de z = |, escrevemos (1) na forma

1 0 o0
w=P{ 0 0 o z
y—a2—f 1-v B

Fazendo v = 1 — z temos, pela proposicdo 4 da segdo 6

0 | 00
w=P1 0 0 x p
g A B

0 1 o0
m=P<ﬂ 0 o u)
1—-7 y—a—p B

onde 7' = 1 — 7+« + B. Podemos entfio enunciar o seguinte resultado,
a partir da proposicio 1

ou seja,

2. PROPOSICAO. i) Se 7— (z+ ff) ndo é inteiro positivo entdo uma
solugdo ndo trivial de (1) em |z — 1| < 1 é dada por

mu{z}=F{ﬁt,ﬂ.l—}'+I+ﬁ 1=2)
ll} Se 7— (a + B) ndo é zero nem inteiro negative uma solugdo -nio
trivial de (1) em 0<|z—1| <1 é dada por
wy,(z) = 1=z *?Fy-py-e,1+y—a—p1-1)
iii) Se ¥ — (x + P) ndo for inteiro, w,,; € m;,funnum uma base parn

o espago das soluges de (1) em O<|z—1|<l. m
" Para o ponto z=co fazemos a mesma coisa. Escrevemos (1)

na forma .

S . ot 71 I_ ﬂ :
w=Plae O 0 _:)_ .
i \F " p-e=p I-y C o

'..L.:: L] ; '-_, ..- I]:_aﬂéﬂ'ﬂﬁ ﬂ-: % tmm
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= P10 0 o D
Dot V- —fF B

onde &' =, f'=1—y+a e y=1+a—f. Temos entio.

e se ﬂ]ﬂu"u!

3. PROPOSICAO. i) Se a — f nilo é inteiro negativo, uma solugao néo
trivial de (1) em |z| > 1 é dada por

W () =z2""Fla, |l —y+a, 1 =f+a z7")

ii) Se a — f§ ndo ¢ zero nem inteiro positivo, uma solupdo ndo trivial
de (1) em |z| > 1 é dada por

Wy(e) =z P FB,1 —y+ B, 1 +P—az7")
iii) Se o~ B ndo é inteiro, ©,,, € W, formam uma base para as
solugdes de (1) em |z|>1. m

Para encontrar uma solugiio lincarmente independente de w,,
em 0<|z|<1 quando y &€ um inteiro positivo, temos que aplicar o
método de Frobenius. Comparando com (7) da se¢do 7 seguec-sc que
devemos procurar uma solugio da forma

o2 =1+ ¥ a@z | ©

da aquacﬂu
1= 2"+ [y = (4 B+ 1)z]o —afo = pA)2*" ‘umz:u (6)
. onde p(d) =42 —(1 =y} € o polindmio indicial de (1) em z=0.

 Substituindo-(5) em (6) obtemos

E [l+n}{l+n-1+ﬂu,{l]z" N

N ) |

[ﬂ+ﬁ+1-}'}l+uﬁ RE B

g E {1+n-1+u:}{.1+n—l+ﬁ]lﬂ,, ,[J.}z" pm;u-;)__.-
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€ para n=2 temos a relacio de recorréncia,

a i) = (A +n—=1+a)(d+n—1+f)
; (A+n{l+n—=1+7)

com a qual obtemos, para n =2,

agl) = &HBH1—3itap " ﬂ A+k+a)(i+k+p)
A+DE+Y) ) G+k+ DA +k+7y)

Se y =1, ou seja, se 05 expoentes de (1) no ponto zero sfo iguais,
. temos

dpe I{";']

- (m+ﬁ}i-j-_uﬂ
T
{u+'ﬁu+aﬁ‘ n=1 [.J.+k+u]{.1+k+ﬁj
A) =
. 4) A+1) ,,I_], A+k+1)

e sahemns (caso 11 do método dc Frobenius) que uma solucdo linear-
mente independente de @, (z) = F(w, #, 1,2) em |z| <1 ¢ dada por

30 = ¥ 2 0) 4 Fo,,1,2 tog

Vé-se fAcilmente que {ﬂ} o:+,ﬁ’ 2af, Para derivar a,(3),

uaz é conveniente nu!armus que se f(z) =/f,(2)...£ () z2)#£0
entdo log [ f(z)] =log [}}{z}]+. + log [/(2)] l;qun ITE;; ;nf}"g}:]

=f(z](£l%+ +f..f ]) Para aplicar esta expressio a a(4) em

A =0 devemos i impor a condicdo de
mtmm negativo. Entdo temos

. .','.'dr.',, _ a+f 2
. < S A
. @ ""‘”[{ a+PA+ap  i+1 "

que nem a n:mﬁumnmuu

‘8 dai L

-‘\-n.'n' |
‘J. i

d
Cnmn -El{ﬂj é dﬁh t‘urmn pﬂdﬂnos enunmar

|rl - ..rl' y .r'_' ;

i i : . L ' . - '
L SR P - T, L JC TS R TR T PR S g K iR & ] A B T : i ]
L ||I| . 'h"‘r LTy '~ g ar T - E] ¥ - ':' L g g™ 1 I ‘-" - - 'I'|'- n 4f= |:'I 1 & B

a=1 f | " i 2 - i
i . ; :
E (A+k+u Atk+f J.+k+1)] :

.. (*+'=Hk+ﬁ}] o o T A gt
’ 260,
{ L (k + ”1 [.;u (k + - k .{.,,ﬁ k--l— )] e | £

i B gL T

sa B
T VLl R
B - o
ot i D

1 TS TR .____....—q.;.'l

B e e

K

A ' ' .
aL 1" L] = T
S DT T e p—
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4. PROPOSIGAO. Se y = 1 e se nem & nem f sdo iguais a zero ou a
um inteiro negativo entdo uma base para as solu-

coes de (1) em 0<|z| <1 é dada por
wyy(2) = Fle, B, 1, 2)
Mz) = Flo, B, 1,2) log z +
2 [ k+ak+f [ [ 1 1 2
¥ [ﬂ (k+1)° ]L‘E‘u (k+n: T a+l)]=" y

a=]1 | k=D

5. Observagdes. i) Se uma das constantes a ou [ for igual a zero ou
a um inteiro negativo o que temos a fazer € escrever,

sempre que necessario, a.(4) = g(2) h(1), onde k(1) contém os térmos
que se anulam em A =0. Entdo aj(1) = g(A)h'(1) + g'(2) h(4) e a formula
que deduzimos acima para a derivada do produto de viarias funcdes
é aplicada apenas a g(4). Por exemplo, seja a inteiro negativo e f
diferente de zero ou inteiro negativo. Se n < 1 —a os térmos de a,(4)
nio se anulam em 4 =0 logo a/(0) é dado pela [6rmula (7). Sen = 1 — a,

E5Crevemaos

) = (@+PA+af "o A+k+a)d+k+p)\ H2—a+f)
WA+ 1P e A+k+1) A—a+1p
. o

e procedemos como foi explicado.

ii) Usando y(z) e procedendo como nas proposigoes 2 ¢ 3, obtemos

uma solugdo lincarmente independente de w,,(z) em 0<|z—1 | <¥
quando y = + f§ ¢ uma solugdo linearmente independente de w, ()

em [z|> I quando a = §, sempre que nem a nem B forem iguais a zero
ou a um inteiro negativo.

Se y > 2 caimos no caso I do método de Frobenius. Uma solugdo
de (1) linearmente independente de w,4(2) € dada entdo por

E b"*'"" + cF(&. B, v.z) log = (7

L

onde :
c=|(A—1{1~- MadA)]ias-y

by = [ = (1 = M a@awy-,

5 . _"i‘.’h; im&dinlamut_l.te'quc
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_=DB-1) 5 (—y+k+a)(I—y+k+f)
P k=0 2—y+k(k+1)
e supondo que o e f§ ndo sdo inteiros menores que ¥ (isto serd necessirio

mais adiante) segue-se que ¢ # 0, o que nos permite considerar, ao
inves de (7), a solugdo

-

f ¢~ 'b, """ 4+ Flw, B.7.2) log z

Se n=0,1,...,y—2 temos

(l—y+a+k(1=y+f+k
FH [{3 —(I=Mad)]iay-,= jtl':l':. Q=y+k(k+1)

e dai

Y | E" (2—y+k)(k+1)
@-1)p-1) & A—y+at+ kil —y+p+k)

Logo, fazendo s=y—k—1 e m=y—n—2 podemos escrever
=2
¢! ¥ b,2"*'" na forma

=i
=2 (s=7 1
= Z (ml”ﬁ (s — a)(s — ) m+1

m=0 s=1]1

¢~ b, =

Se nzy—1 temos
(A= —Pa ) =
_(@+f+1=pi+ap (*‘" A+k+afi+k+M.
A+ 1)(4+7) et Ak DA +k+9)

) {A+}'+c:—2}(.1+r+ﬁ-—2])

A+2y=2

Como estamos supondo que nem « nem f siio inleiros menores
que y,” podemos usar a formula de derivacio de um produto de fun-
¢oes que foi obtida acima. Resulta que

i T U=y+k+a)l—y+k+f)
% (Lml;l-l R=y+k(k+1) )

et I | i I
| d+ + — o5
( n.%.l(l—?+k+-:r l—y+k+f k+1 2—}'+k))

onde 4 € uma constante.
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Dai, fazendo s =k + 1| —y e m=n—y + 1 podemos cscrever

ar

e™l ¥ b7 como

a=y+]
ale + 1)...fe+m— DR+ 1D...(B+m—1)

mgn mlyy + 1)...(0 + m— 1)
ot 1 | 11 =
‘(d+fv:-‘n(s+m+s+ﬂ_s+? s+l))'
O térmo
d’f u{n+1}...{|:t+m~—1}ﬁ(ﬂ+l]..1[ﬁ+m——']}z_
mlyly+1)...(p +m—1)

m=0
¢ igual a dF(a, f,v, z) e pode ser omitido. Obtemos entdo o seguinte
resultado.

6. PROPOSICAQ. Se y =2 ¢ um inteiro e se nem « nem f sdo inteiros
menores que y entdo uma base para as solugdes

de (1) em 0<|z|<1 ¢é dada por
m1u{3}=f‘{ﬂ,ﬁ,h 2]
wWz) =logz Flo, fi,7,2) = :'*:_,: ' mﬁl Bk :
g v 2) = m! {S_u"s_m)_,,ﬂ+

m=0 p= | =
b F Eeletmolpo Brm—)
e m'y .G 4+m—=1)

=t ] ! ! R\
'(,;u (.r+u' ¥ s+f s+y ?—I'-T))" .

7. Observagoes. (i) Se denotamos v(z) = G(x, fi,,2z) entdo se y<0 &
um inteiro, uma solucio de (1) linearmente indepen-

dente de w,,(z) é dada por
u@z) =z' 7 Glat 1 =y f+1—y.2—1p2)

se nem « nem f sdo inteiros menores que 1, O procedimento para se
mostrar isso € 0 mesmo que foi usado na obtencdo de w,4(z) a partir
de w,4(z) (ver proposicio 1) |

(i) Com as mudancas convenientes, (i) e (ii) da observacido 5
também se aplicam aqui. |
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9. A equac3io de Bessel

Consideremos a equacdo de Bessel
e 42 + (22— =0 (1)

onde n ¢ inteiro ndo negativo. No ponto singull_ar regular z =0 seu
polindmio indicial é p(4) = 1? — n? cujas raizcs saione —n Dal, pela
secdo 7 sabemos que (1) possui uma solugdo da forma
[ #]
afz) =2+ Y a2
j=1

Substituindo csta expressio em (1) obtemos
e o
E& [+ = n*) a2+ + }En a2 =0

Fazendo j=1 segue-se [(n+ 1)* — n*] a, =0, donde a, =0, Para
j=22 temos a relaciio de recorréncia -

R Y =T i

que nos permite concluir que a; =0 se j é impar, Se j =2k k> 1,em
(2) resuita _

oo . k | - :

%.,. . & um soluglo da cquaglo de Bessel que converge em todo pland
s mmplﬁ__:p:ﬁmmns a fungdo de Bessel. do primeiro tipo de.indice n

pnriizl-%‘% Oude, LT L L

M G
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As fungoes J,[z) satisfazem
d
=[] =), n2l.
d . _
—[2]=—z"y(2) . 20

Para provar (5) notemos que

e TE e :
&) Ec.[ Ly k!(n + k)122%+n

e derivando térmo a térmo,

ik

Ly I RP P z2t=1
gz 7] = L (- e
2 _[’ E.l.l‘ll-l,

’;D[_ ) 5![n+l+3}!2=’+ﬂ+|

= — 27" J . sq(2)

que ¢ (5). A prova de (4) é semelhante e fica para o leitor.
Efetuando as derivagdes em (4) ¢ (5) sai

Ji(z) + 3;11_[:) =J._,(z) n>1
I = 22 = —Jpui(d) m21
Somando (6) e (7) resulla
20M2) =d - (2) = Jpei(z) n2z1
e subtraindo os mesmos térmos,

3;3;,(:} =D+ do(d) n2]

187

(4)

)

(6)
(7)

(8)

)

I. PROPOSICAO. Para todo n=0, J () tem um nimero infinito de

zeros na reta positiva.

. ) i .
Demonstragdo. Consideremos a equagio de Bessel x"w” +xw'+
+(x?=n?)w=0 na reta positiva. Fazendo wfx)=

=1{x)x'? ela se transforma em
— 4t
u"+(1 palist ) p=0

4x?
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(Esta mudanga de varidveis é sugerida pelo exercicio 4 do ::apitulo V).

|—dn®
Para todo x suficientemente grande temos 1 + =3 2 edaio -

resultado segue-se pela proposicio IV.1.5. .
No final dessa seio mostraremos que qualquer solugao de (1)

linearmente independente de J,(z) € ilimitada na origem, Isto prova
que as GOnicas solugdes da equacéo definida na reta positiva

2+ + A2 —nu=0
limitadas proximas de zero sdo os multiplos de J {Ax). Colocando (10)
na forma I X ;

() + (Hf_— "?) = (an

resulta que as autofungdes do problema de Sturm-Liouville singular
dado por (11) no intervalo (0, 1], com as condigdes u[I]—*[I e ulx)
limitada, sdo as fungdes J,(4;x) onde Lh<dy<...<dy<.. sio os
zeros positivos de J(x). Pela prnpus:ciu IV.2.3,

53 Jol A (4 %) xdx =0 2)
Por nutm lndu multiplicando (11) por qu’ obtemos

__'_{x“]: 4+ [-A: 1 _ {ul} =

(10)

Integrando entre 0 e 1 e usando mt:gral;ﬁn por 'partes rcsultn
o 22PF (u) xdx = [ar)? + (A2 — nBu]}
; me-_[u u[,x] :u.f.[il x) e usando (12) Sﬂ.l finalmente |

~Jo (Ul x}l‘mdx = —-{.r.,+ (A J]P

o quc foi fmtn acima sugere a possibilidade de expnnd:r umnj'."' :

o l'unr.:an f{x} definida em (0, l] numa série -:Ia forma

L a pogt : 3 . '

w . P E e T - £ 4 o | TP LY ' - ¥
=10 o oy Tl Te . e N AN A
T gt - ) v g g " Srg al® n v 1= - -

1, . r - I 3 ¥ i E n !

au mrﬁler &emnnlar dﬁia ﬂpum;ﬁo

) Rl gl '_',. S i a1 B et et
w Agemag " 4 R L LT R T I L N R 5 .
e e LT T =ttt 1o il Tl e B ol

f{:1= }: n;.f.{l;x} : II.EJ_;,.':'::;-:':-:'

i R sy

Efﬁtwmnmtc, t:nms u s:gumte ttur:mn, cu}u d;mumtr,:;:ﬂu Iﬂﬂc
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7 TEOREMA. Suponhamos que f(x) v L0 tenham no meixdme um

ntimero finito de descontinuidades em |0, 1| ¢ gue nesses
pontos 0S8 limites laterais dessas Jungdes existam. Se O« v = | enido
a série (13) com os coeficientes dados pow (L) converge para 1) guandn

x € ponto de continuidade desta fungdio ¢ converge para ,ll | flx <) i

+/(x +)] quando x é um ponto de descontinuidade,

Demonstragao. Ver o liveco de G.N. Watson, “A Treatise on the theory
of Bessel functions™, cap XVIII. =
Para encontrar uma solugdo de (1) lincarmente independente de
J(z) precisamos aplicar os casos II ¢ 111 do mélodo de FFrobenius,
Procuramos entdo para a equagio
P + 20 + (2 — 1) o = p(l): (15)

uma solu¢do da forma

@A, z2) =2+ i afd)z* !
i=1
Substituindo em (15) obtemos
E [(A + i)2 = n*]afd) 22 + E afd) 212 = pA)?
i=0

e novamente resulta que os coclicienlcs impares sio todos nulos.
Fazendo i =2k temos a rela¢io de recorréncia para os coeficientes
pares

i “11_1;-11{‘“

®T T A+ 20—

e em conseqiiéncia,

. 1
aud) =10 11 grgpse

|
~ak Ay = [l- ) f-. ETJ-PEF]

- [f1 ) 5 28l

Se n=0 temos
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day (=1 (< L)
'&iﬁ[ﬂ}"‘{wz“ (,E, J

e dai, uma solugio de (1) linearmente independente de Jolz) & (ver
caso II do método de Frobenius)

L 1}k+1 .
el = k=0 I:[U: Iy 2 (12 )jlzn SRS o

Se n > 0 sabemos (ver caso III do método de F robenius) que uma
solugdo de (1) linearmente independente de J(z) é dada pela scrie

T by 22" + caz) log z (17

k=0

onde bu=j—l[ﬁ+ﬂ}ﬂnw]a- w e=[A+n)a()]i-, e &fz) € a
serie (3).

logo. em Z =0,

Vé-se facilmente que

1
nln —1)122=-1

logo ¢ #0. Isto nos permite considerar, ao invés de (17), a solucio

C = —

E (Erz- b“) 27" + J (2) log z.

Se k = n fﬂ—i temos

by -({" ) n

j=1 A+ Ijjz —n? )1- "
¢ dai

el
l.fl:lli—

-l.
sby =(—pr WDl o
nt2" K2 L

Se k>n vemos que

p==1F 3 [
ﬂz.l{] A4+ 3n }-L(l'l‘zj} "'ﬂ
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¢ em cunsﬁqﬁﬁlﬁiﬂ,

bih (— ”L+n+l (i i‘ + l:in l__ n=| ,]i_)

I'Z' k!(k—n)! 27%=n+1 y=2 J =1 J  jer

Fazendo s =k —n podecmos entdo escrever

f: ( |2=b!‘) z2*=" na forma

k=n
o {____ l}s-lrl atn a=1 _
Z S!{S+H}l!2—i'+"+1 Z _+ Z ""_ E ).ZJ

5=0 j=1
e 3 l}l % +n
Como o térmo :gu s"{s+n}'2"”“ (}H J) 2% & um

miultiplo de J,,{z], ele pode ser omitido.
Resulta enfim que uma solugio de (1) linearmente mcl:pcn-:le:nte

de J(z) é dada por
=1 e +0 k -
st 4 (0 f L)

J-] j_'ﬂ
lll-

._l._ - 3] [ 1).11-! k L k+n -1_ G {
to L NnrRIzET (E, o ;)" i

3. ﬂbsm;n‘es. (i) Na equagdo (1) obviamente ndo faz diferenca usar
n ou — n. Definimos entdo, se n € um inteiro negativo,

J{2)=(=1yJ_,(2)

(i) Se na equagdo (1) n=v é um nlmero complexo ndo inteiro
qualquer, entio uma basc para (I) € dada pelas duas séries nbtuias de
- (3) fazendo-se n=ven=—v

(iii) Se n =0 € inteiro, ::uutuma-uu deF nir a funcdo dz stsm‘ d'n -

" sequndo tipo, de ‘indice n por r.{z}=-—w-1ugzl-.r.{z1+—utz1

onde, coiiforme o caso, ©{z) & dada por (16) ou (18) e y =-11m {1+1/2 + 5

s b 1/m = log m} (constante de Euler).

._:‘iD Funcﬁes de Bessel e a Equacén de rnembrana ."' |

uscs!anta

ot o A equacﬁo du Besul apmm nnturalm:nte em muﬂu: prnbt-tmﬂ _ J': I
i :__-'j_..'da Fisica: Matemética.. Para: ilustrar isso escolhemos o problema da - -
= xf,iadmlciu das nscﬁlapﬁ:s dr; uma. mmbrm :uju :untﬁmu to nin:uln A
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de raio 1 no plano xy. Usando coordenadas polares néssc plano, se

as oscilacdes sio suficientemente pequenas podemos dcs*_-:n:vc:las por
uma funcio real =(r,0,1), 0<r<1,0<0<2m, 0 <, pois nesse caso

é razofivel supor que o movimento de l‘.:::'l.d.ﬂ ponto € vertical (dizemos
entdo que as oscilagdes sdo transversais)

L |

Fixemos agora um elemento AS da membrana, limitado pelos
pontos do plano xy de coordenadas polares (r, 8), (r + Ar, 0), (r, 8 + AD)
e (r+ Ar, 0+ Af). Se a membrana tem densidade constante m entio
a massa de As € mr AO Ar, Como as oscilagbes sdo transversais, a resul-
tante das fOrcas que agem em AS ¢ vertical, sendo dada por

' 8%z
mr Ar AB 3

pela segunda lei de Newton.

Podemos também supor que a tensdo (forca por unidade de com-
primento) mantém-se todo o tempo igual a uma constante Tao longo
do contdrno da membrana. Como esta é perfeitamente elastica, a
tensdo distribui-s¢ de maneira uniforme ao longo de sua area. Isto
significa que as-tensdes sobre os lados 4B e CD tem modulos respectiva-
mente T(r + Ar)A8 e TrAf sendo em ambos os Casos, tangente 2 mem-
brana. Apm:fmmndu 0s senos pelas tangentes, Segue-se que a com-
ponente vertical da resultante das tensdes sobre os lados AB e CD & -
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Az Az

T(r + Ar) MO | — — TrA8 | —
¥ r}. (ﬂ’)rur r (‘ﬂ")r
Az Az\ _
6 (r Ar )r-lrr.'l.r e (l" ﬁr), h

Az
= Th A (r F;)

Da mesma forma, a mmp;nn:ntc vertical da resultante das4ensoes
sobre os lados BC e DA é

Az Az \ _
L (rﬁﬂ )u.u S (rbﬂ ),

= TArA (_ﬂ?_)

rh@
Logo, devemos ter

bz Az 9z
TR A (l" E) 4+ ThArA (rﬁ_ﬂ) mr AB Ar ﬂI':

Az Az
s(-x) , r2Gar) o
X Ar) T rl\6 _mﬁz

r hr r A0 o

Passando ao limite, obtemos a equagdo da membrana oscilante,

ou seja,

1 @ dz 1 2 1 & M
AT S A T
onde a® = T/m. Segue-se que se em =0 a membrana esla em re-
pouso numa posicio dada por uma fun¢do f(r) independente de 4,

entdo a descricdo de suas oscilagdes para ¢t > 0 € obtida resolvendo-se
a equacdo (1) com as condi¢des iniciais

(1,8,1)=0
0z
—(r6,00=0 2
5 i @)
2(r, 0,0) = f{(r)

Para aplicar o mélodo dc separagio de varidveis facamos

z(r, 8, t) = ulr) (f) w(r) .3
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' g
Substituindo em (1) obtemos
W) 1) 1 0"0) 1 o) @
u(r) 5 lr) _-l--"1 w0 o ofr)
e como o lado esquerdo ndo depende de f, ambos os mﬂmhfns sd0 ]T
iguais a uma constante «. O lado direito de (4) nos da entao ;
w'(t) — aad’eft) =0 i
. w(0)=10
Como a membrana oscila em torno de sua posi¢iio de equilibrio, at)
deve oscilar em torno de zero, Dai a < 0 e podemos fazer & = — A2, f
A>0. Logo ]
aft) = ccos (4 at) d
onde ¢ € constante.
Do lado esquerdo de (4) sai .

d W), W) L., V(0

r u[r}+r;dr}+1r ) (5)
e da mesma forma que antes, ambos os membros de (5) sdo iguais a
uma constante f. Resulta entdo a equagio |

0"(6) + pu(6) =0

]?;e: modo geral, como v{f) ndo pode depender da particular determina-
¢io .de 0, devemos ter f = n* com n inteiro nio negativo. No caso
particular que estamos considerando, como 0,0) = f(r), v{0) &
lg;mI :ﬁuma constante o que implica § = 0. Do lado esquerdo de (9)
sai entdo |

rzﬂ' "4+ l’rin =0

e T u)=0 .
.- cujas. solugdes limitadas em (0,1] sfo dadas' pelas fungBes
R B - u){r]f—'.f.n(ljr} |

-'. "_r.:'rndc' .1., <'A3<..4;<..580 03 zZeros positives d D

R rerf) % e 0 positivos de- J(r). L -
S &-:.-ﬂ‘f: :}mmn':.qh”ga’ﬂ diES_Sﬂlum{z_dc (1) da forma (3) satisfazendo .. - = .-
- pelas milltiplos das fungas ) o rendentes de 0 sio dadas .

'.::_'_".'-'E'.J-_'-’-I. .:. f-_'-:-"_'l. e .Jﬂ[‘ljrjm(.l"ﬂl]' :1r- _,__.'_-_'_. ::-_ Lo e i .1.'
.- TR pe ;;- e

:' 1o - ¥ . -
I B AR e ., ok 8 iy i . a ¥ !
I T a + a + 4 ' L3 . ot -k : - Fuga R I L T ot
i T ok o’ LA ’.‘ . __|-":' T ICR
B R r
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 Para obter uma solugdo =(r, 8, 1) de (1) satisfazendo todas as con-

digoes em (2) fazemos formalmente

2r8,0) = 3 b,Jold,7)cos (%, ar) (6)
=1
Se isso € vilido, como f(r) = z(r, 8,0), devemos ter
S0 = 3, byJoiyn )
:- v

O teorema 9.2 nos da condigdes sob as quais a expansdo (7) pode
ser feita, os coeficientes a; sendo entdo iguais a

z 1
= 8

Além disso, se f & suﬁnenlemcnlc bem comportada, prova-se que (6)
com os coeficientes dados por (8) é de classe C* e & uma solugio efe-
‘tiva de (1).

EXERCICIOS
_1-. Para as equagdes abaixo, encontre o polindmio indicial e suas
raizes no ponto indicado:

220" +22z— D' + Gz + Do =0 z=0
(ii) 13{3—4]’{:-ﬁku"+95[:—#]m-32&;:-{} z = 0O.

Nos prd:fmas cinco exercicios, resolva a equagdo em torno
. do ponto indicado e, sempre que possivel, indique a regido de va-

lidade da! solugdes.

?_ 2220" + 2(27 4.3}’ + 3z —1)o =0, z =0,
=k ﬁ (= 1)2%n + 1]:“*”“
. (Solugio: w, =z G A YT
I s | H_(z-n_- 1) !
1‘9,]1:!‘2 rl nl : )'
lulﬂ ]

3 Zztﬂ' +5(1+2.:]u) +5m—ﬂ I=rU'

L 3{_ Sr 'I'" Y _-;.- - : ; | __ .--__"...--'-_- -i'
! l .: .. Sﬂtﬂ'ﬁﬂ {'u'l B n‘. n, {zﬂ 'I- ]I?JI + 3‘} '.-'_- ) ; _'-.: :-. -.:!'-i.-.:-_.'::._ I.'.-:: ‘j': ._.‘IL. = e 1.'-'.-
e g iy e A NOTIAN AT e T e oB

iy r'::l"-" i i T S My A RO 1 el L Ta e ..-'”..' it 2 vl Ple da Taoat B TN e SR
| . ST L il R kL e g 1‘ : LI caes Tl R e 1, L LR | I"-'J amt Lk L] .I " e AP T "---_-L N S T

N 1 o Y &
o T 1 -ty AT

S iV
Lt
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4 2z(z= D" + 3= —w=0, z2=0.
x -
(Solugdo: w, = } T

a=Q

, gy =2 - 2112},
5 2220" 4+ 3w —-w=0, =
(Solugdo: w, = 2", @, =271)

6. 2:—dw" +(5—)w-w=0 -=4

= = - 41-!-”1 1 y
(Sulul;ﬁu: W, = } = # = (z — 4)"? exp I:—EL - 4}]

a=D

= z—4)y
wy=1+ ) 1+3:80,..0(20 = 1])

7. Mostre que = =0 é ponto singular irregular para a equacdo
20" + (32— 1) +w=0 (*)

o

e que a série divergente ) n! x" é uma solugdo formal de (*).
n=10
8. Considere o sistema w’ = A(z)w. Dados z,,..., 2, nimeros com-
plexos distintos, uma condi¢do necessiria e suficiente para que
Zyv..-» 2 SejJam pontos singulares simples, z = co0 seja no ma-
ximo ponto singular simples ¢ todos os demais pontos sejam re-
gulares para o sistema & que

Az) = i -zt A,

me= |

onde A, # 0 & matriz constante.

(Sugestdo: Para cada 1 <m<k defina A_= lim A) . Mostre
; I=tm = <m
entdo que F(z) = A(z2) = 3 (z — z,)"' A, é analitica e limitada

em C, e aplique o teorema de Liouville).
Nos préximos seis exercicios, resolva a equacdo em torno da
origem e se possivel indique a regido de validude das solugdes.

9. 2w —z{l + 20 + w =0

- /] +1
(Sﬂlu;:ﬁu: w, = E-i— = z¢"



15. Sqa a equarﬁo hlpergmmﬂnm confluente
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n=j

W, =w, logz - E "1 E )z"“)
10. 4z%0" + (1 — 2z2)0 =0 |

S I 1‘,‘5 o) le-Iﬂ
[ = —_—
(” @=L Gy

s o 1 - l .|..”;)
os-oiens- § oer (£ 7))

11, 0" + 320" + (1 + 42%)w =0

(Snlul;au Wy = E (= 1y

n=0 ﬂ‘]’

m==m.lngz—£ {{ i E l) .-1)

A=l

12, 20" + (3 + 220 + 4 =0

ml i =1 |
(Solugdo: wfz) =az"2 4+ 2b E: %z‘*‘ onde a, b sio
constantes). .

13, z0" — (3 + 2}’ + 20 =0

(Solugdo: ufz) = a @ TE;H-—zz +b E Mz‘ onde |

n=4 nl
a, b sdo cnnstanles]

'14. Zzﬂl"+ﬁm'+m-ﬂ :

: . {.... 1)«+1. Pt
_(snluﬁu' " E; 2'nl(n - 2)!

1
m:(:] = Wy lﬂg: + Zz e 4 _ITI

s :n (‘ ' n-zl l)z;_l .
u-ll T"'[H_—H' l-]. k i o

zﬂf’+(‘f-—zha’ u:m {}
undc u,ﬂ sﬁﬂ mustnnlus -

1 =Tl -

= - p s y . L ayg e % o ML
' LTt T L Tegmmog gt ' PR -y g " ® I w, "% o B e
x 1‘ i ".l‘.”- |.I . il -‘ ' : > ..Ir b J. Lt e - a8 3 By - B L ats 1o " =
R SR G, ’ ok’ 5
i arts 0] g

L N
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16.

(i) Mostre que z = oc € ponto singular irregular de (*).

(ii) Mostre que z =0 é ponto singular regular de (*) com
expoentes 0 e 1 — y. Se y ndo € zero nem inteiro negativo, mos-
tre que a solugdio de (*) correspondente ao expoente 0 ¢

= x4+ 1)...(@x+n—1)
8 E, n'yy + 1)...(y + n— 1)

que. & denotada F(a,y,z) e chamada fungdo confluente hipergeo-
meétrica.

A equacdo

20" + (1 —z)o’ + pw =0 *

onde p € constante, &€ chamada equagio de Laguerre. Use o pro-
blema 15 para provar que as unicas solucgdes de (*) limitadas em
torno da origem sdo muoltiplos de F{— p,1,z). Mostre que se
P = n € inteiro ndo negalivo, entdo L(z) = F(—n, 1,2), n = 0, sdo
polindmios, chamados polindmios de Laguerre.

Em cada um dos trés exercicios seguintes encontre o simbolo
de Riemann para a equagdo Fuchsiana indicada e cologque-o na
JSorma candnica.

17. 2%z — " + zw' — (6z + 1) =0
18, 22z -~ 4" + (3z + 2w’ — @ =0
19. 2{z + 2)0" + (4z + 1)’ + 20 =0

Nos préximos sete exercicios, resolva a equagdo Fuchsiana cor-
respondente, no ponto indicado.

.20, z =]

Fe 2R,

: 1 4 7
w=P [ 2 -] 3 =x
1 8 2. =<
3 3 773
z__-i B
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22, = =6, simbolo do exercicio 2,

73, =2
2 4 6
.
w=PFP 2 Foee -
3 oo
: 1
3y — ! =3

24, z = 4; simbolo do exercicio 23

25, 2 =13
3 5 o
2
s 1 -1
2
26, z=®
1 2 ac
w=PFP 2 3 -3 =
8 2
i
27. z=1
1 3 5
1 -
31 -3
- 2

28. Mostre que se « ¢ i sdo ambos diferentes de zero ou inteiro ne-
gativo, entdo o raio de convergéncia da série Flx, fi,7,2) € igual

a um.
(Sugestdo: Use o teste do quociente).

29, Considere a equagio de Chebyshev
(1 — 2y —z0 + plo =0.
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T

5 = transforme-a

numa equacdo hipergeométrica e prove que sua solugdo geraj
emtomo de z=1¢

. 1 =2
m(*‘-':’:clp(!_l!’ril 2 )+

1 - z\112 1 I 3 1=z
+ﬂ1( II) F(P*{-?i '_F+ id'l "j_r "_"2_"")

onde ¢;,c; sio constantes. Os polindmios

1 1=¢
'-';[zJ=F( 5 _E_)

sdo chamados polinémios de Chebyshev.

onde p & constante ndo negativa. Fazendo v =

30, Mostre que Fa, B,7,2) = %ﬂw LB+ 11+ L2)
31. Mostre que:

@ (1 + 2F = F(= &, B, B, ~ 2)

(ii) log(l + z) = z F(1, 1,2, = 2)

1 1 3
1) arc =z —_———
(iii) arcsen z (2, 3 1‘22

1 3
{w] nmtgz -:F(I,l '3 ——.-.")

{Sugustiu Verifique as expansdes em série dos termos & ﬁqmda}
32. Mostre que

FeBv)=(1-2)"Fy —a,3 — f,7,2)
se|z|< 1. | -

[Sug:stﬁn Na equagio’ {l} da seciio 8 fa

= {1 — "}""-"F’ ;
. Note que a'solucio da equagio em h? : u[ |
Fiy —a, 3 ~ B, 4, 2)). ot mm“{mﬂl ¢

' '33 Cunmd:rﬂ a equaﬂu dﬂ.[gmdm .' i) TR
_".I;I . Ve - “_ }W" - 2z +p[p-|-. l]uruﬂ _ {1} M | I

undegécunslantemmpleu,pmaqualr:nﬂépmmmmﬂn

5 et I
- Sr ) et r L e g sy ke '
. I'I "I a\' II 'hl .I: - r & oy A= 1% ) 1
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(i) Mostre que a solugdo geral em |z| < 1 é dada por
pp+1) , pp—2p+1
m(z}uaﬁ[l— 5 Y Fd! Xp + 3)__,,,_
—2p—4)Xp + 1 ;
_ pp—2Xp h‘pﬂ lp+31p+5135+___]+

Hl[:_{p — 1§+z}:,+[p— IXp — 3}[5;:+ 2p+94) 5 _

_(p—=1Xp—3Xp — SXp + 2){p + 4P + 6) ,

onde a, ¢ a, sdo constantes arbitrarias,

(ii) Se p ndo é inteiro, mostre que ambas as séries em (i) tem

raio de convergéncia igual a um.
(iii) Seja p=n inteiro = 0. Mostre entdo que exisic um

Ginico polindmio P,(z) que satisfaz (*) tal que P(l) =1 Aléem .
disso, P,(— x) = (— 1) P,(x). Estes polindmios s3o chamados po-

linomios de Legendre.
" (Sugestdio: para (ii): use o teste do quociente).

(i) Mostre que o simbolo de Riemann para a equacdo de Legendre
(ver exercicio 33) é:

1 -1 o
w=P [0 0 —-p =
0o 0 p+i

A ; 2 mostre que ela se transforma em

(ii) Fazendo v =

: 01 o
w=P|0 0 =-p. v
0 0 p+l .

. *.© Conclua que uma solu¢do da equagio de Legendre em |z — <2 .
A ..'. . = . o e S N
- & dada por F(.—.p.p+l. I,'.,._E—E : :
" "(iii) Mostre que os polinomios de Legendré sdo dados por - *

i ; ot ot T ; 1:__11_ i ; oz = 3 :-"- s '.'__"_,

T T
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‘ 35. (1) Use (iii) do exercicio anterior para provar que o cdeficiente
de =* no polinémio de Legendre P,(z) é dado por {:—f;-}’?

- (i) Use (i) e (i) do exercicio 33 para provar que
. (— 1)*(2n = 2k)! -2k

BO= 2 it - b= 20

-1
o se n é impar.

onde r=%s=népnr:r=
(ii) Usando (ii) prove a férmula de Rndriguﬂs

1
= &, @n - 2k)1
g t . 2n—2ky 2k
(i ugestdo para (i1): Como — (z ) —TrY z

n o, i a
P,(z)= 2. 'dz" }: ( ){zl}ﬁ K- 1}'&) Note que pode-se acres-
centar 0s demais memhms da série binomial, pois sua n-€sima
derivada é nula)

-, 36. Usando a formula de Rodrigues (exercicio 35) calcule Py(z), P,(z),
Py(z) e Pylz).

37. Considere os polindmios de Legendre definidos na reta.
(1) Use a formula de Rodrigues (exercicio 35) para provar que

Is;'ﬂik < n. Deduza que
P (x)P(x) =0

Se m#En
£ - (i) Use a Inrmula de Radrlgu:s e ml:gracﬂu por pan“ n
' w:zes para pruvar que | '
: : 2n+;l {"n! A
x"P. dx o= — 80— °_
,[ ) = iy
Dﬂduza qu: : ' R

RIS T ] R e e s R

-------



Equagdes linsares no campo complexo zua
38. Seja a equacdo de Legmdre-ns&m:iudn
(1 — 2" - 2-00° +[ﬂ{n+ H——I-'-"_ ]mnll (*)

2

—
-

(i) Mostre que seu simbolo de Riemann &
I -1 w

L.

2 n F

m
z
m m

Tl n+l

% 2

(ii) Conclua que uma solugdo de (*) & :
ﬂJ(:}-{-*’*—’IJ"”F(mﬂ—n.m+n+l,1+m,1;z)
T

39. Seja J(2), n 20, a funcio de Bessel de primeiro tipo (ver su--

¢do 9). Prove que os zeros positivos de J (x) e J o4 (x) sdio alter-
' nados. :

40. Expresse Jy(z), J4(z) e J,(z) em fungio de Jo(z) e J W(2).
41. Mostre que a equacio Fuchsiana

a b ¢ :
w=Pla V ¢ :z : (*)
ﬂI'f h" cfl . :

~ onde a, b, ¢ sio finitos é dada por
b -l_ L lqh'—b" I.-" R
i, Sk S - c’_n]m_+

| Z=—@ . T=Db 2w L

Jfeae-ta-a Fre-ae-9

. 3 =4 ' . Iﬂ.—.b g

e (e=a)e—b) o, .
-.;_c.- (g—ﬂl:—blr.—{;‘}.

w” +

e o i
L (Sugesto: Escreva (*)-pa forma '

s e 4 {j-";_"".ﬂHI._'-'-&:'{ 3“#] m"+ [z-?ﬂ}:i[:z-_".#)-i[:.::'_lf}r.

Ly - . .Il.l::

o opown Al i T

i " ¥
f i
o e S g R S e R e e e e f iy

i ¥ 4 a -
F moan mm o s @ e s e

w20 (% L
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Use o fato de = = 2 ser ponto regular de (*) para obter as expan-
sdes (note que o grau de Q(z) é suficientemente baixo)

P{:} Al A: 4"'3
(= — a¥z— b}z — ¢) :-a+z-—b z—=c
0(=) B, ., B B,

[z—ax:-—b:(z—c}=:—ﬂ z—b z-—c

onde A, + A4; + Ay = 2. Dai (**) se transforma em

o'+ + w +

g B, + B, 4 B, o -
z—a =z—=b z—c|(z—afz—blz—¢)
Calcule agora os valores de A, 4,, 4,, By, B,, By usando os po-
lindmios indiciais. Por exemplo, o polindmio indicial em z =g é

0.

iz y B,
HA) = 22 + (4, I]A+(ﬂ_b]{ﬂ_c},)
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TEORIA QUALITATIVA




CAPITULO VI

ELEMENTOS DA TEORIA QUALITATIVA
DAS EQUAGOES DIFERENCIAIS

Iniciaremos neste capitulo o estudo de sistemas de equagdes di-
ferencinis da forma

l.-"iflr: =X, {I”...,I.}:
:‘I=xihlr-"::-]l (1)

x': - x-{x]i ""Ix-}l

chamados autdnomos (isto &, independentes de 1). Nio procuraremos
soluches na forma explicita ou mesmo aproximada, mas propomo-nos
a determinar, pelo estudo direto das funcdes X,, o retrato de fase
de (1), isto &, a forma giobal da familia de solugles méaximas de (1).
No capitulo III fizemos uma descrigio completa do retrato de fase
de um sistema linear hiperbélico por meio do estudo da exponencial
&4, Entretanto, quando os X|s sfio ndo lineares, a determinaciio do
retrato de fase de (1) tem real interesse, pois na maioria das vezes nfio
& possivel encontrar explicitamente as solugdes, ¢ por outro lado as
solugdes aproximadas convergem para solugbes verdadeiras somente
em intervalos finitos, sendo a convergéncia tanto mais lenta quanto
maior for o intervalo.

O pioneiro no estudo do retrato de fase de um sistema de equa-
¢des diferenciais foi Poincaré, que encontrou em problemas da Me-
cdnica Celeste a motivagdo inicial. Um dos problemas que receben
sug particular aten¢do foi o da estabilidade do sistema solar.

Varias questdes slo relevantes para o estudo global das solugdes
de (1). Descja-sc saber, por exemplo, quais solugbes x(f), i = 1,....n
de (1) sdo peribdicas ou permanecem em uma regifio limitada do
espaco. Ou entdo se convergem para um ponto de equilibrio (que
¢ uma solugidio constante) ou pars uma Orbita periodica quando
t - 4+ co. Os métodos desenvolvidos para responder estas questdes
constituem um corpo de resultados que Poimcaré chamou de Teoria
Qualitative. Atualmente esta teoria ¢ significativa para muitos proble-
mas nfo lineares que transcendem & Mechnica Celesto. Assim, no
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estudo matematico da dindmica das populagbes aparecem equagdes
do tipo (1), onde cada x; denota a densidade da populagio de uma
espécie e as funcdes X, exprimem a lei de interagio entre as espécies,
Nestas registram-se fatos como a competicio pelo mesmo alimento

' € espaco ou a agio predatoria de uma espécie sobre outra. Se as so-

lugbes x,(1), i = 1, ..., n tendem para um ponto de equilibrio (a,...,a,)
quando t— + ® e g, >0 para i = l,...,n, Interprcta-se este com-
‘portamento dizendo que as populagbes evoluem para uma situacdo
de coexisténcia. Se as solugdes tendem para uma solugdo periodica, -
tem-se uma flutuagio no sentido de que uma espécie sucede outra
no dominio do habitat em um ciclo ininterrupto.

Os pontos singulares ou de equilibrio desempenham um papel
crucial na descri¢iio do retrato de fase. Poincaré fez um catilogo destes
pontos para n = 2, classificando sua estrutura local por comparagdo
com os sistemas lineares (sdo o foco, a sela, o nd, etc.). De igual im-
porténcia sdo as solugdes periddicas, cujo estudo € mais sutil. Poincaré
idealizou métodos geométricos e analiticos para analisar a existéncia
¢ cstabilidade de solugbes periddicas.

Neste capitulo apresentamos os fundamentos da -Teoria Quali-

tativa e discutimos, sem pretender esgutﬁ-!ns os problemas mais
importantes.

1. Cam'pns vetoriais e fluxos

Seja A um subconjunto aberto do espaco euclideano R*, Um campo

 vetorial de classe CY, 1 <k < o0 em A & uma aplicagio X: A — R"

de classu s Au ‘campo vetorial X associamos a equagdo diferencial
(1) ; X =X
- As solugdes desin equaqﬁn, isto &, as aplmoaes d1t‘crenciav=u

= I'_.-p* I-a-h (I mten'nlu da rata) tais que
e F=Xew

,L pam tndu :EJ 540 chamadas Irn;etnrms nu cﬂrﬂﬂg jmfﬂmis.de X e
Tk :_.-_‘:i'ﬂu da’ equacido" diferencial (1). - s -

<, w7 Um ponto xe A é dito pnnm si ular d= Jr i
reiiﬂiar df.: X 5¢: K{x}aﬁ ﬂ ng " X “ {I,‘ “0_': pﬂmﬂ,'--'-" 2

Bt .
. - i '
2 T L LoaE
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Se X = ponto singular entdo ¢(f) =x, — o <1 < @ & solugio
de (1). Reciprocamente, se (1) =x, —w << ésolucio de (1)
entdo x € ponto singular de X, pois '

0 = ¢'(t) = X(p(1) = X(x).

Uma curva integral ¢: I — A de X chama-se mdxima se para
toda curva integral y: J— A tal que I =J e ¢ = /I entdo I =J
¢ conseqilentemente @ = . Neste caso | chama-se intervalo mdximo.

A equagio (1) (ou (2)) admite a seguinte interpretacio geométrica:
@ €& uma curva integral de X se € 56 se seu vetor velocidade @'(t) em
ém ¢ coincide com o valor do campo X em ¢(r). Veja a figura 1.

i) = X))

Uma equaco diferencial do tipo (1) € chamada equagio diferen-
cial auténoma, isto &, independente de 1. Para coloca-la no contexto
do capitulo I, podemos definir f: Q= R por f(1, x) = X(x), onde
) = R x A. Por outro lado, toda equacio x' = f(t, x} nio autdnoma
em £ = R"*! pode ser considerada como uma equacdo autdénoma
Z' = F(z) em £, onde =z = (s5,x) ¢ F(z) = (1, f(2)). E facil verificar a
correspondéncia biunivoca entre as solugbes da equagdo ndo autd-
noma x’ = f(t, x) ¢ as solu¢des da equagio autdnoma associada =’ = F(z).

Podemos aplicar (I1; 3, 1) e (II; 3, 6) 4s equagdes autdnomas e
concluir o seguinte:

-

1. TEOREMA

a) (Existéncia e unicidade de solugdes mdximas): Para coda x € A
existe um intervalo aberto Iy onde estd dfinida a linica solugdo mdxima
@y de (1) tal que @e0)=x. .. B 0
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b) (Propriedade de grupo).Sey = @ () etel  entdo ], =1, — 1 =
={r—1 rel} e ¢,s) =t + s) para todo sel,.

c) (Diferenciabilidade em relagciio ds condigdes .Inh:m;s]_ 0 conjunto
D = {(t,x); xebh, tel,} é aberto em R"*' e a aplicagio ¢: D — R"
dada por @(t, x) = (1) ¢ de classe C". Mais ainda,  satisfaz & equagdo

D,D, wlt, x) = DX(p(t, x))+ Dyolt, x)
para todo (1, x}qﬂ.

2. DEFINICAO. A aplicagiio ¢: D — A chama-se fluxo gerado por X.

Mote-se que as condi¢des da definicio de fluxo de classe C estdo
satisfeitas, isto €, {0, x) = x ¢ @{t + s, x) = @(t, ¢(s, x)), sendo que a
ultima condic@o & valida apenas nas condi¢des da parte b do teorema 1,
E claro que se I, = R para todo x, o fluxo gerado por X é um fluxo
de classe C" em A. Entretanto, muitas vezes [, # R. Por este motivo
o fluxo gerado por -X ¢ chamado freqiientemente de fluxo local ou
grupo local a um parimetroe gerado por X. Esta iltima denominagio
decorre do fato de que a condigiio b do teorema 1 define, quando
D =R x A, um homomorfismo do grupo aditivo dos reais no grupo
dos difeomorfismos de classe C" de & munido da operacdo de com-
posi¢do, ﬂu seja, 0 homomorfismo & t — @,, e temos @,,, = @,° @,
¢ ¢_, =@, !, para @,(x) = @(t,x). E vilida assim a-imagem de que
os pontos de A fluem ao longo das trajetorias de X do mesmo modo
que um fluido desloca-se ao longo de suas linhas de corrente.

3. Observagio. A parte b do teorema 1 ndio estd explicitamente de-

monsirada no cnpltuln II, mas decorre da unicidade
de solucdes e do fato da equagiio ser autdnoma. Pois neste caso tp,[s]
e @.(t + s) sio solugbes do mesmo problema de Cauchy.

4. COROLARIO. Seja X wn campo vetorial C', r > 1, em & S R"
Sexehel =(w_(x), w,(x))étal qgue w , (x)< 0
[nzsp m-{x}::- o) entdo @,(t) tende a dA quando 1— w . (x) (resp.
t = w_ (x)), isto é, para todo compacto K < A existe ¢ = &(K) > 0 tal
' que_sete[m + (X)—g; @, (x))(resp. lE(m_ {.x].r.u - (x)+¢] entdo fp;[;}i! K.

1% Demanstm;:ﬂa. Por contradi¢do supunhamnﬁ que exista um mmpacln

" ; Ke A e uma- seqﬁ&umr—-m,,{:]-cm tal que. .
3 ¢ r,ox{.r. }EK para tmin n. Fassandu a uma’ sul:scquénma se nmsﬁnn B

i



podemos supor que @,(t,) converge a um ponto X, € K. Sejam b>0
e a >0 tais que B, x I, D, onde B, = {yeR", |y — x|l s b} =4
¢ I, = {t€R, |t| < a}. Pela parte ¢ do teorema I, D & aberto. Pela
parte b, @,(t, + s) esta definido para s < a ¢ Soincide com @,(s) para
n suficientemente grande, onde y = ¢.(t,). Mas entfo £, + 5 > a,(x),
contradicio. m g

5. COROLARIO. Se A =R" ¢ |X(x)| < ¢ para todo x€R", entdo
I, =R para todo x€R"

Demonstragio. Suponhamos que @ + (x)< co para algim x € R". Como

|x—0,(x)|=|F, X(@,(s) ds] < et < cw+ (x), resulta que.
para todo t € [0, w+ (x)), ¢,(x) esti na bola fechada de centro x € raio
co, (x), o que contradiz o corolirio 4. Logo w 4-(x)=co para todo
x € R". Do mesmo modo, prova-se que @ - (x)=— paratodo xeR". 8

6. COROLARIO. Se ¢ ¢é wna solugdo de (1) definida no intervalo
Hﬁxmfﬂﬂ‘;}ﬁ'ﬁl:lpﬂ!‘ﬂll # t;,ﬂlfﬁﬂ'.' ’H
@(t-+c) = ¢(1) para todo 1, onde c=t;—1,. Isto é, @ € periddica. -

Demonstragdo. Definindo 2 [ta, t2 + £] = R por (1) = o(t + ¢}, tem-
se ¥'(0)='(i— &)= X(@(t— )= X(#(1)) & Y(r2) = p(t3)=(t). Em virtude
da unicidade das solugBes, tem-se [ts,1; + ¢] S 1 ¢ @(t) = oft + c)
se t &1, f,]. Prosscguindo desta maneira, obtemos 1 =Rep(t+c) =
= @(t) para todo tcR. W

2. Diferenciabilidade dos fluxos gerados por
campos vetoriais ;

Nesta seclo daremos uma demonstracio sutosuficiente do teo-
rema 1, Usamos um método bascado em uma elabora¢io muito util
do lema da contragdo (/; 4, 1). O leitor familiarizado com s resultados
do capitulo Il poderi omitir a kitura desta secio. Entretasto, os
resultados nela contidos sio Gieis ¢ de ficil compreensiio,

i. TEOREMA DA CONTRAGAO NAS FIBRAS. Sejam (X, d) e (X, d)
espacos wmitricos

mpkm:F:Ixﬂ'*InmehMﬂx.ﬂ-'

- f,ﬂxlﬂx.ih Suponha que: |



"=

s .
.

212 UgBes da equagBes difersncieis ordindrias

a) F: X = X tem um ponto fixo atrator p. Isto é, F(p) =p e
lim F(x) = p para todo x€ X.

n=+m

b) A aplicagcdo x — Fx, %) é continua em X para todo %€ X.
_c) Para todo x€ X, a aplicagido E_: X — X definida por F (%) =
= F(x, %) é uma A-contragio, com A < 1, isto & d(F (%), (7)) < i, ¥)

para todo % yeX.

Entdo, se p denota o tinico Fpuﬂlﬂ fixo atrator de F, opontop = (p,p)
é um ponto fixo atrator de

A demonstragdo deste teorema depende dos seguintes lemas.

LEMA 1. Seja {c,}, n = 0, uma segiiéncia de nimeros reais ndo nega-
tivos tal que ¢, — 0, e seja A tal que 0 < 1 < 1. Entdo g, — 0,

onde

Demonstragdo. Seja My = sup{cj, i = k}, temos M,—0, quando k—
— 00, pois ¢;—+ 0. Tomemos k = [%]‘ {parte intéira

L, n ’

de 3—}; temos:

e Fx B o -
o, = Ea Al = ,Zn Mo+ ¥ Al

(=i + 1

. k n
| sMu Y A M, ; Al Mg M1 =)+ MJ1 -2
+1 -

i=0

v Quandn n tende para o0,n — k ¢ k também Imdem a w0, logo
_}""‘ e M,, tmdem para 0 e, pﬂrlanta, o,=0.m. :

LEMA 2. Se;n F uma. seqﬂenﬂn ﬂe A-contragoes de um espﬂ;'ﬂ mtrfml ,

* completo(Y,d).
- S¢ para todo ye Y a seqiiéncia. F, (y) cnmrcrg: pm F,,fy]. _

: também ¢ uma A-contra¢do, denotemos por y,, seu- Umico pnutﬂ Iim; e 4
ntratur. cntﬂn’ pa:ra todo yﬂe Y, a anhénc:a {ya] definida- po:r

ST PR 5" =Y F l{}'ﬂ}r .1"1 = F IU"I}-- *!.P- o n{l"n-ﬁl] Shs ﬂ
mmerge pam J"u! quando nﬂm 7 ;.:_ -153'-3-. o ; :

¢ b - 3o e
.,:.-,- '..-’ T B s

?:'r"-,- [
L J

LT
& 3 afr
LT . T

._,
E TR L
s
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Demonstragdo. Temos y, = F o F,_;0...0F(y,) ¢

afnlquE'ﬂFI""nFlbﬂL F,n...uFI{y,)l+
+d(F,o...0 Fy(y), ) <
< Ad(F,_jo...0F (yp), Fuoyo...oFy(y,) +
+ dFye...o0Fy(yo) Fulya)) + dlF,(va) ¥o) =
< Xd(yo, yo) + Ad(F,_; o... o F(yo), ¥oo) + d(F(yah ¥a) =
= 3-_: 0s V) + AF (Vo) Vo) + Ad(Fy_ (), Vo) +
+ A dF e s(Yoh Y + - + A" d(F 10, V) =

= 2"d(yo, yo) + i).:., VAF,_ (Vo) Yo

O primeiro termo desta Gltima parcela tende para Opois 0 <4 < I;
o scgundo termo também tfende para 0, pelo Lema 1, aplicado a ¢, =
= d(F,(y,), y.). Observe que ¢, -+ 0, por hipbtese F,(y,)— .. Con-
sequentemente,
' &Yp Vo) =0, n—co. ®w
Demonsiragdo do Teorema 1. Seja Xy = (x5, %) € x, = F'(x,), temos

%) = (x,, F, _, 0...0Fy o F (%))

Logo, fazendo F, = F, _ , resulta pelo Lema 2, que F(%,) = (p, ). @

2. TEOREMA LOCAL DE DIFERENCIABILIDADE

Seja f uma aplicacdo de classe C' definida mam aberto A = R".
Para todo ponto %o€A existem nimeros positivos a, f e uma inica
aplicagdo @ de classe C' em

I, x By = {(t.x); |t] <& |x = x| < £}
com valores em A tal que
® D,0(6,%) = 22, = f(plt. )\ #0.X) = %, €
Y D, D, ¢lt, x) = Df (¢{t, x)) D, 9ft, x)
para todo (t,x)€l, * ﬂ,-_

Demonstragdo. s:j-b:'-ﬂt-lwﬂ;-drttr—xuls#} < & ¢ ocjam
m = sgp| f(x)}, € = sup | Df (x)[|. para x € B,. Tomamos
& @ P tais que s, +f<hbelmfa<l
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Seja X o espago de aplicagdes continuas de I, x By em B,, mu-
nido da métrica
d(@, ¥) = sup | @(t,x) — ¥(t,x)|. (. x)el, x By.

Denotemos por & o espaco de aplicagoes lineares de R" em I'I" com
a norma || L|| = sup {| Lx|; |x] = 1}. Seja X o espaco de aplicagoes

continuas e limitadas de I, x B, em ¥ munido da métrica

d(@, %) = sup {|| (¢, x) — ¥t )|, (t, x)€ 1, % By}

Definimos F: X — X por F(o)(t,x) = x + [o flo(s, x)) ds
e F:X x X = X por F(o,9)(t,x) = E + Jo Df (¢(s, x))+ (s, x) ds.

onde E denota a identidade em .
A aplicacdo F = (F, F) satisfaz as hipoteses do Teorema 1. De fato:

a) F é uma A-contracdo:

d(Fle), F(¥)) = sup |f4 [f(e(s, x)) — f(¥(s, x))] ds| <
< sup |5 €| (s, ) — ¥(s, x) ds | < afde.¥) = Ad(e, ¥).

Portanto F tem um unico ponto fixo atrator ¢ € X.
b) E imediata, por ser Df uniformemente continua em B,.

¢) d(F (@), F () = sup || Fo Df (9ls, x)) [(s, x) — (s, x)] ds || <

< Ad(@, ).
O ponto fixo atrator de F é da forma ¢ = (¢, ¢), onde F(¢p) = ¢.

Donde resulta, derivando com respeito a't, que (*) ¢ satisfeita: ¢ ¢
Unica, por ser Unico o ponto fixo de F, e continua em I, x B, por

ser elemento de X.
Provamos que @ é de classe C' com respeito a x ¢ que D,p = ¢;

obviamente D, = fo¢ € continua. Dai resulta que ¢ & de classe
C' em I, x By. De fato, seja ¢, = (p,, @,) = F'(¢,), onde ¢t x) = x
€ @olt, x) = E. Claramente ¢, —+ @ ¢ ¢, — ¢ uniformementeem {, x B,.
Mais ainda, toda ¢, ¢ de classe C' ¢ D, ¢, = ¢,, para todo n, como
se verifica por inducdo. Portanto, por ser ¢, = D, ¢, continua, pois
pertence a X, temos, pelo teorema de intercimbio da ordem entre as
operagdes de limite uniforme ¢ diferenciacdo, que D, ¢ existe ¢ & igual

a ¢, que € continua em I, x B,.
A igualdade (*) decorre imediatamente por derivagiio da relagio

D,¢(t, x) = Fl, D10(t, ¥)) = E + [, Df (@(s, x)) D, (s, x) ds. ®
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L TEOREMA GLOBAL DE Di!-'ERI:’NCIAHILIDADE.Eeja S um
campo  veto-

rial de classe *, p > L, num aberto & c B

) Para cadua ponto x e A existe um intervalo aberto I,. onde estd
definida uma vinica cureg integral mdxima @, ; I, — &, do campo f pas-

: dy
sando por x7 i P satisfaz em 1, a equagdo dr_ = J(¥). M0) = x.
b) Se y =), te I, emao
hy=1, —t={t—¢; rell

e ls) =g (1 + 3), para todo sel,.
c) O conjunto D = Hrx): xe M, tel,} é aberto em R, ¢ g
aplicag¢do @: D — R"., definida por o, x) = @) é de clusse C,

A menos de notagio este ¢ o enunciado do Tcorema 1.1. A de-
monstracio do Teorema 3 ¢ dividida em Irés partes.

PROPOSIGAO 1. Seja f um campo vetorial C' em um aberto & de R".
Dado xe b, seja I, =, o, onde i 1, — 4 per-

corre o conjunta das solugies de x' = Jx), x(0) = x,
Entdn

a) @,: I, — b definida por ©.(t) = ¥l se tel, é a unica curva
integral mdxima de f por x:

b)setel ey = @ (1), entéio ly=1 ~t =5~y s€l,| e para
todo s€ 1, tem-se o (1 + s} = @ (s).

Demonstragio. a) E suficiente verificar que ¢, csti bem definida, Isto &,

¢ ¥, € ¥, sdo solucdes de = flx), X{0) = x, entdo
¥, =y, no intervalo (g, by=1, nl,,. De fato, scja A = {te(a, b):
Vi) = ¢,(1)]. E claro que A4 é fechado ¢Mm (a.b) e nido vazio. Vamas
provar que A € aberto. Sejam r'e 4 o Y=u,(r) = ¢, Entdo, pelo
leorema 2, existe uma (nica curva integral o de ' — S(x), x(0) = .
definida em um certo intervalo aberto I. Notemos que &,{s} =, 4 5)

¢ também uma solugdo de x' = f(x), x(0} = V. D¢ fato, : 1:|5'-||‘.';} =
5

{ : : ' s
= {.;.er:u 8 =Sl + 8) = JW (s). Portanto, Por unicidade,

Vi =¢em(ab)n(l + 1'). Do mesmo modo l.n:';,'l'ﬂ = w,(' -+ 5) coingi-
de com ¢ em (a0, b) 1 (] + t'). Logo ¥, =y, em la. byl 4 1), ¢ I5tO
Prova que A ¢ aberio. Por conexidade, A = (g, p)

L —

—
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b) temon i (s) == -+ 5); logo, p,(s) esti definida para sel, — ¢,
domde 1, 1 1, PPor outro lado, (= 1) =xt i, (s5) =p=1+3),
domde ¢ () estin definida para todo sel, + 1. Logo, I, + 1 € 1, e dai
I, 0.1, L Fiea provado que [, =1, —1. &

PROPOSICAO 2 'w;n f'um campo vetorial de classe C ' em um aberto
h de B, Emdo D = 1, x); xeh e 1el,} € aberto

em RV Ainda, ot x) = (1) é uma aplicagio de classe C' em D e
(*) D, Dy 1, x) = Df (et x)) D3 (L, x)

para todo (1, )6 D, [, ¢ o intervalo maximal da solugdo @, de x' = f(x),
x(0) = x,

Demonstragdo. Sejn ¢ o conjunto dos pontos tel,, >0 tais que
existe uma vizinhanga B, de x4 tal que [0,¢] x B, < D
¢ ¢ € de classe €' ¢ satisfuz (*) em (0,1) x B,. Pelo tecorema 2, C # (.
Seja s o supremo de C, Provarcmos que s ¢ o extremo superior de [,
De fato, se for s€l,, seja x, = (s, xp5). Pelo teorema 2 existe I x B,
vizinhanga de (0, x,), na qual o satisfaz (*). Sejam d o comprimento
do intervalo I, u tal que w < s ¢ 5 — u < d/2 ¢ B uma vizinhanga de
xp tal que p(u, y) € B para todo ye B. Se ye Be te[0,u + d/2] temos,
pela proposiciio 1, que o(t, y) = @t — u, @(u,y)). Portanto, ¢ ¢ de
classe C' em (0, u + dJ2) » B. Vamos verificar que ¢ satisfaz (*) neste
conjunto. A partir de o(t, x) = @t — u, @(u, x)), temos que

D, ¢lt, x) = [D, lt — u, @lu, x))] D, ¢lu, x).

Portanto, derivando com respeito a ¢ ¢ usando o fato de que't — ue C,
lemos

Dlﬂ;tpfl, .I} = [Dlﬂz l;l'-'” = U, fp{-u, -'t]]] D] ‘P(ur x} =
= [Df(elt, x)) Dy 9t = u, @(u, x))] D, ¢(u, x) =
= Df(e(t, x)) D; olt, x).

Portanto, u + d/2e C € maior do que s, o que & uma contradicio.
Logo s = sup [,. Tomando agora pontos (el ,t <0 conclui-se a
demonstragio. =

Demonsira¢do do teorema 3. Procedemos por inducdo em r. A pro-

posi¢do 2 prova o caso r = 1. Supomos
valido o teorema para r — 1. Consideremos o campo F = (f, Df),
que édeclasse € 'em A x R™, definido por F(x, L) = (f(x), Df (x) L),
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onde L € uma matriz n X n identificada candnicamente com uma apli-
cagio linear de & ou com um ponto de R™, Pela proposigio 2 e a
hipotese de inducio aplicadas a F, temos que o seu fluxo Py, Y) =
= (¢(t, Y). D29(t, y)+ Y) é de classe C""! em D' = D x R"’, Portanto,
 Dyp € declasse C""' em D. Também D, = fo ¢ é de classe C" ',

pois /' € C"e ¢ € C""'. Logo, ¢ ¢ de classe C" em D. Isto termina a
demonstracido do teorema 3. m -

3. Retrato de fase de um campo vetorial

1. DEFINICAO. O conjunto y, = {@(t,p), tel pf» isto €, a imagem
da curva integral de X pelo ponto p, chama-se or-
bita de 'X pelo ponto.p.
Observe que gey, <y, =7, De fato, se gey, q =eoll,,p) e
‘P(rl'q} :{P[f + I’L;F} c 'fp e B Iq*
Em outros termos, duas orbitas de X coincidem ou sido disjuntas.
Isto &, A fica decomposto numa unifo disjunta de curvas dilerenciaveis,
podendo cada vma ser: '

a) imagem biunivoca de um intervalo de R,
b) um ponto, ou
¢) difeomorfa a um circulo,

correspondendo cada caso a uma das alternativas do Teorema 2 a seguir.
No caso'b) p = y,; a orbita chama-se ponto singular; no caso
c) a orbita chama-se fechada ou periddica.

2. TEOREMA. Se ¢ é uma solugho mdxima de (1) em I, verifica-se
uma tinica das seguintes alternativas:

a) @ é 1-1
b) I =R e ¢ é constante. .
c) I = R e @ é periddica, isto €, existe um 1 > 0 tal que ot + 1) =

- = ip{” Fﬂrﬂ' Iﬂdﬂ "EHE e ‘P[rl} 5& '?“1) € |'|--II| <= T.

Demonstragdo. Se ¢ ndo é biunivoca, @{1,) = @(r;) para algum r, #1,.
Logo, pelo corolirio 6 da seqio 1, f =Re ot + ¢} =

= @(t) para todo teR e c=1,— 1, #0.
Provaremos que o conjunto

C=|ceR; olt + c)® para todo (€}
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¢ um subgrupo aditivo fechado de¢ R. De fato, se¢ ¢, d & C, entdo ¢ 4 d,
—ceC, pois oli+c+dl=plt +c)=o(t) ¢ ot ~c)=mplt - ¢ 4 ¢) ~
= lr) ¢ portanto, C é um subgrupo aditivo de R. ‘
Por outro lado, se ¢, C ¢ ¢, — ¢ lemos yue ¢cC pols
olt + ¢) = elt + lim ¢,) = @llim (1 + ¢,) =

= lim @{t + ¢]) = |lm (1) = (1)

. A= I ™ |
~ Como demonstraremos no IE'I:TI.I. seguinte, lodo subgrupo aditivo
C de R édescritonaformatZ,t = 0, Z = {inteirosj, ou Cédensoem R,
Por ser C # {0} ¢ fechado, segue que C=R ou O =1Z, 1t > 0,
Cada uma destas alternativas corresponde, respectivamente, 4os casos
b) e c} do enunciado.

3. LEMA. Tode subgrupo aditive C # {0} de R é da forma C = 1Z,
onde ©t >0, ou C ¢ denso em R,

Demonstragdo: Supor que C # {0). Entio Cn R, # &, onde B, de-
nota os redis positivos, pois existe ce ', ¢ # 0, 0 que
implica que c ou —c esti em CNnR,

Scja t =mf[E‘r‘\R*] Se v >0, C = tZ, pois se ceC — -rl:
existe um tnico Ke Z tal que Kr < ¢ < (K + )1 ¢ portanto, 0 <
<c~Kr<tec— KreCnR,.Contradigiocomr = inf([C n R ,].

Se 1 =0, verificamos que C ¢ denso em R, De fato, dado ¢ >0
e 1€ R, existe ce C tal que | c — 1| < . Para ver isto & suficiente tomar
co€CN R, tal que 0 < ¢, < & Todo nimero real 1 dista menos ¢
de um ponto ¢,Z € C, pois esle conjunto divide R em intervalos de
comprimento ¢, < &, com extremos nele.

4, DEFINIGAO. O conjunto aberto A, munido da decomposigio em
orbitas de X, chama-se retrato de fuse de X. As
orbitas sdo orientadas no sentido das curvas integrais do campo X:
os pontos singulares sio munidos da orientagiio trivial,
Nas figuras indicamos o sentido positivo de percurso por meio
de selas.

5. EXEMPLOS. a) Descrevamos o retrato de fase de um campo X

em R, onde X tem um nimero finito de pontos sin-
gulares. Sejam a, < a, < ... < a, esses pontos ¢ fagamos uy = — ~
€ dy,y = W.
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Em cada intervalo (a;, a;4,), = 0,1, ...n X tem sinal constante.
© Fixemos um intervalo (a;, a;,,) no qual X é positivo. Entdo, se xe
€ (a;, a;+,) temos que @1, x) € estritamente crescente no seu intervalo
maximo I, = (@_(x), w,(x)).

Além disso podemos afirmar que:

i) Quando t — w_(x), ¢{t, x) = g, e quando 1 — W . (x), ot x)—
—b “H*l"

Pois se ¢(t,x)~ b > a; quando t — w_(x), como @(t,b) & estri-
tamente crescente segue-se que as Orbitas y, e y, interceptam-se; em
conseqiiéncia y, =y, o que é uma confradigdo. Isto mostra que
o(t,x) = a; se t =+ w_(x). Da mesma forma vé-se que @{t,x) — a,,,
s [ — mq-(I}-

ii) se { = | temos que w-(x}) = — oo,

Pois, para todo (€, temos @(t,x) > a; > — o0 e isto implica,
devido a proposicdo .7 da seglio 2, que w_(x) = — o0.

iii) se i < n temos que @ ,(x) = c©

A prova é idéntica & de (ii). O leitor deve [ormular e provar o caso
em que X € negativo no intervalo (ay, ay,,).

= - ] — = @ - L -1 —
i ag a3 a4 - dg
retrato de fase de X
Flgura 2

b) Slstemas bidimensionais simples e sistemas h1pcrhﬁl:ms ver

0s espacos de fase no capitulo III. |
. ¢)Sejam X = (X, X,)eh = R’nndex. -xeXI-—;.:-J,-tﬂ |

-0, I'.quu de X ¢é dado por - | _ |
: m.r ﬁ_.Ei -f-.4.'.Ei.E-'i' Ul B
"iﬂ' H- '['ﬂl 'b]‘} o ¥ 4 . ‘? <) ' | : |

. 'f.-;.'.;und: teR-¢ {a.b}Eﬂﬂ . o § iLEE
R Sejn lHLFl o-fluxo. da “scla' }:ﬂ [x, - _p] G Iu:tnr df:v; ‘vertﬁmr._- T

Illlt ﬁ {:.", y} — (x, Vb T) ﬁatisl'az ﬁl','.ff{r, Pl} = 40{!, IT(P]}
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\:_,.‘_ LU/,

retrato de fase de X

L

retrato de fase de ¥
Figura 3

4, Equivaléﬁ;ia e conjugacdo de campos

vetoriais

Introduzimos a seguir vérias nogdes de equivaléncia entre dois
campos vetoriais, as quais permitem comparar seus retratos de fase,

i. DEFINICAO. Sejam X,, X, campos vetoriais definidos nos aber-

tos de R" A,, A, respectivamente. Diz-se que X,
é topologicamente equivalente (resp. C™-equivalente) a X, quando existe
um homeomorfismo (resp. um difeomorfismo de classe C") h: &; — &,
que leva orbita de X, em orbita de X, preservando a orientagdo.

" Mais precisamente, sqam peh, e y'(p) a orbita orientada de X,

_passando por p; entdo h(y'(p)) & a Orbita orientada y*(h(p)) de X , pas-

L sando por h(p).

Observe que &stﬁ definigdo estabelece uma- rela,f;aﬂ de nquwalencla
‘entre campos definidos em abertos de R". O homeomorfismo. h chama-

L icen equwa!r:m:m topologica {resp diferenciavel) entre Jf e X 2-

'-_"'z DEqu;Jm Sejam @;: D, - & ¢,: Dy < R* os fluxos Emdm '_

]:uaia:nr;munru:m.‘lr(I A, -+H‘*=X A, — R" respec-

== “pma,  m0E

‘n.l. '_.:::‘.' ;,_ .'- TRy _L:'_; el o
- - i 14 . [}

S £
AT
L

T e 1 -

g -.'! - Tl

: twamnnte Diz-se que X, & Iapafagimmeme mn_mgadn (resp. C'-con- - = .
7' jugado)a’X, quando :::st: um-homeomorfismo’ {resp. um difeomor-. e
, fsmﬂ de: ':‘35‘“ ‘71 h: b, o B "l' ‘IW-’-‘ h{f.ﬂ:(f I)} ‘Pz{f Pl(x}] Pal‘ﬂ- T
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Nesle caso, iem-se _nems:-:arinm-:nlt I,(x) = I,(h(x)). O homeo-
morfismo h chama-se conjugacio topoldgica ( resp. C"-conjugacido) entre
Xj c x!'

3. Observagoes. Esta defini¢io cstende a campos vetoriais quaisquer
os conceitos de conjugaciio topoldgica ¢ diferenciavel
definidos no capitulo Il para campos lineares. A relagio de conjuga-
¢do & também uma relacio de equivaléncia entre campos definidos
em abertos de R". E claro que toda conjugacdo ¢ uma cquivaléncia.
Uma equivaléncia h entre X, ¢ X, leva ponto singular em ponto
singular ¢ Orbita periddica em orbita periodica. Se h for uma con-
jugagdo, o periodo das orbitas periodicas também é preservado.

3
4, EXEMPLOS. a) h: B? & delinida por hix, y) = (x,_p-t-—'}v) & uma

C"-conjugacdo cntre X(x,y) =(x,=y) ¢ Yix,y) =
=[x, —y + x"). Veja o exemplo ¢) da se¢do anterior,

: 0 a 0 b " 2
b) Sejam A _(——u f})nﬂ_(—h n)m.un.madcﬁ com a >0

¢ b > 0, Os sistecmas x” = Ax ¢ x' = Bx definem centros cujas orbitas
periddicas tém periodo 2mfa € 2a/b, respectivamente. Se a # b, estes
sistemas ndo sdo conjugados. Por outro lado, h = identidade de R?

é uma C“-cquivaléncia.
O lema scguintc forncce uma caracterizagdo para a conjugagio
difercncidivel.
5. LEMA. Sejum X ,: b6, =+ R" ¢ X;: &; = R" campos C" ¢ h: & — 4,
um difeomorfismo de classe C*. Entdo h é uma conjugagio
entre X, e X, se ¢ somenie se

{(*) Dh, X ,(p) = X (kp)),  VYped,.

Demonstragio. Scjam @,: D, = &, ¢ ¢;: Dy = &; o8 ﬂumsf de X,

e X ,, respectivamente. Suponhamos que h salisfaz (*).
Dado ped,, scju (1) = hig(t, p), 1€l,(p). Entio ¢ €& solugio de
x' = Xy(x), x(0) = h{p), pois

¥'(1) = Dhig,t, FH'E‘I}"F:[L p) = Dhlep, (1, p) X (9,1, p)) =

"= Xk, (t, p)) = X (00D,

Portanto, hig,l(t, p)} = @,(t, h{p)). Reciprocamente, suponhamos guc h
seja uma conjugagio. Dado ped,, tem-se hig,(t p)) = @1, hip), |
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t € I,(p). Derivando esta relagio com respeito- a ¢t em t=0,
obléem-se (*). ®
6. Definicdo. Sejam X: & — R" um campo de classe C, r 2 1, AcR"
aberto ¢ 4 = R"~! um aberto. Uma aplicacio diferen-
ciavel f: A — b de classe C' chama-se seqdo transversal local de X
(de classe C) quando, para todo a€ A, Df(a)(R*"") e X(f(a)) geram
o espago R", Seja £ = f(A) munido da topologia induzida.Se f: A = E
for um homeomorfismo, diz-se que

7. Observagdo. Sejam pe b ndo singular e {Ugseens Upmye X(p)} uma
base de R". Scja B(0, ) uma bola de R"=! com centro

na origem e raio § > 0. Para 4 suficientemente pequeno, f: B(0,8)— A
a=1

dada por f(Xy, s X,—y) =p + L, X € uma seqdo transversal local

de X em p. ik

" 8. TEOREMA (do fluxo tubular). Seja p um ponte ndo siuguln; de

XA R declasse C"ef:A— L .

uma segdo transversal local de X de classe C* com f(0) = p. Entdio existe
uma vizinhanga V de p em A e um difeomorfismo h: V — (—e,e) x B
de classe C’, onde € >0 e B é uma bola aberia em R""! de centro na
origem 0 = f~'(p) tal que
"~ a) HEnV)={0} x B; .
b) h é uma C-conjugagdo entre X | V e o campo contante Y:
(=g} x B— R, ¥ =(1,0,0,...,0)eR"

Y & uma secdo transversal de X, .

A

= "hl g i ) b

I T e, 5 Wy acaae 3

Eem . e R ' i a r

g Bt BT e et N
T Rt .
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nstracdo. Seja @: D— A o fluxo de X. Seja F: D, = {(,u);
Demonsirasee (t,f(w)) € D} — & definida por F(t, u) = @(r, f(u)). F apli-
ca linhas paralelas em curvas integrais de X. Yamos mostrar que F
& um difeomorfismo local em 0 = (0,0)e R x R"~'. Pelo teorema da
funcdo inversa, & suficientc provar que DF(0) é um isomorfismo.

Z

wir, flu)) = Flt, u)

)

L

Figura § X

Temos  DiFO) =5 0(./O)| = Xio(0.p) = X(o

-
e D,F(0) = D,, f(0) para todo j = 2,...,m, pois @0, f(u)) = f(u) V¥
ue A. Portanto, os vetores D;F(0), j=1,....n, geram R" ¢ DF(0) ¢
um isomorfismo.,

Pelo teorema da funcdo inversa, existem £ > 0 ¢ uma bola B em
R"-1? com centro na origem 0 tais que F/(— £,£) x B &€ um difeomor-
fisthio sobre o aberto ¥V = F((— &) x B). Seja h = (F/(= ¢,€) x B)~!,
Entdo H(Z n V) = {0} x B, pois F(0,u) = fluje ZV ue B. Isto prova
a). Por outro lado, h™' conjuga Y e X:

Dh~(t, u)+Y(t, ) = DF(t,u)+(1,0, ...,0) = D,F{t,u) =
= X{p(t, S/()) = X(F(t. w)) = X(h~*{t,u)),

para todo (f,u)e(~ &¢€) x B. Isto term_ina a demonstracio. m

9, COROLARIO. 'Sejn L uma segdo transversal de X, Para todo ponto
pEX existem & = &{p) > 0, uma vizinhanga V de p

em-R" e uma fungdo 1V — R de classe C* tais que (VNE)=0ea)

para todo g€ V, a curva integral ¢lt,q) de X[V é definida e biunivoca

L emdy=(—c+ ) 6+ (@) |
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b) &q) = pG(glgie L ¢ o dnico ponta onde @{= q)|J, intercepta a 4

Em purticular, qe 20V se ¢ st se tlyg) =0 ‘
¢) E:V = Z ¢ de elasse * ¢ DE(g) ¢ sobrejetiva pard todo g€ V. Mais

alnda, DEg)s ve=0 s¢ ¢ 56 s¢ v = aX(g) paru algum o€ R.

Demonstracdo. Sejum b, V ¢ & como no (coremd 8. Ponhamos h =
= (- 1,n). O campo ¥ dagucle tcorema satisfaz a todas as afirma-
¢Ocs ucima, Coma h € uma C*-conjugucio, conclue-se que X também
satisfaz estas afirmagbes. ™

E-E.E] :‘B -

r*rrr}q

mm\ ., ) i L |
oy

Fligarab

10. Observagiio. Gostariamos de enfatizar o carlter local deste teo-
rema. Nem todo campo sem singularidades no plano

" .admite. um homeomorfismo que trivialize suas 6rbi exem
¢ dado na figura 7. S Flm. ; ?lu




Elsmentos da tsoris qualitativa des equaches diferencials 225 .

6. Estrutura local dos pontos singulares
hiperbolicos

Seja p um ponto regular de um campo vetorial X, de classe C,
r > 1, Pelo teorema do fluxo tubular, sabemos que existe um difeo-
morfismo de classe €' que conjuga X, em uma vizinhanga de p com
o campo constante Y= (1,0, ...,0). Consequentemente, dois campos
X ¢ Y sdo localmente C'-conjugados em torno de pontos regulares.
Por causa desta observacfio podemos considerar satisfatério o conhe-
cimento qualitativo local das érbitas de um campo vetorial em torno
de pontos regulares, sendo que existe apenas uma classe de conjugacdo
diferencidvel local.

Se p &€ um ponto singular, a situagio € bem mais complexa. Mes-
mo nos sistcmas lineares estudados no Capitulo III ja se apresen-
tam vérias classes diferentes de conjugacio diferencidvel. Em R?
temos a sela, o centro, o nd, etc.

Nesta secio estudaremos os pontos singulares hiperbdlicos.

1, DEFINICAQ. Um ponto singular p de um campo vetorial X de
classe C', r 2 1, chama-se hiperbélico se todos au-
tovalores de DX(p) tém parte real diferente de zero.

2. Observagio. E facil ver que esta definicio nio depende da classe

de conjugacio local C? de X em p. Scjam X ¢ ¥Ycam-
puadcdasuﬂ',ra!:humnﬂ’—mnjupﬁumtu?[e Y em torno
de uma singularidade p de X ; ¢ = h(p) é uma singularidade de Ye
pelo lema 5 da secdo 4 tem-se Y= Dhoh™ « X oh™', Dal

DY(q) = D*h(h~"(g)) Dh~*(q) X (h™"(q) + Dhth™"(q) DXth~"(q))
.Dh=(q) = Dh(p) DX (p) [Dh(p)] "".

2, DEFINICAO. Com a notaglo da definiclio 1, o nimero de auto-
valores de DX(p) que tém parte real menor do qoe 0

chama-se indice de estabilidade de X em p.
. A observagio 2 acima mosira que & o mesmo o lndice de dois
campos C-<conjugados em torno de uma singularidade hiperbdlica.
Entretanto, vale mais do que isto: o indice determing a classe de con-
jugacio topologica local. Este ¢ o conteddo do teorema de Hartman
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4. TEOREMA DE HARTMAN. Sejum X :45—R" um campo [re{n-
rial de classe C' e p um ponto sin-

gular hiperbolico. Existem vizinhangas V de p em b ¢ Wde 0 em R" tais

que X |V ¢ topologicamente conjugudo a DX(p)/W. .

A demonstracio deste teorema ¢ dada no capitulo I : Por en-
quanto limitar-nos-emos a dar sua interpretagdo geométrica na fi-
gura 8. O Teorema 4 e I11.6 permitem classificar localmente os pontos

singulares hiperbdlicos.

—— -

x' = Xix) x' = DX(p) +x
Flgura 8

6. Estrutura local de 6rbitas periddicas
. A transformagdo de Poincaré.

A transformagido de Poincaré associada a uma orbita fechada y
de um campo vetorial é um difeomorfismo n que definiremos a se-
guir. Esta transformac¢io descreve o comportamento do campo em
uma vizinhanca de 7.

Seja entdo y = {¢(1,p), 0 < t < 1,) uma drbita periddica de pe-
riodo 1, de um campo X de classe C', r > I, definido em A = R™,
Seja L uma segiio transversal a X em p. Em virtude da continuidade
do Muxo ¢ de X, para todo ponto ge X préximo de p a trajetoria
¢(t, q) permanece proxima a ¥, com ¢ em um intervalo compacto pré-
fixado, por exemplo, [0, 21,). Define-se n(g) como o primeiro ponto

onde esta orbita intercepta £. Seja Z, o dominio de . Naturalmente
PEL, e m(p) = p.
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Muitas propriedades de X perto de 7 se refletem em = Por exem-
plo, as rbitas peribdicas de X vizinhas de y correspondem aos pontos
periddicos de =, que sdo pontos ge X, para os quais n"(q) = g para
algum inteiro n > 1, O comportamento assintético das Orbitas de X
perto de y também é descrito por x. Assim, lim #"(g) = p implica
lim d(@(t, g), y) = O. a0

=+

1. DEFINICAO. Com as notagdes acima, a drbita fechada y é um
atrator periddico (ou entfio y diz-se orbitalmente es-
thvel) quando lim d(@(t, ¢), y) =0 para todo g em uma vizinhanca de y.
—+
2. Observagdo. A seciio T tomada acima & uma hipersuperficie ou uma
subvariedade diferencifivel (n — 1) — dimensional do
aberto A = R" Pode-se supor que a varicdade £ que aqui aparece
¢ um disco de um subespago vetorial ou afim de R", sem que isto cons-
titua uma restri¢iio séria.

A seguir, demonstraremos que n: L, — I & um difeomorfismo de
classe C* sobre sua imagem I,. Vamos usar o teorema do fluxo tubu-
far & sen coroldrio 13 para dar precisio & definicio de x. Seja ¥V uma
vizinhanca de p dada pelo corolério 13. Como o(t,,p) = p, existe
uma vizinhanca E, de p em I tal que @{to, )€ V para todo ge Z,.
S&C:F*Ellpﬁclﬁﬂﬂﬁﬂiﬂlmllml:ro*nﬂq]m
Fﬁ#ﬁhqﬁ-'

Outra expressio para % ¢ m{g) = glro + 7(@{%e,q)h ¢k onde
t:?ﬂﬂﬁumﬂ{:}qmmiﬁlﬁﬂw:mfpnlmm
m:.bummduﬁmhinﬂa&ﬂ#ﬂl:ﬂ

Destas expressdes resulta que X mesma classe diferencia.
bilidade que X. A invarsa x~': T, = Ty de x & dofinida tomando-se
um—x,FHun:EHIMmMC’.
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2. Ciclos limites no plano.

1. DEFINICAO. Sejam A um aberto de R* ¢ X:4 — R* um campo

vetorial de classe C!. Uma orbita periddica 7 de
X chama-se ciclo limite se existe uma vizinhanca V de 7 tal que y ¢
a Unica orbita fechada de X que intercepta V.

2. PROPOSICAO. Com as notagdes da definicdo acima, existem ape-
nas os seguintes tipos de ciclos limites (diminuindo

V se necessdrio):
a) Estdvel, guando lim d(p(t,q),7) =0 para todo g€V,

1= o

b) Instdvel, quando lim d(el(t,q),¢) =0 para todo g€ V;

= = ag

c) Semi-estdvel, quando lim d(e(t, g),7) = 0 para todo g€ Vv Exry

=k

e lim d(p(t,g),y) =0 para todo qeV n Inty, ou o contrdrio.

=t = g

Demonstragdo. Diminuindo a vizinhanga V se necessario, podemos

supor que ela pdo contém singularidades. Sejam pey
¢ Z uma secdo transversal a X em p. Seja n:Z, - I a transforma-
¢do de Poincaré (veja a figura 10). Suponhamos que I estcja orde-

z
i

miq)

Flgura 10

nado, sendo o sentido positivo de Ext:
Y para Inty. Dad
tf::;n:: n':!q} > :jq ou nlg) < g. Suponhamos :ﬂqj? o gl
g0 A limitada por y, pelo arco de traistorin 4T
7 Jetona g n(g) e pel
gnilg) e L, Aé pos:.twﬂmum: invariante, isto &, d::gilx xg:; :ﬂi'ﬁ;
para todo t = 0. Ainda, @{r. x) intercepta £ em uma s:qii‘Enci;t estri-
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tamente mondlona de pontos x, que converge para p. Conclue-se
que Lim d(g(t, x)y) =0.

=m0
Se =(g) < g, considerando o campo — X, fica provado que
lim d(g(t,x),7) =0 para todo xe A.

=0

As mesmas consideracdes podem ser feitas em Inty. Combinando
todas as possibilidades ‘podemos provar a proposicio. ®

3. Observagdo. Com as notagdes da proposicdo, temos que y ¢ um
ciclo limite se ¢ 56 se p ¢ um ponto fixo isolado de =

Ainda

a) y & estivel se ¢ somente se |z(x) — p|<|x — p| para todo
x # p proximo de p;

b) y & instavel se ¢ somente se | x(x) — p| > |x — p| para todo
x # p-proximo de p; :

c) 7 é semi-cstavel s¢ ¢ somente se |n(x) — p| <{x — p| para
todo xeZ n Exty préximo de p ¢ |na(x) — p| > |x — p| para todo
x €L n Inty proximo de p, ou o contrério.

Em particular, se n'(p) < 1, podemos aplicar o teorema do va-
lor médio e concluir que y & estivel. Por outro lado, y € instavel se
7'(p) > 1. Veja a figura 11. .

O teorer.a abaixo estabelece uma condicdo suficiente para que
uma orbita periédica seja um ciclo limite estével.

4. TEOREMA. Sejan & = R? um aberto e X = (X,, X;): A-R?

um campo vetorial de classe C'. Seja y uma érbita pe-
riédica de X de periodo Te n: Ty — £ a transformagdo de Poincaré em
uma secdo transversal L em p€y. Entdo

*) - w(p) = exp [fidiv X () di], |
onde div X (x) = D, X{x) + D3 X,{x). Em particular, se [ div X (%))
ﬁ{ﬂmﬂnrimm e s0 >0, y & instavel

Demonstragdo. Para cada ¢, ponbamos A(r) = DX (y(th Seja 9() &
- matriz fundamental de x' = A{t)x, com ${0) = E; pela

| detd(Ty = explf di XD,
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)
b
¥t x=y
estivel instavel
praf w
¥ z
gafm x=sy
y ol rt
grafm
x p
semi-estaveis
Figura 11

Vamos provar que n'(p) = det §(T). Seja ¢ o fluxo de X. Pelo teo-
rema 3 seqdo 2 temos @(T) = D,¢(T, p). Notemos primeiro que

D,o(T, p)- X(p) = X(p). De fato, como ~§l-— plt, p) = X(p), vem

=0
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D,o(T, p)+ X(p) = %MIw{nml

d

d

= X(p).
1=0

Por outro lado, se g:(— &) = E ¢ uma parametrizacdo de I tal que
g{ﬂ} ='p, 0 conjunto B = {.Jf (p), g'[ﬂ]} & uma base de R% Por defi-
nicao, n(g(s)) = @(T + ©(¥(T; 5)), g(s)), donde

: d
)00 =3¢ ““ﬁsll, = DT p)-a + D p(Tp)-g'0) =

0
= a X(p) + D,0(T, p)+9'0),
onde a é a derivada de 1(p(T; g(s))) em s = 0. Portanto, a matriz de
D,¢(T,p) na base B ¢
1 —a
0 ()

e obtemos det ¢(T) = n'(p). As tiltimas afirma¢Oes do teorema seguem
da observagio 3. ®

7.  Fluxos lineares no toro

Os fluxos de campos vetoriais lineares com valores proprios pu-
ramente imaginirios conduzem ao estudo de’ fluxos em superficies
toroidais. Assim, consideremos em R* o seguinte sistema de equa-
. ¢Des diferenciais ‘

IJI' = = f Xq,

_ E fj == ﬂ!i‘l,_ ' 0
[11 b I’,"—' — B Xe, o p >
xi= 3:3-

Usando .mnrdena_das complexas z, =x; + ix; € 2; = X3 +ixXq, .

: "'q_'sistm'na (1) se escreve

ﬂ:l " \ ) {311-=fﬂl’ih_'

4 R if 23

L culo Mo € (6 24, 22) = (@420 @306 73) = (3 € 2, &%), Finemos -

= leeGi [l =),

ST 0, ¢ sejam (29, )€ € & RE tais que || =ry {5l =rs
i A curva ¢ - @1, z7) (isto ¢, -a imagem. desta curva) estd contida em - " .
j.= 1,2 Portanto, 0 toro:T* = Cy;x Cyde R = *

we By 4
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& invariante pelo fluxo ¢. As solucdes de (1) que estdo contidas em T?
sio imagens pela aplica¢do R: R? - T2 R(0,,0;) = (r, e p, g7

. das solucdes do seguinte sistema de equagdes em R?

0, = p/2n.

" Desejamos observar que o toro T2 pode ser obtido de outras
maneiras. Uma delas consistc em identificar os lados opostos do qua-
drado [0,1] x [0, 1] = R? Isto equivale a tomar a aplicagdo quo-
ciente Q: R? — R?/Z?, onde Z ¢ o grupo aditivo dos inteiros. Outra
maneira consiste em tomar no espaco R® = {(x, y, z)} o circulo de
raio 1 e centro (0, 2) contido no plano (x, z) e roda-lo em torno do cixo 2.
A superficie obtida desta maneira ¢ a imagem da aplicacdo R:-R?.
definida por '

o {ﬂ*l = af2n,

(6, 8,) =+ (2 + cos 2n8,) cos 2n8, , (2 + cos 2rb,) sen 2n0, , sen 2nb,)

‘Veja a figura 12 como ilustragdo.

X, G X

drbita de (3)
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Seja C =1 x C, = C2 Para todo (1,29 eC i

el . ' a orbi 0
intercepta C numa scqicncia de pontos (1, z{) :lada por E{Ir;] :: ::{:’23;,:,1}
nek. Na renI!dad: estes pontos sdo os iterados ﬂn{:uf 'y tlransi‘ '
magdo de Poincaré n: C— C, n(z) = - g2%iblz. e "

|, TEOREMA. Sr.; ﬁfl: ¢ racional, todas as orbitas de {2) contidas em
T#* sdo periddicas. Se ffa ¢ ‘irracional, elas sdo den-

sas em T2

Demonstragdo. Seja Pjo. = p/q, onde p e g sdo inteiros primos entre .
si e g > 0. Entdo, todas as orbitas de = tém periodo
g, 0 que significa que as Orbitas de (2) sdo peribdicas de periodo 2m/q.
Suponhamos ffa irracional. Para provar a afirmagdo acima
basta fixar 23 € C, e provar que a seqiiéncia n"(z2) é densa no circulo.
Para isto & suficiente mostrar que o subgrupo de R gerado por {1, Ble}
¢ denso em R. Mas esta afirmacdo decorre do lema 3.3. ®

2. Observagio. Os iterados a"(z%) sdo as imagens pela aplicacio R
dos pontos de abcissa inteira da orbita correspon-

dente de (3) em R® Observe que esta brbita & uma reta de inclina-
¢do Pl .

EXERCICIOS

1. Seja X um campo veto
funcdo continua f:4 - R chama-s¢

A se: :
- ongo de toda orbita de X

(a) f & constante ao 1 :
" (b) f ndo é constante em nenhum abérto-de A. .

Resolva as seguintes questoes: 1
L) &jaf:fiu de classe ! tal que D/ () X(p) =0 DI(p)#0
... para todo peb. Entdo f € uma integral primeira de X.

- /(i) Se pe b ndo & ponto singular de X entdo existe uma Vi~
" zinhanga V .de p tal que X]V tem n — 1 integrais primeiras

Ed Lt singss X
& g fis -eisfu—q de classe C' funcionalmente in tpﬁ:dﬁpﬂ"fimtﬁ st 3

rial de classe C' num aberto A = R". Uma
infegral primeira de X em

8, ais que dfy(@), o dfam1 @) SEO linearmente inde _
< para todo g€ V) el o
- o ‘corolario -do teorema do ﬂu:p ubular, . ...

S (Supeso: Use o corolirio 4o (e
E oot e o DGIRIE0, primeiro’ €M .

v Yo
a '
® s, Bimt® '_ . . TR
By o A Wy owril T ) L
u
T ?

LS
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(iti) Encontre uma integral primeira do centro dado por
' | xy = — fx;
x3 = fix
e da sela
Xy =4y Xy
onde 1, <0< i,.

(iv) Nio cxiste nenhuma integral primeira em R? niem para as
nos nem para os focos definidos na se¢iio 4 do capitulo 111

(v) Generalize (iii)-e (iv) para sistemas lineares em R",

(vi) Seja H: R*" — R uma funcio de classe C',r = 2. Supnnha
que os pontos onde dH, ¢ nula sfio isolados e encontre uma
integral primeira para o campo

(aH dH . 8H ﬂH)
X= g

prEp s 3 I'II’-
Xn+1 Oxy,"  Ox, Ox,

(Tal campo € conhecido como Hamiltoniano).

(vii) Dada uma fungdo f = A — R de classe CZ, tal que df ndo
. . . se anula em nenhum aberto, encontre um campo X cuja
integral primeira seja f. Suponha A = 2.

(viii) Se X,'e X, em A, ¢ A;, respectivamente, sio topologica-
mente equivalentes ¢ X, tem uma integral primeira, entdo
0 mesmo ¢ valido para X,. _ |

" (ix) Se f &.uma integral primeira de X, entdo M, =f~Y) ¢
'~ invariante por X. Em particular, como M_ nfio-contém aber-
~ ¢ - tos, podemos considerar as orbitas contidas em M, como um

..+ .- "subsistema”, com dimensdio inferior em uma unidade 4 do

... .. sistema definidopor X. .© . . .- o -

L () Se X tem uma integral primeira f e df(p) % 0 entdo existe

;. uma vizinhanga V de p tal que X/V & diferenciaveimente

P T

o R T T

a ySrmp % I R ]

Ty L SRR I - a cO L
P A e AT R e
I s T 1 H (T F
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BT

X/ Y=y, ¥ oo ¥p-1, 0)

(xi) Generalize este tltimo resultado para o caso em que X pos-
sui k integrais primciro funcionalmente independentes (ver ii)
em um ponto peh.

Sugestdo: Compare com o teorema do fluxo tubular e imite
a prova, usando o teorema da fungio inversa.)

2, Sejam El.i‘.: hiperplanos transversais a um campo X de classe
C"num aberto Ac R". Se p,=p(t;)eZ,;(i=1,2)et, <t,, existe
uma vizinhanga V; de p; ¢ uma fungdo t: V; = R de classe C" tal

que
S:q— ¢(t(g) q)

¢ um difeomorfismo de ¥, nE, sobre V; N L,.
(Sugestdo: Use o teorema do fluxo tubular)

3, Seja f(x,4) de classe C' em R" x R™tal que
x' = f(x,0)

tem uma Onica solugdo periddica p(r) nio constante. Se @ & o
periodo desta solugdo, suponhamos que as Unicas solugdes de

y = Df(p(t), 0)
y(0) = Hw)

sdo as funcdes da forma ap’(t) com a€ H. _ 1
Prove que existe § > 0 ¢ uma unica fungdo 1(A) de classe C

em |A| < & tal que 1(0) =w ¢

X =fxd
tem ‘uma Gnica solucdo p(r, 4) de classe C' periddica de periodo
z(4) com p(1, 0) = plt). 5]
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'(Sugestdo: Seja H o hiperplano normal 4 curva p{t) no pento p{0).

Sem perda de generalidade, pode-se supor que p(0) =0

ep0) =(1,0,...,0) e dai H = R"~",Para h = (h;, ..., h,)€ H seja
a solugdo ¢(t, h,4) do problema de valores iniciais

x = flx.d) x(0)=~h

Aplique o teorema das fungoes mp]iutas d r:.qum;au @4t h,A) =0
(¢, € a primeira coordenada de @) para obter £{h, 4) com £(0,0)=a
e o(&(h, ), h,A)e H. Fica assim definida uma transformacdo de
Poincaré de H em H de classe C'. Para encontrar p{1, 1) resolva
a equacdo @(&(h,2),h, 4) = h usando o teorema das fun¢bes im-
plicitas).

4. Sejam f, ,f, de classe C? em R?. Dado a > 0 prove que uma con-
. digdo necessiria para que o sistema

X} =x1+ﬂf1fxlt-t:] . (*)
xy = = x; + U fofxy, x,) '

tenha uma soluciio periddica @(t, a, p) de pcribdn () para todo p
suficientemente pequeno tal que ¢, = ¢ft, g, 0) = alcost, — sen )
e t(u) & diferenciavel com 1(0) = 2x, e que

flay= [y, frdx3 + frdx; = 0.

Prove que se fi{a) = 0.e f'(a) # 0 entdo (*) tr.m de fato ns pru-
priedades acima. -

[sugesma Introduza murd:nadan pulama

i ap w ' Xy =rcosf
Do 5 x=rsend

" transformando (*) em

N X =RR(0)

. '-.ﬂJ"l'!'Rl{rrEF}

T qu& é :quwatenle i’t uma equut;ﬂn do tlpn ;

. : O dr _:' Himts : ™ __.,-.

| ._;E=FREP 6, ﬂ} fbg’ {*'J

me: que,asulwﬂa d:{“]mm p(;-,{} = édal‘ g .
- =r+ﬁﬁ[r]l+s(r. t}p.] _ ’f}_ r o P('" f‘}

b

i

s Jd
e, W ',= b :
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5. Use o exercicio 4 para mostrar que a equagio de van der Pol
x'=—x+ex'(l —x?

possui, para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno, um tnico ciclo
limite estivel na vizinhanga do circulo x* + (x')* = 4. Prove tam-
bém que quando & — 0 este ciclo tende para o circulo mencionado.

6. Que condi¢des deverdo satisfazer a e b para que a curva ) =

= (A cos\/at, B cos Jb1) seja densa no retdngulo [— A, 4]
x [— B, B]?

(Sugestdo: Considere o sistema de osciladores harménicos x” +
+ax =0, y" 4+ by =0. Analise a possibilidade das
curvas integrais em R*(x,x’, y, y") serem densas em toros.)

7. Sistemas conservativos unidimensionais: Considere a equacio
I" — F{I}
num intervalo da reta. Claramente ¢la € equivalente ao sistema

x' =uv '

v = F(x) }{'} |
(i) Mostre que a energia total E = T + U € uma integral primeira
* de (*) onde T(v) -—-u—l- ¢ a-enecrgia mnéum e Ulx) =~ [ F{f}df:

¢ a energia p-ul;r.nc:lal

. (if) Mostre que todos os pontos de equilibrio de (*) estdo no eixo
dos x. Mostre também que todos as Orbitas periddicas de (*)
interceptam o eixo dos x e sdo simétricas em relagio a ele.

'l,’[n] Mostre qunsé Ulx,) = Ulx,) = ce Ulx) < ¢ para x, < x -:_'gz |
" entdo (*) tem uma Orbita periddica passandu p:lns punms
(x,0) € (x;,0). .

Euge.smu A Gibita que passa_por txﬂ.u} ¢ dada’ por - L 2

2

‘ iy V' + F{I'.' =E r.md: E & sua energia. Us: o l'atu e

F'{x}

& ~£_= e para cnndmr que esta. 6rhlta tnrmaz a anmntrar 3 A,

; i u num dns x c qun utn dﬂe amntm:r em {:c,.,“ﬂ} Uu mtiu {u} }

) : e . s . =g g et ™ A <y @ : | ™ s
BT, AP T B S G et SO, R A i A ol H
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(iv) Suponha que F(x) # 0 para 0 < |x — x,| < a. Mostre que
(*) tem um centro ou uma sela em (xg,0) conforme Ullxy)
seja um minimo ou um méximo relativo.

el "1

x

e il
\

§

ki

L]
o =
H
-1

8. Com base: no exercicio anterior, determine o espaco de fase das
scguiniles equacdes:

- (i) X" = — x (mola)
(ii) x = — senx{p&ndulu}

{:III] J: = — «f{grammﬂn}

i ".9 Cons;iderc a :quacﬁn I[ver exercicio 7).

x" + q(x}

nnd: qEC‘ q{l]} 0 ¢ xg(x) >0 se. x %0, Interprete-a como 8
. ‘equagdp do movimento de uma massa unitaria presa a uma mola

e.lastlca que- reage a um- deslocamento .x com uma forga g(x). De-
ﬁna a: ngldwz h[.:] dn mnin pnr ﬁ[:] e 2{-»1 Pnr [w] dn mrd- |
cin 'I sabeums ql.u.-. {{] B] & um, uantm nu Hpn;'-n :k: ﬁue {x.u]-

il R y WA
e, T L ] - AN -
k B by e sy s 5 + 4% - : I
i 1 TR L T ' P Tanm - -

Y Rl L | o8 G e . Fa ¥
L T e RS P S v Ta o s
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(i) Dada uma 6rbita na vizinhanca de 0, com energia E ¢ b-

mites de oscilagio — B ¢ A (ver figura), mostre que scu pe-
riodo €

T=2

v

N
-n\\_‘/d

(Sugestdo: Note que x' = v =+/2E — U(x)))

{ii) Considere duas molas com h,(x) = h(x) que oscilam dentro
dos mesmos limites (ver (i)). Se T;, T sfio seus periodos de
oscilagdo, entllo T2 T,.

(Sugestdo: Note que no puntu A E = U(A) = [ qu)du e
" dai E-U(x) = q{u}nfu. Use isso para provar
que E—U(x) < E - U,(x). AP"‘II-'I# entdo (i).)

(iti) Uma mola para a qual h(x) = k{— x) ¢ dita simétrica. Neste
caso, U(x) = U(— x) e B = A em (i) O ntimero A4 & dito am-
plitude da oscilagio. Dizemos que uma mola simétrica &
dura se h"(0) > 0, e macla se h"(0) < 0. Mostre que o pe-
riodo de uma mola dura (resp. macia) decresce (resp. cresce)
quando & amplitude das oscilagdes cresce.

(Sugestio: Seja A; = ¢A com ¢ > 1. Por simetria ¢ preciso
considerar apenas o tempo que a mela gasta para

oscilar entra 0 ¢ A (resp. 0 ¢ A,). Faga x = cy ¢ obtenha a equacdo
¥’ + yidey) = 0. Note que a3 oscilaglio de amplitude 4 pams esia

equaglio corresponde A oscilagio de amplitude A, = cA para a

equaclio original, ambas com o mesmo periodo. Use catlle Gi)).

10. No esunciado do Toorema 3 da seciio 2 substitua & classo C7 de

fpﬂadm?{mﬁhﬂ}mkm“m.umm
por f, & enalitico em D. ;

uy
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Lembramos que wma fungio real: (resp. 'J}mnf-:xai num do-
minio n-dimensional real (resp. complexn) & analiuica se cada pontg
do dominio tem uma vizmhanga onde cla € a soma de uma série
de potencias uniformemente convergente, O Teorema de Montel
garante gue wma seglicnes e funeoes analiticas complexas con-
vergente uniformemente em partes compactas do seu dominig,
lem como limite uma fungio analitica complexa. )

(Sugestdo: Prove uma versin do “Teorema 2 da secdo 2 para f

analitica complexa em /. = ©" ¢ obtenha ¢ analitica
complexa. Para o caso real extenda a fungdo pard uma vizinhanca
complexa de seu dominio ¢ aplique a idéa anterior.)

11. Duas espécies animais A ¢ B coexistem num meio idegl onde o
alimento para A & ilimitado, Esta espécie, porém, constitui o ali-
mento principal de B, Denolemos por x ¢ y as densidades (ele-
mentos por unidade de drea) de A ¢ B respectivamente. Segundo
Volterra temos que a evolugiio destas densidades obedece ao sistema

x' = ax— [ixy } *)
y ==y +oxy
onde %, fi, 7, ¢ sdo nimeros posilivos. Justifica-se o sinal de = a
partir da lei de Malthus segundo 4 qual a populagio de uma es-
pécic A em condigies ideais cresce exponencialmente. Este cres-
cimento ¢ inibido pela presenga da espécie B. A inibigdo &, nesse
caso, proporcional aos encontros por unidade de area entre pre-
dadores B ¢ vitimas A; isto acarreta o sinal nepativo antes de .
Analogamente para y e o
Prove que (*) tem uma integral primeira E que possui em
(+/d, fi{=) um ponto de minimo nio degenerado. (D2E é definida
positiva nesse ponto). Conclua gue todas as solugdes de (*) no qua-
drante positivo sido periddicas, Interprete os resultados obtidos
em termos de oscilages inenterruplas das densidades das espécies.
(Sugestdo: Transforme (*) numa equacdo de variaveis separiveis
¢ encontre £ = — y* x7¢™Pr o=
12. Seja X um campo vetorial analitico em R?, Prove que uma orbita
fechada de X ¢ um ciclo limite ou ¢ interior ao conjunto P, de
Orbitas fechadas de X.
(Sugestdo: Use o exercicio 10 ¢ prove que a transformagio de
Poincaré associada a orbita fechada de um campo ana-
litico & analitica,) -
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Sejam a.b,c,d nimeros reais ¢ f,g: B —+ R fungdes de classe !

dﬂﬁﬂidasum&hﬂhﬂ;kmtﬂlmuﬁg:m{ﬂ,ﬂ]d:ﬂltmiﬂh
O sistema

“'] x' =ﬂx+b}'+f[1.}'l-
Y =cx +dy + g(x.5),
chama-se sistema perturbado do sistema linear
x' = ax + by
). '
“ {y’=cx+dy.

a) Prove que sc [ =0r), g =0{r) ¢ ad — bc # 0 entdo a
origem (0,0) é um ponto singular isolado de (1).

b) Suponha que £(0,0) = g(0,0) = 0 e Df(0,0) = Dg{0,0) = 0.
Determine condigbes sobre a, b, ¢, d para que (0,0) seja uma sin-
gulandade hiperbolica de (1). Neste caso, descreva o espago de
fase (1) em uma vizinhanga da origem. Existem trés tipos topologicos.

c) Desenhe o espaco de fase dos sistemas abaixo. Mostre que

nio sio topologicamente equivalentes entre si ou a um dos tipos
encontrados em b.

(3) =2 z=x+iy
] X=x y=-y.
) x‘=e‘”"m%, Py

d) Dé exemplo de um sistema (1) tal que a origem € um ponto
singular ¢ toda vizinhanca da origem possui uma 6rbita fechada.

Scjam E, A espacos métricos, o primeiro deles completo. Seja
¢: L x A= I tal que existe 0 < 1 < | satisfazendo

Iﬂﬁx| .'ﬂ- #::1- 1)) < MIHI;]

para todo {x,, 1),{x;, 7)€ £ x A.Se 1€ A scja x_ (1) 0 linico ponto

fixo da fungio ¢,:X — I definida por ¢(x) = ¢(x,1).

(i) Prove que x.(1) depende continuamente de 1.

(ii) Scja agora £ espaco métrico completo ¢ ®:E x £ x A~
- X x £ uma aplicagio continua da forma (x, %, 1) =
= ($(x, 7). $x, %, 7)) com dPlx, %,,7), Hx, %5, 7)) < Ad(X,, %5}
Prove que 0 pomto fixo (x,(1), 2(1)) de $.Ex E~Z x &
dada por ¢ (x, ) = (¢{x, ), $(x, %, 1)) depende continuamente
de .
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(Sugestdo: Note que () € ponto fixo da aplicagdo ¢,: ¥ )
(%) = Plx,(1), X, 1) e por (a) x(t) depende cop.
tinuamente de 1.)
(i) Aplique as conclusdes de (ii) e 0 método da secdo 2 para pro.-
var que s¢€ fo,/;,/1, ..., 580 cCAMPpPOSs vetoriais de classe C! em
A tais que f, — fp e Df, = Df, uniformemente em partes com-
pactas de A entdo ¢, — ¢, ¢ Do, — Dy, uniformemente em
partes compactas de D, = & x R onde D, € o dominio do fluxo
gerado por f,. Generalize este resultado para classe C",r > |
Compare com os exercicios pertinentes do capitulo II.

15. Prove que a defini¢do de ponto singular hiperbélico (5, 1), depende

apenas da classe de C'-conjugacdo local.
(Sugestdo: Ao contririo do feito na observac¢do (5.2). Trabalhe com

a ecquagdo de conjuga¢do entre os fluxos de X e ¥)



CAPITULO Vi

O TEOREMA DE POINCARE-BENDIXSON:

1. Conjuntos =-limite & w-limite de uma oOrbita

Sejam A um subconjunto aberto do espago euclidiano R" e X':
A -+ R® um campo vetorial de classe C*, k = I,

Seja @(r) = @, p) a curva integral de X passando pelo ponto p.
definida no sen intervalo maximo I, I, = (w_(p).w, (p)).Sew, {p} =
define-se¢ o conjunto

a(p) = {g€ A; 3(1,) com 1, + o ¢ @(1,) - g, quando n — o0}
Analogamente, se¢ @.(p) = — o, define-se o conjunto
" afp) = {g€A; 3(1,) com £, =+ — o0 ¢ ¢(t,)—+ g, quando n — o}

Os conjuntos w(p) e a(p) sdo chamados respectivamente de con-
junto w-limite €.conjunio a-limite de p.

1. EXEMPLOS.
aj Seja X: ﬂ‘-i f2.0 campo C® dado por:

X(x,y) = (x, -y)

As curvas integrais de X sdo mpres_entadas pe!a sela da Figura 1, eﬂl H’

i '
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Se p =0, a(p) = w(p) = {0}

S: iEEI - {ﬂ}: Eﬂ[ﬂ] =g e E[P] o {u}
Se pe E, — {0}, w(p) = {0} € a(p) = ¢
Sc pgEy v E; w(p) = a(p) = &

b) Se @(1) = ¢(1, p) ¢ periddica de periodo 7, entao
w(p) = v, = {elt, p) tal que 0<t <t} =alp)
De fato, se g €y, existe '€ [0, 7] tal que ¢(t', p) = 4. l?cﬁnir a se-
qiiéncia t, = t' + nt. Tem-s¢ que f, —*+ ®© ¢ o) = o’ + n,p) =

=¢(t)=gq.
qﬂi’-‘:ra piuvar que «(p) = y, basta tomar a seqiiéncia 1, =1’ — nr,
. ¢)Seja X : B2 - R? com X(x, y) = (X, (x, y). X1(x, y)) um campo
. C* cujas 6rbitas sio espirais exteriores ¢ interiores ao circulo C de
centro na origem e raio [, como mostra a figura 2.

Por exemplo, se

X5y =y+x(1 —x*—y?)
X0 y)=—x 4+ p(l — x* — y?),

entdo X satisfaz a condi¢do acima.

)

. Figura 2
Entdo: - . )
" " alp) = {0} se p ¢ interior a C.
- - alp) =¢ se p é exterior a C,

| '_I-?fﬂ]f'C'se peC. i S s :

P lﬂbserwpﬁes agdes, . 3 |
¥:0%% . oot p- v g a0 or G0 campo X, enido, qualquer R
sz, PO pre(e ) = {pl, pols nesta cans 01) = 7, para todu g € R -

o

ap maal
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b) Se y, €a orbita de ¥ p:elu ponto p e g €y, entido w(p) = w(g).
Com efeito, s¢ g€y, existe ce R tal que o1, p) = p(¢ + ¢, q).

Analogamente, a(p) = a(g). :
Em virtude da observacdo b, podemos definir

3 DEFINICAO. O conjunto w-limite de umg brbita y é o éonjunto
@(p), para qualquer pey. |
O conjunto a-limite de uma orbita y & o conjunto a(p), para qual-
quer pEY.

4, Observagdo. Scjam @(t) = @(t, p) a curva integral do campo X
pelo ponto pe /(1) = Y (t, p)a curva integral do campo
—X pelo ponto p, entdo Y (t, p) = ¢(—t, p).

Segue-se dai que o w-limite de y(¢) € igual ao a-limite de p(t) e
reciprocamente, 0 w-limite de ¢(t) é igual ao «-limite de ¥ (¢). Por este
motivo, para estudarmos as propriedades gerais dos conjuntos &-limite
e w-limite de Orbitas € suficiente nos restringirmos ao estudo do con-
junto w-limite.

5. TEOREMA. Sejam X: A — R" um campo de classe C*, (k > 1)
‘definido num aberto & < R"e y* (p) = {@(1, p)i t > 0}

(respectivamente, y~ (p) = {@(t, p); t < 0} a semi-drbita positiva (res-
pectivamente, a semi-orbita negativa) do campo X pelo ponto p. Se v* (p)
(respectivamente, y ~ (p)) estd contida num subconjunto compacto K < A,
entdo : _ :

a) w(p) # ¢ (respectivamente, a(p))

b) w(p) é compacto (respectivamente, «(p)) _

c) w(p) é invariante por X, (respectivamente, a(p)), isto é, se q € w(p),
entdo a curva integral de X por q estd contida em w(p). 2

d) w(p) é conexo (respectivamente, x(p)). %

Demonstragio. Pela i}hservat:ﬁn anterior € suficiente mostrar o teorema B

_ para o conjunto @(p).
2) w(p) # J.

S _'SEJ_ﬂ 1, = n€ N. Temos por hipotese que {@(1,)} = K cnmpalt_':tﬂ: = ‘v
© - Existe entio yma subseqiiéncia {@(¢,)} que converge para um ponto ;-
U Tﬂ.ﬂl_t_ls entdo: - .

¥ e 00 dhands n. s co's ofr V0. Loko. por definicao, g&w(pk. -5

pu,
P '
] L 1

fa -

o s ATk e e
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Bl efp) ¢ compacto. . _

Temosquew(p) = 7 (p) = K, por conscguinte & suficiente Mostrar
que olp) € fechado.

Scja g, = ¢. ¢, € w(p). Yamos mostrar que g € @(p). Desde qye
g, € @(pL existe para cada g,, uma seqiiéncia (1) tal que (% — 5 ,
iR 7 = 4.. quando m — x.

Escolhamos para cada seqiiéncia (i) um ponto 1, = (¥ > ,

tal que di@(.. phad < .

Temos emtdo:
' . 1
dle(t.. pL g) < d(pl(r,.p).g,) + d(g,. q) < — t dq., q).

Segue-se, entdo que d(eplt,, p), g) = 0, quando n — oo, isto é
el pl — gq.

Como 1, —+ x quando n— w0, segue-se que g€ w(p).

c) wip) & invariante por X,

- 3¢ja gewlp) e Y: I(g) — A a curva integral de X passando no

ponto ¢. S¢ja g, = @(t,. g) = ¥(t,) € vamos mostrar que g, € w(p).

Como g € w(p), existe uma seqiiéncia(r,) tal que t, ~ co e (L, p)—
~+ g, quando n — oo,

Como @ é continua, segue-se que:

91 = @(to. q) = @(to, im ¢(1,, p)) = lim @(t,, @(1,, p)) =

| - = 1 .'ﬂm,‘
= ]ﬂ'ﬂ tp’“ﬂ + rlH F}‘
Lt -]
Temos entdo a seqiiéncia (s =ty + ¢
quando n — oo, isto &, g, € w(p).

Para uma ilustragio geométrica, ver figura 3 abaixo.

sJtal ques, — oo e p(s,, p) = g,,

*P{In"' rﬂ]

qy= @i, Q)
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d) w(p) € conexo.

Suponhamos que w(p) ndo é conexo. Entdo w(p) = A v B, onde
A e B sio fechados, ndo vazios e A n B = . Sendo A # &, existe
uma seqiiéncia (r;) tal que 1, = o e ¢(r)) = ac A, quando n = .
Analogamente, existe uma seqiiéncia (¢} tal quet, — c0 e (1)) = beB,
quando n — co. Logo podemos construir uma seqiiéncia (¢,). £, = %,
quando n — o e tal que d(@(1), A) < df2 e d(p(t,4,), A). > d/2, (onde
d = d(A, B) > 0) para todo n impar.

Como a funcio g(r) = d(e(t), A), t, <t < 1,,, para todo n
impar € continua e g(t,) < 4/2 e git,,,) > d/2, segue-se, do teorema
do valor intermediario, que existe * t, < (? <1,., tal que

g(e3) = dle(ty), A) =d/2

Desde que a seqiiéacia (¢ (1*)) esta contida no conjunto compacio
Q = {xeh; dx, A) = d/2}, (p(1?)) possui uma subseqiiéncia con-
vergente, que denotaremos também por (@(t?)). Scja p* = lim ().

Entdo p*cw(p). Mas, p*¢ 4, pois d(p®, A) =d/2 > 0. também,

p* € B, pois d{p*, B) = d(A, B) — d{(p*, A) = d/2 > 0. Chegamos por-
tanto a uma contradicio. B

6. COROLARIO. Nas condigies do teorema anterior, se q € w(p),
entdo a curva integral de X, pelo ponto g, estd defi-

nida para todo t€ R.

Demonstragio. Como w(p) é compacto ¢ invariante, seguc-se¢ que a
érbita de X passando por ¢ esta contida no compact

w(p). O resultado segue-se do Corolirio VI; 14. = .
Os excmplos (a) e (b) abaixo mostram que a existéncia de um

compacto K < A contendo y* (p) nio pode ser retirada do teorema 5.
(a)

= \

Figura 4
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(b) Consideremos X o campo do exemplo I-c restrito ao aberto
A = R? — {p,, p,}, onde p, € p, sdo pontos distintos sobre o circulo
unitario. Sep # 0 e pé C — {p, p,}, @(p) € o circulo unitério menos
os pontos p, € p,, mostrando que w(p) ¢ desconexo.

2. O Teorema de Puincaré-BendiKSDﬂ

No que se segue, vamos supor A um subconjunto aberto ch: R?e
X um campo vetorial de classe C*, k > 1 em 4.y, denota a semi-orbita

positiva por p
yt = {o(t, p); t = 0}.

1: TEOREMA (POINCARE-BENDIXSON). Seja 9(1) = @(t, p) uma
: " curva integral de X, de-

finida para todo t > 0, tal que y,} esteja contida num compacto K < A.
Suponha que o campo X possua um mimero finito de singularidades
em w(p). Tém-se as seguintes alternativas: _
a) Se w(p) contém somente pontos regulares, entdo w(p) é uma

orbita periddica. ‘
b) Se w(p) contém pontos regulares e singulares, entdo w(p) con-

- siste de um conjunto de orbitas, cada uma das quais tende a um desses

pontos singulares quando t — + oo.
c) Se w(p) ndo contém pontos regulares, entiio w(p) é um ponto

_sfngufar. , .

- Os lemas seguintes facilitardo a demonstragio do teorema.

 LEMA 1. Se peZ nw(y), sendo £ uma segiio transversal a X ey =
.. ={o(t)} uma érbita de X, emido p pode ser expresso como
Aimite.de uma. Seqiiéncia de pontos, (t,), de I, onde t, -+ .

" Demonstragiio. Suponhamos quey ="{o(t)} = {0(i, g)} e p € E N o)

: 2 " . como mostra-a Figura 5. .. ' .

", .%.". Consideremos a vizinhanca ¥ e a aplicagio TV Rdadas pelo

g O T R S N Ry
<ot /Como p € w(y) existe uma seqii€ncia @) tal que?, .0 e @)= P: .

.-:-'.-. ":,--qmdﬂ"" '_+ m.-l-' - s e

T T R T T P e R BT
g B . . ; - Y PR A ¥ s vone ' « Fou =
poght L geialect N 5 L - gl Ty F i ia i
", - * - i T, K T - i . g o [ -
e W e k * a Il':.- :“" gL
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Figura s

Logo, existe n, € N tal que @(1,) € Vparatodon > ng-Set, =1, +
+ t(@(@,) para n > n,. Temos
el = @@, + t(e,), q)
= @(tled)), ¢(,)

e por definicio de t resulta que @(t,)e k.
Como t € continua segue-se que
lim o(1,) = lim ¢(:(p(,), @)

™= o = o

= ¢(0,p) = p.

pois ¢({7,) —+ p € t(¢() = 1(p) = 0 quando n — oo

Isto prova o lema. m
Observemos que uma seciio transversal X a um campo X tem

dimensdo um, pois estamos considerando o campo X em R? Logo,
localmente, Z ¢ a imagem difeomorfa de um intervalo da reta. Consi-
deraremos daqui por diante, que toda secio transversal T ¢ a imagem
difeomorfa de um intervalo. Assim, £ tem uma ordenagdo total <"
induzida pela ordenagio total do intervalo. Podemos, pois, falar em

sequéncias mondtonas em I,

LEMA -2, Seja £ uma segio transversal a X contida em b. Se 7 é uma
orbita de X ¢ pe X n vy, entéo, ¥, = lelt,p): t =0} in-

lercepta L numa segiiéncia mondtona PisPasvecs Pasoess

Demonstragio. Seja D = {re R*; o, p)e L}. Decorre do teorema
do fluxo tubular que D ¢ discreto. Podemos portanto,

ordenar o conjunto |
Be il <, <...< < ...}
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Seia p, = p. Definamos, caso exista, p; = @(t;, p). Por inducio,
definiremos p, = @{l,- 1+ P)
Se p, = pa, €ntdo ;! ¢ uma trajetoria fechada de periodo 1 =,

¢ p = p, para todo n.
Se py # P2, digamos, p; < p; € 8¢ existir py, vamos mostrar que
Px > Pz-
? Orientemos a secio I, segundo a Figura 6-a ¢ observemos que
devido ao fato de I ser conexo € a continuidade do campo, as Orbitas
de X cruzam a secdo sempre no mesmo sentido, digamos, da “esquerda”

para a “direita”, como mostra a figura 6-b.
z _,...--——--....i
TN
(a} (b)
Figura.6

Lembramos também que em R? vale o Teorema da Curva de
Jordan, ou seja:

“Se J & uma curva fechada, continua e simples, (J € a imagem
homeomorfa de um circulo), entio R? — J tem duas componentes
conexas: S; (limitada) e S, (ndo limitada) as quais tem J como fron-
teira comum™, _

Consideremos entdo a curva de Jordan formada pela unido do

segmento p,p, = L com o arco p,p; da orbita, ,p; = {1, p); 0 <
<1<t,}, como mostra a Figura 7.

Figura7

~ Em particular, a orbita y, a partir de P2 isto &, para valores de
L=ty fica contida cm S;. De fato, ela ndo pode interceptar o arco

‘7,3 devido a unicidade das orbitas (Fig. 8-a) e ndo pode interceptar o
~ segmento p,p, porque contraria o sentido do’ fluxo. (Fig. 8-b)

4
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Pelo que foi visto acima, caso p, exista, devemos ter p, < p; < ps.
como mostra a Figura 9, Continuando com este raciocinio, obteremos

P <P2<P3<..<p, <..
Portanto, {p,} € uma segiiéncia mondtona.
Se p; < p,, & demonstragido € analoga. w

Py ¥

Figura 9

LEMA 3. Se I & uma segdo transversal ao campo X e pe A, emdo L
intercepta @(p) no mdximo em wn ponto.

Demonstragio. Em virtude do lema anterior, o conjunto de pontos de
v em I tem no méximo um ponto limite pois, 0 mesmo
forma uma seqiiéncia mondtona. Dal o resultado segue do lema 1.@

LEMA 4. &m;eb.m?;mmmmtrmm
de X com v < wi(pL Se w(y) contém pontas regulares entdo

Y é uma drbita feckada ¢ w(p) = 3.

Demionstracdo. Seja q & w(y) ponto regular ¢ scjam ¥ vizinhanca de ¢
dada por VE; 49 ¢ L, a seclo transversal correspon-

donte, Pelo jema | existe seqiiéncia 1, — < tal que (1) & & . Como

¥{t) € w(p) a seqibncia {y(1,)} reduz-se » um ponto, pelo lems 3. Isto

- - prova que y € periddica. _ . i
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Provemos agora que y = w(p). Como w(p) € conexo ¢ 3 é fechag,
e nio vazio, basta provar que 7 ¢ aberto em w(p).

Scjam i€y, V; uma vizinhanga de j dada por 11:4.9 ¢ Zya seqiq
transversal correspondente. Mostraremos que V5 My = Fpn awip),

Obviamente Vzny  Vyn w(p). Por contradicio, suponhamgs
que exista 7 € V; n w(p) tal que ¢ . Pelo teorema do fluxo tubular ¢
pela invarifincia de w(p), existe re R tal que (L Pewp)nX; ¢
@(t, §) # p. Dai existem dois pontos distintos de w(p) em L0 que ¢
impossivel pelo lema 3. Logo, Vs y = Vyn w(p).

SejaU = | V;.UéabertoemM,y < UeUnop)=Uny =

PEY

= v, isto &, y & a intersegdo de um aberto de R? com w(p). Entio 3 &
aberto em w(p). &

Demonstragio do Teorema de Poincaré-Bendixson,

1) Se acontece a hipétese de a) e g € w(p),'entdo a Orbita ¥, < w(p).
Sendo w(p) compacto resulta w(y,) # ¢. Decorre imediatamente do
Lema 4, que wip) = Ve = orbita fechada. Ver Figura 10.

wip) = Yy

Figura 10

) ii) Se acontece a hipotese de b e y ¢ uma érbita contida em w(p) ¥
ndo reduzida a um ponto singular, entdo, pelo lema 4 ¢ por 2(y) ¢ w(y)
SCICM COonexos sai que a(y) e w(y) sio ambos pontos singulares do
campo X. (Lembre-se que X tem somente um nimero finito de singu-
laridades em w(p)). Ver Figuras 11-a, 11-b e [1-c

iii) O caso c) decorre diretamente do fato de ser w(p) conexo e do

fato de X possuir somente um nimero finito de singularidades, em
w(p). Ver'figura 12. m
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wip) = MUY {pe}

Pa
PS v P
h--. P’
® “@ (c)

Figom 11
P wip)
Figum 12

2. EXEMPLO.

1) Scja X um campo vetorial de classe C' em R? tal que em B, =
= {(x,y); ¥ + y* < r} ndo possui pontos singulares. Se X aponta
para o interior de B, em todo ponto da fronteira de B,, entfo X tem uma
Orbita peribdica em B,. Isto pelo Teorema de Poincaré-Bendixson
:li?ﬂﬂlqmlquermi-érhitl positiva por um pento da fronteira

3. TEOREMA DE POINCARE-BENDIXSON EM s*

- &j‘x.“wmwldrckut{"ﬂlﬂ'mlﬂ!r:is’-
- = {lxyxg, X)) x3 4 x3 4 x3 = 1] emido ﬂr,_x]es"mwhﬂﬂ.
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Para isto é necessdrio e suficiente que X(x)e€ TS? para todo xe 5t
Aqui TS2 denota o plano tangente a S* em x. O leitor justificard este faro,

Se X tem um mimero finito de pontos singulares em §* entdo o con-
Jjunto w-limite de uma drbita por x € 5* apresenta as mesmas possibilidades
a), b), ¢) que no Teorema de Poincaré-Bendixson em R?,

A demonstragio deste fato & similar & dada para R? usando o
fato que uma curva de Jordan J em §? divide §°-J em duas componentes
conexas cujas fronteiras coincidem com J. O leitor dard os detalhes da

prova.

3. Aplicaces-do teorema de Poincaré-Bendixson

I. TEOREMA. Seja X um campo vetarial de classe C' num conjunto
aberto & < R*, Se y € uma orbita fechada de X tal que

Int y < A, entdo existe um ponto singular de X contido em Int v,

Dﬂﬁnnsrm;:ﬁn.' Suponhamos que nfo existem pontos singulares em
Int y. Consideremos o conjunto I de orbitas fechadas

de X contidas em Int y, ordenadas segundo a seguinte ordem parcial
V1<7;— Inty, 2 Int y, .

Mostraremos que todo subconjunto § totalmente ordenado de
I (ie.y, # 7, em S implica que y;, < y, ou ¥, < ¥,). admite uma cota
superior; isto ¢ um elemento maior ou igual que qualquer elemento
de.S. Um conjunto ordenado nestas mndiqﬁcs chama-se imiutivu

De fato, seja ¢ = {n Inty,, y,€S}. Notemos que o # ¢, pois
cada Int y; ¢ compacto ¢ a familia { nt Yis (€S} tem a Prnpnndadc
~ da Intersecdio Finita. Isto &, qualquer intersecio finita de elementos
da famflia é nib vazia. Seja g € . Pelo Teorema de Poincaré-Bendixson
@(q) é uma orbita fechada contida em o, pois este conjunto & invariante

e porX e ndo mnlcm pontos mngulures. Esta 6rbita é uma cota sup:rmr :
T, .de 8.0 ) :

- Pelo Lema de Zom, I tem um elemento ma:umai. it, pois I & indu-
‘tivo. Portanto ndo existe nenhuma orbita fechada de I contida em
-Int . Masse pe Int u, a(p) e w(p) sdo orbitas fechadas pelo Teorema

G de Poincaré-Bendixson {pms ndo exisiem. ponms singulares). Como

. alp) e w(p) ndo podem ser ambas iguais & 4 (Por qué?), uma delas estard

e .Lf'mnuda em:Int p. Esta mntradlf;au pcrmra qu: devem cmur pﬂnlﬂﬁ
i ".-'j-:--’._':i_smgulms em Int . l S & : _

2 ¥g

5

e o o o
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Exemplo. A equagdo x” + x* + 3 =0 nio tem solugdes periddicas.
De fato, o sistema bi-dimensional associado é x' = y y' = —x* — 3,

que ndo tem pontos singulares.

9. As equagdes de Lienard e van der Pol.

Seja g: B — B uma fungdo de classe C' tal que

a) G(u) = [4g(s)ds & impar em u; isto & G(—u) = — G(u).
b)Glu) — ~ seu — x eexiste i > Otalqueseu > 5, Gécrescente.
c) Existe x > 0 tal que G(u) <0 se 0 < u < a.

21 TEOREMA DE LIENARD. Nas condigdes acima, a equagio de
segunda ordem

(1) u" + glu)u' + u =0 (Equagdo de Lienard) admite uma solugdo
periddica ndo constante.

Demonstragdo. A equagdo (1) € equivalente ao sistema
{u* =v — G(u)

' = —n

(2)

Anotemos as seguintes propriedades do sistema (2).

a) O inico ponto singular de (2) € 0 = (0, 0) pois G(0) = 0.

b) Vé-se de (2) que toda solucdo (u(r), v(r)) & tal que u(r) & crescente
ende v(t) > G(1) e decrescente onde (1) < G(r). Também w»(t) € de-
crescente se u(r) > 0 e crescente se w(r) < 0. Além disso, o campo
(v — G(u), — u) & horizontal no eixo v ¢ vertical na curva v = G(u)

Segue-se que qualquer solugio de (2) saindo do ponto 4 = (0, vy,
com v, suficientemente grande tem uma o6rbita com um arco ABCD
tal como o mostrado na Figura 13.

c) As solugdes de (2) sdo invariantes por reflexoes (u, v) = (= u, —v);
isto &, (u(r), v(t)) é solugido de (2) se e somente se (—u(t), —v(r)) lambém
o for. Isto decorre de G ser impar. Portanto se conhccemos um arco
de trajetoria ABCD como na Figura 13, entdo sua rcflexdo com res-
Peito A origem também é um arco de trajetéria. Em particular se A = (0,
boh D = (0, ~v,) e v, < vy, entdo a semidrbita positiva que passa por A
serd limitada, e, de fato, contida na regido limitada pela curva de Jordan
J formada pelo arco ABECD, sua reflexdo com respeito & origem ¢ 0S
Segmentos do eixo v que ligam os extremos destes arcos. Ver Figura 14.
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Figura 13

A seguir provaremos que se v, € suficientemente grande, v, < v,
e o conjunto w(A) estard contido na regido limitada por J. Logo veri-
ficaremos que 0 € uma fonte de (2) portanto w(A4) # 0 e pelo Teorema
de Poincaré-Bendixson w(A) serd uma orbita fechada. Isto terminari
a prova.

e

Figura 14

—EE

==

e B e
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i : 1
-, Consideremos a fungdo R(y, v) = 5 0 + v?). Para uma solugio

u = ult), v =2v() de (2) temos

: | d R(u(t), v(r)) .
3) dr = —ult) Glu(r))

Com referéncia & Figura 13, temos

: .
-Z—{r.:f - v5) = R(D) — R(4) = Samscp dR = [f 4 + fep] dR +

"dR
.‘mdﬂ=ﬂu+fcn]"gr'd—!du+_[lu dR El-du—

Gdu dt dv
= [Jap + fcol __H_Eﬂ'dﬂ + [ ec G(u) dv.

v — G(u)

As primeiras d}las integrais. tendem monotonicamente a zero
quando vy, — @, pois o denominador do integrando tende uniforme-

mente para oo, Se F (veja a Figura 13), ¢ um ponto qualquer no eixo y,
entre (§,0) e E, temos que

$(vg) = lpec G(u) dv satisfaz a =@ g) = = [pec Glu)dv = |
; - SeeaG(u)dv > [ex Glu)do > FJ x FK

A iltima desigualdade resulta de que G ¢ crescente e seus valores
4 direita de F s3o maiores do que FJ. Como FK - o se vy = o isto

| prova que ¢ (vo) ~ — o0 se vy — 0. Portanto, v? < v2, sc v, é grande.

: R
- Por(3)se0 < |u|<a, ‘L—[{:} > 0 portanto. 0 € uma fonte de

(2); isto &, 0 & o a-limite de todo ponto numa vizinhanca deO.m

22 ﬁbséruacﬁu; Nio € dificil provar que se @ = f entdo '{2} admite . -~ .

ST T uma Onica Orbita periddica, que, necessariamente,
serd estavel. Ver exercicio 15. F i R

2,23 COROLARIO; A equagdo de van der Pol " + 602 = 1) ¥ +x=  -.:

"= 0 com-& > 0 tem.uma iinica solugdo -periddica o o :

" Mo constante qiie ¢ estdvel.

A"

. '5_:":: “.-II I*: . -' s S .I o 'I -- I | ':-II .. - > . -I....'. : -I .' p'-.- - .:- | .:I'.“.--...-. I Ih‘, -.I-?. "_'-.L'T:'I'.-: .:',:a
ﬂFﬂWﬂHmpﬁaImgdma pelo - Teorema - de- Lienard: e Cbservagdo o
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EXERCICIOS

. Scja X um campo vetorial de classe C' em A = R". Prove que se
@(t) é uma trajetéria de X definida no intervalo méuulyn {m_: w,)
com lim @(tf) = peh, entdo w, = 0 € p ¢ uma singularidade

[l - 1

de X.

2. Seja X = Vf = grad f, onde f ¢ uma [unglo de classe C, r > 2,
definida num aberto A = R". Prove que X ndo possui rbitas pe-
ribdicas. Se X tem pontos singulares isolados, entdo, para todo
pe A, o conjunto w-limite de p &€ vazio ou € um ponto singular,

1 d
(Sugestdo: Se p(t) € uma trajetoria de X note que %‘%{—Iﬂ >0

isto €, fo ¢ & crescente.)

3. Seja @(r, x) o NMuxo gerado por um campo vetorial X de classe C!
em R". Um subconjunto S = R" ndo vazio, chama-se minimal (de
X), se ele ¢ invariante, (ic. x€ S — (1, x) € §, Vi € R), compacto
¢ ndo contém subconjuntos préprios com estas propriedades.

Prove que em R* (i.e. n = 2), os Gnicos subconjuntos minimais
de X siio os pontos singulares e as 6rbitas periédicas de X.
Se n > 2, & vilido este resultado? Justificar.

4. Determinar w(p) e a(p), para p € R?, no caso do campo Y = (Y,, Y,)
dado por _

Yi ==y, + 04 + y3) sen (ﬁ)

fz=F1+P1{_¥i+?§j5¢“( z )

;Ff*';:

-~ (Sugestao: Estude o produto interno X% Y()) = x,Y, + x,Y,7)

5. Determine o conjunto w(p), para todo P € R?, no caso do sistema:

: {I’=PD”+{I’ = 1P] + x(1 = x2 - )
| Y ==xD’ +(x* - 1] + Yl — x* — 2
(Sugestdo: idéntica & do exercicio 4) '

6. (Critério de Bendixson). Se X = (X, x

3 - ) & um campo.de classe
__ .._E" em Ac R? A mnjuplq simplesm : . :

ente, conexo, com -
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X b
di'ﬂr x = y ‘.‘..t I t‘:‘l '.# l]
ﬂ-"’:l ﬂxl
para todos os pontos de A, entio X nifo tem drbitas periodicas
em A,

(Sugestao: Supunha que ¥ tem Orbila periddica ¢ aplique o teorema
da divergéncia ao conjunto limitado por y.)

. Determine os pontos singulares do seguinte sistema

{x' =y
¥ = =bsen x —ay, ab >0

Prove que ele nio tem Orbitas periddicas. Faca um esbogo do

espago de fase deste sistema. Compare com o caso em que b = 0.
(Sugestdo: Use o exercicio 6.)

. Verifique se as seguintes equagdes diferencinis possuem solugdes

periodicas.

a)

X4 (x® - x)x +x=0
b)

X' =(xP=(14+x=0

(Sugestdo. Use o Teorema de Lienard ou o Teorema sobre exis-
téncia de pontos singulares.)

. Sejam X, e X, campos em A, , A,, abertos do R". Entéo, para toda

conjugacdo topologica
h: Ay, — A,
temos que h(w(p)) = w(h(p)), para todo p em A,.

Dé um exemplo de um campo X em R? tal que o conjunto w-limite
de um seus pontos & compacto, conexo ¢ ndo contem singularidades
mas ndo & uma Orbita periodica.

Prove que

x' =2x - x° — y'x
RS e o

ndo tem Orbitas periodicas. + ' e .

(Sugestdo: Mostre quc o campo acima SO possul singularidades

nos eixos coordenados, Considere o espago de fase deste campo

restrito a estes eixos ¢ procure demonstrar que a existéncia de uma
orbita fechada leva a uma contradicdo.)
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12. Seja X um campo em R? de classe C'. Se p € um ponto regular de
X tal que pe w(p) entdo w(p) é Orbita periddica.

13. Seja X um campo em R? de classe C' e y uma orbita de X. Prove
quese y ndo é singularidade nem 6rbita periddicaentdo w(y) M x(y) =
= (@, ou entio w(y) na(y) & ponto singular.

14. Seja X um foco linear em R2
a) Prove que exist¢ § > 0 tal que se Y € um campo C' em R?

com sup || DX (x)|| = é entdo X + Yndo possui Orbitas periddicas.
sei?

b) Prove que existe & > 0 tal que se Yé um campo C' em R?
com sup [|DY(x)|| =& e sup | ¥(x)| < § entdo X + Y ndo tem
lxl=1 xERZ

orbitas periddicas.
(Sugestdo: Use o exercicio 6.)

15. Com as hipoteses do teorema de Lienard mostre que se z = fi,
entdo o sistema

u=v—Glu

v = —u

admite uma (nica solu¢do periddica, que é estavel.

A =(0, n,)

(r{u)

I
|
!
i
C
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(Sugestdo: Com-n notacdio usada na prova do Teorema de Lienard
mostre que se uy, < f1 entdo

R(D) = R(A) = [ ppcp Glu)dv > 0
e que se u, > fi entiio

R(D) ~ R(A4) = [f.5 + fcp] (E__H""%) + fsec Glu)dv

tende monotdnicamente para — o0 quando v, — co. Para provar

esta Uitima afirmacdio analise separadamente cada uma das trés
integrais acima.) .
Seja X = (X,, X,) campo em R? onde

:fl =J|:1 + II{I -Ii — Ig}
X; = -Xx, + I;_{l '“".I} i :I%]

Prove que este campo tem uma unica Orbita periddica 7.
Calcule a Transformagio de Poincaré m, associada a y e prove
que m' # L.

(Sugestdo: Em coordenadas polares o sistema acima se transforma
no sistema

F=r(-r?)
g =-1

Usando que

IW ”"“(%)

' mnclua que x: eixo pnmtwu x — eixo positivo x é dada por

1

w9 - yﬁﬁ“ﬁ"

Se;a.h’um:ampo de classe C* mR’mlqu::mtaumminhm

o W .Pda 0 m:de I,-'VE 0 campo linear

lxh ) lfhxn "-1"1}

LA

Suponha quu :r.lslt pE ﬂz. p £ 0 lil qu: “{P) = ﬂ-‘ﬁ’i {“}

r 1. |_.- e Py |. .-' _' i 1
S R Y TR HEE R Ly :- o e ey o ™ R L R .

N - -
L - 5 5 . o
Sn e, ittt @1 arigiad b L TR A e i

L TRTEE ]

0 LT T
e e i it 45
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T T meig que se | == Y {ﬂ'} entiio ‘EIIIHIH umin Vl.':inhum;a H"l
~ de Ltal que, para todo g € W;,nJ,,,onde.J,, ¢ a componentc congy-

limitada de R? ~ L, tem-se w(qg) = L.

(Sugestdo: Considerc a figura:

r.

o

" Note que se pode definir uma transformacdo de Poincaré

©.  parao lago Lusando o segmento da se¢do E que estd contido no
. quadrado superior direito, Mostre que w = f'o g onde g leva pontos

- deste scgmentoem Zyef 1L, — I, Prove que g(x) = x*com# > |
. € conclua que. 7'(x) < 1,) s »

i ” Seja um campo X com as hipﬁtﬁu.dn-nemi:iu 17 mns _supnnh'll -

. 17 agora que existem dois : . : ; 4
: G e "al[ e \ Pﬂmfllﬂ Pis P2 ifl_lrﬂl_‘ﬂ_ntes de 0, com 7, f_}'"

Rl R 'ﬁf"*ﬁi}.f;'" a(p,) =olp) =ap)= {0} L

sl T T s TR
P o % 0 e
Vog =dp =0 g

Gt (Sugestdo; Considere a

S Wy decLial que'se ge W, entdo w(g) < L. o .

R

&) = ] o
E s » P ] e x ¥ »
Ry T R L S v Sl | SRR ol Pl .
i el

st . ¥ e #
a . ' i 1 : oF i - 1oam F ¥ <1 F L i " ]

oS L=y, Uy, U0} prove: que ‘existe vima vizinhansh .

. s i =

. - - a - - o = & w T -
i e e RELE . : ', ' B v o i i.l.r'- -

o T [ 5 5w ] Lm0 gt ‘
3 . L o " U -"'"_'-I = T frE e Fals Baa™ o

fic .= ] - e
L] Ba " ; ) L] . i e
B

Ll " el 0
i [ L g | a T o
" F i ¥ ., ¢

ke " s _ .
o e e e i el b o
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Estude as transformagdes de Poincaré n,,n; ¢ =)

Analise o caso 4; + 4; > 0 para os exercicios 17 ¢ 18
Seja X, = X (x, A) um campo de classe C' em R? paracada 1 e R"
tal que X : (x, 1) = X(x, 4) é de classe C' em R**2 Se X, tem uma
6rbita periédica y, com f,, div X, # 0, prove que existe uma vi-
zinhanga Wde y, € uma vizinhanca V'de 0 em R" tal que para todo
A€V, X, tem uma unica érbita periddica y; = W, além disso y,
tem com respeito a X ; 0 mesmo carater de estabilidade que y, com

respeito a X,.
(Sugestao: Aplique o teorema das fungdes implicitasan(x, 1) — x =0
onde n(+, 1) é a transformacéio de Poincaré em relacio ao campo

X, por uma secio transversal a y,.)
Seja y uma Orbita periddica estivel de X = (X,, X,). Seja

cos 8 sen 8\ (X,
Xoe =\_sen0 ocos8)\x,)
Este é o campo vetorial obtido a partir de X dandv-lhe uma
rotacio de um Angulo 6.
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(i) Prove que existe ¢ > 0 tal que X, com |E-‘] < & tem uma orbitg
periddica ¥, tal que y, = y quando ﬂ.—r 0.
(ii) Prove que as y, sdo todas disjuntas, isto €,

}rﬂ|ﬂ?ﬂ1=¢ sC Bl#ﬂl €

prove que | J y, € uma regido anular do plano.
0 se

(iii) Se y € estavel, prove uma versdo analoga.

(iv)-Se y é semi-estiivel prove que para 0 com sinal apropriado
(positivo ou negativo, conforme o caso), existem duas orbitas
periddicas y,, e ¥, com 7,4 — ¥, quando 8 — 0, com i = [, 2,

(v) No caso do’'lago Ldo exercicio n." 17, prove que a rotacio,
em sentido apropriado, produz uma orbita fechada y, tal que
Ys = L, quando 0 — 0,

(Sugestao: (i), (ii) e (i1i) podem ser tratados usando a sugestdo do
exercicio anterior. Para (iv) veja na figura que se ¥y € ¥ sdo oOrbitas

de X entdo o a-limite da orbita de X, passando por a € o w-limite

da orbita de X, passando por b sdo Orbitas periddicas distintas.
Para (v) procure pensar de maneira semelhante.)

Um cientista tem uma amostra de liquido que contém vérias es-
pécies misturadas de “platelmintos fototrépicos™ ie. “minho-
quinhas” que reagem 4 luz ¢ nadam em diregdo 4 ela. Sabe-se que
cada espécie nada a diferente velocidade. Para isolar e extrair
aquela espécie de velocidade v, o cientista coloca o liquido num
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A i o a -';.. . . L — I-I—l-F_ L = “,-___--'- g .:" L.-I-:I'-__I = o . . LA

i i [
T i

O taorema de Polncard-Bandixson 268

recipiente cilindrico, de cristal, de raio R. Depois

'P. submete este
recipiente 4 rotacdo, perto de uma fonte

luminosa, com uma velo-

- .cidade angular @ > v/R. Ver figura 1. Os platclmintos nadam em

dire¢do a luz, contra o sentido de rotaclio do liquido. O cientista
tem a esperanca de que os platelmintos que ele procura, se acumulem
num ponto P do recipiente, quando { — + o (o experimento
inicia com t = 0), de modo que possam ser retirados do recipiente,

mcrgulhandt_: uma colher nesse ponto. Prove que, com as condicdes
acima especificadas, o ponto P existe,

Es.!-m;n da Prova:

As trajetorias dos platelmintos de velocidade v sfio solugdes
do sistema X de equagdes diferenciais:

I R-x

X =—-ay+v
:;{R—x}d-?
y
Y vy

(t) X =

se (x(r), y(¢)) & solugdo de (1) seja u() = ﬂ'r + 4 mi*l mequ: SR ety
g 28U 0 s ¢ somente se 0 ponto (x, y) exté fora do ﬂim Ry AR

Aot E R TR

i | k) sl o e s s B B RS eepalls w -

;e bV e rRas W

!
B e e Se o ————
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Prove que uma solugdo ¢(t) com condi¢dio inicial em G =

= {x* + y* < R} permaneceem G, para todot 2 0,ese0(0) — (R,

0) quando t —+ £, onde £, ¢ o extremo superior do intervalo
méximo, entdo {, < + .

P

{R, 0) é a fonle
luminosa

Figura 2

Prove que nio existem Orbitas periddicas de X, em G (Usar o
critério de Bendixson: se div X # 0 em uma regido G, simples-
mente conexa, ndo existem Orbitas periddicas de X, em G),

a) Introduzir coordenadas polares em torno de (R, 0), com
(R, 0) como polo, e conclua que as trajetdrias do sistema acima
correspondem a Fig, 2.

b) Prove que P = P(v, @) varia continuamente com ve o,
que, quando a — /R, P tende ao ponto (R, 0), o foco luminoso.

23, Mostre que toda equagdo da forma
ax” + b(x* = Dx" + ex.=0 a,b¢c>0

pode scr transformada numa equac¢io de van der Pol por uma
mudan¢a de varifvel independente. :

24, Mostre que y(t) é solugdo da. equagdo de Ra:,rlmgh
Y—el—0Py+y=0_ e>0 ()

‘se € 36 b8 %) = /3 y(1)& soluglo da nquaﬁn de vandum
(Sugestdo: Diferencie (*))

iﬂ Mostre que se g satisfaz as ::nnd:qbes do Teumma de: L:enard e
_feC' & funcdo impar. com:f(u) > 0 sc u ::-um:ﬁuasmm:lusﬁﬁs-

dnqu:l: teorema sdo validas para a equal;io
i .' u” + g{H}ll' + f{u} =0

- w Tay .
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 (Sugestdo: Considere o sistema
u =1y~ G(u
V= - flu)
e prouedn como no teorema de Lienard)
26. Mostre que as equacdes

X'+ (5x* — 9x%) ¥ 4 x5 =0
rx"+{x‘—x1}x’+x=ﬂ
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CAPITULO VIl

ESTABILIDADE NO SENTIDO
DE LIAPOUNOV

Considere uma solugio x(t), periédica ou singular, de um siste-
ma de équacdes diferenciais. A grosso modo dizemos que x() € estéavel
quando toda solucdo com valores iniciais proximos aos de x({t) esta
definida para todo ¢ > 0-e permanece préxima a x(t) quando ¢ — + co.
Se o sistema de equagbes descreve a evolugdo de um processo na-
tural ou um mecanismo, as solugdes estaveis adquirem uma impor-
tancia especial para o estudo do mesmo. Um exemplo simples é o
funcionamento do reldgio com péndulo, que possui dois regimes
estacionarios estiveis: um € o funcionamento normal, quando o pén-
dulo se movimenta com uma amplitude bem determinada 8, durante
um tempo, pode-se dizer, infinito; no outro regime estaciondrio temos
auséncia de movimento. Os dois regimes sfo estaveis. De fato, afas-
temos o péndulo de sua posi¢io vertical com a forca de um impulso.
Se esta forga for pequena, o péndulo para depois de um certo ni-
mero de oscilagdes. Se a forca for suficiente para dar ao péndulo um
movimento de amplitude préxima a 0, ele funcionard normalmente
apés um pequeno intervalo de tempo. Portanto, toda soluciio se con-
funde com um dos dois regimes estacionérios apés certo tempo.

Neste capitulo desenvolvemos os elementos bisicos da teoria de
estabilidade.

- 1. Estabilidade de Liapounov

- Consideremos o sistema

(1) | x = f(t,x),
onde f:0Q - R" ¢ continua, 2 = R x R" aberto.

2 -.DEFINICEH.' Scjn qﬂ{l}'_ﬁma 6rbita de (1) definida pa.ra t=0.
Diz-se que (1) ¢ esrdvel se para todo & > 0 existir

" 8 >0 tal que s ¥(t) & solugdo de (1) e|¥(0) - ¢(0) | < & entdo ¥(1)



'|.I';_,-

A O x =f(x) ‘xebcR,
Eﬂta?nl uando para toda vizir

2 FiUy de ;tja:"gue toda solugdo @(f) de (1) com
i cem U-pam todo 120,
"7 Uy 6 negessario,

o A .
5 a ; .

Lo i Py Raple " g, L e B Ler il e ' Rt o SRR L
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esti definida paratodo 1 = Oe} (1) — o(1)| < ¢V ¢ 2 0.Scalém disso
existir &, tal que | Y(0) — @(0)| < &, implica lim | (1) = p(r)] = 0,
entio @ diz-se assinfoticamente estdvel, ''t™

Sebits assintoticaments asidvel

Um"pontﬁ'siug:u]zr"x; de um sistema auténomo . P

AT Lol
entdo’ Xg € -asl'siﬂtqti_ﬂm:ll'.lllr.l est

. :»inhanca U de x existe uma “Iﬂnhmm , B
: g dvel. -

e hd B4 ng o T o owgoar e BN LTS u N
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.

Singularidade estivel Singularidade assintoticamente estével
' Figura 1

4. EXEMPLO. Seja A um operador linear em R" cujos autovalores
tém todos parte real < 0. Existem K ¢ y > 0 tais que

le*|<=Ke™, Viz0.

Conclui-se que 0eR" & um ponto singular assintoticamente estivel
do sistema x' = Ax. Ver Teorema III; 5, 10.

5. EXEMPLO. Seja x' = Ax um centro em R?; 0 € R? é uma singula-
: ridade estivel mas ndo assintoticamente estavel.

: Seja (f) uma solucdo de (1). Verificar a estabilidade de ¢ equivale
a testar a estabilidade da solugdo nula de x' = f(x + (1), 1) — flelr), 1)-
O leitor pode constatar facilmente esta afirmacdo. Suponhamos entdo
que (1) tenha solugiio nula ¢ f seja C'. O descnvolvimento de Taylor

" de f(t,x) em tomo de x =0 nos fornece o sistema

(6) x' = A(t)x + glt, %),

“onde Alt)e (R, g(1,0)=0 e g{t,x)=0(| x|) quando x— 0, para
- cada t. Um sistema deste tipo chama-se quase-lincar. O teorema abaixo
g - estabelece uma condicio suficiente para que a solugdo nula seja as-
L I sintoticamente estavel em (6): e . ;
el TTEDREM&.C&MM o sistema .m'_'ﬁﬂ.ﬂ'ﬂf g ho e
HELA oo B . XM= Ax + g(t, x), {t.x}eﬂ,, T )
Lpne onde @y = {(6X)ER'X G| x| < B}, A ¢ um operador linear em R -
“5 0 eujos autovalores tém parte.real <0, g é conthiua e g(t,x) =0(x]).

% "La AR Em) = 8 S i -
PR L R el A L T D Pl A Y T K Lo - i T
et '] Y g SRl ¥ ' Ll b - - i B i ' .

- - =

L R e
- -1 I. __l Lo R
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Wemawmw(a}mmm
em todo mm.Euﬂuanhd:{ﬂ]éﬂnmmmmduL

Demonstragio. Provamos em (IIL, 5.10) que existem pu>0e K2 |
tais que || < Ke ™Vt 20. Ainda, existe J, >0
para o qual |x| < &, implica |g{n:}|£%|:|. para todo teR.
Dado x| < = 3L, seia (1) a soluclo de (8) em Qq,, com
@{0) = x e intervalo maximal (®.,e,). Sabemos que’
olt) = &x + [5 e~ gis, pls)) ds
para todo te(w.,®,). Como |@{t)| <, V1, isto implica, para ¢ > 0,
{oi)| < Ke ™| x| + K[ ™| gls, @ls) | ds.

donde & |o)] < K |x| + 5 foe*| o) ds
Apﬁnmdaldeﬁgnhhdedamm.lﬁm
|| < K|x}{e e 20.
Portanto, |@(1)] < 8, e™*", ¢ 2 0. | Afirmo que w,| = 0. Se nllo,
teriamos (1,"5.3)
5, = lim |@(] <8, "*" <§,,

absurdo. Portanto, @, = oo, ¢ ¢ imediato concluir que & solucio nula
é assintoticamente estivel, a partir da desigualdade

(*) |@l)]| < e, 120, 5 |@0)] <4
9, COROLARIO. Seja xo um ponto singular de
(10) X = f(x) f:4 =R C', AcR"aberto,

¢ suponhamos que Df (xg) tem todos os autovalores com parte resl < Q.
EmiBo existem uma vizinhanga U de x, e constantes K >0 e v >0
tais que para todo x € U, a soluplio @(t) de (10) tal que 9{0) = x et
definida ¢ em U para_todo t20,¢|ol) = x| s Ke ™| x ~ x{
¥¢ 2 0. Em porticular, xo ¢ assintoticamente extdvel.

wmlw&ﬁtﬁﬂoﬂhmﬁa
antesior.



g o - = ye B. Temos V(p, (1)) — V(y) e Vipxlt) > F('ﬂ

'. m lﬂ-ﬁﬂlﬂ-wum
O critério de Liapounov
Consideremos um sistemna aulonomo
(1 x’éﬂx},f:ﬁ—rﬂ'dcdm[?’,ﬁ:ﬂ*ahmm
" A solugdo de (1) passando por x € & serd sempre indicada por g (
com @,(0) = * : _ ~ +l1),
.. Seja V:A— R uma fun¢do diferenciavel. Pnnhamngfm -
- ; d
xed, Vix) "DF:'I{IL ou s€ja, F’{.‘I] = EI’ Viex(t))

Z.

=y

5 DEFINICAQ. Seja x, um pento singular de (1). Uma fungio de
' Liapounoy para xo € uma fungdo V:U =R dif-

rencidvel definida em um aberto U 3x,, satisfazendo as seguintes

condigbes:

@) Vixg) =0 ¢ V(x) >0 Vx # Xo;

(b) V<0 em U.

A funcio de Liapounov V diz-se estrita quando

© V<0 em U~ {x}-

O aitério de Liapounov para o sistema (1) é:

3. TEOREMA. Sefa xo um ponto singular de (1). Se existe wma fungdo
de Liapounov para Xg, entdo X, € estdvel. Se a fumgao

for estrita, X, € assintoticamente estdvel.
" Demonstragdo. Seja V:U— R uma fungdo de Liapounoy para X.
e O Dado B = {xeR% | x — X, | < 8} = U, o nimerom=
= min {V(x); | x — Xo| =5} & > 0. Em virtude da continuidade de
V, existe um aberto U,3 x,, contido em B, 1al que V(x) <m par
. todo xe U,. Como Fdﬂ:{maulungnduérbimdemm
que ,(r) permanece no im:ﬁurchpammdorzﬂe.:E”:-Eﬂf'

. tanto, x, & estivel. . )

" Vamos supor agora ¥ < 0 em U = {x,}. Sejam xeU; el

= umﬂqﬁéndamud:nﬁmmmhpoﬁtimtﬂqﬂ%{u"
¥ 1 = 0. Supor®*

" mos y# x,. Entho, Vig,(1)) < ¥y, ¢ para todo z SUEGEEL,
for suficieate™®®,

. o proximo de y, V(1)) < V(y). Mas entdo, sc &
L ande, Vigity + 1)) < V(). absurdo. Pontanto, 7.
)] e St i e e e
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4, EXEMPLO. Counsideremos o sistemn
X'=m =k A =t kP () e R
A origem (0, 0) ¢ um ponto singular isolade, Observe que nilo & possivel

aplicar 0 Teorema 7 de |, Consideremos n fungo Fly, y) = i (x?+y?).
Temos S
K V0,0) =0 ¢ Flx.p) = 0V {xop A (0,0)
Ainda
V(x,y) = x X"+ 0 = [20x 1 0)F = 1T F ),

donde V(x,y) < 0 em uma vizinhanen de (0.0) (exceto em (0,0)). Em
virtude do teorema de Liapounov, (0,0) ¢ assintoticnmente estivel,

3. EXEMPLO. (0,0} ¢ uma singularidade estiivel do sistemn

(*) M=p—xp e = at (NER?

De fato, Vi(x,y) = %x* + én_v‘ ¢ uma fung¢fio de Liapounov do sis-

tema (*). Note que (0,0) ¢ uma singularidade nifo estivel da parte
linear x' =y, y. =0 deste sistema.

6. DEFINICAO. Seja x, uma singularidade assintoticamente estével
de.(1). O conjunto B(xy) = {xed; ¢, = x,}

I=%qds
chama-se bacia ou variedade estiivel de x,. Observe que B(x,) &€ um
conjunto aberto em A. Quando (1) representn um sistema fisico, &
importante determinar B(x,), pois ai todo estado confunde-se com x,
depois de certo tempo. Um conjunto P < A diz-se positivamente inva-
riante para (1) quando para cada x & P, ¢,(r) estd definido ¢ em Ppara

todo t = 0.

7. TEQREMA. Sejam x, uma singularidade de (1) ¢ Pc & uma vizi-

nhanga de Xo, fechada ¢ positivamente invariante. Seja
V uma fungdo C* tal que V < 0 em P — {x,}). Entiio x, ¢ assintotica-
mente estdvel e P < B(xy).

Demonstragdo. Sejam x € Pew(x) = {ye A 31, = o come,(t,) = y}

o conjunto w-limite de x. Como P ¢ fechado, temos
w(x) = P. Ainda, sabemos que w(x) ¢ invariante. Por outro lado, V €
constante em w{(x). De fato, como V & continu, limV ¢,(1,) = V(a)



X =y |
) (-
e '.'r"'=‘-'—-ﬂcnx—-k
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para toda seqidncin () de nimeros pusfilivuﬁ tal que |i:n Oty = o
Mas V decresce ao longo de @, (1), donde
lim Vou(t,) = lim Ve, ().

i=*in

Assim, V(a) = V(b) quaisquer que scjum a ¢ bew(x), ¢ V & Constante
em w(x). Mas entdo V = 0 em w(x), donde @(x} = {x,}, o que Prova
0 teorema. B

8. EXEMPLO. Consideremos a4 equagdio de van der Pol multiplicg-

da por — I:
x’=xl—x'—.'l-'-
}l" = X, {.‘.I'.'.. j—'}‘E HJ.

(0,0) & a unica singularidade, ¢ a parte linear do sistema em (0,0) tem
autovalores com parte real < 0. Portanto, (0,0) ¢ assintoticamente es-

1
tivel. Consideremos a fungdo V(x,y) = —(x? + y2). Temos Vix,
: 2

= xx'+ yy = — x(1 — x). Portanto, 0 #

Seja 0 < r <1, e ponhamos P = {(x, y),
Péfechadoe V <Oem P ~ {(0,

y)=
| x| < limplica V(x, y)<0.
x* + y* < r}. Observe que
0)}. Vamos provar que P & positiva-

mente invariante. Seja z =(x, y)e P. Entio Vix, y) =—;~(x2 +y) < —.

Como Vdecresce ao longo das 6rbitas positivas em P, vem V(g (1) =< %

paratodot > 0, e dai'q:,(t] € PY t > 0. Do teorema acima concluimos
que a bola aberta de centro zero e raio 1 estd contida na bacia de (0, 0).

9. EXEMPLO. Consideremos um péndulo de peso m oscilando na
. Ponta de uma linha de comprimento ¢, Suponhamos
que a forca de frigdo seja proporcional i velocidade do péndulo, sendo
k }P 4 conslante de proporcionalidade, O ‘'sistema que descreve o
movimento do péndulo &

N i

m 7
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As singularidades de (*) sdo (nx,0), n€Z; (0,0) é uma singularidade
assintoticamente estivel, pois a parte linear de (*) em (0, 0) tem autova-
jores com parte real < 0. Vamos estimar o tamanho da bacia de (0,0).

lmrﬁamuldom&ﬂ:,y]-mr(—;-fy’+l—m:).Eé

!
uma funciio de Liapounov estrita de (*). Ainda, E(+ %, y) =5 mé” y* +

+ 2m{ > 2m{. Portanto, E(x, y) < 2m{ implica x # + =. Dai se con-
clue que ¢ fechado o conjunto P, = {(x,y); Elx))<a e |x| <=}
para todo 0 < a < 2mf. Ainda, P, & positivamente invariante. De fato,
seja (x{t), y{t)) uma orbita de (*) com (x(0), y(0)) € P,. Como E < 0,
temos E(x(t), y(1)) < a para todo 12 0. Ainda, x(1) # £z V.20,
donde | x(r)| < =¥t 2 0. Portanto, (x(), y(t)) € P, para todo ¢ =0,
P, & positivamente invariante. Em virtude do teorema acima, P, < B(0,
0). E daro portanto que

{(x,; E(x,y) < 2mf ¢ |x| < x} = B(0,0).

10. DEFINICAQ. Um ponto singular x, do sistema (1) diz-sc instdve!
quando niio for estavel.

Por exemplo, seja A um operador linear em R™ que tenha algum
auntovalor com parte real > 0. Entdo zero é um ponto singular insté-
vel do sistema linear x' = Ax.

O teorema abaixo, devido a Cetaev, fornece um critério para a
< seabilidad

11. TEOREMA. Consideremos um sistema autonomo (1) admitindo um
ponto singular xg. Seja D um dominio em A tal que

keaﬂ.smmwmmﬁuﬂoc‘ Via-RulqueV >0
eV>0emDeV=0en dD. Enldo x, é instdvel.

Prova. Seja B uma bola fechada com centro em x; ¢ contida em A
Seja x €D n int B e suponbamos que @,(t) esteja definido ¢
em B para todo ¢ = 0. Em D, ¥ cresce ao longo das solugpdes de (1),
donde V9,(t) = V(x) > Oparatodo 1 2 01al que ¢,.(¢) € D. Conclui-se
que @.(t) € U para todo 7 2 O (veja Fig. 4). Ainda, em virtude da con-
tinuidade de ¥, existe 8§ > 0 tal que d{g, (1), V) 24V 2 0. Como f
¢ VsioC',existem > Oparaoqual Vo,(1) = mY ¢ = 0.Dai Vie,(r)) >
> Vix) + fomds = V(x) + mt, para todo t > 0. Eatretanto, ¥, &
fimitada em B, sbsurdo. Enﬂnc.{l}dnuﬂlrdt._l.leqim :
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Figora 4

12. EXEMPLO. Consideremos o sistema de R?
{.t’ =X+ ax® + bxy + ¢y?

aD

Yy =dx* + exy + [y

Vamos provar que (0, 0) & uma singularidade instavel. Sejam V(x,y) =

=x’—_pf ¢D={(x)); 0<|y|<x}. Temos ¥ >0 em D e V=0
na [ronteira de D. Ainda :

(x,y) = 2[5 + ax® + (b — d)x’y + (c — ) xy* — fy?]
X _ o ) : 1
. = Jx 1+ﬂx+{:b—d].1’+'[f'"'ﬁ']£'}‘—fi_zf]
" 'Em Do mﬁnnax+_{!}-d}y+{c—elir-fyz
s X

gem tal que V(x,y) > 0 para todo (x, ¥)e D A B. Em virtude do teo-
rema de Cetaev, (0,0) & instavel, :

" EXERCiCiOs |
;1. Prove que a origem & um ponto singular assintoticamente estavel

L X3

b p g S [N - —-x-——-'-zm.!' '

5
5.

ot L AR T s e, ERE

. B _' -I.-I 0

A L RO L R St L
b A Te T, B T e A g A
i e L H P 1

X tende para zero
quando (x, y) = (0,0). Entdo ‘existe uma bola B com centro na ori-
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Seja f:R"—R" de classe C! tal que f(0) =0¢e {x, f(x))<0Vx#0.
Prove que x — | x|* é uma funcdo de Liapounov estrita para o
sistema X' = f(x) em x = 0.

S¢ja x uma singularidade do sistema (*) x’ = f(x), [:4 - R"
de classe C', A = R" aberto. Seja V:U — R uma [ungdo de Lia-
pounov de x,. Suponha que ndo exista trajetéria de (*} inteiramente
contidaem Z = {xe U; V(x) = 0}, exceto x,. Entdo x, & assinto-
ticamente estivel,

. Considere o sistema

(*) X =A)x+g(tx),0st<+ o0, |x|<b xeR,

- onde A e g sdo continuas, g(r, x) = 0 (| x|) uniformemente em t.

6.

7

© onde 'gradl"(r] =(?

Seja @(r) a matriz fundamental de x’' = A(f)x tal que ®0) = Id
e suponha que existam constantes K > 1 ¢ g > 0 tais que | ®(1)| <
<Ke ™™ t =0, Entdo a solugiio nula de (*) ¢ assintoticamente
estavel.

. Seja xy um ponto singular de x’ = f(x), onde f:A— R" € de

classe C', A = R" aberto. Scja V uma fungio C' definida em uma
vizinhanga de x, tal que ¥(x) > 0 para todo x # x, e V(x,) =
Se em toda vizinhanga de x, existe x tal que V(x) > 0, entdo x.,
€ instavel.

Seja x, um ponto singular de x' = f(x), onde fA—-R" & de
classe C!, e A = R" aberto. Seja V: U — R uma fungio de Lia-
pounov estrita de x,. Entdo, para-cada ¢ >0 tal que V™' [0,c]
é compacto, tem-s¢ V' [0,c] = B(x,) (bacia de airacdolde x,):
Sejam A = R® um aberto ¢ V:A— R uma funcdo de classe: {?’
0 mmpn gradiente associado a V & definido por -

X = —grad V(x), J:Eh,

S de classe C' e satxsfaz

para tndn xeh e yEH" Seja V a dcmradn de F an Inngn d“f .'

ﬂF"p--:gmdl’{x}.y::- |

Ty trajetorias do campo. Prove:- -
T 'a} V(x) <0 v;ea,g V{.:;}wﬂ ::m: sﬁsexéuma smgu!‘:andad:

dcgradV

I. R T . SR &L _ - T
21 7 A . s B ok - i %

3 {x}),_ﬂbwem que ﬂr_muipn giadV . .
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b) Se x, & um minimo isolado de V. entfio x,, & wmis singularidad,
assintoticamente estivel de — grad V; |
¢) — gradV ndo possui trajetonins periddicas nfio singubyres,
ia V- b — R de classe C?, £ & 0" aberto, Dade ¢ W, o vop-
. jsufﬁuylﬁ' (c) & chamado superficic de nhrc_l dﬁ_ V.Be xe v iy
& ponto regular (isto & DV, # 0), entdo V' ') & uma superficio
C' de dimensio m — | em torno de x. Prove que, neste cas,
grad V(x) & perpendicular a V™' (e) em x. Em cadis um dos cawn
abaixo, esboce o grifico de V¢ o enpago de fase de - gradV,
a) Vix,y)=x* + y%;
b) ¥ix,y) = x* =y
Q) Vix,y)=x*=x*+y
9, Scjam V: A — R de classe C%, A = R"aberto, e p um ponto 2-limite
ou w-limite de uma trajetoria do campo — grad V. Entdo p € uma
singularidade deste campo.
(Sugestdo: dado x € A, prove que V& constante em 2(x) e em oAx).)

10. Considere uma particula movendo-se sob a influéncia de uma fun-
¢do potencial P:A— R, de classe C?, & = R? aberto. O sistema
dindmico correspondente €

" x' =y,
) {u’ = — grad P(x), (x,v)ed = R,

. Prove o teorema de Lagrange, segundo o qual uma singularidade
(x0,0) de (*) € estavel s¢ x, foi um minimo local estrito de P,

11. Seja A uma matriz real n x n cujos autovalores 2,,...,4, salis-
 fazem A + 2, #£ OV i k. Seja S(R") o conjunto das matrizes simé-
tricas reais n x n ¢ consideremos o operador T: S(R") -+ S(R")

‘dado por T(B) = A'B + BA, onde A' ¢ a transposta de A. Prove

~que T € sobrejetiva. Conclua que existe B e S(R") tal que a forma

- quadratica V(x) = (x,Bx) satisfaz V(x) = — | x| onde V ¢

.. -a derivada de V ao longo das trajetérias de x' = Ax. Ainda, s¢

o Redy<0, 1 sign entdio V(x) > 0 para todo x # 0. ks
el (Sugestdo: Observe que T ¢ linear Seja B # 0 tal que T(B) = ub.

Sl ~ Entdo (4' ~ ul)B = — BA, donde A' = pul'c ~ A ®m

.. um autovalor comum. Conclua que p # 0), - .,

12 Scja f:R*— R" de.classe C' tal que f(0) = 0. A solugdo 06R"

' i
arm e e mmied

S dLe diz-se.globalmente estével quando for estavel ¢ lim ft) = 0 pard %,

.. ./loda solugdo (R).de . - . el
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*) X = f(x).

Seja V:R"— R uma funcéo de Liapounov estrita para (*)
em 0. Suponha que para cada ¢ > 0 dado exista R > 0 tal que
| x| > R, implica ¥(x) > ¢, VxeR" Entio 0 ¢ uma solu¢do glo-
balmente estavel de (*). Observe que ndo é necessaria a condi¢do
{xeR"; V(x) =0} = {0}. E suficiente supor quc este mujunm
ndo contém trajetoria inteira de (*) distinta de x(t) =

13. Mostre que toda forma quadritica V:R"— R :icl!'mda pnﬂtl\'ﬂ
satisfaz 4 condigdo: dado ¢ > 0, existe R >0 tal que ]xl > R
implica ¥(x) > c. Prove novamente que a solugio nula é global-
mente estavel para x’ = Ax, onde A ¢ um operador linear em
R" cujos autovalores tém parte real < 0.

14. Seja /: R — R de classe C' tal que f(0) = 0. Considere o sistema
*) £+ax+ flx) =0, xeR.

Se a > 0 e f(x)x > 0 Vx # 0, entdo a solugdo nula é uma solugio
assintoticamente estdvel para o sistema (*) (isto €, para o sistema
de primeira ordem associado). Se f(x)/x > ¢ > 0Vx # 0, entdo a
soluglio nula é globalmente esl:{wel

(Sugestdo: Tome V(x,y) = ¥+ 25 fx)dx)

15. Considere a equacio
(*) E+dx)x+ flx) =0, xeR

Sob quais condigdes em fe g a solucdo nula é globalmente estavel ?
(Sugestdo: Transforme (*) no sistema

x=y-—lpelxldx, y = "f[X}»
usando a mudanca de varidveis y = % + 3 l;o(x}dx.
Proceda entdo como no exercicio 14.)

- Iﬁ Scja p uma smgulandade da equacio Lipschnnam
x=f(x), xeUc 'Il'

_a) Scpécstawl, prove que niio existe g tal que p e afg). EEPEm{q] .

prove que a(q) = {p}-

(Sugestdo: Se p€a(g), existem.r, — + o0 lais que q:[ :_,q}—.p

- Sejam z, = (— t,,q) ¢ W uma vizinhanca de p tal.
; qul: q ¢ W. Entdo ¢(t,,z,) = q¢ W. Deduza que pnio & estavel. .

“.afi - Se pew|q) € py# p com py €w(g), existem (,— + co tais que .. . .-

. i .,'_,_.":ﬂfi*. )=p, & 5,— + mt.u.]s que s, _t:_'_.r, e ﬁs"!‘ﬂ._'_ﬁr. Sl:ja .
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z, = @(s,, 9). Entdo se W ¢é uma vizinhanga de p tal que p, 4y,

como @(t, — S, 2,) = py resulta @(t, — 5, 2,) ¢ W para todo

suficientemente grande.) '
b) Se p ¢ assintoticamente estavel, prove que existe uma vizinhangy

W de p tal que a{g) nW# & implica g = p.

" ¢) Suponha m =2, Se p ¢ uma singularidade isolada estave] ¢

7.

ndo assintoticamente estavel, entéo toda vizinhanca de p cop-
tém uma Orbita periédica ndo trivial,
Considere a equagdo Lipschitziana x = f(x),xe U = R" Seja
V:U - R" tal que {grad V(x), f(x); <0 para todo x.
a) Prove que V(p(t,,p) < Vipltz, p)) para todo p, se 1, 2 y;
b) Prove que pew(q) implica V(p) = V(g);
¢) Prove que todo conjunto limite estd contido no conjunto
$ = {x; {grad V{x), f(x)) = O}.
(Sugestido: Se pew(g) e {grad V(p).f(p)) > 0, existe 1, > 0 tal que
V(9(to, ) < V(p). Entdo existe & > Otal que|x —p| < ¢
implica V(g(ty, x)) < V(p). Seja T > 0 tal que |@(T . g) - p| < &

* Entlio V(glty + T; q)) = V(glte, AT 9)) < V(p), e dal

pe w(g(ty + T.q)) = wiq).)



CAPITULO IX

ESTRUTURA LOCAL
DOS PONTOS SINGULARES E
ORBITAS PERIODICAS HIPERBOLICAS

Neste capitulo demonstraremos o Teorema de Hartman (VI; 54)
que estabelece a estrutura topolégica das 6rbitas de um campo vetorial
numa pequena vizinhanca de um ponto singular hiperbélico. No
Apéndice estabelecemos a diferenciabilidade da variedade estavel
[IHP. instivel) de um ponto singular hiperbélico, definida como ©
conjunto dos pontos cujo a-limite (resp. a-limite) ¢ o ponto singular.

A demonstracio destes fatos formulados para pontos singulares
hiperbélicos de campos vetoriais decorrem de resultados similares
vhlidos para pontos fixos hiperbélicos de difeomorfismos. Estes resul-
tados aplicados A transformacio de Poincaré de uma orbita fechada y
permitem obter a estrutura topologica das Orbitas numa pequena
vizinhanca de ¥ ¢ também a diferenciabilidade das suas variedades
estaveis e instaveis.

= Preliminares

Seja @ 0 fluxo de um campo vetorial X de classe C" com uma 6rbita
periodica y = {o(t,p); 0 =t < 1,}. Denotemos por x: Z,—+Z a
transformacio de Poincaré (VI, 6) associada a2 uma seciio transversal
¥ de X pelo ponto pey. Sejaf: U — E uma parametrizagdo regular
de E, isto &, f€ um homeomorfismo do aberto U3 0 de R"™! sobre
com Df (u) injetora para todou e U.Seja Uy, = 6~ *(Z,); Uy éumaberto
contendo 0 € R*~. A transformagio n, =f 'emef: Uy — U é uma
expressio coordenada de 7, que tem 0 € R*™* como ponto fixo. Por

ser n = f ' ox"o f, € por ser fum homeomorfismo, (de fato difeo-

* ‘morfismo), as propriedades assintoticas de n"(g) sdo traduzidas por . % A s

" propriedades . semilares para (), ¢ =f(). Pois £~ transforma
o geem f7*g) =u € ®(q) em m ). IR g e

Emi geral, s F: So— S ¢ G Ty - X sdo difeomorfismos de -

" 7" abertos Sye B, de Se E,com pontos fixos p = F(p) ¢¢ = Glg) diz-se que. - - s

T ey
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F om p ¢ localmente C-conjugado a G em ¢ s¢ existe um difeomorfismo
H:§— Sdeclasse L, k20(se k = 0, H ¢ um homeomorfismo) tal

ue Hip) = g ¢
‘-l L HoF=GeH

numa vizinhanca ¥ de p. H chama-se conjugagdo local entre F e G em
torno de p ¢ ¢. E imediato que a relagdo de mﬂ]'!IEﬂ'-'rﬁﬂ local & uma re-
lagio de equivalincia entre pontos fixos de difeomorfismos.

Chamemos de érbita de F em Vpor p € Vao maximo conjunto de
iterados positivos e negativos de p por F, j.e. da forma

- 0(@) = (oo F' (@) F7 P e Py oo Fli(p)...},
que esth contido em V.

Observemos que, como no caso de campos veloriais, uma conju-
gacio entre F ¢ G transforma Orbitas de F em Vem Orbitas de G em
W = F(V), preservando a orientagdo das mesmas. Isto €, se § = F(p),
entdo _ : -

: 0(g) = HO() e HF'() = G'(q)

Claramente = e sua expressdo local n, sdo C"-conjugadas em torno
" depel : '

1. PROPOSICAO. Sejam Z,,I, secdes transversais de um campo

_ vetorial X de classe C' por pontos py, p, de uma

_ drbita periddica y. As transformagdes de Poincaré n,: £, o = Z, e m,:
Z,0~* £, sdo localmente C'-conjugadas em torno de p, e p,.

A demonstracdo deste fato & ilustrada na Figura | o leitor dar uma

demonstragio com argumentos precisos, usando o Teorema do Fluxo

'Tuhu_lm: ¢o Cnﬂ:_llﬁria 9,.como foi feito na definigdo de = (VI, 6). ¥

- 4

5 '": = &‘ﬂl'ﬂﬂ-l

st

SR de campos vgtoriais Xy e X, Sejam &y +Eyo > Bi¢
o @Mt ag s By trangformagdes de Poincaré associadas a estas Orbitas. .. .
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em ponlos Py €Yy € P2 €Yy, Se my e my sdo difeomorfismos localmente
C-conjugados, r 2 0, em torno de p, e p;, entdo X, e X, sio campos
petoriais localmente C'-equivalentes em torno de y, e v,. Isto é, existem
sizinhancas Vy e vy, V5 de y, e um difeomorfismo h: V- V, de classe
¢* que transforma drbitas de X[V, em orbitas de X,fV,.

Eshogo da Demonstragdo. Seja H: W, - W, um difeomorfismo de

. classe C* tal que H(p,) = p; € myoH =
= H o ;. Seja 1;(x) o tempo que a trajetdria positivade X, porx€ X,
leva em percorrer o arco A,(x) = xm;(x). Definimos h aplicando o
ponto ¢, (st (x), x), 0 <5 < 1, de 4,(x) de X, por x€ V,, no ponto
@, (515 (H(x)), H(x)) do arco A,(H(x)). Chamamos V; o aberto de R"
formado pela unido dos arcos A;(x), xe W,. m

2. - Teorema de Hartman para difeomorfismos e
orbitas periodicas hiperbdlicas

1. DEFINICAO. Sejaf: A - R" um difeomorfismo de classe C' sobre
sua imagem f(L), A = R" aberto. pe A é um ponto
fixo de f quando'f(p) = p. Um ponto fixo p diz-se hiperbolico quando
todos os autovalores de Df(p): R" © tém médulo diferente de 1.
Se It & um difeomorfismo C' conjugando f a outro difeomorfismo
g em torno de p, entio h(p) € um ponto fixo hiperbdlico de g. De fato,
g © h(p) = hf(p) = h(p), e Dg(r(p)) - Dh(p) = Dh(p) - Df (p), donde
Dg(h(p)) ¢ Df(p) sdo similares, e tém os mesmos valores proprios.

2. EXEMPLO. Sejam X : A - R"um campo C', A < R"aberto,e @, :

A = R" o difeomorfismo dado pelo fluxo ¢ de X no
tempo 1: ¢,(x) = @(l, x) para todo x € A, Entéio pe A & uma singu-
laridade hiperbolica de X se e somente se p & um ponto fixo hiperbdlico
de @,. De fato, por (V1, 1) (ou (II, 3)) sabemos que t — D, (t, p) € so-
lugiode y = DX (p)y, y(0) = I. Dai, D, @(t, p) = " para todo t, onde.

A = DX (p) e entdo D o, (p) = €. Conclue-s¢ que os valores proprios

- de D @, (p) sdo da forma e*, onde 4 & valor préprio de A, Isto prova a.
" afirmagio feita acima. ' S : .

T =
-
[ a [
i
b v

£ L L R
1 IR O Rl il it B e R
.- oy i -

: Seja L: R™ = R™ um automorfismo linear hiperbdlico, isto &, Lé '

' "iim isomorfismo cujos autovalores tém norma diferente de 1. Isto &6~ «: .
«. .- - mesmo que dizer que 0 & um ponto fixo hiperbélico de L. O subespago - =~ " .
estdvel de L ¢ o maior subespago E* = Ej de R", invariante por Le: © - -

it T
J 1§ . L .

o ok o

i T b, 7oy
R} P PR |-
.-_.-L..h-"nluj-.-.-,-.-l-l-,-..

e

e R A

f
e R e el T

¥ o 5 =
e ot TR S “lﬁ-.—_-\'\-_-'l-.-sl,q.u»: L g | B
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tal que todos os autovalores de L/E’ tém modulo < 1. D: modo ana-
logo definese o subespago instdvel E* = E}.- Temos R™ = E @ E*
e 8 dimensiio de E’, chamada indice de estabilidade de L, & o nimero
de autovalores de médulo < 1, contadas as suas multiplicidades,

" 3. DEFINICAO. Um automorfismo L: R® © (ou seu ponto fixo 0 € R™)

chama-se atrator quando lim L'(x} = 0 para todo

A=*a3

xeR" Como no Teorema (III; 5, 10):jtemos.

4. PROPOSICAO. Seja L um automorfismo de R™. As seguintes con-

digies sdo equivalentes:

(1) L é atrator;
(2) O indice de estabilidade de L é m;
(3) Existem k > 0 e 0 < u < 1 tais que, para todo x € R",
x| = Kp"|x|, n = 0.
(4) Existe uma norma || || em R™ na qual || L|| < 1, isto é,
sup {||Lx||; [|x]| =1} < L

"~ Demonstragdo..

(1) = (2): Seja A um valor préprio de L. Suponhamos que 2 =
= |4|e" seja complexo com {4| = 1. Seja v = v, + iv, um setor
proprio complexo correspondente a A. {vy, v,} gera um plano P « R™
invariante por L. Nesta base,

cos @ sen 0
LIP =|1| (-s:nﬂ m).-

. Cuﬁsiderﬂnnsem Panorma|av, + fv,| = o® 4 5=,T¢mm; I'Vv,| =
~=|4|"| ¥,| para todo n 2 0. Isto contradiz (1). Se 4 & real, de modo

analogo chegamos a uma contradicio.

"7 (2) = (3). Seja J a forma de Jordan complexa de L. Cada hIn&: '.

*+ &daforma Al + N, onde 4 & um autovalor ¢ N & nilpotente. Seja y tal .~
L qq_p|ﬂ-| < p < lpara todo autovalor A. Entdo (A/ + N)"=i mlﬂ;'-ﬁf-;-_ ’

' imD, -

s e g ()

L S W 1
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i

Lembremos que se 0 < £ < 1, entilo a série }, i! §' converge (critério
= ;

'dn'lraiz}. Conclue-se que existe K > 0 tal que
k 1 n=1
3 nl (-U_) IN'| < K
_ i=0 n
para todo n = 0 e para mdn bloco AI + N de J. Isto prova (3).
(3) = (4). Scja || x]| = |ﬂx| ‘Esta série & convergente, pois

| Lx| = K.ﬂ’|x|.Dadu]|x|| =1, temos || Lx || = & |1 Lx]| =
I=0

E | Lix| < E | Lx| = || x|| = 1. Portanto, || L]| < L.

(4) = (1), Trivial. Isto termina a demonstracio. W

Observagdo. Duas normas quaisquer em R" sdo cquivalentes. Em
particular, para as nonmas acima temos

|x] = ||x]| = (-E K#')[:L Vx e R™
[=0

5. DEFINICAO. Um automorfismo L: R™ = (ou seu ponto fixo 0 € R”)
chama-se fonte quando lim | L'x| = o0 para todo

w= ol

x -# 0.
A-demonstragio da proposigio abaixo & imediata a partir du pro-

posi¢do 4 acima.

| 6. PROPOSICAO Sea Lisn aomorfisno de R”. As sequintes con-
| digdes sao equivalentes: -

(1) L é uma fonte;
(2) O Indice de estabilidade de L é zero;
(3) Existem K > ﬂe;u > Im:sque,pammdnxlsll"‘ | x| 2 K,u"i;i

nz0.-
. (4) Existe uma norma. |! || em H"

Temus também a-

na’ qual || L ") <t

']' PR{}EGSICKD Ee_m Lum aumnmrf smo h:perbdﬂm de “u- Emu ﬂ %
e . = {xeR"}| L'(x)| ¢ fmrmdﬂ, n 2 ﬂ} e E" =._ e S

{xER"‘ IE[I?léimImdﬂ,n{'D}__ .
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A estrutura topoldgica de um difcomorfismo C' ¢m torno de
um ponto fixo hiperbilico ¢ determinnda peln derivada do difeomor-
fismo neste ponto. Este € o teoremn de Hartman:

8. TEOREMA DE HARTMAN PARA DIFEOMORFISMOS. Se-
jam f 2 A = R* um difeomorfismo C', A  R" aberto, ¢ p€ & um ponta
fixo hiperbdlico de f. Existem vizinhungas U de p em & ¢ Wde 0 em R,
e existe um homeomogfismo h: U — W tais que

hof = Df(p)eh,

Uma prova de cariter analitico, numa situngiio mais geral, serd

dada na se¢do seguinte, O leitor encontrard umu demonstragio geo-
métrica em Palis-Meclo [1978].

3. _Teorema de Hartman em espacos de Banach

Embora nosso interesse principal estcja concentrado em espagos
de dimensdo finita, ndo hd maior dificuldade, nos argumentos que se-
guem, em trabalhar com espagos de Banach. Lembramos ao leitor que
um cspaco vetorial normado E chama-se espaco de Barnach se munido
da distdncia d(x, y) = | x — y|, onde | | ¢ a norma de E, & um espago
complcto. Uma aplicacio lincar L: E — F entre espagos vetoriais
normados € continua se ¢ somente se || L|| = sup | Lx| < 0. Um

x|=1

* somorfismo Lentre espacos vetoriais normados chama-se topolégico
~se-tanto- ele como seu inverso sdo continuos. S

_ Se E tem dmsﬂu finita, todo. isomorfismo linear & topolégico.
Seja f uma aplicacio de um subconjunto A, de um espaco vetorial

. normado E, num espaco vetorial normado F. Diz-se que f'é lipschitziana
o oEmAmy . ) e

a "

) Lil‘-f o SIip .|f‘.~'~'} —f(}']'l <

P
LA L b AL TR NS Poll P, AR
LI tom . . A i L g g B i b .'\'n.'

B LI e = - ) i

: - o,
Ty e o 7 L TR .
S P ow Ve s i
pom L H y ;
] B - - - . 1 e )

_ - ey 1§ 4
S g SR 1 & uma’ aplicacho.linear continua, Lip'7 < [l/ll.
% g+ o *Vamos demonstrar a seguinte versdo do teorema de lfa{tmaizln =|:|n
it Sl eSpabos  de Bamach, e i e e A TU0T T T

D
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. TEOREMA. Seja E = E* x E* o produto de espagos de Banach

e sejam L, e L, isomorfismos topoldgicos de E® sobre E*.
e E* sobre E*, tmsquz[]L 1]|4r|].[. || < 1. Existe um niimeroe = g(L) >0
tal que se f e g sdo aplicagdes limitadas de E em E com Lipf, Lipg < &
entdo existe um tinico homeomorfismo h, de E sobre E, tal que h— I é
limitado, onde 1 € a identidade de E, e se

L =(L,, L,) : (x, y) = (Lyx, Lyy),

(L+f)oh =he(L+g)

Mais ainda, h = h(f, g) depende continuamente de f.
A demonstragio depende de varios lemas.

entdao

2. LEMA. Seja E um espago de Banach e ¢ uma aplicagdo de E em E
tal que Lipe < 1. EmEnH—I+q:éumﬁmwmﬂndi’ma
de E sobre E e Lip(H™") < 1/1-Lip .

Demonstragio. H & biunivoca e sobre. De fato, x + ¢(x) = y tem uma
tnica solugiio, que chamamos de H™'(y), para todo

y € E. Verificamos isto observando que T,: E — E, definida por T,(x) =

= y — ¢(x), e uma contragdo, pois Lip T = Lipe < 1, Logo H™'(y)

¢ o tnico ponto fixo de T,. Por outro l&du

|H'0) = H'@)| = | TET'0) - THT@) =
_ =|y—z+oH"() - e(H ()| <
<|z—y|+Lipe|H ') - H'@)].

- Portanto,
|H-*(y) = H™'(z)| < (1/1 = Lip @) | y = =|

Isto termina a demonstracio do Lema 2. m -

Observagdes. -a) Suq:&umntrmsfarmmu lmnurmm“tp“ <1, mtiu

* 4 H-I+w=mmumnrrﬁmnmpolﬁmmduﬂe
B s i =le]l

. b)SeE(r)éa bnlaab:rtad:Ed:mtmﬂcmur:ga E[r}—rE

€ tal que l.lpq:-::lcntioH—I+¢éumhumenmrﬁsmodaE{r}

. sobre um aberto dr.Equ: mnlnmalmla E{r’}d:untmﬂemmf nnde

: ;- == r(l-Lip @). -.:'
M“ ﬂlﬂdﬂ, LIF' ':H-I} 5 ”1 f-!l-"'P A dmﬂ“ﬂm ‘-'lﬂtﬂ fﬂtﬂ ﬂ ﬂ

énu:lﬂa:ﬂduLml

{ W iy . > . « & " 1Al g o=, .k e v . & b e
af r L L] . . 1 ' B L L P ot
m TR . i an LI T - . i Ia & B i I'I_ -
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3. LEMA. Seja G: E — E um homeomorfismo e L = (L,, L,) como no
emunciado do Teorema. Denotemos por ¥ = B(E, E) o espago
de Banach das aplicagbes continuas e limitadas de E em E, com a norma
do sup; isto ¢, |u| = sup|u(x)|. x € E. Entdo & : F — F definida por
L) =Lu—ueG
¢ urn isomorfismo topoldgico ¢ | & ' | ndo depende de G mais preci-
sewerte, |7 |ic (1.~ py~* oude-a - sep U1 [l N2 1)

Demonstragdo. Denotemos por F_(resp #,) o espaco de aplicagbes
continuas ¢ limitadas de E em E, (resp. E,), com a norma
do sup. E claro que F = F_x #F,.

Scam p=(¢,mMeF xF, ¢
P)=(L,E—EeG, L,n — neG) = (£ (5 £,
Provaremos que ¥u € um isomorfismo topologico de # . Temos
L) =LE-L"{=0),

onde p(8) = — L '§oG é tal que Lipp < |L]'| < 1; logo, pelo

Lema 2, { = £ + @({) € inversivel Assim, %, também & inversivel e
L' =+ @) oL,

donde I = et s - e < 1 = fiest ).

Verificaremos que ¥, € um isomorfismo topolédgico de & _. Obser-
vemos que ¥(n) = L, 'neG lem inversa ¢ "':n — L.no G, Logo,

Lm=Lin— L 'neG) = —L¥[n—¢ '(n)].
Pelo Lema 2, &, tem inversa, pois
Lipy ' <siLll<Lell# || s ||y oL,|1 - ||L,.
Mas |l¥7'eL|ls||LimeG oL, <|IL,) <1
Portanto Ner < 1 =|iL,j.
Finalmente, ' = (£;', £ "). ¢

27 || = max {jje2t ], |t ) <

= {:—;1r..|| ' !—:IL.H}'

Dal se concloe 0 Lema 3. 8
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4. LEMA. Seja L = (L,, L,) como no Teorema . Existe ¢ > 0 1al que
_ se [, g sdo aplicagdes limitadas com Lipf, Lipg < ¢ entdo

as equagoes

() (L+f)oh=he(L+g e

(2) ke(L+f)=(L+g)ok

tém solugdes tinicas h e k, tais que I — h e | ~ k sio limitadas.

Demonstragdo. A equagdo (1) & equivalente a
(L+f)eI+u)=(+uo(L+ g ou

(3) Lu—ue(L+g)=—fo(l +u)+g.

Pelo.lema 2, G = L + g é um homeomorfismo se Lipg < 1/|| L™" “
donde, pelo Lema 3, #(u) = Lu — uso (L + g) & inversivel e || £ ~*
ndo depende de g; portanto (3) & equivalente a

(4) u="T,(u)=—2F""[fe(l +u) - g],

onde T,, ¢ uma contracdo se (Lipf)||£~"|| < 1. O tnico ponto

fixo u = u, , de T, , & portanto, a solucdo de (1). Assim, para garantir

a existéncia e a_unicidade da solugdo de (1), deve-se tomar Lipf <

<||£°"||"", ou seja, ¢ = (1 —a)”', na terminologia do Lema 3.
A equacdo (2) € equivalente a

I+v)e(L+f)=(L+g)e(l+v) on
ve{L+[f)+f=ge(l +v)+ Lv, ou ainda
(5) Lv —ve(L+f)=—geo(l+v)+f.

A equacdo (5) ¢ da mesma forma que a equacdo (3) portanto a
equagdo (2) se reduz 4 equagdo (1). ®

5. Observagdo. A solugio u = u;, de (4) depende continuamente
S de f. De fato,

i“.r.n ==y .ri = | Trolug g = T; .n(“f.n]l =
< 1200+ ) = Fol + upd [+ 1750+ uy) -
~Fol+ur)|l =€ WU =S| + LipSup, = up,ll.

Portanto

[E RV AT

|"J'.n = “?.11' = ol ’

onde 1 >0=| 2| Lip/f »
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Mais geralmente, seja F uma aplicagio de A x M — M tal que
para todo Ae A, F;: M — M definida por F,(x) = F(4,x) & uma
contracdo do espago métrico completo M. Entio a aplicacio de A em
M 4 = uy, onde u, € o ponto fixo de F,, é continua, se a constante de
contragio de F, € a mesma para todo 4 em A, e a aplicacio 1 -+ F, (4 x)
€ continua para todo x € M fixo. A demonstragio deste fato ¢ imediata.

6. COROLARIO. As solugies das equagies (1) e (2) do Lema 4 sio
homeomorfismos.

Demonstragdo. E suficiente verificar que
' hok=(+wo(l +v)=(+v)o(l +u) =koh=1]

Temos:

(I+u)o(I+v)o(L+f)=(+u)e(L+g)o(l+0p)=
=U+/) o +u)o(l +v).

Portanto, pela unicidade da solugdo de (1), para g = [, resulta

ho k = I. Analogamente, usando a unicidade da solugdio de (2), resulta
que keh=1m ;

Demonstragdo do Teorema de Hartman: Imediata a partir de 4 ¢ 6. A

continuidade de h em relacio
a f resulta da observagio 5. m

7. DEFINICAO. Um isomorfismo topolégico L: E — E diz-se estru-
turalmente estavel se existe ¢ > 0 tal que para todo g

mm]L—g|-:aeLip{L—g}-=:e¢xisu um homeomorfismo h de E
em E tal que

hol, = goh.

.+ . Otcorema de Hartman implica que todo £, — (Lo L) com]| LS|,
. N Ll<1é ustru_l;ur_n]m:ntc estavel. . i

Salh, . 8. Observagiio. Em vista das ProposicBes 4 e 6, todo isomorfismo

‘hiperbdlico Lide R* & estruturalmente esthvel, - .-
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4. Teorema de Hartman para campos vetoriais €
fluxos

1. TEOREMA. Seja ¢ um fluxo de classe C' em R", da forma
e(t, x) = e''x + y(t, x),

onde A tem todos seus valores proprios com parte real diferente de zero.
Seja & = £(A) o niimero fornecido pelo Teorema 1,3 para Ly = et. Se
v, = p(L,*)étalqueLipy, = sup| Dy, | < ceseyélimitadaem (0, 1] %
« R" entdo existe um tinico homeomorfismo H de R" da forma H = I+
+ U, onde U ¢é limitada tal que, para todo teR e xe ',

*) e* H(x) = H(p(t, x)s
isto é, H é conjugagdo topoldgica entre @ e o fluxo linear L(t, x) = ¢*'x.

Demonstragdo. Seja h = I + u o unico homeomorfismo, fornecido
pelo Teorema 1.3, tal que u € limitada e

(1) L,oh=ho(L; + 73}
Definimos H: R" - R” por H(x) = f§ e™* h(o(s, X)) ds. Prova-
remos que H satisfaz (*). | .
Observe que
Y e H(x) = et [5 e h(pls, x)dx =
| = [1 e h (p(— t+ 5 @(t, X)) ds.

Verifiquemos que :
) £3 A= h(g(s — £, x)ds = Hix).

De fato, mediante 2 mudanca de variiveis u = § — I, lemos:
| §1 A= (s — X)) ds = § ' e™* hiw(u, %)) du =
B) - . 2 (0, e hip(ux) du + f57" e hlgQu XD du.
0 pi-im:irﬁ termo desta soma satisfaz a N " € By %
{9, &= h(p(u, X)) du = [0, &7 Vet h(@(u XNdu=. . .
i = IE,E""““”H‘P{U +-.l._x]]¢_iu..__' b : Rl .
. Observe que na phsaagc'm do segundo para o terceiro termo acima . g

Lsamos (1). Mediante a mudanca de variveis b = -+ 1,-vemos que.

=«

il @ terceiro_fermo & fgual a: " < o D L et Nl
B ST T T e e i, 2 el e g
it i g : B ETNY oL i T W : :_[: v ':l..‘;;::f.'.fl. :
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Logo, a partir de (3), temos:
[3 &40 h(p(= t + 5, x)) ds = [ €~ hig(u, x)) du

e portanto (2) é verificada e, conseqiientemente, (*) implica que H sa-

tisfaz (*). o
Prnmmoaagunqueu-ﬂ-réhmltada.
De fato,

(H-D(x)=J}e " hip(sx)ds — x =
= J3 [e=** (1 + u) (e*x + (s, X)) — x]ds =

= [1 e~ 4 [y(s, x) + ulg(s, x))] ds.

Logo | U(x}] < eT“J{sul;IH{S. x)| 4 | u|). Portanto, U € limitada em
se0,

R". Isto implica que H = h por unicidade da solugio da equacio (*)

para t = 1, Isto prova que H ¢ um homeomorfismo. B
A seguinte proposigio permite verificar as hipdteses do Teorema 1

quando o fluxo ¢(t, x) € gerado por um campo vetorial X da [orma
X = A + g, com A hiperbdlico.
2 PROPOSICAO. Séja A uma matriz n x n e g: R* — R* uma apli-
cagdo de classe C', limitada, digamos | g| < 0, com
derivada g = Dg também limitada, digamos |g’| < #, em R".
Entio o fluxo de X(x) = Ax + g(x) estd definido em R x R"

e é da forma
@l x) = e*'x + y(t, x),

onde
[7(6,x)| < M(t)6 e |Dyy(t, x)| < L(1)®,

sendo que M(¢) e L(¢) sdo fun¢des continuas ¢ crescentes de |1 |; L{t)
¢ independente de g, e M(t) depende apenas de &,

Demonstragiio. Como Lip X < || A|| + @, pela Proposicio 1;4,4,

| as curvas integrais de X estlio definidas para todo t € R.
Seja H(t, x) = D, 9(t, x) = e* + D,y(t, x). Pela Proposicdo I1;3,1,
temos que

oH
r 3 (6, x) = [A + g (@, x)] H(t, x).



Estrutura locsl dow pontos singulares e Sebitas periddicas hipsrbdlicss 293

Chamando de K(, x) a e " H(t, x), temos que

K
(*) *&I—{I.I] = —Ae"*H(t,x) + e~ i—fu.x] =

=[~Ade A 4 =4 4 4 e g (@, x)] H(t,x) =
= e~ Mg (@(t, x)) e* K(t, x).

E::E: Proposicio I1; 2,4, temos que | K (1, x)| < e/"4®, onde A() =
=M I4g Pois A(r) > sup {||e~“g'(x)e*||; |s| < |t| e xeR"},
¢ uma constante de Lipschitz para a equacio

X'=e g (p(t, x)) e* X.
DeD,y(t,x) = H(t, x) — e* = e*[e"*"H — I], por(*),temos que

[D33(t,0)| < || |5 S (s, ) de| <

<|e| |t] |g] |e*|? |K(tx)| <
< |e*)? |t] & &4

Portanto, para L(t) = || 34111+ 4emos que
| Dyy(t, x)| < L(0) @

Aplicando o Exerc. 36, Capitulo I, a f(t, x) = X (x), ¢,(t) = @(1, x)
e @,(t) = e*'x, com e, =0, g, = 0, e por ser | A| + & uma constante
de Lipschitz de f, tcmos que

1906, %)| = | @t x) — ex| < elt41+ng,
Tomando M(f) = &'1941*®, termina-sc a demonstracio. m

5. Teorema de Hartman: Caso local para
difeomorfismos

. TEOREMA. Seja L um isomorfismo hiperbdlico de R". Para toda
aplicacdo f de classe C' definida numa vizinhanga V de

0) = 0, Df(0) = O, existe uma vizinhangade o U = V
fim a:%ran- tal que h(U) = V e
*) (L+f)oh=helL

em L~ (U)n U.
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Demonstragdo. Observemos inicialmente que existe uma aplicagiio
f: R" = R" com as seguintes propriedades

a) f & limitada, de classe C’, e coincide com f numa vizinhanca
U’ de 0,

b)sup| Df| < asup| Df |/W onde aniodependedef,e U' =« Wc V.

Esta extensdo € construida da seguinte maneira: Seja 2: R—= R
uma fungdo C* tal que & = 0; a(r) = 1, se [t] = 1/2; 2(1) =0, se
t 2 1. Definimos f por

J(x) = n(—lﬂ)ﬂrl se x| <r

=
Jx)=0,se [x]|>r

Verifica-se imediatamente que @ = sup | «'(t) | + 1, € que podemos

ek

tomar- U'(0) —B(ﬂ,-;_—), a bola aberta de raio r/2 ¢ W = B(0,r),

com B{O,r) = V.

Para a prova do Teorema, tomamos r pequeno de modo que
Lip f < g, onde a;,éf_grnecidn pelo Teorema 1 da secdo 3. Por este
teorema encontramos h homeomorfismo de R* em R* tal que

(L+f)eh="holL.

Escolhendo U = U'- pequena, tal que h(U(0) = U'(0), temos
que (*) € satisfeita por h = h/U. =

6. Teorema de Hartman: Caso local para
campos vetoriais

1. TEOREMA. Segja A: x = Ax um campo vetorial linear hiperbélico
_ em R". Para todo campo g de classe C' numa vizinhanca
Vde0 € R", tal que g(0) = 0 Dg(0) = 0, existe uma vizinhanca U = Ve
um homeomorfismo h: U — R" tal que h(U) = V e h é wma conjugacio
topoldgica entre A/U e A + g/h(U).
Isto é, se @{t, y), te I(y), denota a curva integral mdxima de X =
= A +g/MU) por yeh(U), entdio para todo t € I(h{x))

*) h(e*x) = (e, h(x))
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Demonstragdo. Seja & = £(A4) o nimero que aparece no enunciado do
Teorema | da secdo 4. Scja § uma extensdo de g com
ai seguintes propriedades:
a) § & limitada e de classe C' em R% ¢ coincide com g numa vi-
zinhan¢a U’ de 0.
Fhliulﬂ | Dj| < asup|Dg|/Wondea ndo dependedege U’ © We
c V.

Esta extensio € obtida como na demonstracdo do Teorema 1,
secdo 5. Escolhemos W pequena, de modo que sup | Dj| < e(A4). Seja
Ji a conjugagiio topologica cntre A ¢ 4 + § fornecida pelo Teorema 3.
Isto & h(e*'x) = P(t, h(x)), onde § & o fluxo de A +&. Escolhemos
U < U’ pequena de modo que k(U) = U'. Portanto, (*) & satisfeita
por h = RiU. m

7.  Variedades invariantes

Seja § um subconjunto invariante por X : isto &, x € § implica que
@(t, x) € S para todo t€R, onde ¢ denota o fluxo de X.

Denota-se com W3 = W3(X) o conjunto de todos os pontos
x e A, dominio de X, tais que o(t, x) = S, quando t — <. Isto &,
d(o(t, x), S) = 0, quando ¢ — . O conjunto W3 chama-se conjunto
estdvel de §.

Analogamente, define-se w3 = W3(X), conjunto instdvel de S,
tomando t —+ — 0.

Se h: A — A" é uma conjugacio topoldgica entre X e X' entilo,
para todo conjunto S invariante por X, h(S) = §' ¢ invariante por X',
Mais ainda,

W) = Wi, h(W3) = W3..

Para os sistemas lincares hiperbélicos estudados no Capitulo
111, o conjunto estavel W5 do ponto singular 0 € R" coincide com ©
subespago vetorial estavel E° Analogamente para Wa ¢ E-

Portanto, pelo Teorema de Hartman, os conjuntos Wi e W}, es-
tavel ¢ instavel, de X/V sio imagens homeomorfas de abertos dos
espagos euclidianos E' € E*. Logo, W, ¢ W, para um ponto singular
hipcrhﬁﬁmﬁumm topologicas de dimensdes iguais ao indice

i(p) de DX(p) e a n— i(p) respectivamente. O teorema seguints, csta-
belece que estas variedades topolégicas sio de fato subvariedades dife-

renciaveis.
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1. TEOREMA, (Diferenciabilidade das variedades estdvel e instduvel),
Seja p um ponto singular hiperbélico de um campo

vetorial de classe C' num aberto de R". Existe uma vizinhanga Vde p tal que

1) WiX|V)={xeV;Vt 20, ot x)€ v}

2) w"{x V)={xe¥; V<0 o, x)eV}

3) Wi(X | V) é uma subvariedade de classe C" e dimensdo igual ao indice
:[p} de estabilidade de p. O Espago tangente de W3 (X | V) em p coin-
cide com E’, espago estdvel de A = DX (p).

4) W(X | V) é uma subvariedade de classe C" e dimensdo n — i(p). O
espago tangente de W*(X | V) em p coincide com E', espago instdvel

de A = DXp).

A demonstracio deste Teorema, no casor = 1, édada no Apéndice,
como conseqii€éncia de uma proposicio analoga {T eorema 2 a seguir),
vilida para difeomorfismos, que permite estudar também os conjuntos
estdveis e instaveis das orbitas periddicas por meio da transformagdo

de Poincaré,
Como no caso de fluxos, definimos o conjunto estivel de um

ponto fixo p de f: A — R" como o conjunto W(p) de pontos q-tais
que f'(g) = p, quando i = o0. Analogamente para o conjunto instavel
Wi(p), com i = — o0,

+ Se f = L é& um automorfismo hiperbélico, entdo W%(0) = E* ¢
W% (0) = E*. Pelo Teor. de Hartman 6,1 W% (p) = h(E}), ondef, éa
restricio de f'a uma vizinhanca de p, e E} é uma vizinhari¢a de 0 em
E*. Portanto W7 (p) € uma variedade topolégica passando por p.
Anélogas consideragdes valem para W5 . O seguinte teorema estabe-
lece que estas variedades topolGgicas sio de fato da mesma classe de
diferenciabilidade de f.

2. TEOREMA., (Diferenciabilidade das Variedades Invariantes). Seja

S : & = R" um difeomorfismo de classe C" com um ponto
fixo hiperblico p. Existe uma vizinhanga V de p tal que para f, = f[V
tem-se:

)WL) = {a: e, m 2 0) |
2] W7, (p) é uma variedade dferenmduef de classe c' cqfﬂ espﬂm rmngeme

"~ .emp € igual a E’,
"3] Wi = {g:/"@eV, m=<0} -

.' ,4} W%, (p) é uma variedade dy"ermchiwf de.classé C ciijo e.spn;-a tm:peute

empéigmlﬂE'

s 0 T R P S
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A demonstracio serh dada no Apéndice, para r = |.
Scja X: & — R" um campo de classe (", r > I, A = R" aberto.

3. DEFINICAO. Seja y uma 6rbita periddica de X e n: L, = L uma
transformag@o de Poincaré de y em peEZyn y. p é

um ponto fixo de . Se for hiperbélico, isto ¢ se para alguma segdo trans-
versal local f: U - EZ, f(0) = p a expressdo coordenada tem o como
:gr:ﬂﬁxﬂ hiperbélico (ver segio 1), diz-se que y € drbira periddica hiper-

ca.

E facil ver que a defini¢do acima nilo depende de p € 7 ou da secdio

L. Também ndo depende da particular expressdo coordenada s de =.
Se y € uma brbita periédica hiperbélica de X de perfodo 1, entdo
D;o(r, p): R*S tem um espaco invariante maximal E’(p) tal que
D, ¢(x, p)| E}(p) tem autovalores de médulo < 1. De modo anélogo

define-se Ej(p) tal que D, ¢(1, p)| ES(p) tem autovalores de médulo
= 1. Verifica-se que

Ei(p) N EY(p) = {tX(p); teR}.

A dimensdo de Ej (p) chama-se indice de estabilidade de y. Observe
que se =: L, — L € a transformagio dec Poincaré em p, entio Ej(p) =
= E'@® {tX(p); t € R} — onde E* é o subespaco estivel de Dn,. Por-
tanto, o indice de y & igual ao indice de n mais um.

4. TEOREMA. Seja y uma drbita periddica hiperbblica de um campo

vetorial X de classe C', entdo existe uma vizinhanga W
de y tal que W*(X | W) é uma variedade diferencidvel de classe C" e di-
mensdo igual ao indice de estabilidade de y. Mais ainda,

W X/W) = {geW; ¢t,q)e W, t > 0}
Analogamente,
W*(X/W) = {ge W, p(t,q)e W, t <0},

O espago tangente de W*(X/W)em g€y ¢ E}(q) ¢ 0 espago tan-
gente a W*(X/W) em gey ¢ Ej(g).

Demonstragdo. Seja"V a vizinhanca de p fornecida para n: L, — E

pelo Teorema 3. Denotemos por Wo conjunto aberto
formado pelos arcos de Orbita positiva de X que ligam x & ¥V com
n(x)e L.
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G(g) € a aplicagio “grdfico de g”, i.e. G(g) (x,) = (x,, g(x.)), e m, é a pro-
Jegdo candnica de E, @ E, sobre E,, é um homeomorfismo de E (r) sobre
wm aberto de E, que contém E_(r). :

Mais ainda, Lip (¥;') < 1 _T 1€

Demonstragdo. Chamemos de A, a wr, o (f— L).
Temos

< .

¥y =L+ 8,06() = LU + L' 4,0 Glg) ¢
Lip(L7'4,°G(g) < [|L;"||+ Lip4,- Lipg < e < 1.

Logo, pela obscrvagdo b) ao Lema 2 da secdo 3, I + L' B, o G(g) é
um homeomorfismo de E, (r) sobre um aberto que contém E, ('), onde

F=r(l—z) ¢ Lip(l+L;'A,oG(g)™ ! < /1 — 1s.
Logo, ¢, ¢ um homeomorfismo sobre um aberto que contém

L(E() e
Lipw;'ﬁuz.:l|m~m£1 T 1

- TE

A prova termina observando que L,(E,(¥) contém a bola E,(r"),
onde r" = t=1p' > r l‘_ —>rnpois tTTYl-er> 1w

3. LEMA. Suponha que ¢ é tal que
) T+ &
1 — ¢
Seja @, =m,0fG(g) e I'(g) = gV, ': E (r) = E,((r). Entdo

; T+E
a) Lip F(g) < e -r:_lpamtndugmm Lipg < 1eg(0) =0.

b) A aplicaglio I': # — &, onde F é o es nétri

Aap : . Pago metrico completo

das HPIIBEFBH mnt_muas gecomg(0) =0eLipg < 1, éuma mntrﬂlﬁn

com constante de contragio A = 1 _°
‘ . l — 12

Imétnm uniforme d(g,,g,) = s:pm| g,(x)

Demonstragdo, :

%) ”P'FlﬂLfP{L.+ﬁJ-Lip95{=+=}Upg.

< 1.

- O espago # & munido da
"'ﬂl{-ﬂl = |g, ‘ﬂ:{- .

o L PR Eo,peiDLnnaZ,Llp r[?] = Llp_?"_]"'p:w;l Sk+el—e<

i

e 3 R O S B
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b) IT@) - T@)| =@, 0¥, — 0,05 | =
= i'—":"lul""ﬁ;:I o "Pn"wi—:l +‘Fl|""’-_:] g 'Pn“'ﬁ'-','l =
< Lipg ) v, —va'l+ |05 — Pasl-
Mas,
'I'Fn“Wnl“'Lﬂl+¢-“G[F:}_L-F:_ﬁn“ﬁw:l}[5
< (| L,|] + Lipd,-|g; = g2) = +&|g — H:{'
Verifica-se sem grande dificuldade que

ET

*) o' =¥l = I_#‘_iﬂt“'ﬂzl'

&7

Esta desigualdade junto com as desigualdades a) e b) desta de-
monstracio implica a parte b) do Lema. m

O fato de ¥, ser um homeomorfismo sobre um aberto W, (E.(r) =
> E,(r) (Lema 2) implica que f(Grifico g) € o grafico de uma Ginica
aplica¢do continua em ¥, (E, (1)) Esta aplicacdo ¢ precisamente I'(g) =
= @,e¥; . Por isto I' chama-se “transformagdo de graficos™; cla
associa a cada g a aplicacdo cujo grafico € a imagem por f do grafico
de g. O ponto fixo de T, g, = g7, corresponde & Unica aplicagdo g{
tal que o grafico de g, ¢ igual a f(Grafico g) N E(r). Portanto f~
(Grifich g,) = Grifico g, e f~' ¢ uma contragdo de Gréfico g,.

Este fato decorre de m, o f ™! o Glg,) = ¥, sendo 7, ¢ Glg ) =
= ;! isometrias ¢ (Lema 2),

e =1 1
Lipy,, = -l 1.

A demonstragdo da parte a do Teorema 1 terminard com a veri-
ficacdo da relagio W* = Grifico g;. Este ¢ o conteddo do Lema se-
guinte.

4. LEMA. Sejam x = (x,%), ¥ = U, ¥) € E() com x, = y, e f~'(x),
f~'(y)€ E(r) para todo i20. Entdo x,=y, = g,(x,).
Este lema decorre da seguinte observacdo relativa ao comporta-

mento de f, que scra usada também na prova da parte b) do Teorema 1.

5. Observagdo. Sejae < :; : eLip (L - f) < &, entéio se denotamos

J = (..., temos
a) Lipf, st +¢
b) Sex = (x,, %) ey = (3, y) sdo dois pontos de E(r)ese| x, ~ y.| 2
= l‘rl-yll' entdo
I.ru{:i _f-{.ﬂl = h‘i*l "El lx-"rr* P “""‘}lx- "']".i F
2 |£,0 = 1L0)].
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¢) Com as mesmas hipoteses de h}. se |x,, Yol = |% = y,|, entdio
[, = 0] < (x+8)|x, -
De fato:

- a) £, —£,0)] = | Lylx, = y) + A, = A,O) | = t|x, ~ 5| +
+Lip(f-L|x=-y|sG+e|x—y]|.

b) | £i(x) = £,0)] = | L.(x,) = L,(y) + Ax) — B,0) | =
2 | Lx, = 3)| = [A.0) = 8,0} =771 | %= v | — 8| x ~ p|

Lembrando que | x — y| = | x, — »,|, em vistade que | x, — y,| >

2 |x=~y]ede|L,] = ]|LI]% "Resulta portanto | £,(x) _f;{y}
2t —g|x-y|.
A segunda designaldade de b) segue de

e+r<l<t —e
- Finalmente, de a) segue-se que

i) = L) | <=G+8) |x—y|=(+8)|x,— p]
c) Resulta imediatamente de a). m

DMM;‘EBJBLEHMIL Dado n > 0, sejam
| X' =f""x) e y ="y

- Temos dois casos a considerar:

1) Existe j, 0 <j < n tal que
1) = £l = 17200) - £ |

2} Para l‘.odn_;,ﬂﬁ_,r-r:n,
' 1A = A0 < |5k = £ien).
Nn caso 1), pela parte b) da observagio anterior, temos

AU - —LU (D AU - £ HI

o 'ou seja qu:

At - f‘“(ﬂlélﬂ“{f} f“'{yll

- Aphmndu sucessivamente estd dnslgualdadc t:mus ;

s‘.:,-‘-:-‘:hm X, = P: PO, i

o X r-l If..{x') f:(v}lalf“{ﬂ-f U}Iﬂlx —P.lz_-.l.'._'.-
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No caso 2), pela parte c) da Observacao anterior, temos

1% = 3| = |[2x) = £261)] = AU D = fx | S
<@+ -] < s @+ X - yvi| < 2riz + €

Logo x, = y_, pois 2r(t + &)" = 0,quando n — co,poist+E< 1. W

Demonstragdo do Teorema 1, parte b).

Da Observaclio 5, parte b), resulta que se x = (x,, x,)¢ ¥ = U A
sdo pontos em WY, com x, = y,, entdo x, = J,. Isto &, W ¢ o grafico
de uma aplicaciio definida num subconjunto de E,(r). De fato, para
todo n > 0, temos

2> |0 -0 2 AU HX) — £ =
>t -9 |t -2 e 26 - x, = Yal-

Logo, | x, — y,| =0, pois 7' — &> 1.
A hipbtese Lip(f — L) < | L™" | ~! implica quef¢ um homeomor-
fismo de E'(r}snhtumabenﬂch.St;jaE{rl}umnbola contida neste

aberto.

Deixamos a0 leitor verificar que r; pode ser tomado igual a
r(|L;7*|~" — £). Observe inicialmente que L(E(r)) contém a bola
E(r|L;*|™"). O homeomorfismo f~': E(r,) = E tem as scguintes
propriedades:
=Lt =L7L — L foft =Lt (L=f)of ", logo

U -L Y= (L7 Lip(f— D-Lip(f™') =
<|L~!|Lip(f - D(L™"|™" = Lip(f— L)%

Observe que 7(L™ ') =t(L) =1, e que & =¢(L) > Lip(f — L)
determinado na prova da parte a) do Teorema 1, depende apenas de .
Portanto, s¢ tomarmos esie nimero pequeno, teremos, pela desigual-
dade acima, que

Lip(f~*' = L7") < e = g(L),
¢ portanto, pela observacio acima, que W’ & um grafico, teremos que
Wi = Wy 0 Elr)) = Wi-yzey = grafico g7-..

pcﬁnimu:g}-p}_,.rdlpaml}dnﬁurmf:w}- Wi é
uma contracio. Isto termins a prova do Teorema 1. m
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Logo, pelo Lema 3(b), temos:
1 rpﬂll”xu:' o r;ﬁ‘;] {I...'Fl =

T+ €

- _
| — 1 lhlixu] '.'.{-Iull
Isto prova que I, ¢ uma contragdo de &, para todo ge 7.
Provarcmos agora que g — I ,(h) & continua para todo h. De fato,

pelo Lema 7,

(*) [(F,(h) = T (x)] =
- | rﬂfﬂ-l::.h}!h:.] — rﬂf‘:lnflulih{x"}[ g 1 foﬁ;[xu}} = Qf[fm[xul]

Verifica-se a partir de (2) e (3) na demonstragdo do Lema 7, que
para todo x, € E,(r),

| &, (%) = Eplx) | < (1 +7)|g = g0 -

Pelo Lema 2, para todo g, a imagem de E,(r) por ¢, ' = &, esti
contida em E,(r') com r = 1rfl — 1 < r, portanto a imagem de ¢,
esta contida_ no compacto E(r) = E(r), onde Df é uniformemente
continua. Logo, (*) implica que I (h) — ", (k) quando g — g, ; de fato,
g — I ,(h) resulta uniformemente continua.

Nota. Observe que cstamos usando a compacidade de E(r) o que

restringe a validez de nosso argumento ao caso E = R", No caso

de espacos de Banach arbitrarios a prova acima € vilida quando Df
¢ uniformemenic continua nas bolas fechadas de E.

Isto lermina a prova da Proposicdo 6, ¢ portanto a prova de que

a aplicacdoy" = g — e portanto W% — do Teorema 1,a), éclasse C!. m

Espago Tangente ¢ Variedade Instdcel.

Verificamos a scguir que se Df(0) = Lentdo Dyi(0) = 0. Isto é, o
espago tangente a Wi em 0 € E,. De fato, por ser Dg ponto fixo de I'(g),
temos que g = g satisfaz a

Dg(0) = DY, (0)e [1, Dg(0)] » [D/u(0) [1, Dg(0)]]~" = [L, Dy(0)]o L.
Isto implica que Dg(0) = 0, pois caso contririo,

| Dg(0)| = * | Dy(0)| < | Dg(0)].
Diferenciubilidade da Variedude Estdvel,

Por ser E{r,i'l N W} = grifico g} = gréfico GY - .,,,,, resulta que
W’ € de classe C°, pelo caso anterior; se Df(0) = L, resulta igualmente
que Dg(0) = 0.
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Nota. A diferenciabilidade das variedades invariantes de pontos sin-

gulares hiperbolicos de campos vetoriais' X decorre dos resul-
iados para variedades invariantes do difeomorfismo ¢, onde @, € 0
fluxo gerado por X.

EXERCICIOS

1. (i) Seja @{r) uma solugdo peribdica de periodo f, de um sistema
autdnomo x' = X(x), onde X é um campo vetorial de classe C™.
Suponha que | X | =1 numa vizinhanga de ¢(t) € sejam {T(t), N(),
B(r)} o triedro de Frenet de ¢(¢) e 7(¢) sua torsio. Prove que a deri-
vada n' da transformacdo de Poincaré no plano I que passa por
#(0) e contém N(0), B(0) & dada por ¢(1,) onde ¢(1) €a matriz funda-
mental, com ¢(0) = identidade, do sistema

W = {(DyX) (), N()) u + (2() + {(DpX) (1), N@))v

o = (= (1) + Dy X)), Bi)))u + {(DpX)(1). B@)) v
(Sugestdo: Se p € I esta suficientemente proxima de ¢(0), escreva
@(t, p) = olt) + uft) N(t) + o(1) B(z). Derive esta equagdo € use as
formulas de Frenet e o fato de @(1, p) ser curva integral do campo
X para obter as equagdes acima.)
(i) Seja ' = R? um plano tal que ge T’ implica X(q)e I'. Se ¢(1)
est4 contida em T, encontre um critério para que a Orbita seja hiper-
bolica.
(Sugestdo: Compare com o critério da integral da divergéncia dado
no Capitulo VI se¢do 6.)

2. Sejam X ¢ Ycampos de classe C', r 2 1 em R3, Se y & 6rbita perio-
dica hiperbolica de ambos os campos e DX(p) = DY(p) para todo
p €y mostre que as variedades estaveis de X e Y relativas a y sdo
tangentes ao longo de y. Generalize para o caso.em que D*X(p) =
= D*Y(p) para k =0,1,....m com m <.

3. Seja um difeomorfismo F,de R? em R” de classe C' que tem a origem
como ponto fixo hiperbolico. Seja F, uma segliéncia de difeomor-
fismos que converge juntamente com suas derivadas primeiras para
F, uniformemente nas partes compactas. Prove que para n suficien-
temente grande, F, tem um ponto fixo hiperbdlico x, tal que lim x, =0.

R4

Prove entdo que a variedade-instavel W de F, em x, converge

uniformemente nas partes compactas para a variedade instavel
Wy de F,.
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1. NUmero de rotagdo

Scju /: R? — R de classe ¢! ¢ peribdica de periodo 1, isto &,

(1) flx+ Ly) =f(x.y) =fx. y+ 1 ¥x.reR.
Para todo ye R, sgja (1, ) a solugiio de

(2) yo=flty 0 =y
Entdo

(32) ot + 1,9 =olo(ly) c

(3b) el,y+1) =l y) + 1 YieR YyeR,

E facil ver quc a aplicagio : R = R, y(v) = ¢(1, y) € um difeo-
morfismo de classe C'. Da unicidade das solugdes de (2) vé-se que
& estritamente crescente. Ainda, de (3a) segue que

(4) ') = el y), nz=0

Consideremos o toro R*/Z% O campo X : R* — R?, definido por
X(x, y) = (1, f(x, ), define um fluxo @ de classe C' no toro por pas-
-sagem ao quociente. Seja C o circulo {(0, y); y € R/Z}; observe que @
€ transversal a C. Ainda, ¥(y + 1) = 1 + y(y) Vy € R, donde esta bem
definido o difeomorfismo n: C = C, (0, y) = (0, ¥ (). E ficil ver que
o estudo do comportamento das solugdes de (2) se reduz ao estudo do
difeomorfismo n de C. Por exemplo, @ tem uma orbita fechada se ¢
somente s¢ m tem um ponto periodico.

A proposi¢do seguinte nos permitird definir o nimero de rotagio.

1. PROPOSICAOQ. Para todo y€R, o limite p = lim ﬂ'ﬂu existe e

[ = N

nio depende de y.

Demonstragdo. Vamos provar primeiro que existe o lim @(n0) _

|a] == M
. ¥"(0 ; -
= lim —"[—]- Notemos primeiro que, dados y,,

|m] = o

y; € R, tem-se

) etyd=y-1s<oly) -y, <olt,y) -y +1, VieR

= e S ST =
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Eﬂ‘l wrtude de (3b), basta pruvar isto para |I g 3’111 E'l] Ee; (::]E::I
Usando & unicidade das solucdes de (2) obtemos 0 < o, J-'l}l_ . {1:
y) < L. Somando membro a membro com —1 <y, —y, <0, vem

—l=olby) -y —ely)+y, <1,

mlﬂlih'l F(yy) — F(yy)| < 1.Se y; < y,, procede-se de modo anilogo.
Em parumlar, de (*) obtém-se

(**) em0)—1<omy)—y<om0)+ 1 Vmel, YyeR.

Fazendo sucessivamente y = 0, p(m, 0), ..., @(n — 1) m, 0) nesta relagdo,
vem

pm0)—1<om0 < omO+1, é
lP(nl.Ufl =1 = @(Em 0) — @(m,0) < @(m,0) + 1, i
Ppm0) —1s o(nm,0) — oln— 1)m,0) < #(m,0) + 1, f
para todo neZ. '
Somando membro a membro estas relacbes, obtemos
neg(m,0) —n < p(nm,0) < nqo[m,ﬂ} +n Vnmed.
- Ddi, o ' . T
] . mn m | ml ] - gy
omn,0) om0 _ 1 _. $
l me B | Inl

. - Portanto, o

[ m H

“"TT

o(n0) ﬂ] Pm m | .
(al=w. M- :

*I“ﬂ Ilm 4’{"'“) = lim "F{"'-""} \;'yeﬂ hasu dmdu a: rﬂﬂﬁﬂ l“}
eelien el s WY S o e T da Fy
5t e ' e | Lo o &  demonstrach da pro- 1
Pﬂﬁﬂ?ﬁﬂ l 7
o n ._."m_.'_ b .__ '_"-_:".:"."I".' ___' '-:..-!_1:- ,:':1-'.":':._' _,"-_.:I.'- =l.:.'i'\..-_:'.'_-_'. -_-'LZ‘-_.-:.‘;:_'_. .:‘"_-I_-I- :I_- :.:_-'-..E_. e _:‘;:‘;._ e gy Smpte




312  LigSes de equaglies diferencials ordinérias

2. Observagies. a) Para obter a conclusdo da proposi¢do 1 é suficiente
' supor apenas que /¢ lipschitziana em relagdo a segunda

variével ou, menos ainda, que a equacio (2) tem solu¢do inica definida
em R.

b) Seja ¥: R - R uma fungdo estritamente crescente tal que
Y(y+1) = ¥(y) + 1 VyeR. Entdo continuam validas as conclusoes
da proposigio 1. Se y for continua, verifica-se que ela provém de uma
equagio do tipo (2), pois entdo ¥ determina um homeomorfismo
n:S' = S! que gera um fluxo no toro.

3. DEFINICAO, O nimero p = lim _ﬁr?{_y_]_ chama-se ntimero de
|n| =
rotagdo da equacgdo (2) .ou do fluxo @ (ou ainda do
difeomorfismo ).

. De acordo com a proposi¢io 1, o nimero de rotag¢do esta bem de-
finido. Nele se refletem certas propriedades das orbitas de @ (ou de =),
como na proposi¢io abaixo.

4. PROPOSICAO. O mimero de rotagdo p € racional se e somente se
. T possui orbita periddica (ou, equivalente, © possui
orbita fechada).

Demonstragdo. Suponhamos p=r/m, r, meZ, m > 0. Afirmo que

n" tem ponto fixo. Caso contréario, @(m,y) # r + y
para todo y € R. Suponhamos @(m, y) > r + y, ¥y. Seja a > 0 tal que
@(m, y)—r—y 2 a, VYyeR, cuja existéncia & garantida pela periodi-
cidade de y— ¢@(m,y) — y. Fazendo sucessivamente y = ¢@(m, y),
@(2m, y), ..., @(k — 1)m, y), obtemos @(mk, y) > k(r + a) + y. Divi-

dindo por mk e fazendo k — o0, obtemos p > -+ @

» 0 que ¢ absurdo.

Se @(m, y) <r+y Vy, procedemos de modo analogo, Portanto, o™
tem ponto fixo.

Reciprocamente, suponhamos que n™ tenha ﬁnntn ixo
) y para
algum m. Seja r tal que ¢(m, y) = r + y. Usando (3) ve-se que g(km, y) =

. =kr+y Yk 20, donde p = lim POM ) oL Dot p & ra-

k= km m

1

" - cional. m
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5. PROPOSIGAO. O niimero de rotagio varia continuamente com [,
isto é, dado & > 0, existe § > 0 tal que | flx, y) -

~fil | <8 V(x,y)eR?*=|p — p,| <& onde p; é 0 nimero
de rotagdo de

(6) Y =/l y)

Demonstrag@o. Seja m > 0 tal que 1/m < /3. Seja ¢,(1, 0) a solugdo

de (6) com y(0) = 0. Fazendo n — o na relagdo ()
obtemos _

@,(m, 0) i
m

<Lle
m

.,

L
—.

Fl|":'

Pela continuidade das solucbes da equacdo diferencial (2) relativamente
a f (cap. 11, se¢do 2), existe & > 0 tal que

| y) = fit, )| <8 ¥Yix,y)eR? implica
IF’[Iiu}"'Fium{}” <1,0=t=m Dai lp _Fll": E,

como queriamos demonstrar. B

2. Teorema de Schwartz

Seja M? um subconjunto de R" munido da topologia induzida.
Diz-se que M? & uma variedade bidimensional ou uma superficie quando
para cada p € M? existem uma vizinhanca V¥, de p em R" ¢ um homeo-
morfismo x : ¥, 0 M? = R?, chamado sistema de coordenadas locais
em torno de p, com as seguintes propriedades:

a) x~': R? » R" & de classe C*;

b) Dx~"(a) é injetiva para todo a€ R?

O plano T,M? = Dx"'(x{p)) (R?) chama-se espago tangente ou
plano tangente a M* em p.

Um fluxo de classe C* em M? & uma aplicaclo ¢: R x M? - M?
tal que

() p0.p) =p VpeM?;

(b) @it (s, p) =0t + 5,9 VpeM?, ViseR;

{c}uiuc:umnnpliuﬂow:ll:H'—-Il'duulaﬂ(‘."utquqfﬂn
x M* = gp. '
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| i IUm campo vetorial X : R" — R" diz-se tangente & superfici
" quando X (p) € T,M™. Todo fluxo em M? pode ser obtido por resyica.
= H # MI do fluxo local de um campo vetorial X em R que é m“ﬂﬂﬂu

a M?. Mostra-se que se X ¢ de classe C" entdo a restri¢io do flyxe loca]

_de.X a M* & um fluxo de classé C" em M. Ver exercicio 1.

Para os fluxos de classe C" em superficies compactas sig villidog

~o0s conceitos de conjuntos & e w-limite e os resultados gerais demop;.
. trados em XIL

Seja @: R x M? —».M? um fluxo e ponhamos @,(+) = ¢(1, ). Un
conjunto y c M? diz-se minimal para @ se g # ¢ € compacto, é inya-
riante por @ (isto ¢, ¢,(z) = u Yr€R) e x4 ndo contém subconjuntes

. proprios com esta propriedade. Os pontos singulares € as orbitas

periddicas de ¢ sdo conjuntas minimais. Se a € irracional, entdo o toro
T? & um conjunto minimal do fluxo induzido em R* pelo campo cons-
tante (1, a) de R2

Um conjunto minimal diz-se trivial quando for um ponto singular,
ou uma 6rbita periddica ou um toro. O teorema de Poincaré-Bendixson
estabelece que em R? e em §* nfo existem conjuntos minimais ndo

triviais. '

1. TEOREMA DE SCHWARTZ. Um fluxo @, de classe C* em uma
variedade bidimensional M?, com-

pacta conexa e sem bordo, ndo pode possuir um conjunto minimal p dis-
tinto de um ponto singular ou trajetoria fechada a menos que M* =

=T =p

“Antes de iniciar a demonstragdo verificaremos o seguinte:

. 'LEMA L Seja = M? um conjunto minimal para @.

a) Sg' 4 tem interior ndo vazio entdo p = M? e M? é o toro T .
b) Se p é ndo- trivial e tem interior vazio entdo para toda segio

.- (segmento) transversal I, I~ p é um conjunto perfeito (isto &, é com-
-+ .pacto. sendo que todos os seus pontos sio pontos de acumulagdo) de

: interior vazio (magro) em I. -

A ﬂfmﬂ“‘-‘rﬂlﬁﬁﬂ a) - & fechado. Mostraremos que x & aberto. Seja 4

‘um aberto, A < ¢ pe . Existe ¢, tal que @ (o, P) €4

-, Obviamente ¢_,,(4) < u & um aberto-que contém p. Portanio #
. aberto.c segue, pela.conexidade de:M?, que p'=-M>2 Assim.@ €U0 ..
< Mluxo:sem singularidades ¢ portanto M? €0 toro T2 oy a gamafade - .-

Y
e

e W PR L T
Rt L Ty Vol
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Klein K2, pois estas sdio as (inicas variedades bidimensionais compactas
que tem um campo continuo sem singularidades. Mas M? nfio pode
ser K2, pois um fluxo em K? sem singularidades tem necessariamente

uma orbita fechada, por um teorema de Kneser. Este fato porém, nédo

serd utilizado na demonstracio do teorema l.
b) E imediato: I A p é perfeito devido ao fato de que todas as

6rbitas de p sdo densas em p; | n g & magro porque y € magro ¢ Jé&

. secdo transversal. m

Demonstragdo do Teorema 1. Suponhamos que ¢ admite um con-
junto minimal g, magro e distinto de

um ponto smg'u!ar ou trajetdria fechada.
Seja i: [—-1,1] - M? um mergulho de classe C? tal que:

(a) A imagem i, de i restrito a (— 1, 1), & transversal a cada orbita de ¢
* que a intercepta isto €, se r# +1, Z—T{ﬂ,f{r}] e i'(r) sdo linear-

mente independentes. |
(b) i(—1) e i(1) ndo estio em p.
(c) i(0) € .

A existéncia do mérglﬂhn i, pode ser visto.usando para (a) e (c)
um fluxo tubular e para (b) o fato que p tem interior vazio.

(1) Veja que existe um o > 0 tal que para [t| <oe|r| <L, é(,r) =
= @(t, i(r)) define um difeomorfismo. =" pode ser considerado como
um sistema de coordenadas em M? em torno de i(0). '

(2) A demonstracdo baseia-se no estudo do comportamento da
funcio f(x) defi nida pelo primeiro ponto de retorno a I da drbita de
¢ por x € l. Precisaremos a defini¢io de f como segue. -

Seja U = {x eI tal que existe t > 0 com q:{t,'xlef}: jfcriﬁca-in: _'

facilmente que U & aberto em I, Para cada x € U, seja t(x) = min

{t; p(t,x)el, t >0}, Seja V=i""(U) = (=1, 1); Vé aberto-pois U-

é aberto. Defina f: V= (— 1,1) por f(V} = i™" [@(t(i(v)), {v))]. Obser-
" vemos que para | v— v, s.uﬁcinnt:mcut: pequeno, f(v) = r(d~! [¢

:{.! (i(vo)), i(v)]), onde r(x, y) = y, e como conseqiiéncia f & de classe C*. .. . '.

: (3) O conjunto p sendo minimal, as orbitas de ¢ por pontos de. i
. 8do densas em . Tem-se entdo que G = I~ ‘U ny < V. Peo Lﬂﬂﬂ 1.' o
- Gép:rl'ﬂtnemngmmn[-ll] gt L

Sq]a H"um ahcrtn de: [—»'l l] tal quc Gc H’i: W:: I-"

.
‘._. - :'_ [
1 . L

i =
=

iy b as
A s P
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: (‘,l} G=(— L,1) - ll-Jl (a;, h’. onde (a;, b;i sdo illlﬂ"d'ﬂm “hﬂﬂ ]

0=

4 = G.

Eﬂlﬁi 2€G ¢ f*(v) = v entdo k =0.

(44) Gémmnjtmtommmﬂ.pnnﬁnumtﬂud;qm G ndo contégy
a .mmhonnjmtnh:lmduxn # ¢¢Dﬂ1f{j:q} =K,

{4.5) Existe L > 0 tal que |/"(w)| 2 L, para todo we W.
(4.6) Dado a€ G o conjunto H = { f*(a). keZ} & denso em g,

(47) Existe M > 0 tal que |/"(w)| < M para todo we W.

5. LEMA. Parafe G como em(2)e(3) sendo fmondtona, temos o seguinte:
(5.1) Existe um ponto a€ G tal que lim Df*(g) = 0.

k=ap
(5.2) Existeuma vizinhancadea, V(a).em(— I, 1)tal qu.m Df*(x) =0,
uniformemente x € Via) =

Provemos agora 0 Teorema usando os Lemas 4 ¢ 5. Em seguida
verificaremos tais lemas. A demonstracio do Teorema segue-se se
mosirarmos que ndo existe uma funciio satisfazendo as propriedades
(4) estabelecidas no Lema 4. Para isto usaremos o Lema 5. Com efeito,
ﬁ{ﬁ:{iﬁlmmahmd}ﬂemintﬁqusuﬁﬁmtmu

grande tais que (a—d, a-+ )< Via) | /o) —a| < L o] ') | < 5
para [s—a|sd Logo |f*latd) - a| s |f*a+d)-Sfla)| +
+|J*€di—ﬂ|5|1!l""{ﬂ”hl + %:dmﬂgﬂnﬂe{n-tn+ﬂ

Portanto fa + d)e{a ~ d,a + d). Assim f%s) — s 12m sinais opostos
emy=g+4d Lﬂpﬂﬂlﬂ#,,l:,-—ql{dtﬂqmﬁw -.:.ﬂm
S™Xo0) = soparan = 1,2,3.. e, de (52) conclui-se lim f*{a) = 3,, pois

|/™@) ~ 1™%sp)) = | Dy=e)] |a~ 55| para a.l;mnlsfﬁ{n— da+de
m ™0 = 0. Como ae G, segue-se de (4.2) que f™(a)€ G; sendo G

mhﬂmﬂﬂiﬁ,uwmﬂ,ﬂumﬂnnﬁﬂl

1 . Q
e M imiuipumﬁn_f&mdtm

hmt“.wimmﬂgmwmumiuiﬁi“_
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Prova do Lema 4.

(4.1) segue da definicdo de G ; (4.3) é imediata pois 4 nao contém
orbitas periddicas; (4.2) segue do fato de que dado g€ I n p existem
valores positivos e negativos de r tais que @(t, g) € I N p. Para verificar
(4.4) suponha que existe um tal K,. Seja Ko = i(K,) & G = i(G). Con-
sideremos a unido 0 de todas as orbitas de ¢ passando por pontos
de Ko. Mostremos que Q ¢ fechado em . Suponha que ndo; s¢ja
pef)—. Aqui Q¢ o fecho de 0 em u. Existe 1, € R tal que @{to, PYEI M-
Como G —_fn & aberto em G e @(ty, p)eG — K,, existe uma vizi-
‘nhanca de ¥ de ¢ft,, p) em G com ¥V n Ky = @ tal que ¢_,(V) ndo
contém pontos de ©, o que é absurdo pois pe@_ (V) N — ).
Como Q & invariante tem-se Q = e assim K, = G. O item (4.5) &
imediato, pois W & compacto ¢, por construgdo, f*(v) # 0 para todo
ve V. .

Seja H como em (4.6). O fecho de H, H ¢ invariante com respeito
a f; pois se x€ H entdo existe uma seqii€éncia {k,} neN, k,eN tal que
lim /*a) = x ¢ assim f(lim [Ho(a)) = f(x) isto &, lim f**'(a) = f(x)
o que implica f(x)& H. Dai f(H) = H. Analogamente lim /%" '(a) =

nz1
= f~\(x)e H isto ¢ f ~}(H) < H. Logo f(H) = H pois f ¢ bijetiva em
G. segundo (4.2) e (4.5). Agora usando (4.4) conclui-se G = H. Isso
mostra (4.6) (4.7) segue ao fato de que f & de classe C*. m
Para a prova do Lema 5, precisaremos de dois resultados estabe-

lecidos a seguir,

LEMA 6. Existe um intervalo aberto (a, b) com a, be G e tal que
~ f*{(a, b)} = W para todo k = 0. Supor f mondtona.

Demonstracdo. Seja p = dist (G, [—1, 1] — W). Para os a,, b; de (4.1)
sejam § = {i;b; — a; = p} e Y = {a,, b, i € §}. Obser-
vemos que S e Y sdo conjuntos finitos. _
~ Segue-se de (4.3)que existe N inteiro, tal quef*(a,) ¢ Ypara K = N.
De fato, o conjunto K, = {a,, by, a3, b, a3, by, ...} sendo invariante
por fe Y finito, existe N > Otalque {f'(a)} i =0, 1,2, ... N contém Y.
Suponha que existe n > N tal que f"(a,) € Y, digamos f"(a,) =q; =
= f*a,), 0<s<N. Como n> N existe k > 1tal que n=k + s,
Assim a; = f"(a,) = f(/*(@))) = f*(a,y o que implica k = 0. Para
~ ver que f(K,) = K,, basta observar que s, € G — K, <> para todo
g > 0 tem-se: ' R B
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" = ¢. Mas comof(G) = G, temos que f(a,) € K, por (*). O arg
- . feito para a, ¢ vélido para qualquer outro elemento de g

Gl —as)FP € Gn(sp 5o+ %g o

(s, ndo & extremo de intervalo). Seja a, € K, ¢ suponhamog -

estritamente crescente; entdo G N (@, b)) =d=Gn (/(a, Yo '-La

Umenjqy

1» CONsjda.
rando que f ¢ estritamente monotona e que f(G) = G, e

Assim /*(a,) = a; ou b, para algum i, ¢ de acordo com a escyy
do N, |/*(a) — f*(b)] < p para todo k 2 N. O intervalo (g, b =
= (a;, b,) satisfaz as propriedades requeridas. m

" LEMA 7. (Desigualdade fmrdume‘m:::!}. Seja N um inteiro e [p.q)c(=1, 1

Entdo

tal que f*([p,q]) = W pura todo k satisfazendo 0 < k< .

mfhl[“}l (E k N )

para todo k satisfazendo 0 < k < N e u, ve [p, q]; M e Lsio como em

@5 e@n -

: : Demanstragao. Temos que f *;‘{s] =fofXs) e portanto .Df E+lg) =

. - Entdo

S NS). DfY(s), donde

15| _ £ S EE ) S L]
R ST LU SO 0]

o |k
B[oi [ < I, o8l (] ~ togl (o] | <
& 1wy | |
- T 110 - 7o), onde wierta, s

- . A Gltima &Esigua]dldé do Te ; J |
 diferencial, ¢ segue do Teorema do valor médio _du.calmlu

T Usando agora as desigualdades (4.5) e (4.7), e que f sendo estrita- -

. 'mente monétona, f també
SoepdEe oL g

o<m'o &, a tltima expressdo acima é majorada

T e T P e ¥ s
. i ., e T M k iy G :
2 TATM-re STLIre-ral

A5 DES IAJOMGED BoRalE ity g T e P L BT
g Y R S desigualdade fundamental. @ . i .

o L )
(-1 4 i "y i

' k ] -
PFEr | L .
am I.-.'|'|-|,a'. - 5
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Prova do Lema 5. Demonstraremos gue o ponto @ escothido no.Lema
6 satisfaz a (5.1). Faremos isse mostrando que 2

i E., Df*(a) converge. Seja entdo a, = f*(a) ¢ b, =/ () Pelo

visto na demonstracio do lema 6, & claro que G N [ai 8] = {ay, Bu}s
de modo que os intervalos [4,, b,] sfio todos disjuntos. Temos

@15 § |b-al= § |70 -ral = § |oriwal [b—al

para certos wy& (4, b). Portanto 3. wﬂw.}sﬁmm "

k=D

Aqui usamos o fatode M? ser orientavel para garantir que Df*(wy) &
positivo. :

Apliquemos agora & desigualdade fundamental (lema 7) ao inter-
valo (a,b) (lema's) pondo p =a, g =b, u =a, v =W, Temos

DfYa)| £I-l . M
D) “P(L ,E,If’“” fAa) |) sexp

usando (*), dnni; Mﬂ)ﬁ{ﬂprL}w"{w.,]. Levando em conta (**)
conclui-se que Eﬂﬂf‘{ﬂ} converge, © que prova (5.1).
ke .
Para terminar a demonstraglo, rests provar (52). Vamos ento
#mmd}ﬂmmﬂﬁb]=ﬂmwum

F[aj-{:;I:-n|-r:d}.hni:m.hnndnnmm(in,hm:dp
mminlrd:-ﬂulquapnn:il’{n).:ukzﬂintdmtmhm

@ '@ - @l <p

i) | 0769 < | Dfa)]
onde p = dist[G,[—1,1] — W). Usaremos indugio em k.

Para k = 0, obviaments existem d = do, o, 1ais goe (1) ¢ (i) sho
MHWWQH[I}#E)IHMM
'mmdtmjﬁtsn.mﬁn

| ‘_'_"i"{‘" ;_ ; mpillﬁ.u.i}
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onde T = i!:!f Ya) utilizado na prova de (5.1). Mostraremos que par,
k=0
k= N + 1 e o mesmo d, (i} e (i) sdo satisfeitos. De fato aplicandg 4

desigualdade fundamental para p=u =X, § =L = a, em virtude
da hipdtese de indugdo ¢ levando em conta o valor de d, temos

| ¥ ()| < EI]:I{M.-"LJEi]U"f:} — fHa)| | D" Ya)| <
< exp [MfL}kiu | DfHuy)|d| Df*a)| <

<exp(M/L) 3 d-x| D@ | a)] <

< exp(M/L) daz | Df**Ya)| < «| Df¥* "(a)|

o que mostra (jii) para K =N + L

O u, usado acima pertence a [x, a]. Dai segue que para um certo
fe[x,a], /¥ (x) =" Ya)| = |x—a| |[D¥710) < d2|Df*"'(a)| <
<dat < p isto é (i) € também satisfeito para k = N + 1. Observe
que (i) se aplica para fazer 2 indugdo em (ii) e para garantir 0 uso da
desigualdade fundamental, pois cla garante que [*([x,a]) = W. O
mesmo raciocinio vale para x > a. B

Isto prova o teorema no caso orientivel. Se M? nio for orientivel,
toma-se M? % M? o seu recobrimento duplo orientavel e @ o nico
fluxo que recobre o, isto &, tal que geo i, =, 2 g. Como & ndo admile
conjuntos minimais ndo triviais, © mesmo acontece com . B

O teorema de Schwartz admite a seguinte formulagio equivalente:

I. TEOREMA DE SCHWARTZ. Seja X um campo vetorial de classe

C? numa variedade bidimensional
M?. Seja y uma orbita de X. Se w(y) ndo contém pontos singulares, entdo
w(y) € uma orbita fechada ou w(y) = T2, e neste caso M* = T>.

2. COROLARIO. Seja X um campo vetorial de classe C* em T?. Se
X ndo tem singularidade, ocorre uma das seguintes

alternativas: a) o conjunto « (e wylimite de toda érbita de X é uma drbita

Jechada; b) o conjunto « (e w) limite de toda drbita de X é T>.

Demonstragio. E suficiente provar que se o w-limite de uma orbita
de X € uma 6rbita periédica y entdo o w-limite de

T
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qualquer outra orbita também & uma orbita fechada. Mas isto decorre
do fato de que T? — y é homeomorfa a R? — {0}, onde podemos
aplicar o teorema de Poincaré-Bendixson. ®

O seguinte corolirio deve-se a Denjoy (1932), que o provou Su-
pondo f de classe C* ¢ Df de variagio limitada. A versdo que se Scgue
decorre do teorema de Schwartz

3. COROLARIO. Seja ¢ wum fluxo de classe C* em T* induzido por

um campo de R? da forma (x, y) = (1, f(x, y)- Seja
p = p{f) o nimero de rotagio deste fluxo. Entdo p € irracional se e
somente se todas as Orbitas de @ sdo densas em T.

'Demonstragio. Imediata a partir do Teorema I’ =

4' Observagdo. O corolario acima é falso se f for de classe C" apenas,
sem outra hipdtese adicional, conforme um exemplo
de Denjoy.

EKERCfClﬂS_

1. Seja X um campo em R” de classe C' e considere uma superficie
M < R* de classe C? tal que pe M implica X (p) e T, M. Mostre
que qualquer 6rbita de X passando por um ponto de M esta inteira-
mente contida nessa superficie. '

2. Considere o sistema de equagbes de ordem 2

'+ -1)x"+x=0 }

2" +J/2P -1y +y=0

Mostre que toda oOrbita de (*) em R*(x,x,y,y)—Tonde T =
= (R? x (0,0)) U ((0,0) x R?) & densa mum toro,

3. Considere a familia de aplicagdes f,: R? = R dada por f,(x, y) =
= a + sen? 2ny, ae[—1,1]. Seja p(a) o nimero de rotacdo de
X, = (1,f.). Prove que a— p(a) nio € diferenciavel em a=0 -
(Sugestio: Para todo a€ [—1,0], X, tem Orbita periddica paralela
mti:odnt:*s.:dﬂp{n}nﬂ.mn}ﬂ,inw

y .
x {-J o , obtém-se pla) = v @ +a)

*)

3 a + sen’ 2ny
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4 Scia X = (1. f)umcampo periddico "' de R? de periodo 1 nas duas
vandveis. Diz-se que o numero de rotagdo p de X € estavel quando
cuiste ¢ > 0 13l que se f,:R? — R sausfaz | filx.y) = flx. ¥)| <«
para todo (x, y)€ R? entdo o nimero de rotagdo de X, = (1. 1)) é
amda p. Se o numero de rotacdo p de X € um racional p-g, definimos
gU) = @lq,. ¥) — p — v, onde @1, y) ¢ a solugdo de ' = f(1, y),
¥(0) = y. Prove quc p ¢ estivel sc ¢ 50 se p € racional ¢ a lungio y
muda de sinal,

S. Scja X um campo C' em uma superflcic compacta M. Entdo X
possui conjunios minimais. Ainda. se 4 € mimmal, entdo para lodo
PeEwu a Orbita de X ecm p € densa em w.
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iINDICE ALFABETICO

- ovo formal, 119
gﬁf:;midls (ver oscilagdes)
Arzeld (ver tcorema de) _
. t&ticamente estivel, orbita, 269

estdvel, ponto singular, 269
Alrator, 65, 67, T-a'l 227, 284
Auto-adjunto (ver operador)
Autofungdo, 107
Autdnoma (ver equagio)
Autovalor, 107, 117
Autovetor, 117

Blase ortonormal, 116
Bendixson, critério de, 258
Bernoulli (ver equagio de)
Bessel, desigualdade de, 131
(ver equaglo de e funglo de)

Campo de vetores, 208, 314

Centro, 67 )

Cetaev, critério de 275

Chebyshev (ver equaglio de ¢ polindmio

de)
Ciclo limite, 228
Compacto (ver operador)
Condigdes de contorno, 107, 119
Conjugagdo de campos vetoriais, 220
de sistemas lineares, 70
Iocal de difeormofismos, 282
Conjunto estavel, 295
instdvel, 295
invariante, 295
2¥-limite, 243
w-limite, 243
minimal 258, 314
positivamente invariante, 273
Contorno (ver condigdes de)
Contraglo (ver lema da)
nas fibras (ver teorcma de)
Curva integral, 208

Denjoy (ver teorema de)
Divergéncia (ver férmula da)

Equaclio autbnoma, 202
confluente hipergeometrica, 197
de Bernoulli, 23
de Bessel, 186
de Chebyshev, 199
de Euler, 157
de Laguerre, 198
de Legendre, 200
de Legendre associada, 203
de Ricaui, 23

de Storm-Liouvillle, 106

de varidveis separdveis, 8

de van der Pol, 257

diferencial de primeira ordem, 4

diferencial de ordem superior, 20

Fuchsiana, 162, 163

homogénea, 22

hipergeométrica, 177

linear, 10, 50

lincar de ordem superior, 95
Equicontinuidade, 15
Equivaléncia de campos vetoriais, 220
Estabilidade (ver Indice de)
Estével, ciclo limite, 228

conjunio, 295

brbita, 268

drbita assintdticamente, 269

polindmio, 99

subespago, 77, 283

variedade, 295
Euler (ver equagio de)

expoentes, 165

exponencial de uma matriz, 58

fase (ver retrato de)
Floquet (ver teorema de)
Fluxo, 59, 210
Fluxo tubular (ver teorema do)
Floco, 67
Fonte, 66, 294

forcadas (ver oscilagdes)
Formula da divergincia, 229

de Liouville, 56

de Rodrigues, 202
Frobenius {ver método de)
Fuchs (ver teorema de)
Fuchsiana (ver equagio)
Funcio de Bessel, 186, 191

de Lyapounov, 272

Lipschitziana, 272
Fundamental, matriz, 54

sistema, 96

Gronwall (ver lema de)

Harmdnico simples, movimento, 85
Hartman (ver teorema de)
Hilbert, espaco de, 137
Hiperbblica (ver orbita)
Hiperbélico, automorfismo, 283

ponto fixo, 283

ponto singular, 225

sistemna linear, 77
Hipergeométrica (ver equaglio)
Homogénea (ver equagio)
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k|
Identidade do paralelogramo. I
fndice de csiabilidade, 77, 225, 297
Indicial (ver polindmio)
Insivel, conjuato 295

ponto singular, 275

subespaco, 77, 284

variedade, 295
Integral primeira, 233
Intervalo miximo, 17, 209
Invariante (ver conjunto)

Irregular (ver ponto singular)
Jordan, forma candnica de,

Laguerre (ver equacio de)
Legendre (ver equagdo de)
Lema da contraclo, 12
Lema de Gronwall, 37
Lienard (ver teorema de)
Lincar (ver equacio)
Liouville (ver formula de)

Lipschitriana (ver fungio)

Matriz d= monodromia, 142

exponencial de uma, 58
forma de Jordan, 72

fundamental, 54

nilpotente, 60
Mitodo de Frobenius, 173

de variacdo de pardmetros, 65
Minimal (ver conjunto) _
Monodromia {(ver matriz)

Né, 65, 66, 67

Norma, 115

Normado, espaco, 116

Nimero de rotagdo, 312

Operador autoadjunto, 117
compacio, 116
formalmente auto-adjunto, 119
Orbita, 217 '
assintGticamente estdvel, 269
estdve], 268
fechada hiperbblica, 297
Oscilacdes amortecidas, 86

forgadas, 86

Paralelogramo (ver identidade do)
Peano (ver teorema de)

Picard (ver 1eorema de) "
P_mcan’: (ver transfarmagdo de)
Fincaré-Bendixson (ver teorema de)
Poliménio de Chebyshev, 199

nclals erdindrias

Polindmio de Laguerre, 198
de Legendre, 200
cstavel, 99
indicial, 157, 159
Ponto fixo, 283
fixo hiperbélico, 283
regular, 140, 155, 208
singular hiperbblico, 225
singular instdvel, 275
singular irregular, 137
singular regular, 147, 156,
singular simples, 144, 147, 156
Pré-Hilbertiano, espago, 116, 131
Produto interno, 116, 131
Problema de Cauchy, 6, 20, 21
de Sturm-Liouville regular, 107
de Sturm-Liouville singular, 108

Quase-polimdnio, 99

Regular (ver ponto)
Ressondincia, 87

Retrato de fase, 217
Ricatti (ver equagiio de)
Riemann (ver simbolo de)
Rodrigues (ver formula de)
Rotagio (ver nimero de)

Schwartz (ver teorema de)
Sela, 66
Série logaritmica formal, 149
Simbolo de Riemann, 167
Singular (ver ponto)
Soluglo aproximada, 31
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formal, 83, 149
méxima, 17
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