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SIMPLICIDAD DE LA MATEMATICA.

Eziste una opinion muy generalizada segun la cual la matemdtica es la
ciencia mas dificil cuando en realidad es la mds simple de todas. La causa de
esta paradoja reside en el hecho de que, precisamente por su simplicidad, los
razonamientos matemdticos equivocados quedan a la vista. En una compleja
cuestion de politica o arte, hay tantos factores en juego y tantos desconocidos o
inaparentes, que es muy dificil distinguir lo verdadero de lo falso. El resultado
es que cualquier tonto se cree en condiciones de discutir sobre politica y arte
—uy en verdad lo hace— mientras que mira la matemdtica desde una respetuosa
distancia.

Ernesto Sdbato, en Uno y el Universo (1945)






0.1 Introduccién

Este texto pretende servir como introduccién a la teoria de las ecuaciones
diferenciales ordinarias y en derivadas parciales, cubriendo al mismo tiempo
algunas nociones basicas del andlisis matematico que resultan imprescindibles
para dar los primeros pasos en la teoria de las ecuaciones diferenciales. Ha sido
pensado para atender las necesidad del curso de Ecuaciones Diferenciales que
corresponde al nuevo plan de estudios de la Facultad de Ingenieria, aunque
esperamos que pueda ser 1util también en otros contextos. En realidad no es
todavia un texto acabado, sino una version corregida a partir de la experiencia
recogida en las ediciones de 1998 y 1999 del curso Ecuaciones Diferenciales,
de un libro que estd en proceso de elaboracién.

En la exposicién hemos tratado de priorizar aspectos cualitativos de la
teoria bésica de las ecuaciones diferenciales: se introduce rapidamente la no-
cién de diagrama de fases y los conceptos de estabilidad e inestabilidad de
puntos criticos en ejemplos de ecuaciones diferenciales en la recta; el mismo
enfoque se utiliza para ecuaciones en el plano; en el caso de los sistemas lineales
en el plano hemos presentado una discusién exhaustiva con el objetivo de que
el estudiante pueda apreciar todos los comportamientos dindmicos que pueden
presentar; para la ecuacién de ondas se enfatiza la presencia de caracteristicas
y la ausencia de efectos regularizantes; hemos dedicado una seccién al principio
del maximo para la ecuacién del calor, y hemos subrayado también el cardcter
irreversible de la evolucién y la presencia de una fuerte regularizacién, etc.

Existe en la actualidad un buen niimero de libros de ecuaciones diferencia-
les ordinarias que enfatizan estos aspectos cualitativos y los combinan con el
uso de la enorme capacidad de cdlculo que tienen las computadores modernas.
Un buen ejemplo de este tipo de textos es la referencia [BP]. Recomendamos,
por ejemplo, la lectura de las secciones dedicadas a los problemas de especies
competidoras y de rapaz-presa, como un complemento al capitulo 3 de este
texto. La seccién dedicada a modelos en los que aparecen fenémenos cadticos
es un muy buen complemento a este curso. Otra buena referencia general
es el texto [Si]. Sin embargo no es corriente que estos textos ofrezcan una
introduccién a los temas de anilisis que abordaremos en este curso.

Algo similar ocurre con la literatura dedicada a las ecuaciones en deri-
vadas parciales. Es posible encontrar referencias que presentan los métodos
de calculo al nivel que trabajaremos en este curso, pero no discuten algunos
aspectos cualitativos basicos y relativamente ficiles de analizar, o textos méas
avanzados en los que se hace una exposicién de parte de la teoria a un nivel
més alto que el que podemos alcanzar en una primera introduccién. El texto [I]
escapa a estas dos categoria y combina la descripcién de los aspecto bésicos de
la teoria y los métodos de cédlculo a un nivel perfectamente adecuado para este
curso, por lo que recomendamos su consulta. Més dificil es encontrar buenas
referencias en espanol. Aunque la preparacién de este material pretende paliar



en parte esta circunstancia, esperamos que no oculte el hecho de que el domi-
nio de otras lenguas, en especial del inglés, es de la mayor importancia, sobre
todo para quienes se orientan hacia profesiones cientificas o técnicas. Una vez
hecho este comentario, tal vez no sea del todo inutil recordar que también es
importante el dominio y el buen uso de nuestra propia lengua.

Otra razoén para preparar este material fue nuestra conviccién de que es
util y deseable aprovechar una introduccién a las ecuaciones diferenciales para
motivar la necesidad de ocuparse de algunas cuestiones bésicas del andlisis ma-
temdatico. De hecho, el estudio de las ecuaciones diferenciales ha sido, y sigue
siendo hoy en dia, un importante motor para el avance del andlisis. Nues-
tra exposiciéon no es fiel al desarrollo histérico de estos temas, pero hemos
tratado de mostrar como surge la necesidad de elaborar diversas herramien-
tas matemadticas al tratar problemas de ecuaciones diferenciales. Y de usar
estos problemas como motivacién para abordar temas como la convergencia
de sucesiones de funciones, el estudio de los espacios vectoriales normados de
dimensién infinita, las series de Fourier, etc.

En la presente edicién hemos incorporado un buen ntimero de figuras.
Esperamos que sean de ayuda para la lectura de este libro. Resta todavia
un punto en los que este texto es todavia deficitario: la incorporaciéon de
temas de andlisis numérico y de ejercicios para ser resueltos con ayuda de una
computadora. Sélo estdn sugeridas timidamente algunas excursiones en esta
direccion, pero creemos que esto deberia cambiar en el futuro, y que el curso
deberia incorporar un tratamiento sistemdatico de estas cuestiones. También
nos hubiera gustado agregar mas notas histéricas y expandir algunas de las
que aparecen en el texto. Recomendamos a quien se interese por este aspecto
de la asignatura la consulta de [Si].

0.1.1 Sobre el uso de este material como texto

Esperamos que cada seccién pueda ser cubierta en una clase de hora y media.
No queremos decir con esto que todo el material de cada secciéon pueda expo-
nerse en una clase de hora y media. Sin embargo, cada una de las secciones
del texto estd edificada alrededor de una idea central, y confiamos en que,
haciendo una seleccion de ejemplos y los énfasis adecuados, el nicleo central
de cada seccién pueda cubrirse en una clase. Creemos entonces que, obviando
las secciones marcadas como optativas, el contenido de este texto puede ser
asimilado por el estudiante en un curso de un semestre. Los prerrequisitos que
suponemos son un curso anual de dlgebra lineal, que incluya la diagonalizacién
de matrices, una introduccién a los espacios con producto interno, nociones
de espacios normados y clasificacién de formas cuadréticas en R?, y un curso
anual de cdlculo diferencial e integral, en el que se hayan tratado la integral
de Cauchy o la de Riemann y el cdlculo con varias variables. Algin contacto
previo con las ecuaciones lineales a coeficientes constantes puede ser til pero
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no es imprescindible!.

Como creemos que es natural esperar que distintos estudiantes lleguen a
enfrentarse a los temas que trata este texto con formaciones, intereses, gus-
tos, disponibilidad de tiempo, etc., diferentes hemos indicado al menos dos
caminos para ir avanzando en su lectura: un primer nivel de conocimientos
minimos y un segundo nivel formado con material algo mas complejo. Hay
entonces un cuerpo basico formado por la teoria que se expone en cada seccién
y los ejercicios marcados con *. El segundo nivel corresponde a los ejercicios
marcados con **. Como confiamos en que muchos lectores desearan aprender
todavia mas hemos incluido ejercicios marcados con *** y secciones optativas
indicadas por 1 (el comienzo de una seccién optativa estd marcado por t y su
final por {{). Ya que estamos hablando de los chirimbolos que encontrarin
en el texto mencionemos que # indica el fin de una observacién y & el de un
ejemplo. El diamante { senala el fin de una prueba. Con © hemos marcado
aquellos ejercicios cuyo contenido serd utilizado més adelante.

También recomendamos consultar la bibliografia, cosa que es util para
comprender mejor las cuestiones que se exponen en este texto y para ampliar
el horizonte haciendo algunas incursiones en temas que no trataremos. En este
sentido, vale la pena tener en cuenta que los temas de andlisis y ecuaciones
diferenciales que aqui presentamos son muy vastos y tienen gran diversidad
de aplicaciones a otras disciplinas, entre ellas la ingenieria. En realidad en
este libro no haremos mas que aranar la cdscara de todo este mundo tan rico
y hemos debido omitir muchos temas que nos hubiera gustado incluir. Con
el 4nimo de guiar al lector en la consulta de la bibliografia hemos adoptado
como referencias bésicas los textos [BP], [I] y [CJ1]. Este tltimo contiene
una, introduccién al estudio de la convergencia de sucesiones de funciones y a
las series de Fourier, que son los dos temas que constituyen el nicleo de los
tépicos de andlisis matematico que se cubren en este texto. También [Si] es una
buena referencia general para el curso. En algunos casos aparecen referencias
puntuales a otros libros para ampliar el tratamiento de cierto temas especificos.

0.1.2 Agradecimientos

Creemos que esta tercera versién de este curso introductorio a las ecuaciones
diferenciales es mejor que las anteriores, en gran parte gracias a los aportes de
muchas personas que nos hicieron llegar sus comentarios y sugerencias. Entre
ellos, los compaifieros del Instituto de Matemdtica y Estadistica “Prof. Ing.
Rafael Laguardia” con los que compartimos el dictado de la asignatura en
1998 y 1999. Eleonora Catsigeras, Pablo Ferniandez, Nancy Guelman, Nicolds
Loeff, Gonzalo Perera y Jana Rodriguez han aportado muchas veces sus puntos
de vista y dedicado parte de su tiempo a atender diversas consultas sobre
la elaboraciéon de este material. Muchos estudiantes nos hicieron llegar su

es mds que suficiente el material que se trata en las secciones 3.4 y 3.16 de [CJ1]
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opinién de que las primeras versiones del texto resultaron ser una buena ayuda
para abordar el curso Ecuaciones Diferenciales, lo que es un auténtico aliento.
Queremos destacar también la caza sistemdtica de errores y erratas que hizo
Héctor Patrén a lo largo del curso de 1998 y que nos permitié eliminar un buen
nimero de defectos del texto original. Laura Aspirot y Nicolds Loeff hicieron
con muchisima dedicacién todas las figuras que aparecen en el texto, con lo
que lograron mejorar enormemente su contenido.

Montevideo, julio de 2000

0.1.3 Comentarios a la version del ano 2002

En esta nueva impresién del texto hemos eliminado algunos errores y erra-
tas que estaban presente en la version anterior, e incorporado algunas pocas
aclaraciones e informaciones adicionales. La estructura general del texto se ha
mantenido. Agradecemos la lectura critica y las sugerencias de Heber Enrich,
Pablo Gamazo y Guillermo Reyes. Algunos de sus aportes han sido recogidos
en esta nueva edicién.

Montevideo, diciembre de 2001
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0.2 El alfabeto griego

Utilizaremos reiteradamente las letras griegas en las féormulas de este texto.
Para que todos recordemos como se llaman las listamos a continuacion.

a A alfa

8 B beta
v T gamma
§d A delta
e FE épsilon
¢ Z zeta

n H eta

0 © theta
A | iota

k K kappa  (también cappa)
A A lambda
p M my

v N ny

& = xi

o O Omicron
a II pi

p P rho

c X sigma
T T tau

v T ipsilon
p @ phi

x X ji

v U psi

w Q omega
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Capitulo 1

Ecuaciones diferenciales
ordinarias: ejemplos y
nociones basicas






En este capitulo hacemos una introduccién a las ecuaciones diferenciales
ordinarias, que estd destinada a presentar aspectos basicos de esta area de la
matematica a través de una serie de ejemplos. Esencialmente, trabajaremos
con ecuaciones diferenciales para las que es posible calcular completamente
sus soluciones, aunque enfatizaremos varios aspectos tedricos y cualitativos
que no dependen de las férmulas que manipularemos.

Pasemos a ocuparnos del contenido de este capitulo. La primera seccién
estd destinada al andlisis de las ecuaciones diferenciales auténomas en la recta,
y tiene como principal objetivo mostrar que una buena parte de la informacién
acerca, del comportamiento de las soluciones de estas ecuaciones puede dedu-
cirse de la representacién de su diagrama de fases. Esta es una herramienta de
naturaleza geométrica, y muy facil de obtener en el caso de ecuaciones en la
recta. En particular, todo lo que tiene que ver con la estabilidad e inestabilidad
de los puntos criticos de la ecuacién (soluciones que corresponden a estados de
“reposo”) puede obtenerse de estos diagramas. La estabilidad e inestabilidad
de puntos criticos son el tema central de la seccién 1.2.

En la seccién 1.3 se aborda el estudio de los diagramas de fases, estabi-
lidad e inestabilidad para ecuaciones diferenciales auténomas definidas en el
plano R?. En este caso las soluciones de las ecuaciones diferenciales son curvas
en R?, por lo que hemos incluido en el apéndice una seccién sobre este tema
para aquellos estudiantes que tengan una formacién més débil en los temas de
curvas y campos vectoriales.

Existen funciones que permanecen constantes al ser evaluadas sobre las
soluciones de una ecuacién diferencial, o que son crecientes o decrecientes. La
seccién 1.4 estd destinada a presentar algunos ejemplos de esta situacion y a
mostrar que es posible extraer mucha informacién sobre la ecuacién diferencial
cuando se dispone de una funcién de este tipo. Esta seccién es, parcialmente,
un adelanto de la seccién que dedicaremos, cuando construyamos una, teoria
mas general para las ecuaciones diferenciales ordinarias en el capitulo 3, a
explotar sistemdticamente el uso de las funciones de Liapunov (funciones de-
crecientes sobre las soluciones de una ecuacién diferencial) para estudiar la
estabilidad de los puntos criticos. También nos ocupamos de mostrar como
la existencia de una cantidad que se mantiene constante sobre las soluciones
permite representar muy bien el diagrama de fases asociado con una ecuacién
diferencial.

En la seccion 1.5 estudiamos el efecto de los cambios de coordenadas sobre
las ecuaciones diferenciales. En particular, mostramos que un cambio de coor-
denadas puede ser una herramienta adecuada para resolverlas y discutimos
como aplicar esta herramienta para estudiar las ecuaciones lineales en el plano,
empleandola en el caso en que la matriz de la ecuacién es diagonalizable.
En las secciones 1.6 y 1.7 se aborda sisteméiticamente el estudio de todos
las ecuaciones diferenciales lineales en el plano, incluyendo la representacién
detallada de sus planos de fase.



4 CAPITULO 1

Luego de aprender como resolver cualquier ecuacién lineal con coeficien-
tes constantes nos concentraremos en otras ecuaciones para las que podemos
calcular las soluciones. Este es el material que se cubre en la seccién 1.8.

Finalmente, en la Ultima seccién de este capitulo, la seccién 1.9, intentare-
mos independizarnos de la necesidad de calcular explicitamente las soluciones
de una ecuacion diferencial, dando un primer paso en la bisqueda de un resul-
tado general e existencia y unicidad de soluciones. Al hacerlo encontraremos
una, serie de limitaciones en nuestros conocimientos de andlisis que serdan re-
sueltas en el capitulo 2. En el capitulo 3 retomaremos y completaremos la
discusién de la seccién 1.9.



1.1 ECUACIONES DIFERENCIALES AUTONOMAS EN LA RECTA 5

1.1 Ecuaciones diferenciales autéonomas en la recta

En esta seccién y en la siguiente recurriremos al estudio de las ecuaciones
diferenciales auténomas en R para introducir algunas nociones basicas relati-
vas a los comportamientos dindmicos asociados con una ecuacién diferencial
ordinaria.

1.1.1 Las nociones basicas de la teoria

Con la expresién ecuaciones diferenciales autonomas en la recta nos estamos
refiriendo a ecuaciones de la forma & = f(z). La funcién f que aparece en el
miembro de la derecha es una funcién real y continua definida en un abierto
Q C R. En muchos de los casos que consideraremos 2 serd todo R, pero es
preferible permitir este marco un poquito més general en el que {2 puede estar
estrictamente incluido en R. Recordemos que la notacién £ indica la derivada
de la funciéon z respecto a su variable independiente. Si llamamos ¢ a esta
variable entonces z(t) = dz/dt(t)

Soluciones de la ecuacion

Nuestro primer paso serd introducir una definicién de soluciones para las ecua-
ciones diferenciales.

Definicién 1.1. SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL AUTONOMA
Sea f una funcién continua definida sobre un conjunto abierto 2 C R. Diremos
que una funcién z : I — 2, definida en un intervalo abierto I C R, es una
solucion de la ecuacién diferencial

i= (o), (1.1)

si la igualdad

se satisface para todos los valores de ¢ en el intervalo I.
Ejemplo 1.1.1. Consideremos la ecuacién diferencial
=14z,

que corresponde a tomar f(zr) = z + 1 en (1.1). La funcién z(t) = e’ — 1 es
una solucién que estd definida en todo R. Para verificarlo no hay mas que
sustituir z(¢) por su expresién. Al calcular la derivada obtenemos

el —
i =2 "D
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Figura 1.1: el campo de pendientes de £ =1+«

en tanto que 1+ z(t) = 1+ (¢! — 1) = e’. Por lo tanto hemos encontrado una
solucién de la ecuacién. También

z(t) = 3¢’ — 1
es solucién de £ = 1 + x y, en general, lo es cualquier funcién de la forma
z(t) = ce' — 1. (1.2)
Ejercicio 1.1. *! Mostrar que para cualquier constante ¢ > 0 la funcién
z(t) = V2 +c,

'Los ejercicios del libro marcados con un asterisco, como éste, corresponden al material
que consideramos bésico y que constituye el nicleo central del texto. Los que tienen dos
asteriscos ** tienen que ver, en general, con profundizaciones y extensiones. Esperamos que
el lector de este texto llegue a familiarizarse con la teoria y ejemplos —excepto las partes
marcadas entre dagas -, y los ejercicios marcados * y **. Los ejercicios marcados con ***
son excursiones en direcciones diversas. Digamos desde ya que, aunque en lineas generales la
dificultad de los ejercicios tiende a crecer junto con el nimero de asteriscos, los asteriscos
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definida en el intervalo (—c/2, +00) es una solucién de la ecuacién & = 1/z. &

Observacién 1.1.2. INTERPRETACION GEOMETRICA

El hecho de que una funcién z(t) sea solucién de una ecuacién diferencial or-
dinaria £ = f(z) tiene una interpretacién geométrica muy clara: la pendiente
(derivada) de z(t) en cada punto t coincide con el valor f(z(t)). En otras
palabras, si en cada punto del plano (¢,z) dibujamos la recta con pendiente
f(z) y luego graficamos una solucién z(t) de la ecuacién diferencial, encontra-
remos que en cada punto (¢, (x(t)) sobre el grifico éste es tangente a la recta
que corresponde a ese punto. En otras palabras, la ecuacién genera un campo

/
e
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Figura 1.2: las soluciones y el campo de pendientes

de pendientes en el plano (t,z), y sus soluciones son curvas tangentes a ese
campo. FEn la figura 1.1 se muestra el campo de pendientes que corresponde
a la ecuaciéon £ = 1 + z. En tanto que en la figura 1.2 mostramos algunas

no distinguen necesariamente el nivel de dificultad: hay material bésico, que forma
parte de los conocimientos imprescindibles para avanzar en la teoria, que es maés dificil de
manejar que otros temas que aparecen tratados en los ejercicios ** o ***,
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soluciones de la ecuacién superpuestas al campo de pendientes. La solucién
que pasa por el punto t =0, z = 0, es z(t) = e’ — 1.

Ejercicio 1.2. * Hacer la verificacién gréfica con la solucién 3e! — 1 de la ecuacién
diferencial £ =1 + 2.

En el ejemplo 1.1.9 aparece otra interpretacién de las ecuaciones diferen-
ciales: son una herramienta 1til para modelar la variacién de una cantidad x
a medida que transcurre el tiempo ¢. Este punto de vista aparecerd reiteradas
veces a lo largo del texto, de modo que por el momento no extendemos mas
este comentario. 'y

Observacion 1.1.3. SOBRE LA REGULARIDAD DE LAS SOLUCIONES
Notemos que la igualdad #(t) = f(z(t)) en la definicién de solucién de la
ecuacion diferencial
&= f(z)

exige que la derivada z(t) exista en cada punto ¢ perteneciente al intervalo I
sobre el que estd definida la funcién z(t). Esto implica que z(t) es una funcién
continua de ¢, porque todas las funciones derivables son continuas. Por lo
tanto f(z(t)) también es continua y resulta entonces que i(t) es continua.
En definitiva, una solucién de una ecuacién diferencial es siempre de clase C*
(recordemos que decimos que una funcién es de clase C* si tiene derivadas
hasta el orden k y éstas son continuas, y es C'® si tiene derivadas continuas
de cualquier orden). ('

Problemas de valores iniciales para una ecuacién diferencial

En el ejemplo 1.1.1 y el ejercicio 1.1 vimos que una ecuacién diferencial pue-
de tener muchas soluciones. De hecho, la constante ¢ que aparece en ambas
situaciones puede ser cualquier nimero real, lo que da lugar a la aparicién de
infinitas soluciones. Otra manera de decir esto es que existe una familia de
soluciones que depende de un pardmetro ¢ € R. Esta situacién es comple-
tamente general y, dada una ecuacién diferencial z = f(z), permite formular
un problema de valores iniciales para la ecuacidén, que consiste en resolverla
junto con una condicién de la forma z(tg) = xg, donde ty y xo estén fijados de
antemano, a la que llamaremos condicion inicial o dato inicial. Esto conduce
a resolver el siguiente problema:

{izf@% (1.3)

z(to) = wo.

Ejemplo 1.1.4. La solucién z(t) = €' — 1 del ejemplo 1.1.1 toma el valor

inicial z(0) = 0. En realidad, tal como veremos mds adelante, es la tnica
solucion del problema

t=1+zx

{ 2(0) = 0 (1.4)
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Si queremos encontrar la solucién con condicién z(0) = z entonces tenemos
que elegir la constante ¢ en (1.2) resolviendo ¢ — 1 = 1z, y la solucién resulta
ser

z(t) = (zo + 1)e! — 1.

En general, la solucién z(t), cuando el dato inicial zj estd fijado en un tiempo
to cualquiera, es

z(t) = (zo + 1)elt0) —1.
Notemos que esta funcién es una solucién de la ecuacién y satisface z(to) = zo.
Observemos también que la diferencia con el caso anterior es sélo una traslacion

en el tiempo. Esto es una consecuencia de que el tiempo no aparezca en la
ecuacion diferencial £ = 1 + z de manera explicita. &

Observacidén 1.1.5. En condiciones bastante generales la solucién de los pro-
blemas de valores iniciales (1.3) es tinica®. Por esta razén, siempre que estemos
en situaciones en las que valgan los resultados de unicidad hablaremos de la
solucién del problema, en vez de referirnos a una solucién de (1.3). [ )

Ejercicio 1.3. * Hallar la solucién de = 1/z que satisface z(0) = 10.

Nuestro proximo ejercicio vuelve sobre el comentario que cierra el ejem-
plo 1.1.4. Ver también la observacién 1.1.7

Ejercicio 1.4. * INVARIANCIA RESPECTO A TRASLACIONES EN EL TIEMPO DE
LAS ECUACIONES DIFERENCIALES AUTONOMAS.
1. (a) Hallar la solucién z(t) de & = 1/z con dato inicial 2(0) = 20.

(b) Llamemos y(t) a la solucién de la misma ecuacién con dato y(0) = 10.
Hallar el tiempo ¢ en el que se tiene y(to) = 20.

(¢) Mostrar que z(t) = y(t + 150)

2. En general, mostrar que si z(t) es la solucién del problema

{ & = f(z), (1.5)

z(tg) = o,

entonces la funcién y definida por la férmula y(t) = z(t + to) es solucién de la
ecuacién con dato inicial y(0) = zo.

3. Interpretar geométricamente esta propiedad, explorando su conexién con los
comentarios que se hicieron en la observacién 1.1.2

2preferimos obviar aquf las sutilezas que hacen necesario considerar soluciones maximales
para poder demostrar un resultado de unicidad. Estos detalles serdn considerados en el
capitulo 3, cuando presentemos la definicién de solucién mazimal. Por ejemplo, mostraremos
en ese capitulo que si f es una funcién de clase C* la solucién es tnica
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Observacién 1.1.6. La razén del nombre “auténoma’”, para las ecuaciones
en las que el tiempo no aparece explicitamente, proviene del hecho de que las
leyes de la naturaleza no dependen del tiempo. Por lo tanto, las ecuaciones que
gobiernan la evolucién de los sistemas aislados son auténomas. Por ejemplo,
al escribir las ecuaciones del movimiento de los planetas alrededor del sol, si
despreciamos la influencia de todo lo que estd fuera del sistema solar, obtene-
mos un sistema de ecuaciones diferenciales en el que el tiempo no aparece de
manera explicita. Sin embargo, si queremos estudiar un sistema sometido a
la influencia de algo exterior a él el efecto de lo que esta fuera depende, en la
mayoria de los casos, explicitamente en el tiempo y esto se refleja en que las
ecuaciones que gobiernan el sistema resultan no ser auténomas.

Veamos un ejemplo de esto. Supongamos que queremos colocar un objeto
en Orbita alrededor de la luna y para estudiar como hacerlo vamos a despreciar
el efecto de todo lo que no sea la tierra, la luna y el propio satélite. Una forma
de atacar el problema es estudiar primero el sistema tierra-luna y determinar
completamente las posiciones, que dependeran del tiempo, de la tierra y la
luna a las que llamaremos T'(t) y L(t). Una vez hecho esto ponemos el satélite
en nuestro sistema tierra-luna. La fuerza gravitatoria ejercida por la tierra y
la luna en cada punto del espacio puede calcularse a partir de nuestro cono-
cimiento de L(t) y T'(¢) y si asumimos, como es razonable hacer, que nuestro
satélite artificial es suficientemente pequeno como para no alterar la marcha
del conjunto tierra-luna obtendremos un sistema de ecuaciones diferenciales,
en las que el tiempo aparece explicitamente, que gobierna el movimiento del
satélite. En este caso obtenemos una ecuacién no auténoma, porque sobre
nuestro satélite actia un sistema de fuerzas externas fijadas de antemano.
Otra manera de hacer este calculo es utilizar las leyes de Newton para el siste-
ma tierra-luna-satélite. En este caso obtendremos ecuaciones diferenciales en
las que el tiempo no aparece de manera explicita. N

Observacién 1.1.7. El término “inicial” para la condicién z(tg) = zg estd
justificado porque en muchos casos deberemos interpretar ¢ como el tiempo
y a la ecuacién como la ley que gobierna la evolucién de un sistema. Al
fijar el valor de la solucién en tiempo t; estamos eligiendo el estado zy a
partir del cual las cosas comienzan a evolucionar. Es interesante vincular este
comentario con el anterior y con el contenido del ejercicio 1.4. Cuando la
ecuacion es auténoma el tiempo no interviene explicitamente en el problema.
Esto significa que si estamos en un punto zy y dejamos evolucionar el sistema
a partir de ahi la evolucién posterior serd la misma, independientemente de
que la empecemos en un instante ¢y o ¢;. Observaremos entonces “la misma
solucion” en ambos casos, s0lo que estard trasladada en el tiempo. La que esta
en g a tiempo ¢; hace lo mismo que la que estd en zy a tiempo tg, pero t1 — 1y
unidades de tiempo mas tarde. Por esta razon, para las ecuaciones auténomas
nos concentraremos en el caso particular en el que el dato inicial zg se fija en
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el instante ¢ty = 0. Esto no supone ninguna pérdida de generalidad, porque el
caso general se recupera haciendo una traslacion en el tiempo. [

Observacion 1.1.8. Es importante subrayar que en la definicién de solucién
el conjunto I es un intervalo conero de la recta. Esto excluye de nuestra
nocion de solucién funciones que estén definidas en la unién de dos intervalos
disjuntos. Veamos esto con un ejemplo. La funcién z(t) = 1/t estd definida en
(—00,0) U (0,00) y satisface # = —z2, pero no diremos que es una solucién de
la ecuacién. En realidad la férmula 1/t define dos soluciones distintas. Una
es la solucién z; : (—o00,0) — R tal que a cada ¢t < 0 le asocia z1(t) = 1/t. La
segunda es z3 : (0,00) — R que estd definida para los valores positivos de ¢
por la misma férmula. Pero se trata de una solucién diferente. [

1.1.2 Primer ejemplo y mas nociones basicas.

En esta seccién presentaremos algunos ejemplos sencillos, con el objetivo de ir
introduciendo algunas nociones de interés.

Ejemplo 1.1.9. UN MODELO PARA EL CRECIMIENTO DE UNA POBLACION.
Indiquemos con z(t) el nimero de individuos de una poblacién en el instante ¢
y supongamos que el nimero de nacimientos (o si se prefiere el nimero de
nacimientos menos el de muertes) por unidad de tiempo es proporcional a la
poblacion presente en cada momento, con una constante de proporcionalidad
a > 0 (esta constante representa, por ejemplo, el niimero de nacimientos por
ano y por habitante; o el incremento de una poblacién de bacterias o de células
cancerigenas por unidad de tiempo, dividido el ntimero total de bacterias o
células presentes). Si conocemos z(t), la poblacién en el tiempo t + At serd
entonces

z(t + At) ~ z(t) + ax(t)At, (1.6)

cosa que debe interpretarse como
z(t + At) = z(t) + az(t) At + e(At) At, (1.7)
con €(At) — 0 al hacer At — 0. Operando con esta expresién obtenemos

z(t + At) — z(t)
At

y haciendo At — 0 resulta la sencilla ecuacién diferencial lineal

= az(t) + e(At), (1.8)

T =azx, a>0. (1.9)

Si en el instante inicial ¢ = 0 la poblacién tiene zy individuos y queremos
prever cémo va a crecer la poblacién a partir de ese momento el problema que

nos interesa resolver es .
I = azx,
{ 2(0) = 7o (1.10)
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La solucién de este problema es conocida y ficil de encontrar. En cualquier
caso, es un calculo directo verificar que se trata de

z(t) = e, teR. (1.11)
Algunas observaciones se imponen:

e si interpretamos la ecuacién como un intento de modelar el crecimiento
de una poblacién el caso zg < 0 carece de sentido. De todos modos lo
estudiaremos porque no es esa la tnica aplicacién posible de (1.9) y por
su interés para el resto de la teoria.

e La férmula (1.11) no sélo permite prever lo que ocurrird en el futuro
(t > 0), en realidad nos dice cuanto vale z(t) (la cantidad de individuos
de la poblacién en nuestro ejemplo) para cualquier instante ¢, una vez
conocido el valor z(0) = zy.

e Nuestra solucién predice un crecimiento exponencial de la poblacidn,
algo que parece alarmante en cuanto pase un tiempo mas o menos largo.
Veremos luego como modificar nuestro modelo para obtener algo mds
realista.

e La férmula (1.11) dice que hay en realidad tres tipos de soluciones:

1. las que tienen zy > 0. Estas son siempre positivas, mondtonas
crecientes y tienden a 400 cuando t — 400 y a 0 cuando ¢ tiende
a —oo. En particular z(t) recorre todos los valores del intervalo
(0,00) cuando ¢t va de menos a mas infinito;

2. las que tienen zy < 0 son, en algun sentido, parecidas a las ante-
riores. Son siempre negativas, decrecientes, tienden a —oo cuando
t — 400y a 0 cuando t - —oo. En este caso z(t) recorre todos los
valores del intervalo (—o0,0);

3. por tultimo la sencilla solucién z(t) = 0, con dato inicial o = 0.
Notemos que el valor 0 es justamente el que anula el miembro de
la derecha en (1.9).

e La férmula (1.11) también da la solucién del problema (1.10) cuando
la constante a es negativa o nula. Sin embargo el comportamiento de
la ecuacién es diferente en uno y otro caso. Volveremos sobre esto mas
adelante.

Observacién 1.1.10. Quizas el aspecto més importante de la discusién que
precede es que cualquier solucién de (1.9) con a > 0, distinta de la solucién
constante z = 0, se aleja de z = 0 hacia el infinito, independientemente de que
tan cerca de 0 esté la condicién inicial. Este es un comportamiento dindmico
bien interesante. '
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Antes de cerrar este ejemplo notemos que derivamos la ecuacién a partir de al-
gunas hipdtesis sencillas sobre el problema que estdbamos considerando. Luego
pudimos hacer algunas predicciones empleando el modelo matemético simple
al que llegamos. Entre ellas estd la prevision de que la poblacién crecerd ex-
ponencialmente. Esto muestra que nuestro modelo tendra un rango de validez
limitado a ciertos valores de z, y sugiere que hay que modificarlo para que se
ajuste mejor a lo que ocurre para x muy grande. Observemos entonces que al
buscar un modelo matematico para un problema no nos limitamos a utilizar
algunas hipétesis bdsicas, traducirlas en las formulas apropiadas y terminar
alli la tarea, sino que a partir de lo que las matematicas del modelo dicen pode-
mos intentar encontrar descripciones mas afinadas de la realidad, que tengan
en cuenta efectos que pasaron inadvertidos en un primer anglisis. &

Puntos criticos, soluciones estacionarias.

Tal como vimos, el hecho de que ax se anule en z = 0 tiene como consecuencia
inmediata que la funcién constante z(t) = 0 es una solucién de (1.9). En
general, si zy es una raiz de f, es decir si f(zg) = 0, entonces la funcién
constante z(t) = zo es una solucién de la ecuacién diferencial £ = f(z). En
efecto, si para cada t € R definimos z(t) = (¢ la funcién (constante) que
resulta es de clase C*°, satisface

y la condicién inicial z(0) = .
Como veremos en lo que sigue, las soluciones constantes, como la solucién

z(t)=z9, tER

que acabamos de construir, son muy importantes para comprender la dindmica
asociada a las ecuaciones diferenciales. Vale la pena entonces introducir un
par de definiciones que recojan estos conceptos.

Definicién 1.2. PUNTOS CRITICOS DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
Si f(zg) = 0 diremos que zy es un punto critico de £ = f(x).

Definicién 1.3.  SOLUCIONES ESTACIONARIAS
Si zy es un punto critico diremos que la solucién constante z(t) = z( es una
solucion estacionaria de la ecuaciéon & = f(z).

Observacién 1.1.11. FLUJO ASOCIADO A UNA ECUACION DIFERENCIAL

Recordemos que el valor de una solucién de una ecuacién diferencial z = f(z)
en un instante dado depende tanto del instante ¢ que consideremos como de la
condicién inicial zg que hayamos fijado en el tiempo ¢ = 0. Por lo tanto vamos
a introducir una funciéon ® que recoja toda esta informacion de la siguiente
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manera: si z(t) es la solucién con dato zy definimos ®(zg,t) = z(t). Esta
funcién depende entonces de la condicién inicial, que indicaremos simplemente
como z, y del tiempo ¢ y la llamaremos flujo asociado a la ecuacidn diferencial,
o simplemente flujo. En resumen, al par (z,t) el flujo @ le asocia el valor en ¢
de la solucién de la ecuacién que tiene z como dato inicial.

Ejemplo 1.1.12. La ecuacién & = az tiene asociado el flujo ®(z,t) = ze,
que estd definido en todo R x R. &

Observacién 1.1.13. Si z( es un punto critico para una ecuacién diferencial
entonces el flujo @ satisface ®(xzg,t) = xo, para todo t. [

Una forma de caracterizar ® es decir que cumple

(gt

En la primera ecuacion ® no es mas que la derivada parcial de ® con respecto
a t, que se obtiene dejando z constante. Esa ecuacién dice que la funcién

t— ®(z,t) (1.13)

que se obtiene dejando z fijo y considerando ®(z,t) como una funcién de t
es una solucién de la ecuacién # = f(z) (también utilizaremos la notacién
®(x,-) para indicar la funcién (1.13)3. La segunda igualdad en (1.12) es la
que asegura que se toma la condicion inicial z en tiempo ¢t = 0.

De momento no nos preocuparemos demasiado por las propiedades de ®
(por ejemplo, no nos hemos preocupado en aclarar cudl es el dominio en que
estd definida) y podemos pensar por ahora que sélo se trata de una notacién
util que recoge la importante dependencia de la solucién respecto a la condicién
inicial. Sin embargo esta nocién es bésica en la descripcién de la dindmica
asociada con las ecuaciones diferenciales, tal como veremos més adelante a lo
largo del curso.

Ejercicio 1.5. * Hallar el flujo asociado a la ecuacién z = 1.

Ejercicio 1.6. ** Hallar el flujo asociado con la ecuacién & = 1/z. Prestar atencién
a que en este caso las soluciones no estan definidas para todos los tiempos. ;Cudl es
el dominio en el que el flujo queda definido en este caso?

Ejercicio 1.7. ** Expresar la solucién del problema
& = f(x)
’ 1.14
{ .’L'(to) = Zo, ( )

en terminos del flujo ®(z,t) asociado con la ecuacién diferencial & = f(x). Sugerencia:
ver el ejercicio 1.4. 'y

3SOBRE LA NOTACION: en general, si f(z,%) es una funcién de dos variables, utilizaremos
a lo largo del texto la notacién f(-,y) para indicar la funcién de z que se obtiene dejando
fijo ¥, y f(x,-) para la funcién de y que resulta de dejar fijo
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Las 46rbitas de una ecuacién diferencial.

Al resolver la ecuacién (1.9) vimos que habia bisicamente tres clases de solu-
ciones: las estacionarias, las que recorrian el eje negativo y las que recorrian
el eje positivo. Al conjunto de valores que recorre una solucién z(t) de una
ecuacion diferencial, orientado en el sentido en el que ¢ crece, le llamaremos
orbita. Asi, si consideramos & = ax la 6rbita de la solucién con dato inicial 0
es el conjunto {0} y en este caso la orientacién es irrelevante; si el dato inicial
es positivo la érbita es {z,z > 0} = R™ orientado en el sentido creciente
de R; por ultimo, la semirecta {z,z < 0} = R~ orientada en sentido decre-
ciente es la orbita de cualquier solucién con dato inicial negativo. Notemos
que en este ejemplo la recta queda partida en tres pedazos disjuntos como
R =R U{0} URT, cada uno de los cuales es una 6rbita para la ecuacién
diferencial.

En general, si la solucién ®(z,t) con dato z(0) = z estd definida en un
cierto intervalo I, (el intervalo de definicién de la solucién puede depender
de ) entonces la érbita por z es el conjunto

O(z) = {®(z,t);t € I} (1.15)
dotado de la orientacion que la solucién z le induce.

Ejemplo 1.1.14. Escribamos las érbitas de la ecuacién © = ax, donde a es
una constante positiva cualquiera, con la notacién que acabamos de introducir.
En primer lugar tenemos que O(0) = {0}; si z > 0 su érbita serd

O(z)) ={y € R, y > 0},

orientada en el sentido creciente de R, en tanto que para x < 0 tenemos
Oz)={yeR, y<0}

orientada en sentido decreciente. &

Ejemplo 1.1.15. Si z( es un punto critico de £ = f(x) entonces I;, =Ry
para todo t € R se tiene que ®(xg,t) = zy. Concluimos entonces que sélo zg
estd en la érbita de zg, por lo que O(zg) = {zo}. )

Ejercicio 1.8. * Calcular las érbitas de la ecuacién = 1.
Ejercicio 1.9. ** Calcular las érbitas de la ecuacién & = 1/z.

Observacion 1.1.16. Vale la pena aclarar que aunque las nociones de drbita
y solucion estan relacionadas son distintas. Una solucién es una funcién, y
una 6rbita es el conjunto imagen de una solucién, con la orientacién que la
parametrizaciéon dada por la solucién induce de manera natural. Sin embargo,
es usual utilizar el término “érbita” con dos sentidos diferentes. Uno es el que
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introdujimos en la definicién de érbita. El segundo es emplearlo como sinénimo
de “solucién”. Utilizaremos ambos en este curso, cosa que no deberia dar lugar
a confusién porque el contexto siempre dejard claro de que se estd hablando.
Basicamente, la distincién entre las dos nociones es la que debe hacerse entre
los conceptos de “curva orientada”y “curva parametrizada’”. o

Ejemplo 1.1.17. Vamos a completar ahora la discusién de la ecuacién lineal
& = ax, para incluir los casos ¢ < 0 y a = 0. En general, la solucién de
la ecuacién con dato inicial zg es z(t) = z¢e. Si a < 0 entonces todas
las soluciones convergen a 0 cuando t — oo. Si @ = 0 todas las soluciones
son estacionarias y es trivial observar que ni se acercan ni se alejan del cero.
Notemos que, salvo por la orientacién, las érbitas de la ecuacién son las mismas
para a > 0 que para a < 0. Tal como veremos en la préxima seccién, el hecho
de que las érbitas estén orientadas en un sentido u otro es muy importante
para el comportamiento cualitativo de la ecuacién diferencial.

Ejercicio 1.10. * Completar los detalles de este ejemplo. Dibujar el campo de
pendientes asociado con la ecuacién y graficar algunas de sus soluciones. &
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1.2 Estabilidad e inestabilidad de los puntos criticos

En el ejemplo de la ecuacion lineal £ = ax hemos encontrado tres compor-
tamientos posibles de sus soluciones respecto al punto critico £ = 0, segin
fuera a > 0, a = 0 0 a < 0. Para a < 0 todas las soluciones se acercan a
este punto critico, para a > 0 se alejan y si a = 0 todas son estacionarias.
Como vemos, hay una diferencia cualitativa bien marcada entre estos tres ca-
sos. Especialmente entre lo que ocurre para ¢ > 0y ¢ < 0. Lo que estd en
juego, incluso en este ejemplo tan sencillo, es la cuestién de la estabilidad de
las soluciones de una ecuacién diferencial, vinculada con el problema de por
qué vemos péndulos en reposo “hacia abajo” pero nunca los vemos quietos y
“hacia arriba” (al fin y al cabo, si los dejamos en una posicién perfectamente
vertical no tendrian que caerse), o con el problema de saber si nuestro sistema
solar es estable y seguiremos disfrutando de cuatro estaciones, fases lunares,
anos lectivos seguidos de veranos preparando exdmenes, etc. o si alguna per-
turbacién pequena de nuestra rutina va a producir un cambio dramdtico en su
marcha. En este curso daremos respuesta a primera pregunta, pero creemos
que a la segunda no.

Como un paso previo a introducir definiciones rigurosas adelantemos que
llamaremos a un punto critico estable si las soluciones que empiezan cerca de
él permanecen cerca para todos los tiempos posteriores al instante inicial. Més
aun, si las érbitas no s6lo permanecen cerca, sino que se aproximan al punto
—como en el caso a < 0— entonces diremos que es asintdticamente estable.
Por ultimo, si un punto critico no es estable diremos que es inestable. Notemos
que esta ultima “definicién” es sélo la negacién de la nocién de estabilidad, de
modo que alcanza con que haya 6rbitas que empiecen arbitrariamente cerca
del punto critico y que se alejen para que haya inestabilidad. El caso a > 0
en la ecuacion lineal es un caso extremo de inestabilidad en el que todas las
orbitas se alejan del punto critico £ = 0. Cuando a = 0 el origen es un punto
critico estable pero no es asintéticamente estable. En realidad esta afirmacion
es cierta para cualquier punto de R cuando a = 0.

Estas nociones de estabilidad/inestabilidad son de gran importancia asi que
nos ocuparemos de definirlas de manera rigurosa, al gusto de un matemadtico,
traduciendo las ideas que hemos desarrollado en el parrafo anterior en las
férmulas adecuadas. Sélo se trata de dar una formulacién matemadtica rigurosa
a la idea de que “las érbitas se mantienen cerca del punto critico” o de que
“se acercan al punto para valores grandes de t” en términos de los viejos y
queridos € y 6, tal como en la definicién de continuidad de una funcién*

4ambién en la definicién de continuidad hay que expresar de manera rigurosa la idea
de que la funcién se acerca al valor f(zo) cuando = se acerca a zo y eso se hace a través
del método e-§. Este asunto no es trivial y llevé un buen tiempo formalizar la nocién de
continuidad de esta manera. Para dar una idea sobre esto digamos que Newton (1642-
1727) y Leibnitz (1646-1716) desarrollaron el célculo diferencial en la segunda mitad del
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Definicién 1.4. PUNTO CRITICO ESTABLE E INESTABLE
Diremos que un punto critico Z para una ecuacién diferencial auténoma

& = f(x)

es estable si para cada e > 0 existe § = d(€) tal que si |zg — Z| < § entonces la
solucién z(t) de la ecuacién diferencial con dato inicial z(0) = z satisface

|z(t) — Z| <€, paratodo t € [0,+00). (1.16)
Si un punto critico no es estable diremos que es inestable.

Observacién 1.2.1. La definicién de estabilidad requiere que las érbitas que
empiezan cerca de Z estan definidas para todo ¢ > 0. Esto no es una restriccion,
porque mostraremos mas adelante que si una solucién se mantiene cerca de
un punto critico zy entonces estd definida para todo ¢ > 0. [

Observaciéon 1.2.2. En la proxima seccion extenderemos el estudio de las
ecuaciones diferenciales auténomas para incluir las ecuaciones & = f(z) defi-
nidas en R™. En este caso x no representard un nimero real sino una n-upla
y f serd una funcién continua a valores en R™ definida sobre un conjunto
abierto €2 C R". Todas las definiciones de solucién, punto critico, etc., seran
esencialmente las mismas que en el caso escalar, pero para las definiciones de
estabilidad e inestabilidad habra que tener en cuenta que z(¢) € R" interpre-
tando |z(t)| como el médulo del vector z(t). En este contexto, el conjunto de
puntos que satisface |y —z| < € es la bola abierta B(z, €) con centro z y radio e.
Con esta notacién, diremos que un punto critico z de la ecuacién & = f(z) es
estable si dado cualquier niimero real positivo €, existe un niimero ¢ > 0 tal que
para cualquier solucién z(t) de la ecuacién con condicién inicial z¢ € B(Z, 9),
se tiene que z(t) € B(Z,¢€) para todo ¢t > 0. Naturalmente, si n = 1 las bolas
B(Z, €) no son otra cosa que los intervalos (Z — €, T + €). [ )

Ejemplo 1.2.3. El punto critico x = 0 de &£ = ax es estable si a < 0 e
inestable si ¢ > 0. En efecto, fijemos € > 0 para aplicar la definicién. Si la
condicién inicial es xy entonces la solucién es z(t) = zge®. Si a < 0 tenemos

lz(t) — 0| = |zoe™| < |zo|, t>0, (1.17)

por lo que si elegimos d(€) = € la condicién zg < § = € implica |z(t)| < |zo| < €.
En la figura 1.3 puede apreciarse este comportamiento de las soluciones. Fijado
un namero € > 0 todas las soluciones cuyo dato inicial zy tiene médulo menor
que € permanecen en el intervalo (—e, €) para todo ¢ > 0.

siglo XVII. La definicién de funcién continua que actualmente usamos data de la primera
mitad del siglo XIX. La conclusién es que si estas nociones provocan dificultades y dolores
de cabeza es porque son delicadas, al punto de que fue necesario mas de un siglo de trabajo
de mateméticos muy destacados para poner todo esto en claro (aunque tampoco vale abusar
de este argumento porque para los que nacimos en la segunda mitad del siglo XX las cosas
son mucho més ficiles: nos basta estudiar con atencién y cuidado lo que otros ya hicieron y
se preocuparon por exponer con claridad)



1.2 ESTABILIDAD E INESTABILIDAD DE LOS PUNTOS CRITICOS 19

Figura 1.3: algunas soluciones de & = az, con a < 0

Por el contrario, si ¢ > 0 la estimacién (1.17) fracasa. Probemos que en
esta situacién el 0 es inestable. Para probar la inestabilidad hay que negar la
definicién de estabilidad. Por lo tanto debemos mostrar que existe un ¢ > 0
tal que para cualquier ¢ positivo podemos encontrar una condicién inicial
xo € (—0d,0), con la propiedad de que la solucién z(t) con dato inicial z(0) = zg
sale del intervalo (—e,€). En el caso que estamos analizando cualquier € > 0
sirve, porque todas las soluciones se escapan al infinito, independientemente
de cudl sea la condicién inicial. Tomemos, por ejemplo, ¢ = 1. Sid > 0
entonces consideremos la solucién

)
z(t) = Eeat
cuya condicién inicial es z(0) = /2 € (—6,0). Como limy;_,o z(t) = 400 la
solucién z(t) estd fuera del intervalo (—1,1) si ¢ es suficientemente grande.
Esto basta para probar la inestabilidad, pero si queremos hacer un calculo
més fino notemos que z(t) sale de (—1,1) en el instante
. log2 — log d

*
a

Este comportamiento estd ilustrado en la figura 1.4, donde podemos apreciar
que todas las soluciones se escapan del intervalo (—1, 1). Para un valor pequeno
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Figura 1.4: algunas soluciones de £ = ax, con a > 0

de ¢ hemos representado las soluciones con datos iniciales £§ y +£6/2. La
solucién con dato inicial §/2 supera el valor 1 en el tiempo t = t,.

Ejercicio 1.11. ** Supongamos a > 0. Para € > 0 consideremos z¢ € (—¢,e€).
Calcular el instante ¢t en el que la solucién de £ = az con dato x(0) = o sale del
intervalo (—e¢, €). Naturalmente, el valor de t dependerd de €, zo y a. )

A continuacién presentamos una nocién de estabilidad bastante més fuerte
que la que introdujimos antes. Escribiremos la definicién usando bolas B(Z, ¢)
y B(Z,0) centradas en un punto critico Z de £ = f(z). Esta notacién es
valida para todos los R™, con n un natural cualquiera, y enfatiza el contenido
geométrico de las nociones de estabilidad e inestabilidad.

Definicién 1.5. PUNTO CRITICO ASINTOTICAMENTE ESTABLE

Un punto critico Z para una ecuacién diferencial auténoma z = f(z) es

asintdticamente estable si es estable y existe una bola B(Z,d) tal que todas las

soluciones z(t) de la ecuacién con dato inicial z(0) = zy € B(Z, ) satisfacen
lim z(t) = z. (1.18)

t—+400

Ejemplo 1.2.4. El punto critico 0 de £ = az es asintéticamente estable si
a < 0. También es estable si a = 0, pero en este caso no es asintéticamente
estable. &
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Ejercicio 1.12. ** Consideremos la funcién continua f : R — R definida por
) ==z, <0,
f(z) = { 0, z>0.

Dibujar el campo de pendientes asociado con la ecuacién & = f(x) y sus soluciones.
Calcular el flujo y hallar sus 6rbitas. Mostrar que el 0 es un punto critico estable pero
no asintéticamente estable de esta ecuacion diferencial.

Ahora que hemos introducido estas nociones bdsicas acerca de la estabi-
lidad de los puntos criticos vamos a presentar un ejemplo que constituye una
correccion al modelo para el crecimiento de una poblacién dado por la ecuaciéon
£ = ax. Tal como observamos, aunque nuestro modelo puede ser razonable
para valores de x no muy grandes, en general es imposible que la poblaciéon
mantenga su crecimiento indefinidamente. Podemos intentar hacer una co-
rreccién para tener algo un poco mds realista. Una posibilidad es tener en
cuenta que a medida que el nimero de individuos aumenta comienzan a com-
petir entre ellos y el crecimiento se ve detenido por este fendmeno. Una idea
sencilla es considerar que si la poblacién tiene N individuos podemos suponer
que el numero medio de interacciones entre ellos, por unidad de tiempo, es
proporcional a N? y que la competencia es proporcional a este nimero de in-
teracciones entre individuos. Basados en estas consideraciones modificaremos
el segundo término de (1.9) para pasar a estudiar la ecuacién

i=azx—bz®>, a>0, b>0. (1.19)

Notemos que para z pequeiio az — bz? ~ azx en tanto que el factor bz? domina
para valores de x grande, justamente donde nuestro modelo original resultaba
poco creible.

Ejemplo 1.2.5. Para no avanzar demasiado rapido nos vamos a detener pri-
mero en el caso particular de (1.19) que se obtiene tomando a = 0, la ecuacién

% = —bz?, con b > 0. Para estudiarla comenzaremos por desembarazarnos
de la constante b mediante el sencillo cambio de variables y = bz. Entonces
7 = bi = —b%z? = —y? y basta con considerar el caso

7= —y> (1.20)

Como y? se anula en y = 0 la solucién de (1.20) con dato inicial 1o = 0 es
la solucién constante y(¢t) = 0. Notemos ademds que todas las soluciones son
no crecientes, porque siempre se satisface y < 0. Por lo tanto, se alejan de
y = 0 cuando son negativas y se aproximan a y = 0 cuando son positivas.
Este comportamiento sugiere que el origen no es estable dado que hay érbitas
con dato inicial negativo arbitrariamente cercano a y = 0 que se alejan. Vale
la pena notar que aunque 0 sea inestable el comportamiento de esta ecuacién
cerca de este punto critico es bien distinto del que teniamos en el ejemplo
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4 = ax con g > 0. En ese caso todas las drbitas se alejan del origen, pero las
soluciones de (1.20) con dato inicial positivo se aproximan a 0. Haremos los
calculos que muestran la verdad de nuestras afirmaciones, pero es importante
saber hacer estos argumentos cualitativos.

1.2.1 Diagrama de fases para las ecuaciones en R

Al estudiar el comportamiento de ¢ = —y? obtuvimos una buena imagen de
lo que ocurre sin necesidad de hacer ningun calculo. Esto es algo general y
trataremos de combinar sistematicamente argumentos cualitativos con otros
basados en férmulas para las soluciones.

El objetivo de esta observacion es subrayar el hecho de que el comporta-
miento de las soluciones de una ecuacién & = f(z) en la recta puede resumirse
de una forma grifica muy descriptiva, representando su diagrama de fases.
Consideremos la recta R y marquemos primero los puntos criticos de la ecua-
cién diferencial & = f(x), que no son otra cosa que las soluciones de la ecuacién
f(z) = 0. Cuando hacemos esto para la funcién —z? obtenemos el siguiente
dibujo:

® >
z=0 X
Figura 1.5: los puntos criticos de & = —z?

Concentrémosnos luego en los intervalos en que queda dividida la parte de
la recta que estd fuera de los puntos criticos. En cada uno de esos intervalos
el signo de f(x) es constante, porque f(z) es continua y no puede anularse. Si
consideramos un intervalo en que f(z) es positivo las soluciones s6lo pueden
crecer mientras estén en él, porque su derivada & es justamente f(z). En un
intervalo en que f(x) es negativo las soluciones decrecen. Marquemos con una
flecha que apunta hacia la derecha los intervalos con f(z) > 0, y con una flecha
que apunta hacia la izquierda los de f(z) < 0 (en este caso todas las flechas
apuntan hacia la izquierda):

En el dibujo que acabamos de fabricar estd contenido lo esencial de la infor-
macién sobre la ecuacién diferencial £ = —22. Por ejemplo, la estabilidad de
los puntos criticos puede leerse en este diagrama. Si un punto critico z tiene
un entorno en el que todas las flechas apuntan hacia él es estable. Mds aun,
si no hay ningiin otro punto critico en el entorno entonces es asintéticamente
estable, porque las drbitas que se acercan no pueden detenerse en ninguna
otra parte (detenerse implica & = 0 y la aparicién de un nuevo punto critico).
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& * 4 >
z=0 ’
Figura 1.6: el diagrama de fases de & = —z?

Anilogamente, si en cualquier entorno suficientemente pequenio de Z hay al-
guna flecha que apunta alejandose de z y no hay otros puntos criticos de la
ecuacion diferencial, entonces se trata de un punto critico inestable. En con-
secuencia, el origen es un punto critico inestable para © = —z?, aunque las
soluciones positivas de la ecuacién se aproximan a él cuando el tiempo tiende
a +oo0.

Ejemplo 1.2.6. Los diagramas de fases para la ecuacién £ = az son los
siguientes: en el caso a > 0 obtenemos la figura 1.7, que corresponde a una

N
®

v
\ 4

Figura 1.7: diagrama de fases de £ = ax, con a > 0

situacién donde el origen z = 0 es inestable. Cuando a < 0 el diagrama es el
que aparece en 1.8. Este dibujo estd en correspondencia con el hecho de que el

\%
®
N
\ 4

Figura 1.8: diagrama de fases de £ = ax, con a > 0

origen es asintéticamente estable en esta situacién. Es interesante constatar
que estos diagramas de fases contienen la informacién sobre el recorrido de las
soluciones, junto con su crecimiento o decrecimiento.

En nuestra siguiente figura mostramos, para a > 0, las soluciones de la
ecuacién & = ax en el plano (¢,z). Obsérvese que el semieje positivo es una
orbita, que corresponde al recorrido de todas las soluciones que toman un
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dato inicial z(0) > 0; el conjunto que estd formado por el 0 es otra érbita; y
el semieje negativo la tercera. Junto con este dibujo aparece un esquema del
eje = (el eje vertical) con el diagrama de fases asociado a la ecuacién. Vemos

I

/ / \

Figura 1.9: diagrama de fases y soluciones de £ = az, con a > 0

entonces que el diagrama de fases se obtiene “proyectando” sobre el eje de las
el grifico de las soluciones en el plano (¢,z), y conservando la informacién
sobre el signo de & en cada regién del plano (¢,z). Esta observacién es de
caracter general, y vale para cualquier ecuacién diferencial auténoma en R.
El hecho de que al trasladar los graficos de las soluciones en el sentido hori-
zontal obtengamos nuevas soluciones se debe a la invariancia respecto a las
traslaciones en el tiempo de las ecuaciones diferrenciales auténomas.

A continuacion presentamos un ejercicio para aplicar estos métodos graficos
que acabamos de presentar.

Ejercicio 1.13. * Discutir segtn los valores de a € R y n € N la estabilidad del
punto critico x = 0 para la ecuacion

z = azx". (1.21)

Resolver este ejercicio sin hacer calculo alguno, sélo a partir de los diagramas de fase
correspondientes. 'y
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Volvamos al estudio de la ecuacién diferencial (1.20). El diagrama de fases
asociado con esta ecuacién es el que aparece en la figura 1.6, lo que sugiere
que ¥y = 0 es un punto critico inestable, y que las soluciones con dato inicial
positivo se aproximan al origen a medida que el tiempo crece. Abordaremos
ahora esta misma ecuacion por medio del cilculo diferencial. Cuando estamos
fuera de y = 0 podemos escribir

Y
L 1.22
" (1.22)

e integrar entre el tiempo inicial £ = 0 y un ¢ genérico para obtener

oy
/0 B ds = 1. (1.23)

Si llamamos g a la condicién inicial y(0) obtenemos

1 1

y entonces la solucién de la ecuacién con dato yq es

__ Y
1+y0t'

y(t) (1.25)
Notemos que esta férmula también da la solucién cuando yy = 0, a pesar de que
los argumentos que hicimos antes valen sélo para yy # 0. No es dificil verificar
que la férmula (1.25) es efectivamente una solucién de la ecuacién (1.20) con
dato inicial y(0) = yo. Si evaluamos y(t) en ¢ = 0 estd claro que obtenemos
yo. Ademsds el cdlculo directo de la derivada de y muestra

g = -V 2. (1.26)
(1 + yot)?

Observacién 1.2.7. Hay muchas situaciones, no sélo en las matematicas, en
las que encontrar la solucién de un problema es mas o menos complicado, pero
ver si algo es 0 no es solucién es casi trivial (por ejemplo: cuando se busca
la llave para abrir una puerta puede ser casi imposible dar con la llave, pero
dada una llave es muy fécil saber si abre o no). En esos casos (por ejemplo: en
algunos problemas de los exdmenes de matemédticas) es imperdonable afirmar
que algo es solucién de un problema sin haberse molestado en verificar que
efectivamente lo es.

Ejercicio 1.14. ** Buscar més ejemplos de la vida cotidiana en los que encontrar
una solucién no es facil, pero si lo es saber si algo es solucién o no de un problema
dado. '
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Observacién 1.2.8. INTERVALO DE EXISTENCIA DE LAS SOLUCIONES.

Es interesante notar que la férmula (1.25) no estd definida para todo ¢ si yy # 0.
En efecto, el denominador se anula en ¢ = t(y9) = —1/y. Si yo < 0 entonces
t(yo) > 0 y la solucién que en tiempo 0 estd en yo satisface limyy(yy)=—oo- Es
decir, la solucién se escapa a —oo en un tiempo finito, como consecuencia de
que la velocidad ¢ por la que pasa por cada punto y es —y?, una velocidad
negativa y muy grande cuando y tiene mdédulo grande. Este hecho hace que
la solucién no pueda prolongarse més alla del intervalo

Iyo = (—OO, _l/yO),

y muestra que la imposibilidad de prolongarla es inherente a la ecuacién, no
a nuestros métodos de célculo. De hecho, esta es una solucidn mazimal de
la ecuacién, porque no puede extenderse mds alld del dominio I,. Notemos
que esto no ocurria para la ecuacion lineal £ = z y sus érbitas demoran un
tiempo infinito en escapar a +oo. A diferencia de lo que ocurre con § = —1?
las soluciones maximales de £ = x estdn definidas sobre todo R.

Por otro lado notemos que los valores de (1.25) para ¢ > #(yo) ya no tienen
nada que ver con la solucidon que estdbamos calculando. Aunque la férmula
defina una funcién también en ¢ > #(yp), en ese rango de valores de ¢ ya no
guarda ninguna conexién con el problema de resolver la ecuacién 4§ = —y? con
dato inicial yo. ®

En resumen, las soluciones z(¢) de (1.20) con dato y(0) = yo < 0 son
decrecientes, estan definidas en un intervalo

(=00, t(y0));  t(yo) = —=1/y0 >0,
y un célculo directo con la férmula explicita (1.25) muestra que satisfacen

lim y(t) =0, lim y(t) = —oc.
Jdim y(®) =0, lim y(#) = —oo

Esta 1ltima observacién implica que el origen es un punto critico inestable,
porque dados € > 0y § > 0 cualesquiera la solucién con dato inicial —d/2 sale

del intervalo (—¢,€) y escapa hacia —oco. Cuando el dato es yo > 0 entonces
t(yo) < 0 y la solucidn estd definida en (¢(yp), +00) y se cumple

li 1) = li t) =0
mlgt)y() +00, tiinwy() ;

asi que efectivamente se aproximan a 0 para tiempos grandes. Toda esta infor-
macién estd de acuerdo con la imagen que nos habiamos formado analizando
el diagrama de fases asociado con la ecuacién diferencial (figura 1.6).

5la definicién precisa de solucién maximal serd dada en el capitulo 3, seccién 3.1
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Ejercicio 1.15. * Graficar las curvas y(t), soluciones de (1.20), y ver como cambian
al variar el dato inicial yo. Comparar el grafico de las soluciones con el diagrama de
fases de la ecuacién, tal como hicimos en el ejemplo 1.2.6.

Para cerrar este ejemplo notemos que la férmula (1.25) puede escribirse en
términos del flujo asociado a la ecuacién como

Y
Py, t) = ——. 1.27
o)=L (.27
que estd definido en el conjunto {(y,t);yt > —1} del plano (y,t). &

Ejercicio 1.16. * Para cada yo € R hallar la férmula de la solucién de (1.21) con
dato inicial yo y utilizarla para rehacer el ejercicio 1.13 a partir de la definicién de
estabilidad y estabilidad asintética. ;Lo que se obtiene concuerda con los resultados
encontrados antes?

Una vez que hemos completado la investigacién del ejemplo anterior vamos
a abordar el estudio de la ecuacién (1.19). Lograremos simplificar un poco los
célculos si en vez de estudiar la ecuacién (1.19) nos limitamos al caso particular

& =1z—2° (1.28)

que se obtiene cuando a = b = 1. Esto no es ningin problema, porque el caso
general puede reducirse a éste haciendo un cambio de variables.

Ejercicio 1.17. ** Buscar constantes positivas @ y 8 de modo que al introducir
las nuevas variables s = at e y = fz la ecuacién diferencial (1.19) se transforme
en (1.28).

Comencemos por estudiar el diagrama de fases para la ecuacién (1.28).
Como esto pasa bdsicamente por estudiar el signo de % graficamos = — z2,
que es el miembro de la derecha de la ecuacién. Donde esta funcién se anula
tendremos puntos criticos, donde es positiva las soluciones son crecientes, y
decrecientes donde la funcién es negativa. En resumen, el diagrama de fases
es el que aparece representado en el eje z de la figura 1.10. Vemos entonces
que (1.28) tiene dos puntos criticos: el origen z = 0, que ya estaba en el modelo
original, y el punto z = 1. Ademds & es positivo si z estd en el intervalo (0, 1)
y negativo en (—o0,0) U (1,+00). Esto significa que z(t) = 0y z(t) = 1
son dos soluciones estacionarias de (1.28); si una solucién z(t) estd en (0,1)
entonces £ > 0 y la solucién estd creciendo y viaja hacia la derecha,; si estd en
(—00,0) o en (1, +00) viaja hacia la izquierda. Estas consideraciones permiten
representar el diagrama de fases, dan una buena pintura cualitativa de lo que
ocurre con la ecuacién que estamos tratando e indican que el 0 es un punto
critico inestable, en tanto que el 1 es asintéticamente estable.

Vamos a pasar ahora a los cdlculos, y esperemos que estén de acuerdo con
la informacién que acabamos de encontrar. Cuando estamos fuera de £ =0 o
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Figura 1.10: el grifico de z — z? y el diagrama de fases de © = z — 22

x = 1 podemos escribir

z — =1 1.29
:1:+1—:1: T — 12 ’ ( )

e integrar entre el tiempo inicial ¢ = 0 y un ¢ genérico para obtener

b b
/05d5+/0 ——ds=t. (1.30)

Si llamamos 1z a la condicién inicial z(0), luego de integrar obtenemos

log |z(t)| — log |zg| — log |1 — z(t)| + log |1 — zo| = ¢, (1.31)

cosa que podemos reescribir como

z(t)(1 — xo)
log| ——=|=t. 1.32
520t —20) (1:32)
Un paso mas en los cdlculos lleva, a
z(t) (1 —xo)| _
= e ; 133
201 — (1) 1339
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y luego a
T

— | = . 1.34
1—xz(t) (1.34)
Nos enfrentamos ahora a la delicada tarea de eliminar las barras de valor
absoluto de la ultima expresién. Todo el problema se reduce a saber si al
sacarlas tenemos que poner un signo de m&s o un signo de menos. Si zy no es
ni 0 ni 1 entonces la expresién

1—10

U

Lo
et
1-— Iy

(1.35)

estd definida y no se anula nunca. Por lo tanto, tampoco puede anularse

z(t)

T (1.36)

asi que siempre conserva el mismo signo que en ¢ = 0 y al sacar las barras de
valor absoluto obtenemos

z(t) ¢t To
= ] 1.
1 —xz(t) ¢ 11—z (1.37)
Por ultimo, podemos despejar z(t) y resulta
.’L‘()et
z(t) = (1.38)

1 — g + zoet’

Observacién 1.2.9. Podemos verificar sin mucho esfuerzo que (1.38) es efec-
tivamente solucién del problema de resolver (1.28) con dato inicial zy = z(0).
Si evaluamos z(t) en ¢ = 0 estd claro que obtenemos zy. Ademds el célculo
directo de la derivada & muestra

t t
. Irpe Trpe
z(t) zge! =0+ 70))? = z(t) — z%(t). (1.39)

11—z + zpet

Es interesante notar que (1.38) también da la solucién correcta cuando toma-
mos los datos iniciales o = 0 0 zp = 1, a pesar de que en su derivacion no
tuvimos en cuenta estos casos. '

Vamos a estudiar ahora el comportamiento de las soluciones.

e Para empezar tenemos las dos soluciones estacionarias que ya habiamos
identificado.

e En segundo lugar miremos qué ocurre cuando 0 < 2y < 1. Como

1—x¢9>0, woet>0,
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el denominador en (1.38) no se anula nunca, asi que la férmula no tiene

problemas de definicién. Es un célculo directo comprobar que
t_l)lglooa:(t) =1, t_l)n_nooa:(t) =0.

Es decir, las 6rbitas se acercan al punto critico £ = 1 cuando el tiempo

crece y al punto critico £ = 0 al hacer hacer t — —oo. Esto dltimo

puede interpretarse como que la érbita “sale” del punto z = 0. Estas
soluciones son crecientes en t.

e Si 2y > 1 el denominador de (1.38) se anula en

t = t(zo) = log((zo — 1)/z0) < 0,
de modo que las soluciones estdn definidas en (t(zg),+0o0), son decre-
cientes en t y satisfacen

lim z(t) =1, lim z(t) = +oo.
t—=r+00 tit(zo)

e Si zy < 0 las érbitas son decrecientes, estan definidas sobre un intervalo
de la forma

(—00,t(x0)), t(xo) = log[(zo —1)/z0]-
Ademas
lim z(t) = - lim z(t) =0.
tt(zo) ®) T t5 0 (t)

La figura 1.11 resume la discusién que acabamos de presentar. Recomendamos
compararla con el diagrama de fases de la ecuacién.

Para finalizar, mencionemos que los puntos criticos x = 0 y z = 1 tienen
comportamientos bien diferentes. Hay érbitas que se alejan de z = 0, por lo
que este punto es inestable, pero el punto z = 1 es asintéticamente estable.

Ejercicio 1.18. ** Demostrar las afirmaciones sobre la estabilidad de los puntos
criticos 0 y 1, usando la férmula (1.38) para el flujo asociado a la ecuacién.

Ejercicio 1.19. ** Estudiar la ecuacién = ax — bx?, con a y b dos pardmetros
positivos. Interpretar el valor z = a/b en términos de la aplicacién de esta ecuacién
como un modelo para entender el crecimiento/decrecimiento de una poblacién. Su-
gerencia: reducirla al caso a = b =1 con un cambio de variables adecuado y utilizar
la discusién precedente.

Ejercicio 1.20. ** La ecuacién diferencial auténoma
& = ax — ba?,

donde a y b son dos constante positivas, es un modelo que describe la evolucién del
nidmero de individuos de una poblacién que se reproduce en su ambiente, sin sufrir la
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2

Figura 1.11: las soluciones & = x — z en el plano (¢, z)

influencia de depredadores ni la accién del hombre. Se decide explotar comercialmen-
te esta poblacién, extrayendo ejemplares a un ritmo constante de ¢ individuos por
unidad de tiempo. La ecuacién que gobierna el crecimiento de la poblacién en estas
condiciones pasa a ser, mientras x es positivo,

Z=ar—br?—c.

Si en algun instante la solucién z(t) alcanza el valor 0 este hecho debe interpretarse
como la extincion de la poblacién.

1. Mostrar que existe un valor umbral de ¢, al que llamaremos c,, tal que si ¢ > ¢,
entonces la explotacién siempre conduce a la extincién de la poblacién en un
tiempo finito. Calcular c,.

2. Mostrar que si 0 < ¢ < ¢, existe un valor critico z, tal que si la cantidad xg
de individuos de la poblacién en el instante en el que empieza la explotacién
es menor que z, entonces la poblacién también se extingue en tiempo finito.
Calcular el valor de z, y explicar cudl es la prediccién de nuestro modelo para
el caso en que Tg > T

3. Mostrar que si la cantidad inicial z¢ de individuos en la poblacién es suficiente-
mente alta entonces pueden extraerse a ritmo c, sin provocar la extincién de la
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poblacién. En estas condiciones, y suponiendo que nuestro modelo es correcto,
;,qué deberia observarse a largo plazo?

Ejercicio 1.21. * Estudiar las soluciones de la ecuacién & = z(a — z?), discutiendo
segun los valores de a € R. Discutir la estabilidad de sus puntos criticos. Se sugiere
comenzar haciendo argumentos cualitativos para determinar la estabilidad/inestabi-
lidad de los puntos criticos, ya que las estimaciones necesarias para las pruebas de
estabilidad no son completamente directas. Q

Ejercicio 1.22. Estudiar la ecuacién & = sinz.

1. * Decir todo lo que se pueda acerca de sus soluciones sin hacer ningin célculo.
En particular, clasificar los puntos criticos segin su estabilidad.

2. ** Calcular las soluciones de la ecuacién y completar su estudio.

Ejercicio 1.23. ** Sea f : R — R una funcién de clase C' tal que f(0) =
0y f'(0) = a. Mostrar que el punto critico x = 0 de la ecuacién & = f(z) es
asintéticamente estable si a < 0 e inestable si a > 0. Mostar, con ejemplos apropiados,
que puede ocurrir cualquier cosa cuando a = 0. Sugerencia: comparar f(z) con una
funcidn lineal adecuada cerca de z = 0.

Para cerrar esta seccién vamos a introducir una serie de ejercicios que
escapan al tema de las ecuaciones diferenciales, pero que es relevante para
el problema de modelar de alguna manera la variacién de una magnitud de
interés.

Ejercicio 1.24. *** El problema de crecimiento/decrecimiento de una poblacién
puede ser formulado también en tiempo discreto de la siguiente manera: supongamos
que cada cierto intervalo de tiempo medimos la cantidad de individuos y llamamos
z(n) al resultado de la n-ésima medicién y queremos saber como evolucionard z(n)
a partir de un valor inicial £o = x(0) conocido. Una hipdtesis simple es suponer que
el crecimiento entre medicién y medicién es proporcional al ndmero de individuos y
entonces formulamos la siguiente ley:

z(n+1) = (14 k)z(n),

donde k es un nimero positivo si suponemos que la poblacién aumenta.
Hallar la sucesién z(n) suponiendo conocidos k > 0 y xg. Comparar con las
predicciones del modelo continuo (1.9).

Ejercicio 1.25. *** Sj en el ejercicio anterior tomamos k € (—1,0) entonces la
poblacion estd disminuyendo con una velocidad proporcional al nimero de individuos.
Esto corresponde al caso a < 0 de (1.9). Es interesante notar que es posible introducir
un modelo aleatorio para este tipo de fenémenos que conduce a resultados parecidos
a los que ya encontramos. Vamos a formular nuestro modelo para el decaimiento de
una muestra de material radioactivo que en el instante inicial tiene z(0) = N dtomos.

Comenzaremos por asumir que el hecho de que un dtomo se desintegre o no en un
intervalo de tiempo dado es un fenémeno esencialmente accidental, que no depende
de su historia previa. Esta suposicién conduce a describir el “tiempo de vida” de
cada dtomo como una variable aleatoria T' con distribucién exponencial exp(\A). La
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constante A estd relacionada con la velocidad con la que se desintegra el material
radioactivo y depende del elemento que estemos considerando. Por lo tanto

p{T <t})=1—e* para t>0, (1.40)

0, lo que es completamente equivalente, la probabilidad de que al instante ¢ el &tomo
no se haya desintegrado es

p({T > t}) =e ™, para t>0. (1.41)

1. Supongamos ademés que los N 4tomos de nuestra muestra se comportan de
manera independiente. Para cada instante ¢ definimos la variable aleatoria Ny
como la cantidad de atomos que todavia no se han desintegrado. Hallar la
distribucién de Ny y el valor esperado de Ny, para cada t > 0.

2. Comparar los modelos aleatorio, de tiempo continuo y de tiempo discreto para
la desintegracién radioactiva. Calcular las constantes que aparecen en cada
uno de los modelos en términos de la vida media A, (el tiempo que demora en
desintegrarse la mitad del material original).
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1.3 Ecuaciones auténomas en el plano

En esta seccién trataremos algunos ejemplos sencillos de ecuaciones auténomas
en el plano R2. Seguiremos utilizando la notacién & = f(x) para estas ecua-
ciones, pero ahora hay que pensar que z es un elemento de R? y f una funcién
de R? (o de un conjunto abierto Q C R?) en R%. En algunos casos puede ser
conveniente escribir

X:f(X)a X:(.’E,y), iL‘ER,’yER.
Si escribimos la funcién f componente a componente, como

f($ay) = (f1($,y),f2($,y))

la notacién X = f(X) no indica otra cosa que el sistema de dos ecuaciones

escalares  — filoy)
r = J1i\Z,Yy),
{ i = fa(z,1) (142)

A lo largo de esta seccién veremos varios ejemplos de este tipo. La nocién
de solucion de una ecuacién diferencial en el plano (y en general en R") es
completamente analoga a la que introdujimos para ecuaciones diferenciales
en R. Si Q es un abierto en el plano y f : Q — R? es una funcién continua,
una solucién de la ecuacién diferencial auténoma X = f(X) es una funcién
derivable

X:ICR—Q,

definida sobre un intervalo abierto I, tal que se satisface

Observacién 1.3.1. Notemos que X es una funcién continua de ¢, porque es
derivable. El hecho de que f sea una funcién continua implica entonces que
f(X(t)) depende en forma continua de ¢, por ser composicién de dos funciones
continuas. Entonces de que X (t) satisfaga la ecuacién diferencial X = f(X)
se tiene como consecuencia que la derivada X (t) es una funcién continua de ¢
y, por lo tanto X (¢) es una funcién de clase C' o curva parametrizada®. — #

A la imagen, o traza, de la curva parametrizada X, orientada en el sen-
tido que la parametrizacién induce la llamaremos drbita. Asi como es usual
utilizar la palabra “curva” tanto para la funcién X como para su imagen en
el plano, aunque se trate de objetos distintos (uno es una funcién y el otro es

5Para los lectores que no estén familiarizados con la teoria de curvas hemos incluido en
el apéndice A.1, pagina iii, las nociones sobre curvas parametrizadas (funciones de clase C*
definidas en un intervalo de R y a valores en R") necesarias para este curso. También
aparece alli la informacién necesaria sobre campos vectoriales
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un conjunto) también suele emplearse el término “érbita” como sinénimo de
“solucién”. Ya habiamos mencionado este hecho en la observacion 1.1.16.
Vamos a ver a continuacién algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales

en R2.

Ejemplo 1.3.2. LA ECUACION DIFERENCIAL DE UN OSCILADOR SIMPLE
Consideraremos el sistema formado por una particula de masa m sujeta a un
resorte de constante elastica k > 0. Si con zg indicamos la posiciéon de reposo
del sistema, que corresponde a la longitud natural del resorte, la fuerza F' que
el resorte ejerce al estirarlo hasta una posicién z es

F = —k(z — ). (1.43)

Con z(t) designaremos la posicién de la masa en el instante ¢, de modo que
su aceleracién serd Z(t) y la ecuacién diferencial que describe el sistema se
obtiene a partir de la conocida Ley de Newton

F =ma, (fuerza = masa X aceleracién) (1.44)

y resulta ser
mi = —k(z — zo).

Nada nos impide fijar el sistema de coordenadas de modo que zg sea igual a
cero (o, lo que es equivalente, tomar como nueva variable  — ) y la ecuacién
se transforma en mz = —kx, que puede escribirse como

i =—w?z, w*=k/m>0. (1.45)

Esta es una ecuacién diferencial de segundo orden (la llamamos asi porque la
derivada segunda % de z es la derivada de orden maés alto que aparece en la
ecuacién). Vamos a transformarla en una ecuacién de primer orden en el plano,
es decir en una ecuacion diferencial en la que sélo aparecen derivadas primeras,
introduciendo la nueva variable y = &. Obtenemos entonces 77 = —w?z, ya que
Z = 9. Al considerar esta nueva ecuacién junto con la ecuacién que define la

variable y tenemos el sistema, o ecuacién diferencial en el plano,

T =y,
J = (1.46)

En realidad, en este caso, es preferible definir la nueva variable y como
y = &/w, porque de esta manera se llega a la forma mds simétrica

T

wy,
. 1.47
; (1L47)

—we,
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que, por cierto, es completamente equivalente a (1.46) y a (1.45). Las solu-
ciones de la ecuacién (1.45), que se obtiene al modelar las oscilaciones de una
masa sometida a la accién de un resorte, son de la forma

z(t) = Acoswt + Bsinwt. (1.48)

Suponemos conocido este hecho, pero si no lo es observemos que basta derivar
dos veces z(t) y sustituir en la ecuacién (1.45) para ver que z(t) es una solucién,
independientemente del valor que demos a A y B.

Un cédlculo directo a partir de la férmula y = &/w que usamos para intro-
ducir la variable y nos da

y(t) = —Asinwt + B cos wt. (1.49)

Las constantes A y B quedan determinadas al fijar las condiciones iniciales
del movimiento. Si queremos que la condicién inicial (z(0),y(0)) sea (zo,yo)
entoncesdebemos elegir

A= 0, B= Yo-

Con esta informacién es posible estudiar completamente el sistema (1.47). En
el ejemplo 1.5.4, pdgina 71, se calculan las soluciones del sistema (1.47) por un
procedimiento diferente, que no requiere ninglin conocimiento previo acerca
de las soluciones de i + w?z = 0.

Observacién 1.3.3. SOLUCIONES PERIODICAS

Notemos que una caracteristica relevante de las soluciones de (1.45) (y por
ende de (1.47)) es que son funciones periddicas del tiempo, con periodo 27 /w.
La existencia de fenémenos periédicos es un hecho interesante que se refleja
en que la busqueda de soluciones periédicas de las ecuaciones diferenciales, y
la, comprensién de sus propiedades, es una parte importante de la teoria de
estas ecuaciones. Tal vez valga la pena recordar que una funcién f : R - R"
es periddica de periodo T' > 0 si se cumple

f@+T)=f(t), teR.
A modo de repaso dejamos planteado el siguiente ejercicio:
Ejercicio 1.26. ** Si f es periddica de periodo T probar que la igualdad
ft+ET) = f(t)
se satisface paratodot € Ry k € Z. ad

Ejemplo 1.3.4. LA ECUACION DIFERENCIAL DEL PENDULO
Para tratar este ejemplo derivaremos la ecuacién diferencial que gobierna el
movimiento de un péndulo sin rozamiento a partir de la Ley de Newton (1.44).
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Supongamos entonces que tenemos una particula de masa m obligada a mo-
verse sobre una guia circular lisa de radio r que estd en un plano vertical.
Al decir que la guia es lisa estamos suponiendo que no actua ninguna fuer-
za debida al frotamiento entre la particula y la guia, lo que es equivalente a
asumir que la reaccién R que la guia ejerce sobre la particula es una fuerza
que tiene componente nula en la direccién tangente a la guia (s6lo actiia una
fuerza normal, que es la que obliga a la particula a permanecer sobre la guia).

Si llamamos ¢ al dngulo entre el radio que une la particula con el centro de
la guia y la vertical, medido en sentido antihorario desde el punto mas bajo de
la guia, la posicién de la particula, en un sistema de coordenadas formado por
el centro de la guia como origen y una base ortonormal directa con el segundo
vector apuntando hacia arriba, es

(z(t),y(t)) = (rsinep(t), —rcos o(t)) = ré;(o(t)), (1.50)
ér(p) = (sinyp, — cos p), (1.51)

tal como se muestra en la figura 1.12. Si derivamos €, respecto a ¢ obtenemos

Figura 1.12: el péndulo

el vector .
de;

de

(p) = (cos p,sinp). (1.52)
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que es tangente a la guia y al que llamaremos €,(¢). Un célculo tan sencillo
como el anterior muestra
de,
T
La pareja de vectores €, €, se adapta bien a la geometria de nuestro problema,
asi que la utilizaremos para los cdlculos. Derivando una vez respecto al tiempo
obtenemos la velocidad

(p) = —€r(p)- (1.53)

. . . de, dy .
= = _— ]_. 4
() = (a(0),5(0)) = g~ 5 = rof, (1.54)
y una nueva derivacién da
a(t) = (&(1), (1)) = ree, — r’é,. (1.55)

Las fuerzas que acttian sobre la particula son la gravedad —mg; y la reaccién
R de la guia que no tiene componente en la direccién tangencial dada por
€,, ya que hemos asumido que la guia es lisa. Si planteamos la ecuacién de
Newton obtenemos

R—mgj = mr$é, — mro?eé,. (1.56)
Para librarnos de la molesta R proyectamos escalarmente en la direccién de
€, y resulta

—mgj - €, =mr (1.57)
que da lugar a la ecuacion del péndulo
¢ =—Zsinep. (1.58)
r

Esta ecuacién puede reducirse a un par de ecuaciones de primer orden, de la
misma manera candénica que utilizamos para la ecuacién del resorte, introdu-
ciendo una variable § = . Entonces ¢ = € y obtenemos

=10
: . (1.59)
6 =—Zsingp

que es completamente equivalente a la ecuacién (1.58). &

Observacién 1.3.5. El sistema de ecuaciones de primer orden (1.59) puede
escribirse como & = f(z) si consideramos

= (p,0) €R:, f(p,0) = (6,~Zsingp).

Notemos que, nuevamente, hemos reducido una ecuacién diferencial de segun-
do orden a una ecuacién de primer orden en R2. En general, una ecuacién
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diferencial de segundo orden de la forma & = F(z,z,t) puede reducirse al
sistema, de primer orden
T =y,
. 1.60
Yy = F(:L‘, Y, t)a ( )
que resulta ser auténomo si el tiempo ¢ no aparece explicitamente en la ecua-
cién original.
Ejercicio 1.27. * Mostrar como puede reducirse una ecuacién diferencial de tercer

orden a una ecuacién de primer orden en R®. En general, reducir una ecuacién
diferencial de orden n” a una ecuacién de la forma & = f(z,t), donde = € R™. '

Observacién 1.3.6. INTERPRETACION GEOMETRICA DE LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES AUTONOMAS.

La ecuacién £ = f(z) tiene una interpretaciéon geométrica muy natural y muy
util. Para fijar ideas supongamos que f esté4 definida sobre un abierto U C R?
y toma valores en R?. Entonces f define un campo vectorial sobre U Una
solucién z(t) de la ecuacién es una funcién, o curva parametrizada, que asocia
a cada t un punto z(¢) en R2. Su vector tangente en z(t) es #(t) y la ecuacién
diferencial implica entonces que z(t) = f(z(t)), por lo que el vector tangente
a la curva en z(t) es justamente el vector f(x(t)) del campo vectorial definido
por f. Si agregamos un dato inicial (0) = zy estamos pidiendo que la curva
esté en el punto zg para ¢ = 0. En consecuencia, el problema de valores

iniciales
z = f(z),
1.61
Lol (61
puede describirse como el problema de hallar una curva que en ¢ = 0 pasa por
zo y es tangente al campo vectorial f en cada uno de sus puntos. [

Observacién 1.3.7. 1 UNA INTERPRETACION FiSICA DE LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES ORDINARIAS

Otra forma de ver las ecuaciones diferenciales es aplicarlas a la descripcion del
movimiento de una masa de fluido. Hay esencialmente dos maneras de descri-
bir este movimiento, que pueden ilustrarse con la imagen de dos pescadores
en un mismo rio: uno de ellos pesca desde un bote que se deja llevar por la
corriente del rio; el otro lo hace desde la orilla. Para hacer esto mas realista
supongamos a nuestros pescadores puntuales. El primero es una particula
que viaja con el rio y sigue una cierta trayectoria z(t) que tiene asociada
una velocidad #(t). El segundo estd parado en un punto y y ve particulas
que pasan con una velocidad V(y) (si asumimos que el flujo es estacionario la
velocidad V' no depende del tiempo, sélo de la posicién). Lo que conecta ambas
descripciones es el siguiente hecho: cuando la trayectoria z(t) pasa por el punto
y la velocidad #(t) es la velocidad V (y) = V(z(t)) que observa el pescador que

"una ecuacién de orden n es aquella en la que la derivada n-ésima de la funcién incégnita

es la derivada de orden mds alto que aparece en la ecuacién
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estd quieto. La vinculacién entre ambas descripciones del movimiento del
fluido estd dada entonces por la ecuacién diferencial z(t) = V(z(t)).

Esto puede generalizarse un poquito mdas y formalizarse de la siguiente
manera:
I. DESCRIPCION DE LAGRANGE DEL MOVIMIENTO DE UN FLUIDO. Sitenemos
un volumen de fluido que en el instante ¢ = 0 ocupa una regién Q de R?
conoceremos su movimiento en un intervalo de tiempo I si para cada particula
p € Q y para cada instante ¢ € I conocemos la posicién ®(p,t) de esa particula.
Naturalmente siempre podremos suponer 0 € I y entonces ®(p,0) = p. Por lo
tanto conocer el movimiento del conjunto de particulas es conocer una, funcién

®:QxTI — R3,

(p,t) + ®(p,t). (1.62)

I1. DESCRIPCION DE EULER DEL MOVIMIENTO DE UN FLUIDO. La otra des-
cripcién posible consiste en fijar una region U del espacio y mirar con que
velocidad V pasan las particulas por cada punto z € U. En general la velo-
cidad dependerd también del tiempo (por ejemplo, al abrir una canilla en los
primeros momentos las velocidades dependen del tiempo, luego se establece un
flujo estacionario) y entonces habr un campo de velocidades 17(:6, t) definido
sobre U.

VINCULACION ENTRE LAS DESCRIPCIONES DE EULER Y LAGRANGE. No
es dificil hallar 1a relacién entre las dos descripciones. Podemos calcular la ve-
locidad a partir del conocimiento de las trayectorias ®(p, t) derivando respecto
al tiempo con p constante, como

o(z,t) = 8,9 (p,1)
y la interpretacién del campo V como las velocidades dice entonces

d(p,t) = V(2(p,1),1).

Si conocemos el campo V entonces ®(p,t) no es otra cosa que la solucién de
la ecuacién
i=V(z,1)

con dato inicial £(0) = p. Por el contrario, si lo que conocemos son las trayec-
torias ®(p, t) para cada particula p podemos calcular el campo de velocidades
simplemente derivando respecto al tiempo con p constante. Notemos que la
funcién @ no es otra cosa que el flujo que introdujimos en la seccién 1.2 ante-
rior y la interpretaciéon que acabamos de dar justifica plenamente el uso de la
palabra “flujo”.

Ejercicio 1.28. *** Considerar las funciones

1. ®((z,y),t) = (xcost + ysint,ycost — rsint);
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2. ®((z,y),t) = (zet,yet),

y hallar el campo de velocidades que corresponde a cada uno de estos flujos. Inter-
pretar el resultado. ' i

1.3.1 Estudio de algunas ecuaciones diferenciales auténomas
2
en R

Comenzaremos ahora el estudio de las ecuaciones diferenciales auténomas en
el plano. Vamos a empezar por tratar algunos ejemplos simples que nos permi-
tirdn presentar las ideas bdsicas sin grandes complicaciones técnicas. Ademas,
estos ejemplos, a pesar de su sencillez, contienen informacién relevante y pre-
sentan comportamientos dindmicos interesantes que también estidn presentes
en situaciones mas complejas.

Ejemplo 1.3.8. CAMPO DE VELOCIDADES CONSTANTE
Hallaremos las soluciones de .

= a,

y=b,
con dato (x(0),y(0)) = (zg,yo), donde a y b son dos constantes reales. Este
problema es muy facil de resolver. Aunque estamos tratando con un sistema de
ecuaciones la ecuacién para z es completamente independiente de la ecuacion
para y y podemos integrarlas separadamente para obtener

(z(t),y(t)) = (zo + at,yo + bt),

es decir un flujo lineal muy simple de la forma
®((z0,90),t) = (zo + at, yo + b2).

En la figura 1.13 aparece representado un campo vectorial constante (a,b), y
algunas soluciones de la ecuacién diferencial asociada al campo. Tal como se
aprecia en la férmula para el flujo y en la figura, en este ejemplo las érbitas
son rectas con direccién paralela al vector (a,b). &

La clave para resolver el ejemplo anterior fue que las ecuaciones para z e
y no estaban vinculadas o, para decirlo de otra manera, estaban desacopladas.
Esto es algo general y sugiere que podremos resolver cualquier sistema de la

forma
i = f(z),
y=9(),
donde f y g son dos funciones escalares, aprovechando que cada una de las
ecuaciones en (1.63) puede resolverse independientemente de la otra, con
cdlculos similares a los que hicimos en la seccién 1.2 al tratar las ecuacio-

nes auténomas en R. Con esta idea vamos a seguir tratando algunos casos
simples.

(1.63)
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Figura 1.13: campo vectorial constante y soluciones de la ecuacién diferencial

Ejemplo 1.3.9. Resolver

T =azx
. ’ 1.64
y = by, (1.64)

con dato (z(0),y(0)) = (zo,yo). En la figura 1.14 hemos representado, para
a=2yb=1, el campo vectorial asociado con esta ecuaciéon diferencial.

Es evidente que el problema de valores iniciales que estamos considerando
es equivalente al par de problemas escalares

{ T = ar, { 1y = by,
z(0) = o, y(0) = »o.
Por lo tanto, su solucién es

z(t) = moe™,  y(t) = yoe,
que escrita en forma de un vector de R? queda

(z(t),y(t)) = (zoe™, yoe). (1.65)

En consecuencia, el flujo que corresponde a la ecuacién diferencial (1.64) es

CI)((LE,y), t) = (:Eeat’yebt)'
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Figura 1.14: el campo vectorial de la ecuacién (1.64) paraa =2y b= 1.

Mais interesante que obtener una forma para el flujo asociado con la ecuacién
es conseguir una buena representacién grifica del conjunto de sus soluciones,
a la que nos referiremos como plano de fases, o diagrama de fases, cosa
que ayuda enormemente a comprender su comportamiento. Por supuesto, la
férmula del flujo es un auxiliar util para esta tarea, pero puede obtenerse
mucha informacién interesante sin resolver la ecuacién.

e PUNTOS CRITICOS. Los puntos criticos de una ecuacién diferencial
X = f(X) pueden hallarse sin resolverla, buscando dénde se anula el
miembro de la derecha. Recordemos ademds que cada punto critico Xy
corresponde a una solucion destacada de la ecuacién: la solucion esta-
cionaria X (t) = X,.

Consideremos el caso a > 0, b > 0, en (1.64). La condicién de que (z,y)
sea un punto critico implica, en este caso, la igualdad (az, by) = (0,0),
por lo que el tnico punto critico es el origen (0,0).

e CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO DE z(t) E y(¢). Para saber cémo es el
crecimiento de cada una de las componentes z(t) e y(t) de una solucién de
la ecuacién diferencial no hace falta resolver la ecuaciéon completamente y
luego derivar para hallar &(t) y §(¢) y estudiar su signo. Por el contrario,
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la propia ecuacidon diferencial nos da directamente el valor de & y vy en
cada punto del plano.

En el caso que nos ocupa, con ¢ > 0y b > 0, vemos directamente que
si una solucién (z(t),y(t)) estd en el primer cuadrante {z > 0,y > 0}
entonces £ > 0 y y > 0, por lo que z e y aumentan cuando ¢ crece. Por
ejemplo, sobre todos los puntos del eje z tenemos y = 0, por lo que las
soluciones tienen tangente horizontal alli. De hecho, la parte positiva y la
parte negativa del eje = son dos 6rbitas. También lo son la parte positiva
y la parte negativa del eje y, en este caso con tangente vertical. Con los
mismos argumentos se ve rdpidamente que x crece en el primer y cuarto
cuadrante, y decrece en el segundo y el tercero. En tanto que y crece en
el primer y segundo cuadrante, y decrece en el tercero y el cuarto.

En nuestra préxima figura representamos el diagrama de fases asociado con la
ecuacién (1.64), para a = 2, b = 1. Pueden apreciarse en ese dibujo algunas
de las caracteristicas que apuntdbamos en el andlisis que acabamos de hacer.

N
A4

Figura 1.15: el diagrama de fases de (1.64) paraa =2y b= 1.

Cuando a > 0 y b > 0 el punto critico (0,0) es inestable. Esto es muy ficil

de ver en este caso, porque cualquier solucién (z(t),y(t)) de la ecuacién que
no sea la solucién estacionaria (0,0) se va al infinito cuando ¢ — +o00, en el
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sentido de que
lim |(x(t),y(t))| = +oo.

t—+400

Por lo tanto, independientemente de lo cerca de (0,0)) que este su condicién
inicial (z(0),y(0)) la solucién se escapa de cualquier entorno de (0,0), lo que
implica la inestabilidad de este punto critico.

Ejercicio 1.29. * Utilizar los argumentos geométricos que acabamos de presentar,
y la férmula (1.65), para dibujar detalladamente el plano de fases asociado con (1.64),
discutiendo segiin los valores de a y b. Estudiar también la estabilidad del punto critico
(0,0). No olvidarse de incluir en la discusién los casos en que a y/o b se anulan. &

Ejemplo 1.3.10. Resolver
T = Az,
Y=+ Ay,

con dato (z(0),y(0)) = (zo,%o)-

Cuando A > 0 la ecuacién tiene un tnico punto critico en el origen del
plano (z,y). Es ficil determinar el signo de & y ¢ a partir de la ecuacién, y
encontramos que £ tiene el mismo signo que z, en tanto que ¥ se anula sobre
la recta y = —z/)\, es positivo en el semiplano que estd por encima de esta
recta, y negativo por debajo.

Esta vez las ecuaciones no estan desacopladas, pero la primera puede re-
solverse independientemente de la segunda para obtener

(1.66)

z(t) = zoe.
Con esta informacion la ecuacion para y queda como
§ = zoe + Ay.

Esta puede resolverse empleando el método de variacién de constantes que
presentaremos en la secciéon 1.8, aunque en vez de eso haremos un truquito
que consiste en escribirla como

§— My = moe

para usar que
d

1) _ Ate At

§(t) = dy(t) = ™ (y(t)e )

Combinando estas dos igualdades y cancelando un factor exponencial obtene-
mos

% (wye™) = 20,

que puede integrarse con toda facilidad entre 0 y ¢ para obtener

y(t)e ™ — yo = zot = y(t) = (vot + yo)e™.
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Por lo tanto, la solucién de nuestro problema es

(@), 5(0) = (20", (wot + v} ). (1.67)

En la figura 1.16 representamos el campo vectorial asociado con la ecua-

Y
SN S Y A 4
Y e - \‘3/4/ 1 P A
P . R 7 7
/ / / / - - e el
/ / / J « — — e
A A

Figura 1.16: campo vectorial de (1.66) con A > 0.

cién (1.66). Hemos incluido ademds el grafico de la recta sobre la cual y
cambia de signo. La figura 1.17 es un esquema del diagrama de fases asociado
con la ecuacién. Observar que cuando las soluciones cortan la recta y = —z/\
cambia el crecimiento de la variable g, tal como puede preverse del andlisis del
signo de g. El (0,0) es un punto critico inestable en este caso.

Ejercicio 1.30. * Dibujar las érbitas de la ecuacién 1.66 y discutir la estabilidad
del punto critico (0,0) en los casos en que A < 0. Sugerencia: clasificar las regiones
del plano segtn el signo de & y y. Utilizar la informacién que estos signos dan sobre
el crecimiento de z(t) e y(t), junto con la férmula de las soluciones. O&

Observacién 1.3.11. SUPERPOSICION DE SOLUCIONES. NOTACION MA-
TRICIAL PARA LAS ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES. MATRIZ EXPO-
NENCIAL

Las ecuaciones diferenciales que hemos tratado en los ejemplos 1.3.9 y 1.3.10
son ecuaciones diferenciales lineales, porque su miembro de la derecha depen-
de linealmente de (z,y). Este hecho permite escribir la ecuacién en forma
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Vi
A}

Figura 1.17: diagrama de fases de (1.66) con A\ > 0.

matricial. Por ejemplo, al hacerlo para la ecuacién (1.66) obtenemos

(5)2(?2)(;:) (1.68)

que puede expresarse brevemente como

X = AX

“(21) ()

También la condicién inicial puede expresarse como X (0) = X, si llama-
mos Xy al vector (zg,10)®. En resumen, el problema de valores iniciales para
una ecuacién diferencial lineal en R? adopta la forma

X = AX,
X(0) = Xo,

si tomamos

(1.69)

8escribiremos a los vectores de R? como filas o columnas, segtin nos resulte méas convenien-
te en cada caso. Esta convencién facilita la escritura de las férmulas. Cuando multipliquemos
vectores de R? por matrices entonces los consideraremos como columnas —o matrices 2 x 1-
y aparecerdn a la derecha de las matrices 2 X 2, como en la férmula X = AX
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donde A es una matriz 2 X 2 y Xy el vector con las condiciones iniciales.

Ejercicio 1.31. * Escribir en forma matricial el problema de valores iniciales plan-
teado en el ejemplo (1.3.9).

No sélo el problema de valores iniciales para una ecuacién lineal puede
escribirse en forma matricial, también es posible hacerlo para sus soluciones.
Antes de discutir esta afirmacién en toda su generalidad volvamos a la férmu-
la (1.67) y observemos que la solucién X (t) de la ecuacién (1.68), con la
condicién inicial X (0) = X = (z¢,yo), €s

wo-()-( 2)(3) o

Otra manera de escribir la solucién es expresarla como

et 0
X(t) = =zo ( Y ) +yo( A ),

que subraya el hecho de que al multiplicar una matriz por el vector (zg,yo)
estamos haciendo una combinacién lineal de sus columnas con coeficientes xg e
yo. Notemos ademds que la primera columna de la matriz que aparece en (1.70)
es la solucién de la ecuacién diferencial (1.68) con condicién inicial (1,0), en
tanto que la segunda columna también resuelve la ecuacién diferencial, pero
toma el valor (0,1) en ¢ = 0. Llamemos e;, ¢ = 1,2, a los vectores (1,0) y
(0,1) de la base canénica de R2.

Ejercicio 1.32. * Escribir en forma matricial las soluciones del ejemplo (1.3.9).
Verificar que las columnas de la matriz son soluciones de la ecuacién diferencial y que
toman e; y es como dato inicial.

Observemos ahora que la expresién matricial (1.70) de las soluciones no ha-
ce otra cosa que escribir cualquier solucién de X = AX como una combinacién
lineal de las soluciones E; de los problemas de valores iniciales

X = AX, :
—1,2. 1.71
Lxol =t )

Reciprocamente, si somos capaces de hallar las soluciones E; de (1.71) entonces
la solucién de X = AX con dato inicial (zg,yp) es

X(t) = zoFn (t) + {171E2(t). (1.72)

Veamos ahora que este hecho es completamente general, como consecuencia
de un principio de superposicion de soluciones para las ecuaciones lineales.
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Proposicién 1.1. Sean X;(t), i = 1,2 soluciones de la ecuacidén diferencial
lineal X = AX, y a;, i = 1,2 constantes reales cualesquiera. Entonces

Y(t) = ale(t) + GQXQ(t)
es una solucion de la ecuacion diferencial que toma el dato inicial
Y(O) = ale(O) + G,QXQ(O).

PRUEBA: consiste es un sencillo cdlculo basado en la linealidad del de la
operacién de derivar y de la ecuacion diferencial. Al derivar Y y usar que las
X, son soluciones de la ecuacién obtenemos

Y(t) = CI,1X1 (t) + a2X2(t) = alAXl (t) + GQAXQ(t).
Como la operacién de multiplicar por una matriz es lineal resulta
Y (t) = A (a1 X1 (t) + a Xo(t)) = AY (¢).

La afirmacién acerca del dato inicial es completamente trivial.

Si retomamos el hilo de la discusién que estdbamos desarrollando, y aplicamos
la proposicién anterior, concluimos que la solucién de cualquier problema, de
valores iniciales (1.69), para una ecuacién diferencial lineal X = AX, puede
calcularse como el producto de una matriz cuyas columnas son las soluciones
E;(t) de los problemas (1.71) por el vector Xy de la condicién inicial.

Definicién 1.6. MATRIZ EXPONENCIAL

Llamaremos matriz exponencial de At a la matriz (F1(t), E2(t)) cuyas colum-
nas son las soluciones E;(t) de X = AX que satisfacen E;(0) = e;, i = 1,2.
Utilizaremos la notacién e4* para esta matriz.

Ejemplo 1.3.12. Volvamos a tomar como ejemplo la matriz

A0
A= .
(1 3)
Entonces su exponencial e’ es la matriz que aparecié al escribir matricial-
mente en (1.70) las soluciones de X = AX, o sea

At e)\t 0
e = teM e |-

Esta es una matriz que depende del tiempo t.

1. Su definicién implica que al evaluarla en ¢t = 0 debemos obtener la iden-
tidad, lo que es inmediato de verificar.
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2. Podemos derivar e respecto al tiempo. Al igual que para un vector, la

derivada de una matriz que depende de t se obtiene derivando cada una
de sus componentes. Por lo tanto

det Aert 0
dt - ( Ater + e \eM ) ) (1.73)

Recordemos que cada columna de la matriz es solucién de X = AX , de
modo que derivar las columnas surte el mismo efecto que multiplicarlas
por A. Multiplicar las columnas de una matriz por A es lo mismo que
multiplicar por A a la izquierda, asi que la matriz (1.73) deberia ser igual
a AeA’. Vamos a verificar esto haciendo el célculo:

aAt_ (A0 M0 Aert 0
€ 7l1 ted e ] T MeM 4+ eM NeM

At

Una manera de expresar estas dos propiedades es decir que e”** es una solucién

matricial del problema de valores iniciales

{X:AL

X0 - 1. (1.74)

donde I representa a la matriz identidad. En realidad, dada una matriz A cua-
drada cualquiera, la exponencial e?? es la tnica solucién del problema (1.74).
Esta observaciéon da un criterio para wverificar el cdlculo de las soluciones de
los sistemas lineales: siempre podemos ver si la matriz que hemos hallado al
escribir las soluciones satisface (1.74) tal como hicimos en este ejemplo. Si
lo satisface habremos resuelto correctamente el problema. Si esto no ocurre
entonces habremos cometido un error en algin sitio.

Ejercicio 1.33. ** Demostrar que si A es una matriz 2 x 2 cualquiera entonces e“?
es solucién de (1.74). &

Observacién 1.3.13. NOTACION PARA EL FLUJO DE LAS ECUACIONES
LINEALES

El flujo @ asociado con la ecuacién diferencial lineal X = AX puede expresarse
en términos de la matriz exponencial como

®(X,t) =X, X eR", teR,
ya que e4*X es la solucién de la ecuacién con dato X (0) = X. [ )

Ejercicio 1.34. * Verificar, para las matrices de las ecuaciones diferenciales lineales
que aparecen en los ejemplos 1.3.9 y 1.3.10 la férmula

eAltts) — eAteAS, s,t €R,
para la matriz exponencial. Concluir que
-1
(eAt) = e*At, teR

y que et y e4% conmutan para cualesquiera s y t en R Q
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Ejercicio 1.35. ** Considerar ecuaciones lineales X = AX en R", donde A es una
matriz en M™ ™ (R), y desarrollar la teorfa de la matriz exponencial e#? para estas
matrices. L)

También la ecuacién del oscilador # + w?z = 0, que introdujimos en el
ejemplo 1.3.2, nos condujo a un sistema lineal que puede escribirse en forma
matricial. A continuacién presentamos un ejercicio sobre este sistema, que nos
servird para seguir practicando el arte de dibujar planos de fase (cosa para la
que puede ser de gran ayuda una computadora, pero aunque recurramos a
una es recomendable comprender el significado de los dibujos que se obtienen.
Por otra parte, no siempre es posible resolver un problema de ecuaciones di-
ferenciales introduciéndolo ingenuamente en una computadora y observando
el resultado, de modo que conviene desarrollar la capacidad de utilizar las
herramientas informdticas de manera inteligente, lo que casi siempre pasa por
entender algo del problema que se pretende estudiar con estos medios).

Ejercicio 1.36. *

1. Escribir la ecuacién
T =wy,
y = —wz,

en forma matricial, como X = AX. Para la matriz A asociada con esta ecua-
cién, hallar e4t.

2. Escribir la féormula del flujo asociado con el sistema y dibujar las orbitas del
sistema en el plano (z,y). Sugerencia: observar que todas las soluciones se
conservan sobre conjuntos de la forma z? + y? = cte., luego estudiar los signos
de & e ¢ para completar el dibujo del plano de fases. Q

3. Estudiar la estabilidad de (0,0) para el sistema (1.47).

Como estamos gastando mucha energia en estudiar ecuaciones lineales vale
la pena mencionar algunas razones para hacerlo:

1. los ejemplos que hemos visto hasta ahora son relativamente simples y
constituyen un buen entrenamiento para atacar problemas mas dificiles.

2. A pesar de su simpleza contienen bastante variedad de comportamientos.

3. Comprender bien las ecuaciones lineales es un paso previo necesario para
estudiar el comportamiento de una ecuacion cerca de sus puntos criticos.

4. Muchos problemas de interés, por ejemplo muchos problemas de circui-
tos eléctricos, pueden ser modelados con alto grado de precisién por
ecuaciones lineales.
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Observacién 1.3.14. LINEALIZACION DE LAS ECUACIONES ALREDEDOR
DE SUS PUNTOS CRITICOS

Vamos a extender un poco el comentario introducido en el item 3. La idea
bésica es que si tenemos que estudiar una ecuacién z = f(z) cerca de un punto
critico g podemos considerar el desarrollo de Taylor de primer orden de f

J(z) = f(x0) + Dy f (x — x0) = Do f (x — 20)

En el punto critico zg la funcién f se anula, entonces aproximamos f por el
término lineal. Si introducimos una variable Y = z — x¢ y sélo nos quedamos
con la parte lineal de f en la ecuacién diferencial llegamos a la ecuacion linea-
lizada

Y = (Dg, f)Y. (1.75)

Veremos que en muchos casos la ecuacién linealizada contiene la informacién
que nos hace falta para describir el comportamiento de las soluciones de la
ecuacion original cerca del punto critico xg, porque en ella hemos puesto el
término dominante del desarrollo de f. La condicién para que esta afirmacion
sea correcta es que la matriz de la linealizacién no tenga ninun valor propio
con parte real nula. Esta es una condicién de no degeneracién de la parte
lineal de la ecuacién que asegura que este término domina a los términos de
mayor orden. En particular, notemos que excluye al 0 como valor propio.

Observaciéon 1.3.15. Un comentario similar vale cerca de un punto zg en
que f no se anula. La continuidad de f implica que f(z) ~ f(zg) siz ~zg y
podemos aproximar la ecuacién diferencial, cerca de xg, por & = f(xg). Esta
ecuacién tiene un campo vectorial constante y su flujo es ®(z,t) = = + tf (o)
(comparar con el flujo que se obtuvo en el ejemplo 1.3.8). Este flujo tan simple
es una buena aproximacién de las soluciones de la ecuacién original cerca del
punto no critico zg. 'Y

Ejemplo 1.3.16. LINEALIZACION DE LAS ECUACIONES DEL PENDULO
Retomemos la ecuacién del péndulo (1.58)

“ 2 .
Y= —w’siny,

donde w? = g/r (ver el ejemplo 1.3.4). Podemos transformarla en el sistema
de primer orden (1.59) tal como hicimos antes. Sin embargo, es preferible
introducir una variable € tal que ¢y = w6 por razones de simetria similares a
las que utilizamos en el ejemplo 1.3.2 del oscilador simple (una masa sujeta a
un resorte). Esto da lugar al sistema

g{bzwﬂ

0 = —wsinyp (1.76)
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que podemos escribir también como

((:ba 0) = f((107 0)’ f((p’ 9) = (wea —w sin (10)'

La matriz del diferencial de f es

0 w

El péndulo tiene dos posiciones de reposo: una “arriba”, que corresponde al
punto critico ¢ = w, § = 0, y que tiene que ser inestable si nuestro modelo
para el movimiento del péndulo no estd equivocado; la otra estd “abajo” en
(0,0).

LINEALIZACION ALREDEDOR DE (7,0). El primer paso en la linealizacién es
evaluar el diferencial del campo en el punto (7, 0) para calcular la aproximacién
lineal del campo vectorial asociado con la ecuacién cerca de ese punto. En este

caso tenemos
0 w
Dfiro) = ( w 0 )

El valor para el diferencial nos dice entonces que el campo vectorial f cerca
de (m,0) satisface

s (0 o) (%07 )= (uls )

Por lo tanto, la ecuacién diferencial lineal que aproxima a la ecuacién original
cerca de (m,0) es

P = wb,

0 =w(p—m)
Conviene introducir un cambio de coordenadas que lleve el origen al punto en
que estamos trabajando, asi que definimos

E=¢p—m, n=0.

Con estas nuevas coordenadas la ecuacién diferencial con la que estamos tra-
bajando se transforma en la ecuacién lineal

& =wn, (1.77)

N =wé
cuya matriz es justamente D f(, o). Observemos que esta ecuacion no es otra
cosa que la que corresponde a (1.75) para la situacién particular que estamos
analizando. El objetivo de nuestro préximo ejercicio es estudiar esta ecuacién
diferencial por medio de un cambio de variables conveniente. En la seccién 1.5
comenzaremos a desarrollar sisteméticamente la técnica de realizar cambios de
coordenadas para resolver las ecuaciones lineales, de modo que este ejercicio
puede verse como un adelanto del material que se presenta alli.
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Ejercicio 1.37. **

1. Introducir las nuevas variables

(u,v) = (£+n,§—n).

Con su ayuda resolver (1.77) y representar el plano de fases asociado con esta
ecuacion.

2. Representar el plano de fases asociado con la ecuacién diferencial que satisfa-
cen u y v. Observar que este plano de fases se obtiene del de la parte anterior
por medio del cambio de coordenadas que permite pasar de (£,7n) a (u,v), y
viceversa.

3. Determinar el tipo de estabilidad del punto critico (0,0) de la ecuacién (1.77).

Veremos mads adelante, en la seccién 3.4, que el estudio que acabamos de
hacer permite obtener una buena imagen de lo que ocurre con la ecuacién ori-
ginal del péndulo cerca del punto (—m,0) en que calculamos la linealizacién.
Por ejemplo, el diagrama de fases de la ecuacién del péndulo cerca de (—,0)
es muy parecido al de la ecuacién (1.77) cerca de (0,0). Verificaremos esta
afirmacién en la préxima secciéon, cuando hagamos un estudio més detallado
de las ecuaciones del péndulo, pero vale la pena mencionar que es consecuen-
cia de resultados més generales (como el teorema de Grobman-Hartman que
enunciamos en la seccién 3.4, acerca de la linealizacién de una ecuaciéon dife-
rencial. Estos resultados aseguran que si la linealizacién alrededor de un punto
citico “no degenera” entonces la ecuacién linealizada tiene un comportamien-
to similar al de la ecuacién original. De hecho es posible pasar localmente,
cerca del punto critico, de una ecuacién a la otra por medio de un cambio
de variables adecuado. La condicién de no degeneracion es que la matriz de
la linealizacién no tenga valores propios con parte real nula. En el ejemplo
que estamos tratando los valores propios de D f(, ) son w, por lo que esta
condicién se satisface.

LINEALIZACION ALREDEDOR DE (0,0). Pasemos ahora a estudiar la linealiza-
ci6n en el punto de equilibrio (0,0). Si calculamos el diferencial de f en ese
punto obtenemos

—w 0

Df(oyo):< 0 “’). (1.78)

Entonces, una vez puesta en forma matricial, la ecuacién que se obtiene linea-

lizando (1.76) es .
()-(23)(E) o

Notemos que este sistema de ecuaciones es justamente el sistema (1.47) que
modela el comportamiento del oscilador simple. Cuando calculamos los valores
propios de la matriz del sistema obtenemos los niimeros imaginarios +iw, que
tienen parte real nula, por lo que los resultados generales que citamos antes no
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permiten asegurar que las soluciones de la ecuacién original y su linealizada
tengan comportamientos similares.

Sin embargo veremos en la seccién 1.4 que las ecuaciones del péndulo tienen
asociada una energia que se conserva en la evolucién del sistema, y cémo
usar esa energia para describir el plano de fase correspondiente. También la
ecuacion linealizada tiene una energia, cuyo comportamiento cerca del punto
(0,0) es muy similar al de la energia del péndulo. Por esta razén ambos
sistemas comparten la caracteristica de mostrar oscilaciones peridédicas cuando
se parte de condiciones iniciales proximas a (0,0), y en las cercanias de este
punto los planos de fase correspondientes a las ecuaciones (1.76) y (1.47)-(1.79)
tienen esencialmente el mismo aspecto. Discutiremos este problema con algo
mas de detalle en la pagina 66.

Pero no puede pasarse de una ecuacién a la otra por medio de un cambio
de variables tal como ocurre cuando no hay valores propios con parte real
nula®. En la seccién 3.4 presentaremos ejemplos de ecuaciones diferenciales
en el plano que tienen al (0,0) como punto critico, que también conducen al
sistema (1.79) al aplicar el procedimiento de linealizacién alrededor de (0,0),
pero muestran un comportamiento completamente diferente al de la ecuacién
del péndulo y del oscilador debido al efecto de los términos de orden mis alto.
Ver, el ejemplo 3.4.2, en particular el ejercicio 3.46 en la pagina 267. &

9una evidencia de esto es que en el caso lineal todas las oscilaciones tienen el mismo
periodo, independiente de la amplitud, en tanto que el periodo de las oscilaciones del péndulo,
incluso de las pequeias oscilaciones, depende de su amplitud
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1.4 Cantidades que se conservan o decrecen sobre
las Orbitas

En esta seccion nos ocuparemos de estudiar algunas cantidades que tienen la
propiedad de ser no crecientes al movernos sobre la érbita de una ecuacién
diferencial en el sentido en el que el tiempo t crece. El ejemplo mas claro de
que este tipo de cantidades deben existir y ocupar un papel importante en la
teoria proviene otra vez de los sistemas mecanicos. Si una ecuacién diferencial
modela un sistema mecanico aislado entonces la energia del sistema permanece
constante o decrece al dejar evolucionar el sistema. El primer caso corresponde
a sistemas donde la energia no se disipa (por ejemplo, un sistema aislado en
el que no hay rozamientos de ningin tipo). En la segunda categoria caen los
fenémenos en los que una parte de la energia del sistema se va perdiendo en la
evolucién (tipicamente un sistema en el que hay frotamiento que hace perder
energia mecdnica al generar calor).

Ejemplo 1.4.1. Retomemos la ecuacién del oscilador armoénico miz = —kz,
que hemos escrito también como

i+ w’z =0, (1.80)
con w = y/k/m, o como el sistema

T = wy,

. (1.81)

al introducir una variable y tal que y = &/w para pasar a un plano de fases
conveniente. Es bien conocido el hecho de que en este sistema hay dos tipos de
energia en juego: la energia cinética debida a la velocidad con que se desplaza
la masa m y la energia almacenada en el resorte al deformarse. También que
la energia total, suma de las energia cinética y potencial, se conserva. Veamos
como nuestro modelo recoge estos hechos. La energia cinetica es

1 5, 1 .
E.= §m122 = Ema:Q, (1.82)
en tanto que la energia (potencial) de deformacién del resorte es
1
E, = §kx2, (1.83)
asi que la energia total es
1 2 ]. -2
E = §k$ + gma”. (1.84)

Si calculamos la derivada E de la energia con respecto al tiempo obtenemos

E = kzi + mii = @(kx + mi) = 0, (1.85)
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lo que muestra que la energia se conserva a lo largo de las trayectorias del
sistema. Podemos reescribir estos calculos usando las magnitudes = e y de
nuestro plano de fases para expresar la energfa (1.84) como

k
B= (" +y") (1.86)
y concluir que la magnitud
e =122 +y? (1.87)

se mantiene constante sobre las 6rbitas del sistema (1.81). Este hecho tiene
como consecuencia inmediata que las 6rbitas de este sistema deben estar con-
tenidas en circunferencias, cada una de las cuales corresponde a un nivel de
energia diferente, tal como vimos al resolver la parte 2 del ejercicio 1.36. Esto
es algo tan importante que merece ser destacado como la siguiente observacion:

Observacién 1.4.2. El conocimiento de una magnitud que se conserva en la
evolucion, a la que llamaremos también preintegral, nos da mucha informacion
acerca de lo que sucede con las soluciones de la ecuacién diferencial, casi sin
esfuerzo. [

La segunda consecuencia que podemos extraer de todo esto es que el punto
critico = 0, y = 0 es estable. En efecto, la cantidad e que se conserva en la
evolucion es justamente el cuadrado de la distancia del punto (z,y) al origen
(0,0) del plano de fases. Si resolvemos la ecuacién con dato inicial (zg,yo)
cercano al origen entonces tendremos

22 (t) + y*(t) = 7§ + v3

y la trayectoria permanecerd tan cerca del origen como lo estaba al principio.
Esto no es otra cosa que la estabilidad del punto critico O = (0,0). Mais
adelante explotaremos sistematicamente este tipo de ideas para probar estabi-
lidad e inestabilidad. En términos de la energia del sistema lo que acabamos
de decir es que si en el instante inicial el sistema estd cerca del punto z = 0 (lo
que corresponde a poca deformacién del resorte), y = 0 (con poca velocidad)
entonces su energia es baja y en ningin momento posterior podra alcanzar
una regién con grandes deformaciones del resorte o velocidades altas, porque
para hacerlo hace falta mds energia. En este argumento es clave el hecho de
que el punto O es un minimo estricto de la funcién “energia” e(z,y) = z2 +y2,
en el sentido de que existe un entorno de O en el cual O es el dnico punto
donde e alcanza su minimo e = 0.

Ejercicio 1.38. * Mostrar directamente, a partir de nuestro conocimiento de las
soluciones del sistema (1.81), que la energia se conserva sobre las érbitas.

Observacion 1.4.3. Es interesante notar que ain ignorando las cosas mds
bésicas de fisica podemos encontrar que la cantidad E se conserva haciendo
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el siguiente argumento: si multiplicamos la ecuacién mz + kx = 0 por =
obtenemos
mzz + kzxz =0

e inmediatamente podemos reconocer el miembro de la izquierda como

1d
Por lo tanto, la magnitud entre parentésis es una constante del movimiento,

ya que su derivada es siempre igual a 0. cd

Ejemplo 1.4.4. Consideraremos ahora un resorte con un amortiguador. La
ecuacion del sistema mecanico es ahora mZ = —kxz — bz, donde b > 0 es
una constante que caracteriza al amortiguador. Podemos transformarla en la
ecuacion de primer orden en el plano

T =wy,
y = —WT — ﬁya
al introducir w = \/k/m, f=b/m ey = &/w.

Ejercicio 1.39. * Mostrar que la energia e = z? + y? es no creciente sobre las
6rbitas de (1.89), y usar este hecho para probar que el (0,0) es estable.

(1.89)

Ejercicio 1.40. ** Consideremos a < 0y b < 0. Mostrar que V(z,y) = z? + 3° es
una funcién estrictamente decreciente sobre las 6rbitas del sistema

T = ax,

. 1.90
y = by, (1.90)

salvo que estemos considerando la solucién estacionaria asociada al punto critico (0, 0),
y usar este hecho para mostrar que (0,0) es un punto critico estable.

Observacidén 1.4.5. En realidad la existencia de una funcién V' que tiene un
minimo estricto en un punto critico y es estrictamente decreciente sobre las
Orbitas no estacionarias permite asegurar la estabilidad asintética del punto
critico. Probar esto es algo mads dificil que obtener resultados de estabilidad,
por eso lo pospondremos para un poco mas adelante. [

1.4.1 Estudio de las ecuaciones del péndulo

Vamos a utilizar ahora las ideas que estamos manejando para ocuparnos de
un ejemplo algo més complicado. Atacaremos con estos métodos la ecuacién
del péndulo

¢ = —w?sing. (1.91)

que introdujimos en la seccién anterior. Recordemos que w? = g/r, donde g
indica la aceleraciéon de la gravedad y r el radio de la guia circular sobre la
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que se desplaza la masa del péndulo. También habiamos reducido (1.91) a
un sistema de primer orden introduciendo una nueva variable § = ¢/w para
obtener

¢ = wb,

0 = —wsinep. (1.92)

El truquito de multiplicar (1.91) por ¢ nos permite concluir que la cantidad
Lo
e= 50 — cos (1.93)

se conserva sobre las érbitas de (1.92), cosa que puede verificarse con el sencillo
calculo .
e =00+ sinpp = —0wsinp + wlsinyp = 0.

Ejercicio 1.41. ** Dar una interpretacion fisica de e. ;Cdémo podria haberse
conjeturado la existencia de esta cantidad conservada sobre las trayectorias de la
ecuacion?

Estabilidad de la posicién de reposo en el punto mas bajo

Observemos en primer lugar que e alcanza su minimo en los puntos con 8 =0
(velocidad nula) y cos ¢ = 1, es decir ¢ = 2nm, donde n es un niimero entero.
Estos puntos representan el reposo del péndulo en la parte mas baja de la guia
y es evidente que ésta es la configuracién con menor energia. Vamos a probar
ahora utilizando e que estos puntos son estables. En realidad lo haremos sélo
para (0,0) porque todos tienen el mismo comportamiento.

La idea de la prueba es muy simple: si la condicién inicial esta cerca de
(0,0) entonces la funcién e evaluada en el punto inicial estara cerca del valor
—1, por lo tanto permanecerd todo el tiempo cerca de ese valor y la trayec-
toria no podré alejarse de (0,0), porque para hacerlo e debe tomar valores
mas grandes. La prueba no es mas que escribir todo esto cuidadosamente en
términos de la definicién de estabilidad.

Proposicién 1.2. El punto critico (p,0) = (0,0) del sistema (1.92) es un
punto critico estable.

PRUEBA. Consideremos ¢ > 0 dado. Tenemos que mostrar que existe un 6 > 0
tal que al tomar (¢o,6p) que satisfaga |(vo,00)| < 6, la solucién (p(t),6(t))
de (1.92) con dato inicial (¢g,8) satisface |(p(t),6(t))| < € para todo ¢t > 0.
Para e pequeiio consideremos el conjunto

Si € es chico no habra en S, ningtin punto de la forma (2nm,0) con n # 0,
y e serd estrictamente mayor que —1 en todos los puntos de S.. Como S, es
cerrado y acotado y e es una funcién continua de las variables ¢ y € entonces e
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alcanza un minimo m sobre S, , que en virtud de nuestra observacién anterior
sera estrictamente mayor que —1.

Para asegurarnos de que la érbita no alcance S, todo lo que tenemos que
hacer es partir con energia suficientemente baja, por debajo de m. Tengamos
presente que m > —1. Como ¢(0,0) = —1 y e es continua existe § > 0 tal que

e(p,0) <m si |[(p,0)] <é.

Este es el § que estamos buscando, porque si la condicién inicial satisface

[(¢0,00)| <6

entonces
e(0) = e(p(0),0(0)) = e(po, by) < m.

Por lo tanto
e(t) = e(p(t),0(t)) = e(0) <m,

de modo que la érbita nunca podra alcanzar S, porque para que esto ocurriera,
e deberia alcanzar un valor mayor o igual que m. Entonces (p(t),0(t)) se
mantiene en la region {|(¢, )| < €} del plano (¢, 0), para todo t > 0, tal como
queriamos probar. <

Ejercicio 1.42. *** En la prueba anterior falta verificar un detalle, jcudl es?

Observacién 1.4.6. Para la prueba de la proposicién 1.2 no es necesario que
la cantidad e permanezca constante sobre las 6rbitas. Basta saber que

es una funcién no creciente de t. Esta observacién hace que podamos extender
los argumentos que acabamos de presentar, en los que usamos una funcién de-
creciente sobre las orbitas, o funcidn de Liapunov, para mostrar la estabilidad
de puntos criticos a un buen niimero de problemas.

Ejercicio 1.43. * Mostrar que el punto critico (0,0) del sistema

¢ = wb,
0 = —wsinp — §6. (1.95)

es estable si 3 > 0. '

Para terminar esta seccién vamos a incluir un par de ejercicios sobre dos
clases de ecuaciones diferenciales sumamente interesantes, los sistemas con-
servativos y los flujos gradiente.
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Ejercicio 1.44. ** SISTEMAS CONSERVATIVOS

Designemos con z un punto de R™. Sea U una funcién escalar definida en un abierto
2 C R", de clase C'. Consideremos la ecuacién diferencial & = —VU(z). Esta
ecuacién de lugar al sistema de primer orden

T =y,
Z) = _VU('Z')a

en R*" | ya que cada para (z,%) es ahora un vector de ese espacio. Hallar una cantidad
que se conserve sobre las soluciénes (z(t),y(t)) de la ecuacién diferencial. Dar una
interpretacién fisica de todo esto. Sugerencia: la ecuacién del & = —kz, en dimensién
n = 1, es un problema de este tipo, porque —kz es la derivada (gradiente) de —kx? /2.

Ejercicio 1.45. ** FLUJOS GRADIENTE

1. Sean xz y U como en el ejercicio anterior. Consideremos la ecuacién £ = —VU.
Mostrar que U es una cantidad estrictamente decreciente sobre las érbitas de
la ecuacién fuera de los puntos estacionarios. Mostrar que los minimos locales
de U son puntos criticos estables.

2. Consideremos la ecuacién escalar & = f(x) (ahora estamos usando la variable
para designar un escalar).

(a) Mostrar que si zg € R es tal que f(z9) = 0, f es positiva en algin intervalo
(zo — 8, 10) y negativa en (zo, o + 0), para algin § > 0, entonces zq es
un punto critico estable. Sugerencia: considerar una primitiva F de f y
usar la parte anterior.

(b) Comparar este resultado con lo que se obtiene dibujando e inspeccionando
los diagramas de fases de las ecuaciones diferenciales en R con el fin de
determinar la estabilidad de sus puntos criticos. También con el resultado
del ejercicio 1.23, pagina 32.

Estudio del plano de fases por medio de una preintegral

Tal como observamos antes para el oscilador arménico, el conocimiento de una
preintegral, es decir, de una cantidad e que es constante sobre las érbitas sim-
plifica la tarea de encontrarlas, porque ahora sabemos que deben estar sobre
conjuntos de la forma {e = cte.}. Utilizaremos este hecho para determinar
las érbitas de la ecuacién (1.92) a partir de la cantidad e definida por (1.93).
Tomemos entonces constantes ¢ y estudiemos como son los conjuntos

{e(p,0) = c}.

Naturalmente, al hacerlo habra que ir discutiendo segun los distintos valores
de c. EIl andlisis de los conjuntos de nivel de e nos proporcionara curvas
en el plano (p,0) en las que tienen que estar contenidas las 6rbitas de la
ecuacion, pero no nos dice nada acerca de la orientacidon de estos conjuntos
(recordemos que una érbita es una curva orientada en el sentido en que “viaja”
la solucién de la ecuacién diferencial). Sin embargo, esta informacién puede
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obtenerse investigando el signo de ¢ y 0 en el plano (¢,0) a partir de la
ecuacion diferencial (1.92). Esto nos dird como se mueven las cosas sobre los
conjuntos {e = ¢}. Con toda esta informacién es posible obtener una buena
pintura cualitativa del sistema.

Para empezar recordemos que los puntos criticos de la ecuacién son todos
los de la forma (k7,0), con k entero. Sabemos ademds que el signo de ¢ es el
mismo que el de 8. Si k indica un nimero entero cualquiera tenemos que 6 se
anula siempre que ¢ = k, es positivo cuando ¢ € ((2k — 1), 2k7) y negativo
si p € (2km, (2k + 1)7). Esta informacién aparece en la figura 1.18, en la que
nos hemos restringido a representar valores de ¢ entre —37/2 y 37/2.

— T, T

-~ N
-— v

~—

eSS, = =

Figura 1.18: el campo vectorial de las ecuaciones del péndulo

Pasemos a incorporar ahora la informacién que puede obtenerse a partir
de e. Los dibujos que corresponden a esta discusion son los que estin en la
tabla de la figura 1.19

e CASO ¢ < —1. Ya habiamos observado antes que el minimo de e es —1,
asi que el conjunto {e = ¢} es vacio para ¢ < —1.

e CASO ¢ = —1. Este valor sélo se toma, sobre los puntos criticos

p=2km, =0, keZ.
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0 10
—2r -7 i 2 -7 /\ s
® \/ ¥
a) el nivel c = —1 b) un nivel con ¢ € (—1,1)
0 0
M\/ —T i
c) el nivel c =1 d) un nivel con ¢ > 1

Figura 1.19: niveles de energia para ¢ > 1

Cada punto critico es una érbita estacionaria de (1.92). Ya vimos que
estos puntos son estables, como consecuencia de que e alcanza su valor
minimo en ellos.

e CAsSO —1 < ¢ < 1. En este rango de valores obtenemos curvas cerradas
que rodean los puntos criticos (0,2k). Si nos concentramos en la parte
que esta comprendida en —7 < ¢ < 7 obtenemos, para cada valor de ¢
una curva cerrada que rodea el (0,0), corta el eje § en 0 = +4/2(c + 1)
con tangente horizontal, y el eje ¢ en ¢ = +arccos(—c) con tangente
vertical. Cada una de estas curvas es una érbita peridédica que representa
las oscilaciones del péndulo alrededor de la posicién de reposo. El movi-
miento sobre la érbita ocurre en sentido antihorario, como consecuencia
de los signos de ¢ y 6. El punto en que se corta el eje ¢ corresponde al
maximo apartamiento respecto a la posicién de equilibrio, que se alcanza
con velocidad nula. Cuando se pasa por ¢ = 0 la velocidad es maxima,
cosa que puede apreciarse en la figura ya que el valor miximo de |6
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sobre cada Orbita se alcanza precisamente en esos puntos.

e CAsO ¢ = 1. Este es el nivel de energia mas interesante, y puede verse
en la entrada c) de la figura 1.19. En primer lugar observemos que todos
los puntos criticos de la forma

p=0Ck+1)r, 6=0 keZ

estan en este nivel. Estos puntos representan érbitas estacionarias. Tam-
bién estdn en este nivel las curvas de la forma

0 ==+v2(1+cosy), @€ ((2k—1)m,(2k+ 1)7), (1.96)

que van de punto critico en punto critico. La curva con signo + corres-
ponde a una trayectoria que sale desde el punto de arriba de la guia
(¢ = —m), pasar por el punto mds bajo (¢ = 0) y volver a subir para
alcanzar ¢ = 7 con velocidad 0, siempre viajando en sentido antihorario.
Tal como veremos en la secciéon 3.1, esta solucién estd definida para
t € (—o0,+0), por lo que demora un tiempo infinito en hacer este
recorrido. La curva con signo negativo corresponde a una o6rbita que
hace exactamente lo mismo, pero en sentido horario.

e CASO ¢ > 1. En este caso la expresion que estd dentro de la raiz cuadrada
en (1.96) nunca se anula y 0 es siempre positivo o negativo, segin que
hayamos escogido el signo + o — (ver la figura 1.4.1). Esto implica que ¢
nunca cambia de signo y lo que estamos viendo son érbitas que describen
el movimiento de una particula con suficiente energia para dar vueltas
y vueltas sobre la guia sin detenerse jamas. Lo hace en sentido horario
sobre las érbitas con 8 > 0 y en sentido antihorario sobre las que tienen
0 <O0.

Juntando toda esta informacion en un sélo dibujo llegamos a obtener la
figura 1.20, que es una buena pintura del diagrama de fases asociado con la
ecuacion del péndulo. Observemos que este diagrama, pone en evidencia que los
puntos criticos de la forma ((2k+1)7, 0) son inestables, porque hay érbitas que
se alejan de ellos. Esto estd completamente de acuerdo con nuestra intuicién
fisica del problema.

Ejercicio 1.46. ** Comparar el diagrama de fases para la ecuacién del péndulo
cerca del punto (m,0) con el de su linealizacién alrededor de ese punto (ver el ejerci-
cio 1.37 en la pégina 54).

Observacion 1.4.7. Alguna de las afirmaciones que hemos hecho antes no
estdn completamente justificadas. Por ejemplo que para ¢ € (—1,1) tenemos
érbitas cerradas (periédicas), o que para ¢ = 1 hay érbitas que demoran in-
finito tiempo para llegar hasta el punto més alto de la guia. A lo largo del
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D
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Figura 1.20: diagrama de fase de las ecuaciones del péndulo

curso iremos viendo herramientas que nos permitirdn justificar todo esto, sin
embargo puede ser un ejercicio interesante intentar mostrar estos asertos con
los argumentos que tengamos a mano. [ )

A continuacién presentamos un ejercicio en el que podremos aplicar los
argumentos que desarrollamos al tratar el problema del péndulo, para analizar
el plano de fases asociado con otra ecuacién diferencial.

Ejercicio 1.47. ** La ecuacién diferencial # = —x + x? puede transformarse en el
sistema, de primer orden

T =y,

J= 2+, (1.97)

introduciendo una nueva variable y tal que y = z.

1. Hallar una cantidad V (z,y) que se conserve sobre las 6rbitas del sistema y que
tenga un minimo estricto en (0, 0).

2. Mostrar que (0,0) es un punto de equilibrio estable del sistema. Sugerencia:
usar la funcién V hallada en la parte anterior y tener en cuenta que los argu-
mentos de estabilidad que hemos manejado hasta ahora son locales.

3. Esbozar el diagrama de fases de la ecuacién (1.97) en el plano. Se sugiere
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(a) Identificar las regiones del plano (z,y) en que z e y son crecientes y
decrecientes.

(b) Utilizar la cantidad V' que se hallé en 1. Puede ser ttil para ello graficar
las funciones f(z) = ¢—x%/2+2%/3, donde c es una constante arbitraria.

La energia en la ecuacidén linealizada alrededor de (0,0)

La seccién anterior estd basada en considerar la energia
1o
e(p,0) = 50 — oS

asociada con la ecuacion del péndulo. Vamos a combinar ahora el estudio de
este funcional de energia con argumentos de linealizacién como los que emplea-
mos en el ejemplo 1.3.16. Extenderemos asi los comentarios de la pagina 55

Observemos que podemos desarrollar la energia e alrededor del punto (0, 0)
de la siguiente manera:

e(p,0) = —1+102+ 1<,02—1—....
2 2
Cerca del punto (0, 0) los términos que dominan el desarrollo son los de segundo
orden. Podemos desentendernos ademads de la constante —1, porque lo tnico
que hace es trasladar el nivel de referencia para la energia. Por tanto, cerca
del origen, la energia del péndulo es esencialmente igual a la funcién

3 1
d%®=§wﬂﬂﬂ,

que es justamente la energia que corresponde a la ecuacién linealizada
p=wl, 0=—wop.

Por otra parte, sabemos que las energias e y € contienen mucha informacién
(en realidad la contienen toda) acerca del comportamiento de estos sistemas.
Por ejemplo, las érbitas del péndulo deben estar sobre conjuntos de energia e
constante, que estardn muy cerca de los conjuntos donde € es constante.

En resumen, aunque la presencia de valores propios con parte real nula im-
pide aplicar directamente algunos resultados generales sobre la linealizaciéon
de ecuaciones diferenciales alrededor de sus puntos criticos, las pequenas osci-
laciones del péndulo pueden describirse en términos del problema linealizado
porque hay un funcional de energia asociado con esta ecuacién. Linealizar
la ecuacion es esencialmente lo mismo que conservar los términos cuadraticos
del funcional de energia e, y, para este ejemplo, estos términos son los que
determinan el comportamiento de e en un entorno de (0,0).

Agreguemos un resultado mas a esta discusién: el periodo de las oscila-
ciones de la ecuacidn linealizada es constante, igual a 7' = 27/w. El periodo
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de las oscilaciones del péndulo alrededor de su posicién de reposo es variable,
depende de las condiciones iniciales. Pero el periodo de las oscilaciones del
péndulo tiende a T' cuando las condiciones iniciales tienden a (0,0). En otras
palabras, las pequenas oscilaciones del péndulo tienen un periodo aproxima-
damente igual a 7.
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1.5 Cambios de coordenadas y nociones sobre bi-
furcaciones

En las lecciones anteriores hemos presentado algunos ejemplos de ecuaciones
diferenciales en R y R?, y desarrollado algunas técnicas para estudiarlas. Otra
herramienta que permite abordar su estudio, y que resulta ser de enorme utili-
dad en ciertos casos, es la posibilidad de transformar una ecuacion diferencial
en otra completamente equivalente por medio de un cambio de coordenadas
apropiado. Cuando esto es posible, podemos pensar que la ecuacién original
y la que se obtuvo mediante en el cambio de coordenadas son en realidad “la
misma” vista en dos sistemas de coordenadas diferentes. En esta situacién,
cualquier informacién sobre la dindmica asociada con una de ellas puede “tra-
ducirse” en informacion sobre la otra por medio del cambio de coordenadas.

Por supuesto que en la mayor parte de los casos, dadas dos ecuaciones
diferenciales, es imposible transformar una en la otra por medio de un cambio
de variables. Un ejemplo particularmente interesante de esta situacién ocu-
rre cuando el comportamiento de las soluciones de una ecuacién diferencial
cambia drésticamente al modificar un poquito la ecuaciéon. Cuando pasa tal
cosa diremos que la ecuacién sufre una bifurcacion. Hay muchos ejemplos de
situaciones de este tipo que aparecen al intentar modelar distintos fenémenos.
A continuacién presentamos tres de ellos.

e Retomemos el gjemplo del péndulo de la seccién anterior. Cuando la guia
circular estd quieta hay una posicion de equilibrio estable en la parte
inferior. Si hacemos girar la guia en un plano vertical con una velocidad
angular w se observa que para valores pequenos de w la situacién de
reposo en el punto mas bajo sigue siendo estable y, en general, todo
el sistema se comporta como en el caso w = 0 de la guia en reposo.
Sin embargo, cuando aumentamos la velocidad de giro hasta llegar a
un cierto valor critico w, aparece una posicién de reposo estable que no
es la que corresponde al punto mdas bajo de la guia. Trataremos este
ejemplo al final de esta seccién. En este ejemplo la ecuacién tiene un
pardmetro w y la bifurcacién, o cambio de comportamiento cualitativo
de la ecuacién, se produce cuando w atraviesa el valor critico w,

e Si dejamos caer un chorro de agua desde una cierta altura, por ejem-
plo abriendo una canilla, observaremos que la parte alta del chorro es
cristalina pero el caricter del flujo cambia algo mas abajo y se vuelve
extremadamente irregular y turbulento. El pardmetro que controla la
conducta del escurrimiento es la velocidad y lo que estamos observando
es que cuando la velocidad supera cierto valor —debido a la aceleracién
de la gravedad— el flujo cambia de laminar a turbulento.

e Si presionamos los extremos de una barra de metal esta resistird sin
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deformarse hasta un cierto valor critico del esfuerzo al que la sometemos.
Por encima de este valor se deformari y observaremos el pandeo de la
barra.

1.5.1 Ecuaciones equivalentes. Cambios de coordenadas.

Tal como hicimos en las secciones anteriores vamos a empezar por discutir un
ejemplo simple para luego ir avanzando en la complejidad de los problemas.

Ejemplo 1.5.1. Consideramos la siguiente ecuacién diferencial en R:
T=z—c, (1.98)

donde c es una constante positiva cualquiera. Podemos resolverla para estudiar
su dindmica y comparar que es lo que ocurre para distintos valores de c,
pero este es un procedimiento demasiado bestial que insume unos cuantos
calculos y tiene el riesgo de que una vez hechos los cilculos seamos incapaces
de interpretar lo que significan. Mejor pensemos un poco antes de lanzarnos
a calcular. La ecuacion (1.98) tiene un punto critico en z = ¢, ademds & es
mayor que 0 cuando = > ¢ y negativo cuando z < c¢. Esta estructura se repite
invariablemente, independientemente del valor de ¢, lo que da la pauta de que
el comportamiento de las soluciones serd esencialmente el mismo, a menos
de una traslacién al variar el parametro c. En realidad esta observacién es
correcta, porque si introducimos una variable y = & — ¢ entonces la ecuaciéon
diferencial (1.98) se transforma, independientemente del valor de ¢, en

y=1, (1.99)

y toda la familia de ecuaciones (1.98) que se obtiene al variar c es esencialmente
la misma ecuacién, a menos de un cambio de coordenadas. Esta observacion
permite resolver (1.98) casi sin esfuerzo. Si tomamos un dato inicial zy para
z(t) al cambiar a coordenadas y el dato inicial sera yg = z¢ — ¢. La solucién
de (1.99) con este dato es y(t) = (zo — c)e! asi que deshaciendo el cambio de
variables obtenemos

z(t) = (zog — c)e’ +c. (1.100)
Es completamente directo verificar que esta dltima férmula provee una solucién
de (1.98) con dato inicial z(0) = zy.
Ejercicio 1.48. * Resolver (1.98) con la condicién inicial 2(0) = z¢ directamente,

sin utilizar el cambio de coordenadas que acabamos de hacer. )

Es sumamente interesante detenerse un momento a reflexionar sobre esta
cuestion de los cambios de coordenadas, en particular cuando se trata de
ecuaciones diferenciales definidas en R", con n > 2, desde un punto de vista
mas geométrico. Recordemos que la interpretacion geométrica de

&= f(z) (1.101)
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y sus soluciones es que la funcién f define un campo vectorial sobre un abierto
U de R". Las soluciones de la ecuacién son curvas z(t) que toman valores
en U, tales que su vector tangente & en el instante ¢ coincide con el valor del
campo f en el punto z(¢). Un cambio de coordenadas que nos permite pasar
de la variable z a una nueva variable ¥y no es otra cosa que una biyeccién
h diferenciable con inversa diferenciable, es decir un difeomorfismo, entre el
abierto U y otro abierto V de R".

Ejemplo 1.5.2. El cambio de coordenadas polares a cartesianas no es otra
cosa que el difeomorfismo

(r,0) — (z,y) = (z(r,0),y(r,0)) = (r cos,rsinb) (1.102)

que establece una biyeccion
U = (0,+00) x (0,27) = V = R?\ {(z,y);x > 0,y = 0} (1.103)
entre los conjuntos U y V de R2. &

Est4 claro entonces que un punto z de U se transforma en y = h(z) € V
a través del cambio, pero jcémo debe transformarse el campo f para que
veamos una ecuacién equivalente a la original en las nuevas coordenadas? La
respuesta a esta pregunta viene dada por la siguiente consideracion: si z(t) es
una, solucién de la ecuaciéon original queremos que

y(t) = h(z(t)) = (ho)(?)

sea solucién de la ecuacion en las nuevas variables. Esto es 1o mismo que decir
que nuestro cambio de variables transforma soluciones del problema original
en soluciones de la nueva ecuacién, y es lo menos que le podemos pedir al
cambio de variables si queremos que nos sirva para algo a la hora de resolver
la ecuacién. Esta simple observacién nos dice cudl es el campo sobre V. En
efecto, si derivamos respecto a t¢ la férmula para y(t) y usamos la regla de la
cadena obtenemos
d(hox)

§(t) = S (8) = Dhuga(h). (1.104)

Al combinar esta expresién para ¢ con la ecuacién diferencial (1.101) llegamos
a

§(t) = Dhygo f(a(), (1.105)
y esto nos indica cémo debemos transformar el campo f en el cambio de
variable: en el punto y = h(z) debemos poner el vector Dhy f(z). Como nos
interesa saber qué hacer en cada punto y usemos que si y = h(x) entonces
x = h!(y). Por lo tanto, al escribir la ecuacién ¢ = g(y) que resulta de todo
esto encontramos que el campo g(y) tiene que ser

9(y) = Dhp-1() F (R (y)), (1.106)
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y la ecuacién en el nuevo sistema de coordenadas es

§ = Dhy—15) f (b (y)). (1.107)

De todo esto es importante retener la idea de que el campo de vectores en
las nuevas coordenadas es la imagen por el diferencial del cambio de variables
h del campo vectorial original. En realidad, en las aplicaciones no hay que
preocuparse demasiado de estas cosas, porque al hacer un cambio de variables
y calcular las nuevas férmulas la ecuacion se transforma autométicamente en lo
que deba transformarse. Sin embargo es conveniente comprender el significado
de las operaciones que se estan haciendo al realizar un cambio de variables.

Ejemplo 1.5.3. Alintroducir el cambio y = z—c el mapa h es h(z) = z—cy su
diferencial (en este caso su derivada porque estamos en n = 1) es la identidad.
En el punto x el campo es z—c, al aplicarle la identidad obtenemos nuevamente
T —c que es justamente g, y la ecuacién resultante es y = y, tal como habiamos
encontrado. Observemos que en este ejemplo este razonamiento es innecesario
y no nos ayuda para nada. Retomaremos este asunto mas tarde, en situaciones
algo mas complejas en las que quedard mas claro su importancia. &

Ejemplo 1.5.4. EL CAMBIO A COORDENADAS POLARES
Vamos a transformar a coordenadas polares el sistema,

T = wy,
:‘) = —wz,

(1.108)

que aparecié en el ejemplo 1.3.2, al modelar las oscilaciones de una particula
sometida a la accién de un resorte. Recordemos que este sistema es equivalente
a la ecuacién & 4+ w?z = 0 y que en el ejemplo 1.3.2 supusimos conocidas
las soluciones de esta ecuacion diferencial lineal para calcular las soluciones
de (1.108). Veremos a continuacién que el cambio a polares permite resolver
facilmente esta ecuacién e interpretar geométricamente sus soluciones. Kl
tinico punto que no puede analizarse por medio de este cambio es el origen
(0,0). Esto no es grave porque es trivial verificar que (0,0) es un punto critico
de (1.108) y, por lo tanto, corresponde a una solucién estacionaria.
Recordemos que las ecuaciones que definen el cambio a polares son

x=rcosf, y=rsinb. (1.109)
Si las derivamos respecto al tiempo obtenemos

T =7 cosf — rsinfb,

. 1.110
4 = rsinf + r cos 66. ( )

Por otra parte, la ecuacién diferencial nos dice que
i = wy = wrsinb, (1.111)

J = —wr = —wrcosf.
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Si combinamos las las dos expresiones que acabamos de obtener para cada una
de las derivadas & e y llegamos al sistema
7 cos — rsinf0 = wrsinf,

. 1.112
rsinf + r cos 00 = —wr cos 6. ( )

Resolviendo este sencillo sistema lineal en 7 y 6 podemos despejarlas inmedia-
tamente. El resultado es -
r= k)
6= —w (1.113)
Aunque no sea completamente evidente a primera vista, los cdlculos que
acabamos de hacer son equivalentes al procedimiento de calcular el diferencial
del cambio de coordenadas (z,y) — (r,0) y “transportar” el campo vectorial
asociado con la ecuacién diferencial usando el diferencial del cambio de coor-
denadas. Para completar la discusién vamos a rehacer los cdlculos haciendo
aparecer explicitamente el diferencial del cambio de variables. Es mas sencillo
calcular el diferencial del cambio de polares a cartesianas, cuya matriz es

( Tr Ty ) _ ( C?Sg —rsind ) (1.114)
Yr Yo sinf  rcoséd

En realidad necesitamos el diferencial del cambio inverso, porque queremos
pasar de cartesianas a polares. Recordemos que el diferencial de la inversa de

una funcién es la inversa de su diferencial, por lo tanto la matriz asociado con
el diferencial del cambio a polares es

. -1 3
< cosf) —rsinf ) 1 (rcos@ 7 sin 6 ) . (1.115)

sinf@ rcosf r \—sinf cos@

El campo vectorial asociado con la ecuacién (1.108) es X (z,y) = (wy, —wz),
al que podemos expresar usando las coordenadas polares (r,0) en vez de (z,y)
como

(wrsin @, —wr cos 6). (1.116)

Para calcular el segundo miembro del sistema correspondiente a (1.108) en
polares s6lo tenemos que multiplicar la matriz (1.115) por el vector (1.116).
Tenemos entonces

1 (rcosf rsinf wrsing \ 0
r \—sinf cosf —wrecosf ) \—w )~
Este vector es justamente el segundo miembro de (1.113).
Podemos ahora resolver la ecuacién diferencial (1.108), con un dato inicial

(z0,Y0), utilizando la ecuacién equivalente (1.113). Para ello expresemos la
condicién inicial en polares, como

xo =T19cosby, 1yo = rosinby,
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de modo que la condicién inicial para (1.113) es
T‘(O) =To, 0(0) = 90.

Las ecuaciones para 7 y 6 estan desacopladas, por lo que su resolucién es trivial
y sus soluciones son
r(t) =rg, 6(t) =0y — wt. (1.117)

Si queremos volver a coordenadas cartesianas obtenemos

z(t) = r(t) cos O(t) = rocos(@y — wt), y(t) = r(t)sind(t) = rosin(fy — wt).

(1.118)
Para empezar notemos que en la expresion de la solucién en coordenadas
polares esta contenida toda la informacién geométrica sobre las soluciones: la
solucién se mueve sobre la circunferencia de radio rg, con velocidad angular
constante e igual a —w (en sentido horario si w > 0 y antihorario si w es nega-
tivo). Esto es suficiente para representar el diagrama de fases de la ecuacién
diferencial (1.108) en el plano (z,y). En el primer dibujo de la figura 1.21

0 Y
()
T Q y T
a) coordenadas polares b) coordenadas cartesianas

Figura 1.21: el diagrama de fase en dos sistemas de coordenadas

representamos el diagrama de fases de la ecuacién (1.113), que es, tal como
vimos, la versién en coordenadas polares de (1.108). El segundo dibujo es
el diagrama de la ecuacién original en coordenadas cartesianas. Las rectas
del primer dibujo se transforman en la circunferencia del segundo al hacer el
paso coordenadas polares a cartesianas por medio de las férmulas (1.109). La
orientaciéon de ambos conjuntos de curvas corresponde el caso w > 0.
Llamemos A a la matriz del sistema (1.108). Es muy ficil calcular la
exponencial e’ usando las férmulas (1.118). Recordemos que las columnas de
la matriz exponencial son las soluciones de la ecuacién que tienen como dato
inicial a los vectores (1,0) y (0,1). El vector (1,0) tiene coordenadas polares
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ro = 1, 8y = 0, de modo que la solucién (z(t),y(t)) que lo tiene como dato
inicial satisface
z(t) = coswt, y(t) = —sinwt.

Al vector (0, 1) le corresponde 6y = 7/2, de modo que da lugar a una solucién
con coordenadas

z(t) = cos(m/2 — wt) = sinwt, y(t) = sin(n/2 — wt) = coswt.

Al poner estas soluciones como columnas de una matriz obtenemos

At coswt sinwt
© = (—sinwt coswt) (1.119)

Naturalmente, este resultado da lugar a las mismas soluciones de (1.108) que
las que ya conociamos del ejemplo 1.3.2.

Observacion 1.5.5. La deduccién de la matriz exponencial también podria
haberse hecho usando las identidades trigonométricas

cos(a + b) = cosacosb —sinasinb,
sin(a + b) = sinacos b+ cosasinb,

para escribir las soluciones (1.118) en la forma

z(t) = ro cos Oy cos wt + r sin by sinwt,
y(t) = rosinfy cos wt — rg cos by sin wt.

Observando que zg = g cos 6y e yg = g sinfy obtenemos

z(t) = zg coswt + yp sinwt,
y(t) = —zgsinwt + yo cos wt.

que es completamente equivalente a la férmula (1.119) para la exponencial de
la matriz del sistema. )

La técnica de pasar a polares permite resolver con facilidad algunas ecua-
ciones diferenciales lineales en el plano cuyas matrices tienen autovalores com-
plejos e interpretar geométricamente los resultados obtenidos. A continuacién
proponemos un par de ejercicios que giran alrededor de esta idea. En la sec-
cién 1.7 la desarrollaremos sistematicamente.

Ejercicio 1.49. * Consideremos nimeros reales a y b cualesquiera, y la matriz

-(52)

Hallar la expresién en coordenadas polares de la ecuacién diferencial X = JX. Q
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Ejercicio 1.50. ** Calcular la solucién de la ecuacién diferencial

T = —3x+ 2y,

= 20 3y (1.120)

con dato inicial (zo, yo), transformandola a coordenadas polares. Representar el plano
de fases asociado con esta ecuacién. Se sugiere complementar la informacién obtenida
del cambio a polares con la que resulta de analizar los signos de £ y g en el plano

(z,9)-

Observacién 1.5.6. LOS CAMBIOS DE COORDENADAS VISTOS A TRAVES
DEL FLUJO
Hasta el momento hemos estudiado el efecto de un cambio de coordenadas
h sobre el campo vectorial. Si retomamos la idea de que el cambio debe
“respetar” las dérbitas encontramos por un lado que y(t) = h(z(t)) debe ser
una solucién de la ecuacién en las nuevas variables. El dato inicial de esta
solucién es y(0) = h(z(0)). Llamemos ®; al flujo asociado con la ecuacién en
la variable z, entonces la solucién z(t) con dato inicial z(0) no es otra cosa
que ®1(z(0),t), asi que

z(t) = @1(x(0),1). (1.121)

Si con @, llamamos al flujo asociado con la ecuacién en la variable y, idéntica
consideracién muestra que

y(t) = P2(y(0), 7). (1.122)

Si tenemos en cuenta que y(0) = h(x(0)) y, en general, y(t) = h(z(t)) podemos
resumir esta discusion en la férmula

h(®1(z(0),t)) = ®2(h(z(0)),1). (1.123)

Como en realidad z(0) es un punto cualquiera es preferible escribir nuestra
ultima ecuacién como

h(®1(z,t)) = Po(h(x),t). (1.124)
o en la forma ain m4s sugerente
& (z,t) = h~ YDy (h(x),1)) (1.125)

que puede leerse de la siguiente manera: si queremos la solucién de la ecuacién
en la variable original z con un dato inicial prefijado entonces transformemos
el dato a las nuevas variables usando A, resolvamos en las nuevas variables y
luego apliquemos h~! para volver a la variable original. Naturalmente, esta
posibilidad de resolver la ecuacién en x a partir de la ecuacién en y haciendo un
simple cambio de coordenadas implica que ambas ecuaciones tienen el mismo
comportamiento.
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Ejemplo 1.5.7. Consideremos la ecuacién & = z — c¢. Si usamos el cambio
de variables y = h(z) = z — ¢ obtenemos § = y que tiene asociado el flujo
®y(z,t) = ze'. Si queremos calcular el flujo @, asociado a la ecuacién original
podemos utilizar el cambio h y la férmula (1.125). Para ello tomamos el dato
inicial z, le aplicamos h para obtener  — c. Ahora calculamos el flujo ®( de
la ecuacién en la variable y en (z — ¢,t) y obtenemos (z — c)e. Para terminar
debemos aplicar h~!, la inversa de h que no es otra cosa que sumar c. Por lo
tanto

Bo(xz,t) = (x — c)el + ¢ = Do(x — ¢, t) + ¢ = hH (Do (h(z), t)). (1.126)

Notemos que esta férmula para el flujo @, coincide con la que obtendriamos a
partir de (1.100). &

El siguiente ejercicio tiene como objetivo mostrar que efectivamente los
cambios de coordenadas respetan aspectos basicos de la dinamica asociada a
una, ecuacion diferencial, como son la existencia de puntos criticos y su tipo

de estabilidad.

Ejercicio 1.51. * Mostrar que si la ecuacién diferencial § = g(y) se obtiene de
= f(z) a través de un cambio de variables y = h(z), entonces Z es un punto critico
de & = f(x) siy s6losi g = h(Z) es un punto critico de y = g(y). Mds ain, Z es estable
(inestable, asintéticamente estable) si y sélo si 7 es estable (inestable, asintticamente
estable). [ )

1.5.2 Cambios de variables para las ecuaciones lineales

El objetivo de esta seccién es comenzar el tratamiento sistematico de las ecua-
ciones lineales de la forma X = AX, donde A es una matriz cuadrada n x n
y X representa un vector de R™. Es conocido de los cursos de algebra lineal
que todos los cdlculos en los que intervienen matrices se simplifican cuando es
posible trabajar en una base adecuada del espacio. El caso mas claro de esto es
el de las matrices diagonalizables, pero aiin cuando la matriz no sea diagona-
lizable es, en general, posible pasar a una situacién mas conveniente por un
cambio de variables lineal adecuado. En este ejemplo estudiaremos el efec-
to de estos cambios de coordenadas sobre las ecuaciones diferenciales lineales
X =AX,con Ae M nXM(R), y resolveremos completamente estas ecuaciones
cuando la matriz A es diagonalizable sobre el cuerpo real. Pospondremos para
las secciones 1.6 y 1.7 la consideracién de los otros casos.

Comencemos por recordar que X € R"™ coincide con el vector X¢ de sus
coordenadas en la base canénica C. Al introducir una nueva base B en R"
queda definido un cambio de coordenadas X — h(X), que a cada vector X le
asigna sus nuevas coordenadas Y = Xp, de la siguiente manera:

Y = h(X) = X5 = glcXc = gl X. (1.127)
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Como es usual, con gl; indicamos la matriz de cambio de base que permite
calcular las coordenadas en la base B a partir de las coordenadas en C. La
inversa glz~! de esta matriz es la matriz ¢Iz que permite realizar el cdlculo
de las coordenadas en la base candénica X¢ de un vector X, a partir de sus
coordenadas X¢ en la base B, por la férmula

X = X¢ = cIgXs.

Recordemos que las columnas de la matriz ¢Ip son los vectores de la base B
(0, equivalentemente, sus coordenadas en la base canénica C).

Ejemplo 1.5.8. Consideremos en R? la base

B=1{1,1),(1,-1)}. (1.128)

clp = ( 1 _i ) (1.129)

Al calcular su inversa obtenemos

Tenemos entonces que

gle =clg™! = (

N[O

) . (1.130)

N[N0 =

Notemos que la matriz ¢Iz se construye sin realizar ningun célculo una vez
que se conoce la base B. Para hallar la otra matriz de cambio de base sélo
hay que invertir ¢Ig. Este procedimiento, que es el que acabamos de usar, es
en general el més sencillo para calcular las matrices de cambio de base que
resultan de cambios lineales de coordenadas en R". &

Transformemos la ecuacién diferencial con esta informacion. Primero lo
haremos de manera directa, simplemente derivando para calcular Y y susti-
tuyendo en la ecuacion. Luego lo haremos retomando los argumentos que nos
permitieron derivar la férmula (1.107).

Es muy sencillo despejar X de la férmula (1.127) que introduce el cambio
de variables para obtener

X = gl:7lY. (1.131)

Si derivamos esta tltima férmula para calcular X resulta
X =gl:"'Y, (1.132)

porque la matriz glc ! es constante. Al sustituir en X = AX encontramos
que la nueva variable Y debe satisfacer la ecuacién

Y = BICABIC_IY- (1.133)
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Esta es una nueva ecuacién lineal, con una matriz glcAglz ' semejante a
la ecuacion original. Recordemos que dos matrices A y B son semejantes si
existe una matriz invertible P tal que B = PAP!.

Haremos nuevamente la reduccién de la ecuacién lineal X = AX a la for-
ma (1.133), esta vez transformando el campo vectorial que el segundo miembro
de la ecuacion define por medio del diferencial del cambio de variables h que
introdujimos en (1.127). Para empezar notemos que h es lineal, asi que el
diferencial de h en cualquier punto es la propia h. Recordemos ademds que el
campo vectorial de la ecuacién original es f(X) = AX y que X = h~}(Y) estd
dado por la férmula (1.131). Poniendo toda esta informacién junta calculamos
el campo vectorial g(Y) de la ecuacién que se obtiene haciendo el cambio de
variables:

g(Y) = Dhy-1iy) f (B 1(Y)) = h(AR™(Y)) = plcAplc Y. (1.134)
Tal como esperdbamos, el resultado es el que aparece en la férmula (1.133).

Observacion 1.5.9. Si la matriz A es diagonalizable, y B es una base de
vectores propios de A entonces la matriz de la ecuacién lineal (1.133) es dia-
gonal. En estos caso habremos logrado una importante simplificacién de la
ecuacion por medio del cambio de variables. En general, aunque las matrices
no sean diagonalizables, puede encontrarse una matriz de una forma candnica
mas simple que la matriz original por medio de un cambio de variables como
el que acabamos de presentar. Dedicaremos especial atencién a esta cuestién
cuando presentemos la teoria general para los sistemas lineales. [

A continuacién mostraremos, con un ejemplo, como la reduccién del pro-
blema original X = AX a otro con matriz diagonal puede utilizarse para
resolverlo completamente, en el sentido de poder calcular las soluciones y re-
presentar detalladamente el plano de fases correspondiente.

Ejemplo 1.5.10. Vamos a considerar la ecuacion lineal X = AX ,en R?, con

matriz
3 1
A= ( 1 3 ) (1.135)

Nos ocuparemos tanto de encontrar una férmula general para sus soluciones,
calculando el flujo ®((zg, yo), t) para un dato inicial (xg,yo), como de compren-
der la geometria asociada a este flujo, representando detalladamente el plano
de fases correspondiente. Para estudiar la ecuacién utilizaremos el hecho de
que A es una matriz diagonalizable, y transformaremos todo el problema a
un nuevo sistema de coordenadas basado en los vectores propios de A. El
polinomio caracteristico asociado con A es

PA) =X —-6A+8=(\—4)(A—-2),
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cuyas raices son A = 4 y A = 2. Para calcular los vectores propios buscamos
los subespacios ker(A —41I) y ker(A —2I). Una vez hecho esto resulta evidente
que la base

B={(1,1),(1,-1)} (1.136)

estd formada por dos vectores propios de A, el primero asociado al valor propio
4 y el segundo al valor propio 2. Si observamos el campo vectorial que la

\‘\\«fr/y/////,/
NNVt
~ NNV ST
\\\\\\ v/ ///'///
— — - \\“\‘ /',//////1
4/«-—«‘—-‘\ ,/'/////7
- = - = . ll]/:E
s s S .~ - - -
s o S N i
oo S N S =
S S N s s
S A NN
LSS A ANV

Figura 1.22: el campo vectorial asociado con la ecuacién diferencial

ecuacién diferencial define sobre el plano (z,y) encontramos que sobre el sub-
espacio generado por (1, 1) el campo es colineal con (1,1). Algo anédlogo ocurre
sobre el subespacio generado por (1,—1), y estos son los tnicos subespacios
de R? con esta propiedad, por lo que los hemos destacado en la figura 1.22.

Al calcular las matrices de cambio de base gl e ¢Ig, que vinculan las coor-
denadas en B con las coordenadas respecto a la base canénica C, obtenemos
las matrices (1.129) y (1.130) que calculamos en el ejemplo 1.5.8.

La ecuacién diferencial en las nuevas coordenadas ¥ = glc X es

Y = gleAclgY = DY, (1.137)

donde D es la matriz diagonal

4 0
D:BICACIB:(O 2).
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Vamos a pasar a coordenadas y escribir un vector Y en la forma Y = (u,v).
Es evidente que la ecuacion (1.137) resulta entonces equivalente al sistema

u = 4u,

5 — 20, (1.138)

cuyas soluciones son, con notaciéon obvia,
(u(t),v(t)) = (uoe4t,v062t) .

Para los cdlculos sera til la notacién matricial

- ()-(2)-(3 £)(z)  om

Esta férmula permite resolver completamente el problema original. Si trata-
mos de resolver

{ X = AX, (1.140)

X(0) = Xo = (%0, %0)-
debemos comenzar por transformar la condicién inicial Xy a las nuevas coor-

denadas Y. La condicidn inicial correspondiente es Yo = gl¢Xo. Luego resol-
vemos (1.137) con este dato y obtenemos una solucién

Y(t) = eDtlfo = eDtBIch,

que todavia estard expresada en las coordenadas asociadas con la base B. Para
recuperar la solucién X (t) al problema original deshacemos el cambio de base,
multiplicando a la izquierda por ¢Ig, de modo que la solucién resulta ser

X(t) = cIgY (t) = cIpe” sIc Xo. (1.141)

Si sustituimos en esta formula las matrices con las que estamos trabajando en

este ejemplo obtenemos
1 1 et 0 1 o
= . 1.142
o-( (5 ) D) we
Luego de efectuar la multiplicacién entre matrices que estd indicada en la ex-

presién anterior, y recordando el significado de la solucién X (¢) como solucién
con dato inicial (zo, yo), podemos escribir el flujo asociado con X = AX como

1 [ eft 4 o2t oht _ g2t 0
q)((-TanO),t) = 5 ( e4t . e2t e4t + eZt yO . (]_]_4:3)

N[ =D =

Es muy sencillo verificar que ésta es la solucién del problema, sustituyendo en
la ecuacién diferencial para ver que se satisface, y evaluando en ¢ = 0 para ver
que también se verifica la condicién inicial X (0) = Xy = (z9,y0). Notemos
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que la matriz que aparece en la férmula (1.142) es la exponencial de A, ya
que permite resolver el problema (1.140) multiplicindola a la derecha por la
condicién inicial Xy. Tenemos entonces, para la matriz A con la que estamos
trabajando en este ejemplo, que

a1 ( et 4 o2t dt _ 2t )

e = -
2 €4t _ th e4t + th

Ejercicio 1.52. * Verificar que la matriz es solucién de X = AX y que al evaluar
en t = 0 se obtiene la identidad.

Observacién 1.5.11. Los argumentos que nos llevaron a la férmula (1.141)
son completamente generales y no dependen de cudles sean las matrices A
y D. Esto implica que al transformar una ecuacién diferencial

X = AX

en una ecuacion
Y = JY,

introduciendo un cambio de variables lineal
Y =gl X,

podremos calcular las soluciones de la ecuacién original a por medio de la
férmula

X(t) = cIge’ gl Xo. (1.144)

En término de las matrices exponenciales esto significa que si
A=clgJplc

entonces

eAt = cln eJtBIC.

Esta observacién no depende de que A sea diagonalizable. Por lo tanto la
utilizaremos sistematicamente en las proximas dos secciones, transformando
las ecuaciones diferenciales X = AX en ecuaciones lineales con una matriz J
conveniente. 7'

Todavia estd pendiente la cuestién de representar el plano de fases asociado
con la ecuacién diferencial X = AX. Una forma de hacer este trabajo es
graficar las curvas parametrizadas que se obtienen de la férmula (1.142) para
las soluciones. Veremos a continuacién que hay un método mejor, que consiste
en representar en el plano (u,v) el espacio de fases asociado con la ecuacién
Y = DY, donde D es la forma diagonal asociada con A, y luego “llevar” este
dibujo al plano (z,y) mediante el cambio

X = cIgY.
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Representar el plano de fases de Y = DY es un trabajo muy sencillo. Esen-
cialmente fue hecho en la seccién 1.3, ejercicio 1.29. No es dificil ver que las
semirrectas u > 0 y u < 0 del eje Ou son 6rbitas que se alejan del origen, y
también lo son las semirrectas v > 0y v < 0 del eje Ov. El resto de las 6rbitas

Figura 1.23: el diagrama de fases asociado con la ecuacién Y = DY

est4 contenido en curvas de la forma u = v?, y “salen” del origen u = 0, v = 0,
de manera tangente al eje Ov. Toda esta informacién aparece resumida en la
figura 1.23.

Pasemos a analizar en que se transforman todos los elementos del diagrama
que aparece en la figura 1.23 al deshacer el cambio de variables lineal que nos
llevé a la ecuacién Y = DY,

1. Notemos que el vector (1,0) del plano (u,v) se transforma en el (1,1)
del (z,y), por lo que el eje Ou se transforma en la recta de ecuacion
z = y. Por lo tanto, sobre la recta x = y tenemos tres orbitas: la
solucién estacionaria que corresponde al punto critico (0,0); una érbita
que se aleja del origen sobre la parte de la recta z = y que estd en el
primer cuadrante; una tercera Orbita, simétrica de la anterior, que esta
en el tercer cuadrante.

2. Un andlisis parecido puede hacerse a partir del hecho de que el vector
Y = (1,0) del plano se transforma en el X = (1,—1) y el eje Ov en
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la recta z = —y. Sobre esta recta estd el origen (0,0) que es un punto
estacionario y hay dos érbitas no triviales, que se alejan del origen.

3. El resto de las 6rbitas se obtienen “deformando” el dibujo que se obtuvo
en el plano (u,v). En particular, todas ellas salen del origen en forma
tangente a la recta y = —z y tienen en el infinito una direccién asintética
paralela a y = x.

Figura 1.24: el plano de fases de X = AX

4. Con esta informacién ya tenemos suficiente para representar el plano de
fases asociado con la ecuacién, que es el que aparece en la figura 1.24.

Puede ser 1til ademés contrastar la informacién que se obtiene deformando
el plano de fases de la ecuacién en su forma diagonal con el andlisis de los signos
de £ y y. De hecho, en este ejemplos sabemos que sobre la linea y = —3z se
anula Z, y que esta derivada & debe cambiar de signo cuando la érbita z(¢)
atraviesa la recta de ecuacién y = —3z. En concreto, z(t) es creciente mientras
y > —3z y decreciente cuando y < —3z. Consideraciones anilogas valen para
1y y la recta £ = —3y: y es creciente en el semiplano z > —3y, y decreciente
en z < —3y. Cuando una érbita atraviesa esta recta cambia el crecimiento de
su componente segin el eje y, porque cambia el signo de 7. &



84 CAPITULO 1

Ejercicio 1.53. *

1. Hallar la solucién de los problemas

{ X = AX, (1.145)

X(O) = (-770;21/0)7

para cada una de las siguientes matrices;

A=<:;§>; A=(2 :i); A:(i}). (1.146)

2. Dibujar los planos de fases asociados a cada una de las ecuaciones. Para hacerlo
obtener primero los planos de correspondientes a las ecuaciones Y = DY, don-
de D es la matriz que se obtiene diagonalizando A en cada caso, y utilizar el
cambio de coordenadas para obtener el plano de fases de la ecuacién original.
Estudiar la estabilidad de los puntos criticos.

3. Para cada una de las matrices A y sus formas diagonales D calcular los flujos
asociados con las ecuaciones X = AX y Y = DY. Escribir los flujos de una
ecuacion en términos de los de la otra, usando los cambios de coordenadas
lineales que permiten pasar de la variable X a la variable Y. Comparar los
resultados con la discusién presentada en la observacion 1.5.6.

4. Mostrar que no puede haber ningin cambio de variable que transforme cada una
de las ecuaciones lineales de este ejercicio en alguna de las otras dos. Sugerencia:
tener en cuenta el ejercicio 1.51.

Aunque una matriz no sea diagonalizable, es decir, aunque no tenga una
base de vectores propios, la existencia de valores y vectores propios permite
hallar con mucha facilidad algunas soluciones, tal como se muestra en nuestro
préximo ejercicio.

Ejercicio 1.54. * Consideremos un vector Xo de R?, un ntimero real A y una
matriz A real 2 x 2. Mostrar que Xo es un vector propio de A con valor propio A si
y sélo si X (t) = e Xy es una solucién de la ecuacién diferencial X = AX.

Ejercicio 1.55. ** EL RESORTE AMORTIGUADO

Supongamos que dejamos oscilar una particula sujeta a un resorte y ademés la so-
metemos a un amortiguamiento que supondremos proporcional a la velocidad de des-
plazamiento de la particula. Si k& > 0 es la constante del resorte y b > 0 la del
amortiguamiento este sistema estard descrito por la ecuacién diferencial

mi = —kx — bz, (1.147)

donde m representa la masa de la particula.

1. Reducir la ecuacién (1.147) a un sistema lineal matricial de la forma X = AX

donde 0
_ w (=
A_<w ﬁ)’ X_(y>'

Las constantes w y 3 se determinardn a partir de m, k y b.
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2. Hallar el rango de valores de w > 0 y 3 > 0 para los cuales A es diagonalizable.
Para estos valores de w y § hallar las soluciones del sistema lineal y expresarlas
en forma matricial como el producto de una matriz 2 x 2 que depende del tiempo
por el vector de los datos iniciales. Graficar las soluciones en el plano (z,y) e
interpretar los resultados obtenidos en esta parte del problema.

3. Mostrar, para los valores de w y B que se encontraron en la parte 2, que el
origen (0,0) es un punto critico asintéticamente estable del sistema.

Ejercicio 1.56. ** En este ejercicio volveremos sobre el sistema

i=y,
;= ZiaH—wZ (1.148)

que aparecio en el ejercicio 1.47.

1. El sistema (1.148) tiene un punto critico P distinto del origen (0,0). Hallarlo
y linealizar la ecuacién alrededor de P.

2. Resolver completamente el sistema que resulta de linealizar la ecuacién alrede-
dor del punto critico P. Representar el plano de fases correspondiente. Com-
pararlo con el plano de fases de la ecuacién original en el entorno del punto P.

Observacién 1.5.12. Vamos a cerrar esta seccién comentando que si la ma-
triz de un sistema lineal X = AX tiene valores propios complejos y es diagona-
lizable entonces puede utilizarse su forma diagonal para calcular las soluciones
de la ecuacién. No haremos mucho hincapié en este asunto porque desarrollare-
mos mas adelante un método diferente para hacer los cilculos que proporciona
mas informacion geométrica sobre el flujo asociado a la ecuacion.

Notemos que en el caso de valores propios reales la forma diagonal de una
matriz A permitiresolver la ecuacién diferencial X = AX porque la reducia
a un par de ecuaciones escalares £ = Az, donde A representa cada uno de los
valores propios de la matriz. Veremos a continuacién como tratar la ecuacién
Z = Az cuando A es un ntimero complejo.

Ejemplo 1.5.13. LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL EN C
El objetivo de este ejemplo es estudiar la ecuacién diferencial

i= Az (1.149)

en el campo complejo. El nimero A\ es una constante compleja cualquiera.
Una solucién z(t) de esta ecuacién serd una funcién compleja z(t), definida
sobre un intervalo I de R. Si escribimos

2(t) = x(t) +1y(?),

separando sus partes real e imaginaria, entonces la derivada z(t) es

4(t) = i (t) + (t).
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Naturalmente, la condicién para que z(t) sea solucién de (1.149) es justamente
z(t) = Az(t), tel.

Mostraremos a continuacién que la solucién del problema de valores ini-
ciales

z = Az,
z(0) =z € C,

es z(t) = zpe . Esta férmula es enteramente andloga a la que permite resolver
la ecuacién diferencial lineal (1.149) en el caso real. Es ficil verificar que

. de)\t
Z(t) = ZOW.

Ejercicio 1.57. * Sean zp un ndmero complejo cualquiera, y w(t) una funcién
compleja y derivable definida sobre un intervalo I C R. Definamos

z(t) = zow(t), tel.
Mostrar que 2(t) = zow(t), para t en el intervalo I.

Sélo nos resta calcular la derivada de la exponencial e. Si A = a + ib
entonces
M = (@) — o0 (cog bt + i sin bt) .

Al derivar esta férmula resulta

At
A e (acos bt — bsinbt) + i(asin bt + bcos bt)).

dt
El miembro de la derecha de esta igualdad es justamente Ae*, tal como puede
comprobarse por medio de un cdlculo directo. Por otra parte, al evaluar z(t)
en t = 0 obtenemos zg, porque ¢ = 1. Por lo tanto, hemos mostrado que z(t)
es la solucién del problema de valores iniciales que estamos considerando. &

Ejemplo 1.5.14. Una vez mas calcularemos las soluciones del sistema de

(5)=(=5)(5) a0

que gobierna, el comportamiento de un oscilador simple. En esta oportunidad
lo haremos diagonalizando la matriz del sistema sobre el campo complejo.
Supongamos que queremos resolver el sistema (1.108) con un dato inicial

X(O):on(xo).

Yo
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Llamemos A a la matriz del sistema. La matriz A tiene iw y —iw como valores
propios, y se diagonaliza en la base

B = {(1,4), (1, —i)} (1.151)

de C2. A partir de esta observacién, podemos repetir todos los pasos que
dimos en el ejemplo 1.5.10 para resolver (1.108). Comenzamos calculando las
matrices que vinculan las coordenadas en la base B con las coordenadas en la
base canénica C de C?:

(11 a1 i
CIB_<Z. _z.), sle = |Is _2(1 Z) (1.152)

Al transformar el vector X, del dato inicial a las nuevas coordenadas obtene-
mos el vector

Yo = glcXo.
Tal como ocurria en el caso con valores propios reales, la ecuacién en las nuevas
coordenadas toma la forma Y = DY, donde D es la matriz diagonal

( ig" _Z.B ) (1.153)

Este sistema es muy facil de resolver, porque sus ecuaciones quedan desaco-
pladas al ser D diagonal y la soluciéon con dato inicial Y es

ezwt 0
Y(t) = ( 0 it )YO. (1.154)

Para recuperar la solucién del problema original hay que deshacer el cambio
de coordenadas. Por lo tanto, ésta es

X(t) = cIgY (%)

Si ponemos juntas todas las operaciones que realizamos, concluimos que

eiwt 0
X(t) =clp ( 0 e—iwt ) sl Xo. (1.155)

Si tenemos en cuenta la expresién (1.152) de las matrices de cambio de base,

y hacemos las cuentas, encontramos que la solucién a nuestro problema de
valores iniciales para el sistema (1.108) es

(20) = (Lomat mmat Y (=)

Por cierto, esta es la solucién que ya habiamos encontrado antes usando otros
procedimientos. &

A continuacién presentamos un ejercicio de aplicacién de la técnica que
acabamos de desarrollar.

Ejercicio 1.58. *** Calcular las soluciones de la ecuacién diferencial lineal que
aparece en la parte 1 del ejercicio 1.55, en los casos en que la matriz A tiene valores
propios complejos. [
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1.5.3 Ejemplos sencillos de bifurcaciones.

En esta seccién vamos a estudiar algunas ecuaciones diferenciales que depen-
den de un parametro y que tienen la propiedad de que el comportamiento de
sus soluciones depende fuertemente del valor del parametro bajo consideracién.

Ejemplo 1.5.15. Vamos a considerar ahora las ecuaciones
i=2’—c (1.157)

donde ¢ es un parametro real. Tal como habiamos observado en general para
ecuaciones en la recta, la estructura del flujo asociado con (1.157) puede infe-
rirse del conocimiento de sus puntos criticos y del signo de # en las distintas
regiones de R. Los puntos criticos de (1.157) son las raices de z? = c, asi que
es evidente que tenemos que discutir tres casos:

1. CAsO ¢ < 0. En este rango de valores de ¢ no hay puntos criticos
porque z? = ¢ no tiene raices y & es positivo en todo R. Las érbitas de
la ecuacién viajan desde —oo a 400 sin detenerse y necesitan un tiempo

finito para hacer todo el recorrido.

2. CAsO ¢ = (0. Hay un unico punto critico inestable en x = 0 y tres
orbitas: la estacionaria x = 0, la semirrecta z < 0 que corresponde a
una érbita que se acerca al origen cuando t crece y la semirrecta z > 0,
una Orbita que se aleja del origen y alcanza +oo en tiempo finito. El
cambio de variables y = —x la reduce a la ecuacion 1.20 que estudiamos
en la primera clase, asi que podemos remitirnos a este trabajo que ya
hicimos por los detalles.

3. CASO ¢ > 0. En este caso hay dos puntos criticos z = +4/c y en
total cinco orbitas. El punto z = —y/c es asintéticamente estable y
x = ++/c es inestable. Si resolvemos la ecuacién con un dato zg en el
intervalo (—+/c,/c) la solucién z(t) estd definida en (—o0, 00), satisface
limy_, 00 2(t) = +4/c y su 6rbita es el intervalo (—+/c, /c).

El contenido de la discusiéon precedente se refleja en los graficos de la figu-
ra 1.25.

Ejercicio 1.59. * Calcular las soluciones de la ecuacién en los tres casos arriba
reseflados y verificar que las afirmaciones sobre los aspectos cualitativos del flujo son
correctas.

Notemos entonces que la ecuacion experimenta un brusco cambio en su
comportamiento cuando ¢ atraviesa el valor 0. En particular, a diferencia
de lo que pasa en nuestro ejemplo 1.5.1, es imposible encontrar un cambio
de coordenadas que transforme la ecuacién (1.157) con ¢ > 0 en la misma
ecuacion con un valor de ¢ negativo o cero. La razén de esto es que los cambios
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a) caso c <0

b) caso ¢ =0 z=0 z

c) casoc>0 T =—c T =/c r

2

Figura 1.25: diagramas de fase de £ = z° —cen R

de coordenadas no pueden cambiar los aspectos cualitativos de la dindmica ya
que cambiar de coordenadas no es mas que ver lo mismo desde otro punto
de vista. Una manera de justificar esta afirmacion es notar que un cambio de
coordenadas mantiene la cantidad de puntos criticos de la ecuacién y ya vimos
que no hay puntos criticos si ¢ < 0, hay uno cuando ¢ = 0 y dos para ¢ > 0.

Ejemplo 1.5.16. BIFURCACION DE HOPF
El siguiente ejemplo que vamos a introducir requiere que pasemos a trabajar
en el plano (z,y), en el que consideraremos la familia de ecuaciones

& =z(e— (2 +y°) — v,

§ =yle— (@ +7) +2, (1.158)

donde € es un pardmetro real. A pesar del aspecto complicado de (1.158) fueron
escritas para que al escribirlas en coordenadas polares (r,0) obtengamos, para
r # 0, el sencillo sistema

7 =r(e—r?),

6 =1,
que tiene sus ecuaciones desacopladas. Notemos ademads que 7 = 0 corresponde
al origen, que es un punto critico del sistema. Este punto critico cae fuera de
la regién donde es valido el cambio de coordenadas cartesianas a polares, y
por eso no aparece ningin punto critico en el sistema (1.159). De todos modos
sabemos que el origen (0,0) debe corresponder a una solucién estacionaria de
la ecuacion, por lo que s6lo nos interesa estudiar el comportamiento de (1.159)
fuera de (0,0), o, dicho de otra manera, en la regién r > 0 donde el cambio a
coordenadas polares es efectivamente ttil.

(1.159)

Ejercicio 1.60. * Mostrar que al pasar de coordenadas cartesianas a coordenadas
polares la ecuacién (1.158) se transforma en (1.159).

El sistema (1.159) es relativamente sencillo de estudiar y nos permitird
resolver la ecuacién (1.158) sin demasiado trabajo. Como ambas ecuaciones
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representan esencialmente lo mismo en coordenadas diferentes nos referiremos
a ambos como “la ecuacién diferencial”. Si queremos resolverla con dato inicial

Ty — T COS 00, Yo =T0 sin 90,

la segunda ecuacién en (1.159) implica que 0(t) = 6y + t. Notemos que cada
vez que aumentamos 6 en 27 damos una vuelta alrededor del origen, asi que
las soluciones de nuestra ecuaciéon estdn dando vueltas en sentido antihorario
mientras no estén en r = 0. La ecuaciéon para r en (1.159) es algo mds
complicada, pero es una ecuacién en la recta cuyo comportamiento podemos
determinar completamente buscando sus puntos criticos y estudiando el signo
del miembro de la derecha. En realidad ése es el contenido del ejercicio 1.21.
Como 7 es el radio en coordenadas polares s6lo nos ocuparemos de la regién
r > 0. Al buscar los puntos criticos es evidente que debemos distinguir dos
Casos:

1. CASO € < 0. Cuando € < 0 la tnica raiz de r(e — %) es r = 0, que
corresponde al punto critico que nuestra ecuacién tiene en el origen
(z,y) = (0,0). Fuera del origen 7 es siempre negativo y el sistema tiene
una unica dorbita que se va “enrollando” en el origen cuando ¢ crece. El
origen es asintéticamente estable y todas las érbitas se aproximan a él.

En la figura 1.26 representamos el diagrama de la ecuacién para e =0y
para un valor negativo de e.

N
AN

b) caso € < 0 (e = —1)

Figura 1.26: diagramas de fase de la ecuacién (1.158)

Ejercicio 1.61. ** Explicar por qué aparece un disco negro sobre el origen
al intentar representar las soluciones de la ecuacién cuando € = 0.

2. CAsO € > 0. Ahora hay dos raices para el segundo miembro de la
ecuacion de r. Estas son 7 = 0 y 7 = y/e. Igual que en el caso anterior
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r = 0 corresponde al origen, pero r = /e corresponde a una solucién
que tiene r constante y 6(¢) = 6y + t, es decir una 6rbita periddica

z(t) = Vecos(Gy +t), y(t) = Vesin(Gy +t), (1.160)

confinada a la circunferencia de centro (0,0) y radio v/e. Notemos que es
posible verificar directamente que (1.160) es una solucién sustituyendo
en (1.158). Si 7 estd en el intervalo (0,+/€) entonces 7 es positivo y r
crece, por lo tanto las érbitas comprendidas en esa region se van alejando
del origen y se aproximan a la 6rbita periédica (1.160). Por el contrario,
7 < 0 cuando r > /e y las érbitas en r > /e también se aproximan a
la circunferencia » = y/e. Ahora el origen es un punto critico inestable.
En el diagrama de la figura 1.27 puede apreciarse la érbita peridédica que
aparece para € > 0, que atrae a todas las soluciones no estacionarias de
la ecuacion.

-
\

7

Figura 1.27: diagrama de fase de la ecuacién (1.158) para € > 0

Ejercicio 1.62. * Justificar todas las afirmaciones que acabamos de hacer. Para
ello resolver explicitamente la ecuacidn si es preciso. La mejor forma de hacerlo es usar
los resultados del ejercicio 1.21 y lo que sabemos sobre los cambios de coordenadas
para usar en el plano (z,y) los célculos en las variables (r, ).

Notemos que cuando e pasa de ser negativo a positivo el punto critico (0,0)
pasa de estable a inestable y aparece una 6rbita periédica que rodea (0,0),
que crece con € y que ademds “atrae” todas las demds Orbitas.
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Ejercicio 1.63. ** Construir un ejemplo en el que un punto inestable se convierta
en estable, al mismo tiempo que aparece una érbita periddica que “repele” todo lo
que tiene cerca. &

Ejercicio 1.64. ** EL PENDULO EN UNA GUfA GIRATORIA LISA.

Cerraremos este capitulo con un ejercicio guiado que consiste en retomar el ejemplo
del péndulo y modificarlo para suponer que el plano vertical que contiene al péndulo
gira con una velocidad angular constante.

1. ¥ DEDUCCION DE LAS ECUACIONES.

En esta parte derivaremos la ecuacién diferencial que gobierna el movimiento
del sistema. Puede ser omitida en una primera lectura para pasar directamente
a trabajar con las ecuaciones del sistema. Pondremos en juego tres sistemas
de vectores para describir el movimiento. Introduzcamos primero una terna
fija {I,J,K}, donde K apuntar4 en direccién vertical, hacia arriba. Una terna
{7, K } solidaria con la guia, tal que la guia esté contenida en el plano de
los vectores Zy K. Por dltimo, en el plano de la gufa usaremos los vectores
€ y €, para “seguir” la particula en su desplazamiento. Con ¢ indicaremos
la coordenada angular que mide el apartamiento de la particula del punto més
bajo de la guia. Pondremos el origen O de coordenadas en el centro de la guia y,
tal como ocurria en el caso de la guia en reposo que tratamos antes, la posicién

P de la particula es
P =ré,, (1.161)

pero ahora
fr = Ssin 907;_ C?S SOK7 (1162)
€, = cosyi+ sinpK.

El movimiento de rotacién de la guia con velocidad angular w se refleja en que

coswtl + sin wtf,

T o 1.163
—sinwtl + coswtJ. ( )

1=

j =
Calcular ¢, j, €, y €,. Utilizar este clculo para mostrar que la ecuacién dife-
rencial que gobierna el movimiento del péndulo es

P = -9 sin ¢ + w? sin @ cos ¢, (1.164)
r

proyectando la ecuacién de Newton F = ma sobre la direccién tangente a la
guia dada por el vector unitario €,. 1

2. EL PASAJE A UNA ECUACION DE PRIMER ORDEN EN EL PLANO.

Sea w = /g/r y A = w/w (no confudir w con w). Mostrar que al introducir
una variable 6 tal que ¢ = wh la ecuacién (1.164) se puede escribir como el
sistema )

p= wb,

. , 1.165

6= w(Acosp—1)sine. ( )
Hacer un primer estudio del plano de fases asociado a este sistema, en particular
determinar sus puntos criticos y el signo de ¢ y € en cada regién del plano.
Discutir segin A. Verificar que cuando A > 1 aparecen puntos criticos que no
existen para A < 1.



CAMBIOS DE COORDENADAS 93

3. BUSQUEDA DE UNA PREINTEGRAL DEL MOVIMIENTO (CANTIDAD CONSERVA-
DA).
Utilizar la ecuacién (1.164) para encontrar una magnitud e que se conserva
sobre las érbitas del sistema (1.165). Esbozar los conjuntos de nivel de e (para
esto puede ser util graficar e = e(yp, 0), la cantidad e sobre el eje ¢). Hallar las
6rbitas de (1.165) y su significado en términos del movimiento del péndulo.

4. ESTABILIDAD DE LOS PUNTOS CRITICOS. Mostrar que el punto critico (0,0) es
estable si A < 1. Mostrar que los puntos criticos que aparecen para A > 1 son
estables. ;Qué puede decir de la estabilidad de (0,0) cuando A > 1?. Estudiar
la estabilidad de (,0).

Ejemplo 1.5.17. 1 CAMBIOS DE COORDENADAS NO DIFERENCIABLES.

El problema de la equivalencia de las ecuaciones diferenciales a través de cam-
bios de coordenadas es mas delicado de lo que parece a primera vista. Por esa
razoén presentamos esta cuestién con mucho detalle en el ejemplo £ = = — ¢,
el mas sencillo de todos los que consideramos en esta clase, y al considerar
las ecuaciones lineales. Sin embargo, al introducir la nocién de bifurcacién no
seguimos trabajando al mismo nivel y nos limitamos a mostrar ejemplos en
los que se “veia” el cambio del caricter de la ecuacién para algin valor critico
del parametro que estuviera en juego. Veremos ahora otro aspecto de esta
cuestion, a través del andlisis de una de las ecuaciones mas basicas que hemos
considerado: la ecuacién lineal en la recta

t=az, a€R. (1.166)

Al variar el pardmetro a el comportamiento del punto critico x = 0 cambia
de estable a inestable cuando a pasa de ser negativo a positivo. Si miramos
el comportamiento de las soluciones de esta ecuaciones notamos inmediata-
mente que hay tres casos diferentes: a > 0, a = 0y a < 0. En una primera
aproximacion podriamos intentar reducir todos los casos a > 0 al caso a = 1
mediante un cambio de variables, ya que el comportamiento cualitativo de
ambos es exactamente el mismo. Para hacerlo busquemos un cambio de coor-
denadas que nos permita pasar a y = h(z) y escribamos la ecuacién (1.166)
en la coordenada y. Derivando respecto a ¢ tenemos

y=h'(z). (1.167)

Como estamos buscando reducir la ecuacién (1.166) con a > 0 cualquiera al
caso a = 1 pretendemos que y = h(z) satisfaga ¢ = y, asi que usando estas
dos tltimas igualdades y la ecuacién (1.166) obtenemos la siguiente ecuacién
diferencial para el cambio de variable f:

h(z) = ah'(z)z. (1.168)

Podemos buscar soluciones de esta ecuacién escribiéndola como
1 K (x)

o= am, (1.169)
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para concluir que sus soluciones son de la forma
|h(z)| = C|z|'/°. (1.170)

Como estamos buscando una solucién cualquiera de (1.168) tomemos C =1y
consideremos

h(z) = sgz|z|'/e. (1.171)

donde sg x indica el signo de x. Si a es distinto de 1 la funcién A no define un
cambio de variables diferenciable en R, porque ella o su inversa son singulares
en x = 0. Sin embargo h es una biyeccién continua de R en R con inversa
continua, es decir un homeomorfismo de la recta en si misma. Esta trans-
formacién no nos permite transformar la ecuacién diferencial, porque tiene
problemas de derivabilidad en x = 0, pero dado que es una biyeccién define
un “cambio de coordenadas”, porque cada punto z queda determinado por su
coordenada y = h(z).

Ejercicio 1.65. * Calcular la inversa h~! de h.

Dado que no podemos derivar para transformar la ecuacién veamos si po-
demos hacer algo con los flujos. Recordemos que las formulas (1.124) y (1.125)
contienen una nocién de equivalencia para las ecuaciones que no requiere calcu-
lar derivadas, se expresa simplemente componiendo los flujos con el cambio de
coordenadas. Recordemos entonces que, para cada valor de a el flujo corres-
pondiente a (1.166) es

O, (z,t) = ze. (1.172)

Es muy fécil verificar que la funcién h, aunque no es diferenciable si a # 1, vin-
cula los flujos @1, que se obtiene en (1.172) tomando a = 1, y ®,, este tltimo
correspondiente al valor de a que estemos considerando, tal como habiamos
encontrado en las férmulas (1.124) y (1.125) para el caso diferenciable. En
efecto

h(zoe™) = sg(zoe™)|moe|s = sg(zo)|zolae! = h(zo)e!, (1.173)
que no es otra cosa que
&1 (h(z),t) = h(®a(z,1)). (1.174)

Atn més, si aplicamos A~! a ambos lados de 1.174 podemos reescribirla en la
forma completamente equivalente

Qa(x,t) =h~! (q)l(h(x)’t)) ’ (1'175)

que corresponde a (1.125) para este caso particular. &
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Los comentarios del ejemplo anterior pueden extenderse para introducir
una nueva nocién de equivalencia entre flujos de ecuaciones diferenciales que
recoge las ideas que hemos introducido. Sitenemos dos ecuaciones diferenciales
z = f1(z) y £ = fo(x) definidas en abiertos U; y Us de R", y llamamos ®; y
®5 a los flujos asociados con cada una de ellas diremos que son conjugados si
existe un homeomorfismo h entre Uy y Us (es decir, una aplicacién f : Uy — Us
continua y biyectiva con inversa f~!: Uy — U continua) tal que

& (z,t) = h™ Y (Do (h(x),1)). (1.176)

En tal caso diremos que h es una conjugacion entre ®; y &9 o que h conjuga
<I)1 y q)g.

Ejercicio 1.66. * Encontrar conjugaciones entre la ecuacién £ = —z y las ecuacio-
nes & = az, con a < 0.

Ejercicio 1.67. * Mostrar que no hay una conjugacién entre & =z y & = —2.

Ejercicio 1.68. *** Mostrar que la relacién de conjugacién es una relacién de
equivalencia.

Observacién 1.5.18. Aunque las ecuaciones & = ¢+ 22 tienen esencialmente
el mismo comportamiento para cualquier ¢ > 0 no es posible construir una
conjugacién con el caso ¢ = 1. jPor qué? (la clave es que para ¢ > 0 hay una
Unica Orbita que estd definida en un intervalo finito de tiempos que depende
de ¢).

Ejercicio 1.69. ** Resolver explicitamente & = ¢ + 22, calcular el flujo asociado y
contestar la pregunta que se acaba de plantear.

Para introducir una nocién que permita identificar todas las ecuaciones
& =c+z?

con ¢ > 0, entre si hace falta manejar nociones de equivalencia algo mas
refinadas, de modo que abandonaremos esta cuestiéon por aqui. Sin embargo
vale la pena retener en la cabeza que no se produce ningin cambio significativo
en la dindmica de estas ecuaciones al dejar variar ¢ en el conjunto de los
nimeros positivos, recién al alcanzar el valor ¢ = () aparece un comportamiento
diferente. Este tipo de consideraciones son las que uno trata de recoger al
introducir definiciones que permitan identificar flujos distintos como “el mismo
flujo” visto en coordenadas distintas. [ Yk
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1.6 Ecuaciones lineales a coeficientes constantes 1

En esta clase y la siguiente vamos a abordar sistematicamente el estudio de
las ecuaciones diferenciales lineales

X = AX, (1.177)

en R?. Por lo tanto, supondremos que A es una matriz real 2 x 2. Presentare-
mos también, aunque con menor énfasis y detalle, el problema en dimensién 3.

Los argumentos que vamos a utilizar estdn basados en transformar la ecua-
cién original (1.177) por medio de un cambio de variables lineal, de manera de
obtener una ecuacién lineal Y = JY equivalente mds simple, donde J es una
matriz semejante a A de una forma candnica para la cual sepamos resolver
completamente la ecuacién diferencial correspondiente.

La manera en que un cambio de variables lineal afecta las ecuaciones dife-
renciales (1.177) fue estudiada en el ejemplo 1.5.2. Recordemos que al intro-
ducir una nueva base B en R" a cada vector X € R" le asociamos sus nuevas
coordenadas

Y =gl X. (1.178)

Al transformar la ecuacién diferencial segiin este cambio de variables obtene-
mos

Y =glc AclgY. (1.179)

La matriz ¢Ip es la que hace el cambio de coordenadas desde la base B a la
base canénica C, y satisface ¢Iz = glz*. La clave del método consiste en que

J=plc Agle™"
sea una matriz tal que podamos resolver
Y = JY. (1.180)

Las soluciones de este nuevo sistema pueden expresarse en términos de la
matriz exponencial e’* como

Y(t) = e’Yy,

donde Yj es el dato inicial prefijado Y (0). Deshaciendo el cambio para volver
a la ecuacién original encontramos que la solucién de (1.177), con condicién
inicial X (0) = X, es

X(t) = cIge’ gIe X,.

Esto es todo lo que hace falta para calcular las férmulas de las soluciones, una
vez que sepamos como resolver (1.180).

Sin embargo, la informacién que este método proporciona no se agota al
hallar una expresién para las soluciones, ya que todos los aspectos dindmicos
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asociados con la ecuacién (1.177) pueden conocerse a partir de los de (1.180).
Esto nos permitird representar el diagrama de fases de la ecuacién original
a partir del dibujo correspondiente a (1.180), que debe ser transportado a
la variable X teniendo en cuenta que X = ¢IgY. Casi siempre bastara con
ver como transforma este cambio a los vectores (1,0) y (0,1) para obtener
el diagrama de fases de la ecuacién (1.177) a partir del plano de fases de la
ecuacion en su forma canédnica simple.

Recordemos también que el origen O = (0,0) siempre es un punto critico
de las ecuaciones lineales. El tipo de estabilidad del origen para las ecuacio-
nes (1.177) y (1.180) es el mismo, por lo que podremos determinarlo usando
la reduccion de la ecuacién a una forma mas simple.

El prototipo del procedimiento que acabamos de describir corresponde al
caso en que la matriz A es diagonalizable, que siempre puede tratarse si-
guiendo las lineas del ejemplo 1.5.10. Dado que ya sabemos resolver el caso
diagonalizable comenzaremos por una breve secciéon en la que recopilamos los
resultados obtenidos, discutimos la estabilidad segiin los valores propios de A
y presentamos algiin ejemplo en R?. Luego nos concentraremos en los casos
en que A no se diagonaliza sobre el cuerpo de los niimeros reales. Seguiremos
utilizando la matriz exponencial e’ para expresar las soluciones de (1.177)
coImo

X(t) = eAtX(),

donde el vector X es la condicién inicial con la que resolvemos la ecuacién.
Tal como anunciamos, nos ocuparemos esencialmente de las ecuaciones di-
ferenciales en R? y en R3. Las ideas que tienen que ver con cambiar de varia-
bles y transformar las ecuaciones diferenciales de esa manera pueden aplicarse
en general en R™, con n cualquiera. Sin embargo, en dimensiones mas altas el
problema de hallar una matriz J semejante a la matriz de la ecuacién original,
y el cambio de coordenadas que permite pasar de A a J, es mas complejo. Es-
ta dificultad es en realidad un problema de Algebra Lineal, no de ecuaciones
diferenciales. Una discusién detallada de las ecuaciones diferenciales linea-
les, que contiene también las dimensiones mas altas, puede encontrarse en los
capitulos 3 al 6 del texto [HS]. Los requisitos de dlgebra lineal necesarios para
lo que sigue estin cubiertos en [He]. El capitulo 7 de este libro contiene toda
la informacién sobre la forma candnica de Jordan necesaria para tratar, en
cualquier dimensién, los sistemas (1.177) cuya matriz A no es diagonalizable.

1.6.1 El caso diagonalizable

Toda lo que hace falta saber acerca de la resolucién de las ecuaciones (1.177)
en R? con una matriz A diagonalizable sobre R estd contenida en el ejem-
plo 1.5.10. Las técnicas que alli se desarrollan permiten tratar cualquier si-
tuacién de este tipo, calcular las soluciones y representar el plano de fases
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correspondiente. Para completar el andlisis de este caso discutiremos a conti-
nuacién la estabilidad del punto critico (0,0), segin los valores propios de A.
Supongamos que sus valores propios son los niimeros reales A\; < Ay. Por su-
puesto que no es ninguna pérdida de generalidad suponerlos ordenados de esta
manera. Tal como vimos, al transformar la ecuacién original en un sistema
equivalente Y = JY, con matriz

(A0
7= (V5
el tipo de estabilidad del origen no cambia. La estabilidad de (0, 0) es entonces,
dependiendo de los valores que toman A; y Ag, la siguiente:

AM<A<0 asintéticamente estable

A1 < A9 = 0 | estable, pero no asintéticamente estable
A >0 inestable

Notemos que basta con que uno de los valores propios sea mayor que 0 para
que haya inestabilidad.

Ejercicio 1.70. * Justificar el cuadro que acabamos de presentar. Sugerencia: vol-
ver sobre la discusién de la estabilidad del (0, 0) que se hizo al resolver el ejercicio 1.29.

Ejercicio 1.71. * Determinar la estabilidad del origen O = (0,0), para la ecuacién
diferencial lineal X = AX, siendo A cada una de las siguientes matrices:

(1 —4) (10 4) (—6 2) (—5 3)
2 =5 )’ -5 =2 )’ -15 5 )’ -2 2 )

Para estudiar los ejemplos de esta seccién hemos sacado partido de que
la matriz A se diagonaliza en una base adecuada. Naturalmente, los razona-
mientos que hicimos no dependen de que estemos trabajando en R? y pueden
generalizarse a dimensiones maés altas para cualquier sistema de ecuaciones

lineales X = AX en R" cuya matriz sea diagonalizable. A continuacién pre-
sentamos un par de ejemplos en dimensién n = 3.

Ejercicio 1.72. * SISTEMAS 3 X 3 CON MATRICES DIAGONALIZABLES
Resolver completamente los sistemas X = AX, con matrices

3 -1 -1 121
A=|1 1 -1 |, vy 2 11 |. (1.181)
1 -1 1 -11 0

Representar lo mejor que se pueda el espacio de fases y estudiar la estabilidad del
punto critico O = (0,0,0) en ambos casos.
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1.6.2 La forma candnica cuando A tiene un valor propio real
doble y no es diagonalizable

Existen matrices 2 X 2 que tienen un valor propio real doble y no se diagona-
lizan. Ese es, por ejemplo, el caso de todas las matrices de la forma

J:(i‘ 2) (1.182)

donde A es un numero real arbitrario. El tnico valor propio asociado con
estas matrices es A, pero el subespacio propio correspondiente es el generado
por (0,1), que es un subespacio de dimensién 1. Por lo tanto no hay una
base de R? formada por vectores propios de esta matriz. Si éstas fueran las
Unicas maftrices de este tipo no tendriamos problemas a la hora de resolver
ecuaciones diferenciales, porque ya hemos visto en el ejemplo 1.3.10 y en la

observacién 1.3.11 que
10
Jt _ At
et = ¢ (t 1),

y esto es todo lo que precisamos para resolver completamente X =JX. La
realidad es un poquito peor que esto, porque hay matrices con valor propio
doble que no se diagonalizan ni son de la forma (1.182). Pero no es mucho
peor, porque vale el resultado contenido en nuestra préxima proposicién.

Proposicién 1.3. Sea A € M?*?(R) que tiene un valor propio doble X y no es
diagonalizable. Entonces A es semejante a la matriz J que aparece en (1.182).

PRUEBA. Si la matriz no es diagonalizable entonces dimker(A — AI) = 1.
Como la dimension del espacio es igual a 2 tenemos que

dimim(A — A\I) = 2 — dimker(4 — \I) = 1.

Ademds im(A — AI) es un subespacio invariante para A, por lo tanto estd
formado por vectores propios de A, dado que tiene dimensién 1. Probemos
estas dos afirmaciones. Si v € im(A — AI) entonces existe w € R? tal que
v = (A — AI)w. Entonces

Av=A(A—A)w = (A — A\])Aw

estd en la imagen de A—AI. La segunda afirmacién es completamente general:
todos los vectores no nulos de un subespacio S de dimensién 1 que es invariante
para una transformacién lineal T' son vectores propios de la transformacién.
En efecto, el conjunto {v} formado por cualquier vector v no nulo de S es una
base de S. El vector T'v estd en S por la invariancia de S bajo T'. Por lo tanto
existe un escalar y tal que

Tv = pv
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y v es un vector propio con valor propio y. Por lo tanto todos los vectores
de S, que son colineales con v, son vectores propios de T' con el mismo valor
propio.

Volviendo a nuestra matriz A hemos mostrado entonces que la imagen de
A — M esta formada por vectores propios de A. Como hemos supuesto que
A sdlo tiene el valor propio A entonces los vectores de la imagen de A son
vectores propios con valor propio A, lo que implica inmediatamente que

im(A — AI) C ker(A — AI).

Como ambos subespacios tienen la misma dimensién la inclusién no puede ser
estricta y tenemos entonces que

im(A — AI) = ker(A — AI).

Tomemos ahora cualquier vector v; de R? que no esté en el niicleo de A — \I.
Entonces

vy = (A — A)vy € im(A — X\I) = ker(A — \I). (1.183)
De esto se desprende que v1 y v son linealmente independientes, por lo tanto
forman una base B de R?. Ademds, como vy estd en el niicleo de A — AI es
un vector propio de A con valor propio A y se satisface entonces

AU2 = )\’02. (1.184)
Por otra parte, de la primera igualdad en (1.183) concluimos
Avy = Avy + ve. (1185)

Naturalmente, las férmulas (1.184) y (1.185) son las que hacen falta para
escribir la matriz A en la base B, porque nos dicen que las coordenadas de
Avy y Avy en la base B son (A, 1) y (0,A) respectivamente. Por lo tanto, al
expresar la accién de la matriz A en la base B obtenemos la matriz (1.182).

¢

Observacién 1.6.1. Notemos que el razonamiento que acabamos de presentar
nos dice como construir una base de R? en la que la matriz A toma la forma
J. Debemos tomar cualquier vector v; que no esté en el nicleo de A — A1, y
luego usar (A — AI)v; como vs. [ )

Observacién 1.6.2. Como la imagen de A — AI esta contenida en el nicleo
de A — Al tendremos que A — Al es nilpotente de orden 2. En efecto, para
cualquier vector v € R? se tiene que

(A—A)v € im(A — XI) C ker(A — AI).
Por lo tanto
0=(A—A)(A—X)v=(A—-I)*, veR”L
Esto implica (A — A\I)% = 0. [ )
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Ejemplo 1.6.3. Consideremos la matriz

_A:<_2 ;) (1.186)

Su polinomio caracteristico es P(\) = (A — 1)?, que tiene raiz 1 doble. Al
calcular A — I obtenemos

A—T= ( j 1 ) (1.187)

cuyo nicleo estd formado por los vectores (z,y) que satisfacen z = y. Este
espacio tiene dimensién 1 y A no se diagonaliza. Notemos que, tal como
sefialdbmos en nuestra tiltima observacién, al calcular (A — I)? obtenemos la
matriz nula.

Buscaremos una base que nos permita llevar A a la forma (1.182), con
A = 1. Para ello escojamos cualquier vector que no esté en el nicleo de A — 1,
por ejemplo v; = (1,0) sirve. Esta eleccién tiene la ventaja de que el primer
vector de la nueva base coincide con el primer vector de la base canénica, cosa
que simplifica las matrices de cambio de base. Escojamos como w9 al vector

vy =(A—1Dv =(—-1,-1).
Es evidente en este ejemplo que B = {v1,v2} es una base de R?, y que

Avy = (0,-1) = (1,0) + (=1, —1) = v1 + vy,
Avy = (_15 _1) = V2,

por lo que la expresién de A en la nueva base es de la forma

J:(i 2), (1.188)

tal como anuncidbamos. No es dificil calcular las matrices de cambio de base.
La matriz que permite pasar de B a la base canénica C es

1 -1
cls = ( 0 —1 ) '
Invirtiéndola obtenemos

1 -1
BIC—CIB_l—(O 1 )

En este ejemplo ambas matrices de cambio de base coinciden, pero este es un
hecho puramente casual. Es trivial verificar que A = ¢Ig J gl multiplicando
las tres matrices del miembro de la derecha de esta igualdad.
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Busquemos ahora las soluciones de X = AX. Sabemos que si el dato inicial
X (0) es Xy € R? entonces la solucién es

At Jt
e Xy =clge’" glc Xy,

donde J es la forma canénica (1.188) asociada con A, cuya exponencial es

10
Jt _ t
e (1),
Por lo tanto

s a1 =1\ 1 0\ (1 -1\ _ ,(1-t ¢
¢ _e<0—1 t1)\o0 -1 )7 =t 1+4¢

No es dificil verificar que la matriz que acabamos de calcular es solucién de la
ecuacién diferencial matricial X = AX y que al evaluarla en £ = 0 se obtiene
la matriz identidad 1.

Ejercicio 1.73. * Hacer las verificaciones correspondientes. Observar nuevamente
que cada columna de la matriz es una solucién de la ecuacién diferencial, jcudl es el
dato inicial que corresponde a cada una de las columnas? &

1.6.3 Estudio del plano de fases para las formas candnicas

Naturalmente, del conocimiento de las férmulas para las soluciones no se de-
duce inmediatamente cudl es el aspecto del plano de fases para la ecuacién
X = AX. Abordaremos esta cuestién estudiando primero los planos de fa-
ses de las posibles formas canénicas J que corresponden al caso que estamos
analizando. Comencemos por estudiar la ecuacién Y = JY, con J como
en (1.188), para A > 0. Cuando necesitemos pasar a coordenadas llamaremos
u a la primera coordenada de Y y v a la segunda, es decir, escribiremos Y
como Y = (u,v). Con esta convencién acerca de la notacién, las soluciones de
Y = JY son curvas de la forma

u(t) = uge,

1.1
v(t) = uote + voert, (1.189)
con t € (—o0,+00). Siuy = 0 entonces

u(t) =0, o(t) = voe.

Notemos que el signo de v(t) siempre es el mismo que el de vy. El eje v estd
formado por tres érbitas: el punto critico (0,0), y las dos semirrectas

{u=0,v>0}, {u=0,v<0}
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Cada una de estas semirrectas es una 6rbita que se aleja del origen O cuando
t — oo, porque A > 0. Este hecho ya nos permite afirmar que O es un
punto critico inestable para la ecuacién. También es posible afirmar a partir
de (1.189) que para cualquier solucién Y (t) que no sea la solucién estacionaria
Y (t) = (0,0) se tiene que
lim |Y(¢)| = +oo.
t—+o00

Esto indica que O = (0,0) no solo es inestable sino que repele todas las
soluciones de la ecuacién diferencial.

Para completar el andlisis del plano de fases recordemos que cualquier
ecuacién diferencial Y = JY tiene la propiedad de que si Y es una solucién
entonces —Y también lo es. Por lo tanto el plano de fases no se modifica al
cambiar Y por —Y, lo que indica que debe tener simetria respecto al origen
O. Este es un hecho general, valido para cualquier ecuacién diferencial lineal,
que conviene recoger como una observacion.

Observacion 1.6.4. Los planos de fase de las ecuaciones diferenciales lineales
X = AX en R? siempre son simétricos respecto al origen O = (0,0). [ )

El hecho que acabamos de senialar nos permite estudiar solamente lo que
ocurre en la regién u > 0 del plano (u,v) para completar nuestro andlisis.

Si el dato up es mayor que 0 la primera férmula en (1.189) nos dice que
u(t) es siempre positivo, estrictamente creciente, y recorre todo el intervalo
(0,00) cuando t varia entre —oo y 400. Si analizamos el comportamiento de
v(t) encontramos que es negativo para t < —wg/ug y positivo para t > —vg/ug-
Podemos derivar para calcular 9(t), o recurrir a la ecuacién, para obtener

b(t) = u(t) + Mo(t) = e (Mug + ug + Mvp).

Notemos que v < 0 se anula para un tnico valor ¢ de ¢ (que podriamos calcular,
pero no lo haremos porque no nos hace falta para nada su valor exacto), es
negativo para t < t y positivo para ¢t > t. Para ubicar en plano los puntos
donde 9 = 0 no es necesario calcular ¢ y sustituir en las expresiones de u(t) y
v(t): basta tener en cuenta que la ecuacién diferencial nos dice que los puntos
del plano (u,v) donde v es nula estan sobre la recta v = —u/A. Para completar
esta parte del andlisis notemos que para cualquier dato inicial (ug,vg), con
ug > 0, tenemos que
lim v(t) =0, lim wv(t) = +oc.

t——o0 t—+o0

Si estudiamos el cociente v(t)/u(t) encontramos que

@ =—o00, lim @ = +00.

i
> 15400 u(?)

t——00 u(t)
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Por lo tanto, combinando este hecho con la informacién que tenemos sobre
los signos y el crecimiento de u(t) y v(t) encontramos que todas las érbitas
“salen” del origen O hacia el cuadrante {u > 0,v < 0}, tangentes al eje v. La
coordenada v disminuye y la u aumenta hasta que alcanzan la recta v = —u/A.
Luego de cruzar esta recta la v empieza a crecer. En algin instante posterior
la drbita cruza el eje u y luego tanto u como v tienden a +00, con una direcciéon
asintética paralela al eje v.

El andlisis que acabamos de hacer permite esbozar con bastante exactitud
el plano de fases en la regién u > 0. Para completar el dibujo a u < 0 sélo hay
que simetrizar respecto al origen lo que acabamos de encontrar para u > 0. Los
diagramas que corresponden a la ecuacién diferencial que estamos analizando
son, esencialmente, los que aparecen en el ejemplo 1.3.10, pagina 45, por lo
que no los representaremos nuevamente aqui.

Un caso interesante es el que corresponde a la ecuacién Y = JY cuando
A = 0. La férmula (1.189) para las soluciones sigue valiendo, y se reduce a

u(t) = uo,

’U(t) ZuOt+’Uo. (1190)

El diagrama de fases correspondiente es trivial de dibujar, porque ahora las
soluciones son lineas rectas con u = cte, y es el que aparece en la figura 1.28.
Por supuesto que el valor de la constante es el de la condicién inicial ug.
Cuando ug < 0 las soluciones “viajan” hacia las v negativas; cuando ug = 0
son estacionarias, lo que corresponde a que todos los puntos con v = 0 son
puntos criticos de la ecuacién cuando A = 0; si ug > 0 la coordenada v crece
cuando ¢t crece. Notemos que si ug 7 0 entonces

lim |v(t)| = +oo.
t—+oo

En particular, esto es cierto para las orbitas con condicién inicial cercana al
origen O, lo que da la pauta de que este punto es inestable.

Ejercicio 1.74. * Mostrar rigurosamente la inestabilidad de todos los puntos criti-
cos de la ecuaciéon Y = JY cuando A = 0, recurriendo a la definicién de punto critico
inestable.

Ejercicio 1.75. * Dibujar el diagrama de fases de Y = JY cuando A < 0. Mostrar
que O = (0,0) es asintSticamente estable.

1.6.4 El analisis de la ecuacién original

Veremos ahora como obtener el plano de fases de la ecuacién original X =AX
a partir de lo que sabemos para la ecuacién en su forma canénica. Para ello
volveremos sobre el ejemplo con el que hemos trabajado a lo largo de esta
seccion.
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Figura 1.28: el diagrama de fases para A =0

Ejemplo 1.6.5. Ahora estamos en condiciones de retomar la matriz

A= (_(1) ; ) (1.191)

del ejemplo 1.6.3 y representar el plano de fases asociado a X = AX. Para
ello sélo hay que “deformar” el diagrama de fase de la ecuacién Y = JY por
el cambio

X = ¢IgY.

No hace falta hacer mas cdlculos para esto. Soélo hay que tener en cuenta
que a los vectores (1,0) y (0,1) del plano (u,v) les corresponden el (1,0) y el
(—1,—1) del plano (z,y) respectivamente. Por lo tanto las érbitas salen del
origen hacia la regién {u > 0,v < 0} del plano (u, v) se transforman en 6rbitas
que salen hacia el primer cuadrante del plano (z,y) siendo tangentes a la recta
del vector (—1,—1), con z e y crecientes. Luego giran, primero la y pasa a ser
decreciente, mas tarde le ocurre lo mismo a la z. Finalmente,
tlgglox(t) = jm y(t) = —oo

y las érbitas se escapan al infinito con una direccién asintética paralela a la
recta x = y. Esto describe el comportamiento de todas las drbitas que estan
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/

Figura 1.29: el diagrama de fases para la ecuacién X = AX

en la regién z > y. Por supuesto, la linea z = y estd formado por el punto
critico O = (0,0) y dos 6rbitas, sobre las dos semirrectas en que O divide la
recta £ = y, que se alejan del origen. Para hallar el dibujo correspondiente al
semiplano z < y sélo hay que simetrizar respecto al origen lo que acabamos
de hacer, con lo que obtenemos el diagrama que aparece en la figura 1.29.

Es interesante confirmar nuestras predicciones dibujando en el plano (z,y)
las rectas sobre las que se tiene £ = 0 y y = 0. Para £ = 0 encontramos la
recta y = 0, en tanto que la condicién para y = 0 es y = z/2. Este hecho
es completamente coherente con nuestra prediccion de que en el semiplano
T > gy primero cambia el crecimiento de y, pasando de creciente a decreciente,
y luego ocurre lo mismo con el de z.

Por supuesto, una vez mads la estabilidad del origen es la misma para la
ecuacién original que para la ecuacién puesta en su forma candnica por medio
del cambio de coordenadas que permite pasar de X a Y. Por lo tanto el origen
es un punto critico inestable de X = AX. M4s atin, el origen repele todo lo
que tiene cerca. o

Como resumen de nuestra discusion sobre la estabilidad del origen en el
caso que estamos considerando, digamos que cuando A es una matriz 2 X 2 no
diagonalizable, con un valor propio real doble A la estabilidad del (0,0) como
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punto critico de X =AX esla que se muestra en el siguiente cuadro:

A < 0 | asintOoticamente estable
A=0 inestable
A>0 inestable

Ejercicio 1.76. * Resolver completamente los problemas X = AX con matrices

(1) a=(3 )

Estudiar en ambos casos la estabilidad de los puntos criticos y representar detallada-
mente los planos de fase correspondientes.

A continuacién presentamos un ejercicio en el que se trata de resolver
sistemas de ecuaciones lineales en R? cuyas matrices tienen valores propios
reales pero no son diagonalizables. Estas matrices pueden reducirse a una de
las formas canonicas siguientes:

A 0 0 A0 0
Ji= 1 x 0 ]; JH=[1x0]. (1.192)
0 0 X 0 1 A

El valor propio A\; puede ser igual a s en la primera de estas matrices. Dada
una matriz A no diagonalizable, con valores propios reales, es ficil saber cudl
es la forma canénica J; o Jo que le corresponde calculando los subespacios
propios generalizados ker(A — \)!, donde ) indica un valor propio de A y
1 = 1,2. El conocimiento de estos subespacios permite también construir una
base en la que la matriz toma la forma candnica J; o Jo, tal como ocurre en
el caso de dimensién 2. Una parte sustancial de la dificultad del ejercicio que
proponemos a continuacion es resolver estos problemas algebraicos. El resto
consiste en resolver las ecuaciones para las formas candnicas correspondientes
y utilizar la informacion asi obtenida para la ecuacién original.

Ejercicio 1.77. ** TLAS MATRICES 3 X 3 NO DIAGONALIZABLES CON VALORES

PROPIOS REALES.
Calcular las soluciones de X = AX, para las matrices

3 2 =3 0 -1 -2 -1 0 0
4 10 —-12 |; 1 3 1 ]; -4 3 0 |. (1.193)
3 6 -7 1 0 3 -5 1 3
Como siempre, tratar de representar el espacio de fases y estudiar la estabilidad de
los puntos criticos. [ )

Ejercicio 1.78. **

1. Si A es una matriz 2 X 2 no diagonalizable con un valor propio real doble A,
probar que
et =M (I+ (A—AD)t), (1.194)

donde I es la matriz identidad 2 x 2.

2. Calcular e“? para las matrices del ejercicio 1.76 usando (1.194).
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1.7 Ecuaciones lineales a coeficientes constantes 11

En esta seccién vamos a completar el estudio de las ecuaciones diferenciales
lineales, con coeficientes constantes, en el plano discutiendo el caso que en que
la matriz del sistema tiene valores propios complejos.

1.7.1 El caso con valores propios complejos: la forma candénica
real

Consideraremos en esta seccién el problema de Cauchy

{ X = AX, (1.195)

X(0) = X,

cuando la matriz A € M?*?(R) tiene valores propios complejos. Sobre el final
estudiaremos algtin caso con matrices 3 X 3, pero nuestro objetivo principal
sera elucidar completamente el caso 2x2. Recordemos que si una matriz A real
tiene como valor propio A € C entonces también el conjugado A de ) es un valor
propio de A. M4s aun, si vy es un vector propio de A —que necesariamente
es un vector propio complejo tal que alguna de sus componentes tiene parte
imaginaria no nula— entonces el vector vy, que se obtiene conjugando cada
una de las componentes de vy, es un vector propio asociado al valor propio .

Ejemplo 1.7.1. Consideremos la matriz

( g j ) . (1.196)

Su polinomio caracteristico es
P(A) = X2 =2\ + 5,

que tienes raices
A=1=£2.

Al calcular los vectores propios asociados a A = 1 + 24 vemos que son de la
forma p(2,1 — 7), donde p es cualquier nimero complejo no nulo. Cuando
calculamos los vectores propios que corresponden a A = 1 — 2¢ encontramos
que son todos los de la forma

p(2,1+4), pecC\{o.

Notemos que el vector (2,1 + ) es el que se obtiene conjugando cada una de
las componentes de (2,1 — ). s
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En general, si v es un vector en C?, indicaremos con T al vector conjugado
de v, que se obtiene conjugando todas sus componentes. Con esta notacién
tenemos que

(2,1414) = (2,1 —1).

El resultado del ejemplo anterior es completamente general, y vale la pena
enunciarlo como un lema.

Lema 1.4. Sean A una matriz real n X n, A un valor propio de A y vy un
vector propio asociado a A. Entonces vy es un vector propio asociado al valor
propio A.

PRUEBA. Para cualquier matriz A compleja indiquemos con A la matriz que
se obtiene conjugando todas sus componentes. Ademas, es trivial verificar que

se satisfacen _
Av = Av, Ae M™™(C), wveCn
AV = A\, reC, veC™

Naturalmente, para una matriz real tendremos A = A, por lo tanto
Avy = Ay, = Avy.
Por otra parte, como vy es vector propio con valor propio A tenemos
Avy = vy = vy
Juntando ambas igualdades concluimos que
Avy = My,
por lo que Ty es vector propio con valor propio A. ¢

Corolario 1.5. Si A € M?*2(R), X es un valor propio con parte imaginaria
no nula y vy un vector propio asociado a . Entonces {vy,Ux} es una base
de C? formada por vectores propios de A y A es diagonalizable sobre C.

PRUEBA. Como ) tiene parte imaginaria no nula entonces A # X. Por lo
tanto vy y Uy son vectores propios asociados a valores propios distintos, de lo
que se deduce que son linealmente independientes. En consecuencia, forman
una base de C? ya que este espacio vectorial tiene dimensién 2. La afirmacién
de que A es diagonalizable sobre C es equivalente a la existencia de una base
de C? formada por vectores propios de 4.

Notemos que el lema y el corolario simplifican un poco la tarea de buscar los
vectores propios de una matriz real con autovalores complejos. Si hallamos
los vectores propios correspondientes a A no hace falta calcular el nicleo de
A — XI para determinar los de ), ya que es suficiente tomar los conjugados de
los vectores propios con valor propio A.
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Observacién 1.7.2. RESOLUCION DIAGONALIZANDO SOBRE C

Como acabamos de ver, cuando una matriz A € M?*%(R) tiene un valor
propio complejo entonces es diagonalizable sobre C. Esto permite resolver
completamente la ecuacién X = AX diagonalizando la matriz del sistema
sobre los complejos, tal como senalamos en la observacion 1.5.12, pagina 85.
En el ejemplo 1.5.14 de esa observacién aplicamos este método para calcular
las soluciones del sistema que describe el comportamiento de una masa sujeta
a un resorte, pero el procedimiento es completamente general.

Ejercicio 1.79. ** Calcular las soluciones del problema de Cauchy (1.195) con la
matriz A que aparece en (1.196) usando las técnicas que conocemos para ecuaciones
con matrices diagonalizables. [

El método de diagonalizar sobre el campo complejo que aparece en la ob-
servacién anterior permite hallar las férmulas de las soluciones de X = AX,
pero nos da poca o nula informacién acerca de la geometria de su plano de
fases. Por esta razén vamos a buscar una forma candnica real para esta situa-
cién. Luego resolveremos completamente las ecuaciones en su forma canédnica,
estudiaremos el plano de fases correspondiente con detalle, y finalmente vol-
veremos de la ecuacién en la forma candnica a la ecuacién original, tal como
hicimos al tratar los casos con valores propios reales. La clave para este pro-
cedimiento es que las partes real e imaginaria de un vector propio vy de la
matriz A forman una base de R? en la que resulta conveniente expresar la
ecuacién X = AX para resolverla.

Si representamos con z al niimero complejo a+ b, donde a y b son niimeros
reales, entonces la parte real de z es

Rz = a,
en tanto que su parte imaginaria es
Sz =b.
Podemos extender estas nociones a los vectores de C2. Para un vector
v=1(21,29) € C?
definimos su parte real como
Rv = (Rz1, Rzy) € R?, (1.197)

cuyas componentes son las partes reales de z; y z3. La parte imaginaria de v
es

Sv = (S21,S22) € R2. (1.198)
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Naturalmente, valen las expresiones

v = R + iJv,

v =Rv —iSv
Ro = L(v+ ), (1.199)
Sv = 4:(v — D),

para cualquier v € C2.

Ejemplo 1.7.3. Consideremos el vector (2,1—1). Sus partes real e imaginaria
son
R(2,1-14)=(2,1), <(2,1—1)=(0,-1),

respectivamente. Recordemos que (2,1 — %) es un vector propio asociado al
valor propio 1+ 2¢ para la matriz del ejemplo 1.7.1, y observemos que sus
partes real e imaginaria forman una base de R2. &

Lema 1.6. Sea A una matriz real 2 X 2 que tiene un valor propio A con
parte imaginaria no nula. Sea vy un vector propio asociado a A. Entonces el
conjunto

B= {§R’U)\, %U)\} (1.200)
es una base de R2.

PrUEBA. Comencemos por notar que B estd formada por vectores cuyas
componentes son reales, de modo que B C R2. Por otra parte, el par de
vectores {vy,Tx} es una base de C2, y podemos expresar cada uno de ellos
como una combinacion lineal de los vectores de B, tal como se indica en la
primera y segunda férmula de (1.199). Por lo tanto B es un generador de C? y,
en definitiva, una base de este espacio. En particular la familia B es linealmente
independiente sobre C. Esto implica la independencia lineal sobre R, ya que
R C C. Como el espacio vectorial R? tiene dimensién 2 la familia B es una
base de R2. ¢

Nuestro préximo paso serd representar la accién de una matriz real 2 x 2,
a la que llamaremos A, con un valor propio

A=a+ib, abeR, b#0,

en la base B = {Rv),Svy}. Para ello calcularemos la accién de A sobre los
vectores vy y Svy. Recordando la expresién para la parte real de un vector,
y usando la linealidad de la operacién de multiplicar por A tenemos

U\ + U\
2

mwsz( ):%Mm+mm.

Como A es real ATy = Avy, de modo que

A(Ron) = 3 (Avy + A1) = R(Avy).
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Al tener en cuenta en esta tltima férmula que vy es un vector propio de A con
valor propio A obtenemos

A(Rvy) = R(Avy)

Esta parte real es relativamente sencilla de calcular. Escribamos el niimero
complejo A y el vector vy en la forma

A=a+1ib, vy =Rvy+iSv),
y hagamos la multiplicacién. Entonces
Avy = (a + 1b)(Ruy + iSvy) = (aRvy — bSvy) + 1(bRvy + aSvy).

Por lo tanto
R(Avy) = aRvy — bSwy,.

En resumen, si escribimos A = a + ib la accién de A sobre el primer vector de
la base B se resume por

A(Rvy) = aRvy — bSw,,. (1.201)
Ejercicio 1.80. * Mostrar que
A(Svy) = bRuy + aSwy,. (1.202)

L&s férmulas (1.201) y (1.202) son lo que necesitamos para hallar la matriz
asociada con A en la base B. Su primera columna estd formada por las coorde-
nadas en la base B del vector que resulta de multiplicar por A el primer vector
de la base B. Su segunda columna se obtiene haciendo la misma operacién
con el segundo vector de la base B. Por lo tanto la matriz que corresponde
a A en esta base, a la que llamaremos J, es

J= (_‘Z Z ) . (1.203)

Ejemplo 1.7.4. Consideremos una vez mas la matriz A del ejemplo 1.7.1.
Encontramos que A = 1 + 24 es un valor propio de esta matriz, y (2,1 — i) es
un vector propio asociado con este valor propio. De acuerdo con la discusién
que estamos presentando la matriz asociada con A en la base

B={(2,1),0-1)}

de R2? deberia ser la que se obtiene sustituyendo a por 1 y b por 2 en la
matriz (1.203). Verifiquemos esto calculando el resultado de multiplicar por
A cada uno de los vectores de la base B. Comencemos por el vector (2,1)

(2 =) (1) =(3)=(7) (),
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Por lo tanto el vector de las coordenadas de su transformado en la base B es
(1,—2). Al hacer las cuentas para el vector (0,—1) resulta

(2 ) (0)=() =)+ (2);

que da lugar al vector de coordenadas (2,1). Al colocar las coordenadas que
acabamos de calcular como columnas de la matriz J obtenemos

J= (_; : ) (1.204)

lo que estd en completo acuerdo, para este caso particular, con (1.203).

Las matrices de cambio de base que permiten pasar de A a J y viceversa
se calculan como siempre. Expresando los vectores de la nueva base B en la
base canénica C de R? obtenemos

2 0
CIB_(I —1)'

En tanto que su inversa da la matriz de cambio de base gl¢, que resulta ser

entonces
1 1 0
_ -1 _ =
sle = clp —2<1 _2>-

A=l Jgl,

Naturalmente

en tanto que para las matrices exponenciales tendremos

et = clge’t gle.

Subrayemos una vez mas que usando esta tltima expresién podemos hallar
las soluciones de la ecuacion diferencial X = AX, por medio del calculo de la
matriz e/t que permite resolver la ecuacién en su forma canénica ¥ = JY. &

1.7.2 Resolucion de la ecuaciéon en su forma candnica

Tal como anotidbamos al final del ltimo ejemplo. los argumentos que hemos
presentado hasta ahora muestran que la ecuacién X = AX , donde A es una
matriz real 2 X 2 con un valor propio complejo A = a + ¢b, siempre puede
reducirse a la forma Y = JY, con J de la forma (1.203). Debemos entonces
estudiar el problema, Y = JY. Tomemos entonces una matriz

I 1.205
(2 0) i

y calculemos e’t. Es decir, resolvamos el sistema Y = JY.
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Ejemplo 1.7.5. Ya hemos estudiado el caso en que a = 0, cuando tratamos

los sistemas con matriz
0 w
A= (—w 0 ) . (1.206)

Esta matriz corresponde al caso particular a = 0, b = w, de (1.203). Recorde-
mos que en esta situacion se tiene

QA — C(.)swt sin wt ' (1.207)
—sinwt coswt

En el curso de esta seccién vamos a derivar nuevamente este resultado. &

El cdlculo en el campo complejo C

Vamos a resolver la ecuacién Y = JY utilizando el hecho de que podemos
identificar R? con C de la manera canénica, por medio de la corres denci
, P pondencia

Y =(z,y) »z+iy ==z

Escojamos A = a —1b. Mostraremos a continuacién que la ecuacién diferencial
en C
z2= Az

es completamente equivalente a

Y = JY.

Para ello escribamos la ecuacién compleja haciendo explicitas sus partes real
e imaginaria. Obtenemos

z+1y = (a +1ib)(z + iy) = (az — by) + i(bz + ay),
que es equivalente al par de ecuaciones escalares

T = azx — by,
y = bz + ay.

Este sistema no es otra cosa que la ecuacién Y = JY en R2.

Observacién 1.7.6. Los cdlculos que estamos haciendo estin relacionados
con el hecho de que multiplicar por la matriz J en R? tiene el mismo efecto
que multiplicar por en C por el niimero complejo A = a — b. [

Por lo tanto, el problema de valores iniciales

{Y:JK
Y (0) = (20, y0),
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en R? es completamente equivalente a

z = Az,
z(0) = o + yo,

Ya aprendimos como resolver este ltimo problema en el ejemplo 1.5.13 de la
pagina 85, y su solucién es

2(t) = (zo + iyo)e™.

Si recordamos que A = a — ¢b y la definicién de la exponencial compleja vemos
que z(t) también puede escribirse como

z(t) + iy (t) = e™(zq + iyo)(cos bt — i sin bt).
Al hacer los cédlculos que aparecen indicados en esta férmula resulta
x(t) + iy (t) = e™ ((zq cos bt + yo sin bt) + i(—zq sin bt + yg cos bt)) .

La igualdad entre estos nimeros complejos es equivalente a la igualdad entre
sus partes reales e imaginarias, que puede ser escrita matricialmente como

z(t) \ _ pat [ €o8 bt sinbt Zo

y(t) ) —sinbt cosbt yo )’
Esta expresién matricial para las soluciones (z(t), y(t)) del problema de valores
iniciales para la ecuacién Y = JY implica que

Jt_ at cosbt sinbt
e =¢ (—sinbt cosbt)' (1.208)

Observacién 1.7.7. LA ACCION DE LA MATRIZ e”!

En esta observacién estudiaremos el efecto de la matriz (1.208) al multiplicarla
por vectores de R2. Facilita esta interpretacion geométrica recordar que su
accién sobre R? es la misma que la de multiplicar por e(¢~®)t en C. El com-
plejo e(@=®)t tiene modulo e* y argumento —bt, por lo tanto al multiplicarlo
por cualquier otro niimero complejo produce una dilatacién de factor e% en
su médulo, y un giro en sentido directo (antihorario) de dngulo —bt.

Vamos a ver ahora este efecto a partir de la férmula (1.208). Notemos
en primer lugar que el factor e produce una dilatacién o contraccién de los
vectores (segin que at sea mayor o menor que 0) por un factor e*. La matriz
cuyas entradas son los senos y cosenos es la matriz de una rotacién en el plano.
Para justificar esta ltima afirmacién calculemos la matriz asociada con esta
transformacién en R?. Supongamos que aplicamos un giro G de angulo 6,
donde estamos midiendo el 4ngulo en sentido directo (antihorario). Su efecto
aparece en la figura 1.30. Las imagénes de los vectores e; = (1,0) y e2 = (0,1)
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€9 \9

Figura 1.30: la accién de un giro en el plano (z,y)

de la base canénica de R? por esta transformacién son

Ge1 = (cos @,sin @) = cos fe; + sinfey,
Gey = (—sinf,cosf) = —sinfe; + cos feq.

Estas expresiones permiten calcular la matriz de G respecto a la base canénica,
“colgando” las coordenadas de Ge; y Gea como columnas de la matriz. Tene-
mos entonces que esta matriz es

cosf —sinf
( sinf  cos® ) '
Una vez que hemos identificado que las matrices de esta forma representan un
giro en el plano estamos en condiciones de comprender completamente el efecto
de (1.208): produce un giro en el plano de dngulo —bt (estamos midiendo los
angulo en sentido directo, de modo que esto es equivalente a decir que tenemos
un giro de dngulo bt en sentido horario), acompanado de una multiplicacién
at

por un factor e*. EIl efecto preciso de la combinacién de estas dos cosas
depende de los valores de a y b, esencialmente de sus signos. '

Resolucion de la forma candnica pasando a coordenadas polares

La observaciéon 1.7.7 de la seccién anterior sugiere que las coordenadas polares
(r,0) son un buen sistema de referencia para estudiar la ecuacién Y = JY,
donde J es la matriz (1.205), con a y b dos nimeros reales. Esto es asi porque
el flujo asociado con la ecuaciéon, cuyo efecto estd dado por la matriz exponen-
cial e’t, produce un giro en el plano acompafiado de una rotacién, y estas dos
operaciones admiten expresiones analiticas muy sencillas cuando se trabaja en
coordenadas polares.
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Observacién 1.7.8. Aunque hemos utilizado los resultados de la tltima sec-
cion como motivacion para introducir el cambio a coordenadas polares, los
cadlculos que haremos a continuacién son completamente independientes de lo
que hicimos antes. Por lo tanto, el pasaje a coordenadas polares es otra técnica
diferente para calcular la exponencial e’?, que no requiere operar en el campo
complejo. [

Escribamos Y = (u,v), entonces la ecuacién en R? que estamos tratando
es equivalente al sistema
u = au + bv,
v = —bu + av.

Al introducir coordenadas polares
u=rcosf, v=rsinb,
y expresar las ecuaciones en estas coordenadas obtenemos

7 = ar,

i (1.209)

Ya hemos discutido como hacer el pasaje a coordenadas polares, de modo
que en esta ocasién omitiremos los detalles correspondientes al cambio de
coordenadas que acabamos de realizar. Si expresamos la condicién inicial
Yy = (uo, o) como

ug = rocosf, wvg=rgsinb,

y resolvemos (1.209) con dato inicial r(0) = rg, 6(0) = 6y obtenemos las
soluciones 0 .

r(t) = e*rg,

8(t) = 6y — bt. (1.210)

A los efectos del calculo de la matriz exponencial solo nos interesan los vectores
€1 = (LO)a €2 = (0’ 1)

de la base canénica de R?. Ambos tienen coordenada radial r = 1. El argu-
mento de e; es @ =0, y el de ey es 0 = /2.

Podemos volver a las coordenadas cartesianas (u,v) y utilizar las férmu-
las (1.210) para hallar Y (¢) = (u(¢),v(t)). Esto da lugar a

u(t) = e¥ry cos(6y — bt),

v(t) = e%rqsin(fy — bt).
Al aplicar esta férmula para los vectores de la base candnica, obtenemos que
las soluciones E;(t) de la ecuacidén, con dato inicial E;(0) = e;, son

E1(t) = e%(cos bt, — sin bt),
E5(t) = e (sin bt, cos bt).
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Estas soluciones son justamente las columnas de la matriz exponencial, por lo
que hemos encontrado nuevamente la expresién (1.208) para e”t.

Para finalizar, observemos que cuando escogemos los valoresa =0y b = w
que corresponden a la ecuacién del oscilador simple, obtenemos nuevamente

la matriz (1.207).

Ejercicio 1.81. * Realizar las verificaciones necesarias para asegurarnos de que
hemos calculado bien la exponencial e’t:

1. evaluar la matriz (1.208) en ¢t = 0 y comprobar que se obtiene la matriz identi-

dad;
2. derivarla respecto al tiempo y ver que se satisface
deJt
— = Je't.
dt

Ejercicio 1.82. * Comprobar que la matriz e’ satisface todas las propiedades que
se enuncian en el ejercicio 1.34, pagina 50. Q

El célculo de e’ nos permite resolver completamente la ecuacién Y = JY.
También nos permite resolver cualquier ecuacién X = AX , cuya matriz sea
semejante a una matriz J de la forma (1.205). Mostramos a continuacién un
ejemplo de esto.

Ejemplo 1.7.9. Vamos a calcular las soluciones del problema X = AX ,
X (0) = Xy, donde A es la matriz

(5 21)

del ejemplo 1.7.1. En el ejemplo 1.7.4 mostramos que era semejante a una
matriz J de la forma (1.205), con a = 1y b = 2. Calculamos también las
matrices de cambio de base ¢Ig e glz que hacen

A=cIgJple.

Utilizando estas matrices podemos calcular e?t, para ello no hay mds que
sustituir en

eAt - CIBeJtBIC

cada matriz del miembro de la derecha por su forma explicita y hacer las
cuentas. Tenemos entonces

At _ e_t 2 0 cos2t sin2t 1 0
=301 -1 )\ —sin2t cos2t 1 —2

Realizando los productos entre matrices que quedaron indicados en la férmula
anterior concluimos que la solucién de X = AX, con dato X(0) = X es

4 cos2t+sin2t —2sin 2t
X =e ( sin 2t cos 2t — sin2t ) X0
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Ejercicio 1.83. * Verificar que #(t) = AX(t) y que X (0) = Xo.

Es posible hacer la representacién del plano de fases asociado con la ecua-
cién a partir de la férmula de sus soluciones, pero preferimos posponer este
punto hasta presentar una discusién general basada en el estudio de los planos
de fase asociados a las ecuaciones en su forma canénica. &

1.7.3 El plano de fases asociado a la forma canénica

Discutamos ahora el comportamiento de las soluciones a partir de su expresion
en coordenadas polares, dada por (1.210). Comenzaremos por el caso a > 0,
b > 0; los otros casos se tratan de manera andloga. Por cierto, llegaremos al
mismo tipo de conclusiones que esbozamos en la observacién 1.7.7.

Supongamos o > 0. El caso g = 0 corresponde al origen, que es un punto
critico, y cae fuera de la regién de validez del cambio a coordenadas polares.
Cuando a > 0 la coordenada r (distancia al origen) crece exponencialmente,
de modo que la solucién se va alejando del origen. Ademais

lim r(¢t) =0, lim r(t) = +oo.
t——00 t—+00
La coordenada angular 6(¢) va disminuyendo, lo que significa que la solucién
estd girando alrededor del origen en sentido horario. Notemos que cada vez
que t aumenta en 27/b unidades damos una vuelta completa alrededor del
origen. Esto implica que la solucién da infinitas vueltas alrededor del origen
cuando ¢ varia en (—00,00). A medida que t crece va “desénrollandose” desde
el origen en sentido horario. Naturalmente, en este caso a > 0, el origen es
inestable. Mds aun, repele todas las soluciones.

Repitiendo los argumentos que acabamos de hacer para el casoa > 0,5 > 0
pueden estudiarse todos los valores posibles para a y b. Sélo consideraremos
los casos en que b # 0, que corresponden a la existencia de autovalores con
parte imaginaria no nula.

A continuacién presentamos un resumen de la discusién acerca del com-
portamiento de las soluciones de Y = JY, donde J es la matriz

a b
J= (_b b ) .
En la figura 1.31 hemos incluido algunos de los diagramas de fase.

e a>0,b> 0. Este es el caso que ya analizamos, y vimos que todas
las soluciones se alejan del origen girando en sentido horario. El origen
O es un punto critico inestable y repulsor, en el sentido de que todas
las soluciones se alejan de él. Ademds todas las soluciones escapan al
infinito.
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a > 0, b < 0. El comportamiento es idéntico al del caso anterior, salvo
por el sentido en el que las soluciones giran alrededor del origen que
ahora es antihorario. El origen también es inestable y repulsor.

a =0, b > 0. En esta situacién la distancia de las soluciones al ori-
gen permanece constante y son todas periddicas. Se trata entonces de
soluciones periédicas que se mueven en sentido horario sobre circunfe-
rencias centradas en O. El origen es un punto critico estable pero no
asintoticamente estable.

a =0, b < 0. En este caso las 6rbitas giran en sentido antihorario. Todas
las demds caracteristicas de su comportamiento son idénticas a las del
caso anterior.

a < 0, b> 0. En esta situacién el origen es asintéticamente estable. Mas
atn, todas las soluciones tienden a O cuando ¢t — +o00. Las soluciones
se “enrollan” en O girando en sentido horario.

a < 0,b < 0. Esigual que el caso a < 0, b > 0, pero ahora las soluciones
se “enrollan” en el origen en sentido antihorario.

A
&

=
T

a)casoa>0,b6>0 b) casoa =0,b<0
) )
( ) )
c)casoa<0,b<0 d)a<0,b>0

Figura 1.31: diagramas de formas candnicas con autovalores complejos
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Ejercicio 1.84. * Verificar que la discusién que acabamos de presentar es correc-
ta analizando detalladamente cada caso, y hacer los dibujos que no aparecen en la
figura 1.31.

1.7.4 Resoluciéon del problema original

Tal como hicimos en los casos anteriores, una vez que hemos comprendido
cémo es el aspecto del plano de fases para la ecuacién en su forma candnica
utilizaremos la informacién disponible para volver al problema original.

Ejemplo 1.7.10. Completaremos el estudio de la ecuacién X = AX, para la

matriz
3 -4
=5 )

que introdujimos en el ejemplo 1.7.1. Ya vimos que la forma candnica asociada

Figura 1.32: el diagrama correspondiente a X =AX

e

B = {(21 1)1 (01 _1)}'

Las soluciones de Y = JY se alejan del origen O del plano (u,v) y escapan
hacia el infinito cuando ¢t 1T 400 girando en sentido horario. El diagrama
de fases de la ecuacién en su forma candnica es el que aparece en el caso a)
de la figura 1.31. El origen es inestable para este sistema. Naturalmente,
las soluciones de la ecuacién diferencial X = AX también escapardn hacia

con esta matriz es

y se obtiene en la base
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el infinito cuando ¢ crece, y el origen también es un punto critico inestable
para esta ecuacién. Sin embargo, las soluciones giran en sentido antihorario
a medida que t crece. La razén es que el cambio de coordenadas que permite
pasar de la ecuacién X = AX a Y = JY invierte la orientacién del plano.
En efecto, al calcular los determinantes de las matrices de cambio de base
correspondientes a este cambio encontramos que son negativos. Otra manera
de ver esto es analizar las orientaciones de la base canénica y la base B de R?.
Observemos en primer lugar que el sentido antihorario es el que hay que seguir
para pasar del vector (1,0) del plano (u,v) al (0,1) haciendo el giro con menor
angulo posible. En nuestro cambio de coordenadas a los vectores (1,0) y (0,1)
del plano (u,v) les corresponden los vectores (2,1) y (0, —1) del plano (z,y),
respectivamente. Notemos ahora que, tal como se ilustra en la figura 1.33,
para pasar del (2,1) al (0, —1) hay que seguir el sentido horario, de modo que

€1 T

Figura 1.33: la base B y el cambio de orientacién en el plano

hemos invertido el sentido de giro con nuestro cambio de coordenadas.

La discusién que acabamos de presentar es suficiente para representar el
diagrama de fases de X = AX, pero es conveniente complementarla con el
andlisis de los signos de & y ¢ en el plano (z,y). La coordenada z(t) de la
solucién X (t) crece mientras X (t) estd en el semiplano 3z > 4y, y decrece
en 3z < 4y. Los vectores tangentes a las soluciones sobre los puntos de la
recta 3z = 4y son verticales, porque alli se tiene que £ = 0. Analogamente,
7 es positivo en 2z > y, negativo en 2z < y y se anula sobre la recta que
separa, estos dos semiplanos. Teniendo en cuenta estos elementos es posible
dibujar con bastante precisién el plano de fases asociado con X = AX (ver la
figura 1.32).

Observacion 1.7.11. Para identificar a grandes rasgos el diagrama de fases
de una ecuacion lineal cuya matriz tiene autovalores complejos muchas veces es
suficiente con determinar sus valores propios a +4b y hacer un somero andlisis
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del signo de # y y. Esto es asi porque sabemos que cuando b # 0 las soluciones
de la ecuacion dan vueltas alrededor del origen O. Sabemos ademds que se
escapan al infinito, tienden a 0, o son peridédicas seglin que a sea mayor, menor
o igual que 0. Podemos saber si las soluciones dan vueltas en sentido horario
o antihorario examinando el signo de # y ¢ en alguna regién del plano. Con
esto habremos completado la determinacién de los detalles “mas gruesos” del
diagrama de fases correspondiente a la ecuacién. [ )

La matriz A de este ejemplo tiene los valores propios complejos 1 + 2¢ y
1 — 2. Si revisamos la manera en que hemos resuelto X =AX alo largo de
esta seccién encontraremos que hemos “privilegiado” el valor 1 + 27 al decidir
que A = 142i y A =1 —2i. Por supuesto que esta eleccién es completamente
arbitraria, por lo que nos propondremos explorar que ocurre al fijar A = 1—2;
y resolver la ecuacién a partir de esta eleccién.

Ejercicio 1.85. * Resolver X = AX escogiendo A\ = 1 — 2;. Utilizar un vector pro-
pio vy asociado a este valor propio para hallar la forma candnica J que corresponde
a A en la base {vy, Svx}. Resolver completamente la ecuacién y estudiar su plano
de fases. ;Qué diferencias aparecen respecto a la resolucién que hemos presentado
antes? &

Hemos visto que el tipo de estabilidad del origen O s6lo depende del valor
de a, la parte real del valor propio A. En resumen, si A es una matriz 2 x 2
que tiene valores propios complejos A y A la estabilidad del origen O es la
siguiente:

RA<O asintoticamente estable

RX =0 | estable, pero no asintéticamente estable
RA>0 inestable

Ejercicio 1.86. * Considerar las ecuaciones X = AX, con matrices

=(53) (3 0)

En cada caso determinar la estabilidad del origen O. Resolver completamente las
ecuaciones y representar detalladamente su plano de fases.

Ejercicio 1.87. ** Retomar el estudio del sistema

1=( ) =(7)

al que redujimos la ecuacién mi# = —kx — bz del oscilador amortigiiado en el ejer-
cicio 1.55, pagina 84. Completar su estudio para todos los valores positivos de las
constantes w y 3. Representar los planos de fases correspondientes y analizar la
estabilidad del origen. Interpretar los resultados encontrados describiendo el compor-
tamiento del oscilador en cada caso.
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No es dificil generalizar lo que acabamos de hacer para el caso de matrices
3 X3 con un autovalor complejo A tal que S # 0. En este caso las matrices ne-
cesariamente se diagonalizan sobre el campo complejo, porque necesariamente
tienen tres autovalores diferentes: A, X y un tercer valor propio real.

Ejercicio 1.88. ** MATRICES 3 X 3 CON UN VALOR PROPIO COMPLEJO
1. Mostrar que una ecuacién X = AX, donde A € M3*3(R) que tiene un valor

propio complejo A = a + ib con b # 0, puede reducirse mediante un cambio de
coordenadas adecuado a una ecuacién de la forma Y = BY, donde

a b 0
B=| b a 0 (1.211)
0 0 X\

y A1 es un autovalor real de A. Discutir la estabilidad del origen segin los
valores de a, by A;.

2. Resolver el sistema X = AX y estudiar la estabilidad del origen para la matriz
01

A= 01 0 . (1.212)
31

Representar tan detalladamente como sea posible el espacio de fases correspon-
diente a esta ecuacién.

En esta seccién hemos completado el estudio de las ecuaciones diferencia-
les lineales en el plano. Por lo tanto, para cualquier matriz A € M2*2(R)
sabemos como calcular su exponencial e4?. El siguiente ejercicio estd desti-
nado a demostrar algunas propiedades de la exponencial para matrices 2 x 2.
En realidad las propiedades valen para matrices cuadradas cualesquiera, pero
probaremos esto recién en el capitulo 3, una vez que hayamos desarrollado una
teoria general para las ecuaciones diferenciales.

Ejercicio 1.89. Sea A una matriz real 2 x 2. Demostrar que la exponencial e4t
satisface las siguientes propiedades:

eAltts) — gAteds o t ¢ R,

eAteAs — eAseAt7 s, t € R,
-1

(ef) " =e4, teR.

Sugerencia: ya hemos demostrado estas propiedades, en los ejercicios 1.34, pagina 50,
y 1.82, pégina 118, cuando la matriz A adopta alguna de las tres formas candnicas
que hemos empleado para resolver las ecuaciones diferenciales lineales. Para tratar el
caso general usar que e es semejante a la exponencial e’t, donde J es una matriz
que tiene una da las formas candnicas.
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1.7.5 Algunos comentarios finales sobre la estabilidad e ines-
tabilidad del origen.

Si revisamos todo el estudio de las ecuaciones X = AX en el plano, donde A
es una matriz real 2 x 2 encontraremos que el origen O es inestable cuando
hay algin valor propio positivo o con parte real positiva, en tanto que es
asintéticamente estable si todos los valores propios son negativos o tienen
parte real negativa. Esto es un caso particular del siguiente teorema.

Teorema 1.1. Consideremos la ecuacion lineal X = AX en R". Si todos los
valores propios de A tienen parte real negativa entonces el origen es un punto
critico asintdticamente estable. Si algin valor propio tiene parte real positiva
el origen es inestable.

El caso en que hay valores propios nulos, o con parte real 0 es algo maés
delicado y requiere un estudio mas detallado de cada caso. Por supuesto que es
posible determinar el tipo de estabilidad del origen cuando se trata de ecuacio-
nes lineales, tal como lo hicimos en todos los casos con matrices A € M2?*2(R)
en que aparecié un valor propio con parte real nula. Recordemos que en
los ejemplos que tratamos aparecian algunas situaciones con comportamiento
inestable y otras con comportamiento estable.

Para cerrar esta seccién mencionemos que cuando no hay valores propios
con parte real nula el tipo de estabilidad del origen no cambia si perturbamos
ligeramente la ecuacién X = AX. Esto no es cierto cuando algin valor pro-
pio es 0 o imaginario puro, porque cualquier perturbacién del sistema puede
modificar el tipo de estabilidad de O. Volveremos sobre estas cuestiones en
las secciones destinadas a presentar un estudio de la estabilidad de los puntos
criticos de las ecuaciones diferenciales © = f(z), en las que f(z) no serd, en
general, una funcién lineal.



126 CAPITULO 1

1.8 Resolucion explicita de algunas ecuaciones dife-
renciales

Es importante notar que en las secciones anteriores hemos podido construir
soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias exclusivamente en casos
muy simples. En realidad, sélo tenemos procedimientos sistemdaticos para
calcular las soluciones de las ecuaciones lineales X = AX y de las ecuaciones
auténomas, de la forma i = f(z), en R.

En esta seccidn presentaremos algunos métodos que nos permitiran hallar
soluciones de otras ecuaciones diferenciales, entre ellas las ecuaciones linea-
les no homogéneas, o forzadas, de la forma X = AX + B(t), donde B(t) es
un vector que depende del tiempo. En estas ecuaciones el tiempo t apare-
ce explicitamente en el miembro de la derecha. Como esta situacién surge
corrientemente al modelar diversos fenémenos por medio de ecuaciones dife-
renciales extenderemos nuestra teoria para incluir las ecuaciones de la forma
z = f(z,t). El primer paso serd introducir una nocién de solucién dando la
definicién correspondiente.

Definicién 1.7. SOLUCIONES DE UNA ECUACION DIFERENCIAL
Supongamos que f es una funcién continua definida en un abierto @ C R,
Diremos que z : I — R™, definida sobre un intervalo abierto I C R, es una
solucion de la ecuacién diferencial

z = f(z,t)

si la igualdad
z(t) = f(z(t),t) (1.213)

se satisface para todo ¢ en el intervalo I.

Observemos que esta definicién no es mucho mas que una generalizaciéon
obvia de la que dimos para ecuaciones diferenciales auténomas. Algunos co-
mentarios se imponen:

1. si z(t) es una solucién de la ecuacién entonces para todo t € I la pareja
(z(t),t) debe pertenecer al conjunto @ en que la ecuacion diferencial estd
definida. Si no fuera asi entonces el miembro de la derecha de (1.213) ni
siquiera estaria definido y esa igualdad no tendria sentido.

2. Por la misma razén, la definicién implica que una solucién z(t) debe ser
una funcién derivable.

3. Una vez que sabemos que z(t) es derivable, resulta ser continua. Como
estamos asumiendo que f también lo es entonces f(z(t), ) es una funcién
continua de ¢. En consecuencia la derivada z(t) es continua y z(t) es de
clase C*.
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Observacién 1.8.1. INTERPRETACION GEOMETRICA EN EL CASO n = 1

La interpretacién geométrica de las soluciones de la ecuacién & = f(x,t) en
dimensién n = 1 coincide con la que se di6 en la observacién 1.1.2 para las
ecuaciones auténomas. La tnica diferencia es que la pendiente de la soluciéon
z(t) es ahora el valor f(z(t),t) que depende del valor de ¢, a diferencia de
lo que ocurre para las ecuaciones auténomas en que sélo depende de z(t).
Recomendamos ver los dibujos en los ejemplos 1.8.2 y 1.8.7 de esta misma
seccion. 'y

Aunque el fin principal de esta seccién es desarrollar algunas técnicas de
calculo y resolver una serie de ecuaciones, vale la pena mencionar que no siem-
pre es posible hallar un férmula explicita para las soluciones de una ecuacién
diferencial. De hecho, hay ecuaciones diferenciales cuyas soluciones no pueden
expresarse en términos de férmulas cerradas que involucren una combinacién
de funciones elementales. Hay casos en que es posible hallar tales férmulas,
pero luego puede ser trabajoso determinar las propiedades de las soluciones a
partir de ellas. En este sentido es interesante subrayar que, en general, el ob-
jetivo del estudio de una ecuacién diferencial es conocer algunas propiedades
de sus soluciones, y aunque una férmula puede ser una herramienta util para
determinarlas no constituye casi nunca un fin en si misma ni nuestro principal
interés. Puede ocurrir perfectamente que sea mas ficil obtener la informacién
que se quiere por otros medios, como el andlisis cualitativo de la ecuacién, o
su estudio numérico. En la seccién 1.9 comenzaremos el desarrollo sistematico
de una teoria de existencia y unicidad de soluciones para las ecuaciones di-
ferenciales, y extenderemos estos comentarios acerca de adoptar un punto de
vista méas cualitativo para nuestra teoria, que serd el que desarrollaremos en
el capitulo 3 de este texto.

Lo dicho hasta ahora no debe hacernos despreciar la posibilidad de en-
contrar soluciones explicitas. Si es factible construirlas mejor que mejor. En
muchos casos son de gran ayuda asi que las buscaremos cuando se puedal?,
y, en particular, dedicaremos toda esta seccién a hacerlo. Primero estudiare-
mos las ecuaciones lineales no homogéneas, y luego presentaremos una serie de
ejercicios en los que se busca calcular explicitamente las soluciones de algunas
ecuaciones diferenciales.

1.8.1 Ecuaciones lineales no homogéneas con matriz constante

Llamaremos asi a las ecuaciones diferenciales de la forma

X = AX + B(t),

10yale la pena mencionar que, adem3s de la habilidad propia para calcular, para esta tarea
son de utilidad los programas de computadora para cdlculo simbélico que tienen incorporadas
subrutinas capaces de resolver en forma exacta ecuaciones diferenciales



128 CAPITULO 1

donde A € M"*"(R) y B:J C R — R" es una funcién vectorial continua,
que supondremos definida sobre un intervalo abierto J contenido en la recta
real R. Naturalmente, cuando B es idénticamente nulo estas ecuaciones se
reducen a una ecuacién lineal homogénea con matriz constante, de la forma

X = AX,

como las que estudiamos en las secciones 1.6 y 1.7, y que sabemos resolver
completamente (al menos en los casos n = 1y n = 2). Mostraremos en esta
seccion que el conocimiento de las soluciones de las ecuaciones homogéneas
permite resolver completamente las no homogéneas. Comenzaremos con un
ejemplo en dimensién 1.

Ejemplo 1.8.2. En este ejemplo calcularemos las soluciones del problema de
valores iniciales . .
{a::a:—i-te, (1.214)
z(to) = o,
para ty y xo reales cualesquiera.

Antes de empezar a calcular dibujaremos el campo de pendientes asociado
con la ecuacién. Los grificos de las soluciones deben ser tangentes a este
campo de pendientes en cada punto del plano (¢, z).

Para calcular las soluciones utilizaremos una técnica conocida como método
de variacidn de constantes. Este consiste en considerar la parte homogénea
de la ecuacién diferencial en (1.214), es decir la ecuacién lineal

T =z,

cuyas soluciones son de la forma ye!, donde y representa una constante real
cualquiera. Luego buscamos soluciones de la forma

z(t) = y(t)et (1.215)

para el problema de valores iniciales (1.214). En esta expresién hemos susti-
tuido la constante y por una funcién de ¢ que tendremos que determinar. Esta
operacion es la que da el nombre al método.

Debemos imponer ahora que (1.215) sea una solucién del prolema. Bus-
quemos primero las condiciones para que satisfaga la ecuacién diferencial. Te-
nemos

&(t) = g(t)et + y(t)e.

El miembro de la derecha de la ecuacién es
z(t) + te' = y(t)e' + te'.
Al igualar y hacer una cancelacién obvia obtenemos

y(t)et = tel.
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Figura 1.34: el campo vectorial asociado con la ecuacién del problema (1.214)

Notemos que la simplificacion que obtuvimos fue posible porque el factor e’
que aparece en z(t) es una solucién de la ecuacién £ = z. Un paso més en
nuestros calculos nos da

y(t) = t.
Ahora podemos calcular y(t) por medio de una integracién. Es aqui donde
entrardn en juego las condiciones iniciales. Como queremos que se satisfaga
z(tp) = zo debemos imponer

y(to) = e .

Por lo tanto la funcién y(t) que estamos buscando es

t
1
y(t) = e g +/ sds=e gy + 5(152 —t2).
to

Al sustituir en la férmula (1.215) obtenemos
t—t e 2
z(t) = e Oxy+ 5(7: —t5).

Verificar que z(t) es efectivamente una solucién del problema es s6lo un par
de célculos directos que omitiremos. En la figura 1.35 graficamos algunas
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Figura 1.35: el campo de pendientes y algunas soluciones del problema (1.214)

soluciones del problema (1.214). Observar que, a diferencia de lo que pasaba
para las ecuaciones auténomas, si trasladamos horizontalmente el grafico de
una, solucién no volvemos a obtener una solucién. ;Por qué? &

Ejercicio 1.90. * Hallar las soluciones de la ecuacién & = —bzx + sint, donde b es
una constante positiva, con condicién inicial (tg) = x¢. Discutir el efecto de la cons-
tante b sobre las soluciones. ;A qué se aproxima el comportamiento de las soluciones
cuando t — +00?

Ejercicio 1.91. * El método de variacién de constantes permite derivar una férmula
general para resolver cualquier problema de valores iniciales

{ & =azx + b(t),

z(to) = o,

a partir de las soluciones de la ecuacién lineal & = az. Mostrar que la solucién del
problema es

t
z(t) = zoe®tto) +/ e!~%b(s) ds.
to
Observacién 1.8.3. Los problemas de valores iniciales para ecuaciones linea-
les no homogéneas pueden resolverse completamente buscando en primer lugar
una solucion particular cualquiera. En general esta solucion particular no va a
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satisfacer las condiciones iniciales, pero esto se arregla sumando una solucién
de la ecuacién homogénea que ajuste las condiciones iniciales. Puede usarse
este procedimiento porque la suma de una solucién cualquiera de la ecuacién
no homogénea con una solucién cualquiera de la homogénea produce una so-
lucién de la ecuacién no homogénea. Esto es completamente general y vale en
cualquier dimensién. En efecto, supongamos que tenemos una solucién Xy (¢)
de la ecuacién homogénea, y una Xy, (¢) de la no homogénea. Por lo tanto se
satisfacen )

X, = AXy,

Xuh = AXun + B.

Entonces su suma Y = X3, + X, verifica
Y = Xy + Xon = AXy, + AXyp + B = A(Xy, + Xon) + B = AY + B.

En algunos casos este procedimiento es mucho mas simple de utilizar, porque
puede evitar calcular las integrales que produce el método de variacién de
constantes. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.8.4. Hallar la solucién de & = z+1¢ que satisface z(1) = 2. Es fécil
conjeturar que en este caso puede haber soluciones particulares de la forma

y(t) = at + b.

Tratemos de determinar las constantes a y b para obtener una solucién de este
tipo. Al sustituir en la ecuacién diferencial tenemos

a=at+b+1t,
de modo que debe ser a = b = —1. Efectivamente y(t) = —1—t es una solucién
de la ecuacién diferencial que satisface y(1) = —2. Para ajustar la condicién

inicial sumamos una solucién cualquiera ce’ de la homogénea, donde ¢ es una
constante que podemos fijar a nuestro antojo. Obtenemos

z(t) = =1 —t+ ce’.

Al imponer la condicién inicial (1) = 2 vemos que tenemos que elegir ¢ = 4/e,
y asi llegamos a la férmula

o(t) =4t —t—1
para la solucién de nuestro problema. &

Ejercicio 1.92. * Rehacer el ejercicio 1.90 buscando una solucién particular de la
forma
z(t) = asint + [ cost.

Este método de buscar soluciones particulares por tanteo puede ser de
ayuda también para resolver las ecuaciones no homogéneas en R". A
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Ecuaciones lineales no homogéneas en R"

Veremos que una nueva aplicaciéon del método de variaciéon de constantes que
presentamos para el caso unidimensional nos permitird resolver cualquier pro-
blema de valores iniciales para la ecuacién diferencial

X = AX + B(t). (1.216)

en R™. La parte homogénea de la ecuacién es X = AX, y sabemos que la
forma general de sus soluciones es

X(t) = e X, (1.217)
donde X es un vector fijo de R™. Buscaremos entonces una solucién
X (t) = eV () (1.218)

de (1.216). Notemos que X(¢) es de la misma forma que (1.217), con la
salvedad de que el vector Y (¢) depende del tiempo ¢ en vez de ser el vector
constante X(. La dificultad pasa ahora por determinar correctamente el vector
Y (t). Para poder derivar X (t) y sustituir en (1.216) nos hara falta el resultado
contenido en el siguiente ejercicio.

Ejercicio 1.93. * Consideremos un intervalo abierto I C R y dos funciones deri-

vables
A:TCR - M™"™"(R),

X:I—-R".
Naturalmente, podemos definir la funcién producto

AX: T - R"

haciendo, para cada t € I, la multiplicacién A(t)X (t). Mostrar que la funcién AX es
derivable y que se satisface
d(AX)
dt

0 = Boxe + a0 ).

Observar que, formalmente, este resultado es el mismo que el que se obtiene al derivar
el producto de dos funciones reales. Sugerencia: usar la expresién de las componentes
del vector AX en término de los coeficientes A;; de la matriz A y de las componentes
de X. Q

Ahora ya sabemos derivar el producto de e? por Y (¢). Al hacerlo obtene-

o X (t) = AeMY (1) + MYV (2).

El segundo miembro de la ecuacién diferencial es

AX(t) + B(t) = AeY (t) + B(t).
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Al combinar nuestras dos ltimas ecuaciones obtenemos
Y (t) = B(t). (1.219)

Ahora deseariamos despejar Y(t), tal como hicimos en el caso unidimensional.
Para esto utilizaremos las propiedades de la exponencial que enunciamos en
el ejercicio 1.89, pagina 124. HEstas son

eAltts) — eAteds g 4 c R,
edteds = eA%edt 5t € R, (1.220)
()=  {ecR.

Por lo tanto, multiplicando a la izquierda por e~ 4* en (1.219) despejamos

Y (t) = e A'B(t). (1.221)
Para calcular Y () sélo tenemos que integrar'! usando las condiciones inicia-
les. Supongamos que éstas han sido fijadas en un instante tg, prescribiendo
X (to) = Xo. Entonces, evaluando la funcién X (¢) en ¢y resulta

X(to) = eAtOY(t()) = Xo.

Nuevamente despejamos, esta vez multiplicando a la izquierda por e~4%

encontramos que Y (t) debe satisfacer

» Y

Y(to) = e_AtOXo.

Integrando (1.221) entre ¢y y ¢ obtenemos

t
Y (t) = e X, —I—/ e~ B(s) ds.
to

At

Al multiplicar por e** resulta

t
X(t) = efle A0 X, + eAt/ e~ 4 B(s) ds.
to

Como la matriz e? es constante a los efectos de la integracién en s pode-

mos ponerla dentro de la integral. Haciendo esta operacién y aplicando las
propiedades de la exponencial concluimos que

t
X(t) = e X, + / A5 B(s) ds. (1.222)
to

"recordemos que integrar una funcién vectorial es lisa y llanamente integrar cada una de
sus componentes
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es la solucién del problema de valores iniciales

{X:AX+B@, (1.223)

X (o) = Xo.

Subrayemos ademds que la ecuacién que estamos resolviendo no es auténoma.
Por lo tanto no podremos, en general, hallar la solucién con dato inicial
X (to) = Xo, fijado en tiempo (, haciendo una traslacién en el tiempo de la so-
lucién con dato inicial X (0) = Xy. Es por esta razén que el tiempo ¢y aparece
explicitamente en la formulacién del problema de valores iniciales (1.223).

Observacién 1.8.5. El primer sumando en el miembro de la derecha es una
solucién de la ecuacién homogénea X = AX que satisface la condicién ini-
cial X al evaluarlo en t = t3. El segundo es una solucién particular de la
ecuacién no homogénea X = AX + B que se anula en t. [ )

Ejemplo 1.8.6. OSCILACIONES FORZADAS
Como una aplicacién de las técnicas que acabamos de desarrollar vamos a
considerar el oscilador simple, cuya ecuacion es

i+ w?z =0,
forzado por un término sinusoidal sin wt, lo que da lugar a la ecuacién
i(t) + wz(t) = sinwt.

Recordemos que las soluciones de la ecuacion homogénea, sin el término sinu-
soidal, son de la forma
A coswt + B sinwt,

de modo que la frecuencia del término que fuerza la ecuacion es la misma que
la de las oscilaciones que se producen en ausencia de ese término.

Vamos a estudiar que es lo que ocurre con esta ecuacién si partimos de
una configuracién de reposo z(0) = 0, £(0) = 0. Para simplificar los célculos
tomaremos w igual a 1. Si introducimos una nueva variable y = = vemos que
nuestro problema es equivalente a

X =JX + B,
X(0) =0,

(24 w0-(): mo-( )

La férmula (1.222) nos dice que la solucién del problema es

donde

t
X(t) :/ eJ(tfs)B(s) ds,
0
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ya que en este caso la condicién inicial es nula. Usando las férmulas de la
exponencial de J y de B(s) encontramos que el integrando es

(65 i) Cane )= (B9t )

Desempolvando un par de férmulas trigonométricas'? que pueden encontrarse,
por ejemplo, en [B], escribimos este vector como

1 ( cos(2s —t) —cost
2 \ sin(2s —t) +sint /)~

Ahora sélo nos resta integrarlo entre 0 y . Hacer esta operacién consiste en
calcular la integral sobre [0,7] de cada una de sus componentes, que arroja

como resultado
1 [/ sint —tcost
X(t)_§ ( tsint )

La solucién z(t) de la ecuacién escalar de segundo orden es la primera com-
ponente de este vector, es decir z(t) = (sint — tcost)/2, cuyo gréifico aparece
en la figura 1.36. Las oscilaciones del sistema van aumentando de amplitud a
medida que pasa el tiempo, y se hacen arbitrariamente grandes cuando ¢ crece.
Este es un ejemplo del fendmeno conocido como resonancia , que se produce
cuando un sistema es excitado en una frecuencia que coincide con la de sus
oscilaciones libres. Para completar este ejemplo veamos que ocurre cuando se
utilizan otras frecuencias para forzar el sistema.

Ejercicio 1.94. * Calcular la solucién de
I+ x = sinwt,

con dato inicial 2(0) = 0, £(0) = 0 para w > 0 y distinto de 1. Discutir segin w el
comportamiento de las soluciones.

En el ejercicio 1.98 presentamos una ampliacién de este ejemplo. &
Ejercicio 1.95. * Resolver el sistema

i‘.:_ya

=zt (1.224)

con dato inicial (z(0),y(0)) = (zo, yo)-

Ejercicio 1.96. * Resolver el sistema
. (3 -4 3et + 2tet
X = ( 1 —1 )X+ ( 2¢t + tet (1.225)

con dato inicial (xg,y0) en t = 0.

12 9 sin asin B = cos(a — B) — cos(a + 3), 2sinacosf = sin(a — B) + sin(a + B)
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t
Figura 1.36: la gréfica de z(t)

Ejercicio 1.97. * Resolver el sistema

T=z+y+z2,

§=—2y+t, (1.226)

z =2z +sint,
con dato inicial (2o, yo, 20) en t = 0.
Ejercicio 1.98. ** (SCILACIONES FORZADAS.
La ecuacién

mi + bk + kz = f(t) (1.227)

gobierna el movimiento de una particula de masa m sometida a la accién de un resorte
de constante k, a una fuerza f(t) que depende del tiempo y a un amortiguador de
constante b. Supondremos m > 0,b> 0, k> 0.

1. Transformar la ecuacién (1.227) en un sistema lineal en R2.
2. Resolver el sistema para f(t) = Asinwt.

3. Hallar las condiciones iniciales que dan lugar a una solucién periédica. Calcular
la amplitud de estas oscilaciones. Discutir segtin los valores de las constantes
m, b, k, Ay w que aparecen en el problema.

4. Estudiar el comportamiento de las soluciones cuando t — oo.
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1.8.2 Otros ejemplos que pueden resolverse completamente

Ejemplo 1.8.7. Consideraremos ahora con cierto detalle la ecuacién & = tz.
Nuevamente, el campo de pendientes asociado con ella depende tanto de z
como de t, porque ambos aparecen en el segundo miembro de la ecuacién.
Adem3s es simétrico respecto a los ejes t y . Veremos al resolver la ecuacién
que esta simetria se traslada a las soluciones. Ambos hechos pueden apreciarse
en la figura 1.37.

Para calcular las soluciones fijemos una condicién inicial cualquiera, por
ejemplo z(tg) = xp, y notemos que podemos separar las variables escribiéndo
la ecuacion diferencial en la forma

==t
x

Esto no puede hacerse si z = 0, pero no es grave, porque z(t) = 0 es una
solucién de la ecuacién, como es inmediato apreciar. Si integramos entre %y y
t la férmula que acabamos de obtener resulta,

2t
log |z(t)| —log |z(to)| = & — <

2 2
Entonces s

|2(t)] = |zole2 ")

Como el miembro de la derecha nunca se anula z(¢) no puede cambiar de signo,
asi que debe tener siempre el mismo signo que z(¢y) = zg, y obtenemos

z(t) = moe%(t2_t3)

como férmula para las soluciones. Las graficamos en la figura 1.37. Las so-
luciones también tienen simetria respecto a los ejes. En efecto, si z(t) es una
solucién de la ecuacién entonces z1(t) = z(—t) e z2(t) = —z(t) también lo
son, lo que explica la simetria que observamos. Verifiquemos que z; y z2 son
soluciones. Para x; tenemos

z1(t) = —z(—1).
Como z es una solucién entonces la ecuacién implica que
i(—t) = (=t)z(=1).

Vemos entonces que

1 (t) = —(—t)z(—1) = tz(—t) = tz:1(2),
por lo que ;1 también satisface la ecuacién. Los cdlculos para x2 son similares,
pero aun mas sencillos, ya que se reducen a

T9(t) = —z(t) = —tz(t) = tzo(t),

lo que muestra que también zs es solucién. Observar que en realidad las
soluciones de esta ecuacién son pares, es decir, satisfacen z(t) = z(—t). )
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Figura 1.37: el campo de pendientes y algunas soluciones de & = tz

Ejercicio 1.99. * ECUACIONES CON VARIABLES SEPARABLES.

1. Consideremos en R una ecuacién de la forma & = f(z)g(¢t). Describir un
método para buscar la solucién de la ecuacién que satisface x(tg) = zo-

2. Resolver

. z(—3) =4. (1.228)

3. Resolver t& — z = 2%z

Ejercicio 1.100. ** ECUACIONES HOMOGENEAS.

1. Mostrar que la ecuacién homogénea & = f(z/t), donde f no es la funcién
identidad, se transforma en la ecuacién de variables separables
f(u) —u

= (1.229)

por medio del cambio de variables z = ut.
2. Resolver
. t—=wm
T = .
t+zx

(1.230)
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3. Resolver +
g=2 —, () =0. (1.231)

Ejercicio 1.101. *** DIFERENCIALES EXACTAS.
Para hacer este ejercicio es necesario utilizar el siguiente resultado:

Teorema 1.2. Si (X,Y) es una pareja de funciones de clase C1, definidas sobre R?,
tal que Xy =Y,, entonces existe una funcién U(x,y) tal que X =U, yY = U,.

1. Consideremos la ecuacién M(z. 1)
T
p=——"7 1.232
"= " Ny (1.232)

donde M y N son dos funciones de clase C*, definidas en R? tales que N nunca
se anula y M, = N;. Mostrar que existe una funcién diferenciable U con la
propiedad de que si x(¢) es una solucién de la ecuacién entonces U(x(t),t) es
una constante que no depende de t¢.

2. Resolver las ecuaciones

2zt + 3t2 . 2zt

r= 12 Y :E:_t2+cosx

(1.233)

3. Consideremos dos funciones M y N como en 1, pero que no satisfagan
M, = N;.
Una funcién g = mu(z,t) es un factor integrante para la ecuacién (1.232) si
(BM)g = (1)
Demostrar que si existe una funcién f(t) tal que

Mz_Nt

= f(t 1.234
= 1), (1.234)
entonces :
u(t) =exp [ f(s)ds (1.235)
to
es un factor integrante. Anélogamente, si existe g(x) tal que
Ny — M.
— T = g(a), (1.236)
entonces z
u(z) = exp/ g(s)ds (1.237)
Zo

es un factor integrante. La utilidad de un factor integrante p es que pode-
mos considerar la ecuacién & = —uM/uN en vez de & = —M /N y aplicar el
resultado de la primera parte de este ejercicio.

4. Resolver
. 3+3t—=
T=—-—.

= (1.238)
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Ejercicio 1.102. * EcuAcION DE BERNOULLI.
Consideremos la ecuacién z + a(t)z = b(t)z™, donde a y b son dos funciones continuas
definidas en R y n un nimero natural.

1. Resolverla en los casosn =0y n = 1.

2. Sin > 1 mostrar que el cambio de variable y = 2~ ("1 la reduce a una ecuacién
lineal de primer orden.

3. Resolver las ecuaciones & = tx + 2% y & = —2tz + ta>.

Ejercicio 1.103. ** EcUACION DE RICATTI.

Con este nombre se conoce a la ecuacién & = a(t) + b(t)x + c(t)z?, donde a, b y ¢ son
funciones continuas definidas en R. Si z es una solucién particular es posible obtener
nuevas soluciones y(t) intentando escribirlas en la forma y(t) = z(t) + 1/v(t), donde
v(t) es una funcién a determinar.

1. Mostrar que v satisface una ecuacién lineal de primer orden, de la forma
v = A(t)v + B(t).

2. Utilizar este método para resolver

(a) & =1+1t2 — 2tz + 22 a partir de la solucién z(t) = t.

(b) 2 =1— %2+ z2, sabiendo que tiene una solucién polinémica.

Ejercicio 1.104. * EcuAciON DE HERMITE.

La ecuacién de Hermite es & — 2t& + 2nz = 0, con n € N. Mostrar que para cada n
la ecuacién tiene una solucién H,, que es un polinomio ménico de grado n. Calcular
H, paran=0,1,2,3.

Ejercicio 1.105. ** EcUACION DE LEGENDRE.

Con este nombre designamos a (1 — t2)i — 2tz + n(n + 1)z = 0, con n € N. Mostrar
que para cada n la ecuacién tiene una solucién P,, polinémica de grado n que satis-
face P,(1) = 1. A estas soluciones se les llama polinomios de Legendre. Hallar los
polinomios de Legendre que corresponden a n =0,1,2,3.
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1.9 Construccion de soluciones para las ecuaciones
diferenciales ordinarias

Expondremos en esta seccion dos métodos para construir soluciones del pro-
blema de valores iniciales para una ecuacién diferencial ordinaria: un método
de discretizacion de la ecuacion, conocido como método de Fuler y el método
iterativo o método de Picard. Utilizaremos este dltimo para demostrar una
versién local de un resultado de existencia y unicidad de soluciones conocido
como Teorema de Picard, pero completaremos la prueba recién en el capitulo 3,
porque encontraremos diversas dificultades en el andlisis matemadtico necesario
para la aplicacién del método, lo que nos llevara a considerar en profundidad
los problemas de convergencia de sucesiones de funciones que son el ntcleo
del capitulo 2.

En lo que tiene que ver con el estudio de las ecuaciones diferenciales, des-
cribamos brevemente el plan que pretendemos desarrollar de aqui en adelante:

1. Presentaremos primero una teoria que asegura la existencia y unicidad
de soluciones para los problemas de valores iniciales del tipo

{ & = flzt), (1.239)

z(to) = o,

donde f es una funcién continua definida en un cierto abierto @ C R"xR
y (zo,to) es un punto de ). Tendremos que imponer luego algunas
hipétesis adicionales sobre f, pero iremos introduciéndolas a medida
que nos hagan falta. Vale la pena recordar una vez mis que nuestra
“incégnita” es una funcién xz : I C R — R"™, definida en algin intervalo
I que contenga a .

2. Pondremos énfasis en presentar un andlisis cualitativo de las ecuaciones,
que nos permitird extraer informacién de ellas ain sin conocer todos
los detalles acerca de sus soluciones. Vale la pena destacar que ya en
las primeras secciones del curso presentamos en varias oportunidades
argumentos de este tipo, que nos permitian saber cosas de las soluciones
sin recurrir a férmulas explicitas. Como estos son los argumentos que
luego podremos generalizar vale la pena hacer el siguiente ejercicio:

Ejercicio 1.106. * Repasar lo que se hizo hasta ahora y encontrar los argu-
mentos que no descansan sobre el conocimiento de formulas explicitas para las
soluciones.

Otro ingrediente en el andlisis de las ecuaciones diferenciales, de gran im-
portancia y desarrollo debido a la potencia de las computadoras modernas,
es su estudio numérico. En este curso nos limitaremos a indicar timidamente
algunas excursiones en esta direccién. Sin embargo, hay dos aspectos de esta
cuestion que queremos subrayar
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e el andlisis numérico de las ecuaciones resulta mucho mas poderoso y eco-
némico si estd precedido de una buena comprensién teérica del problema.
Ma4és importante ain: hay problemas que la teoria por si séla no puede
resolver completamente y se debe recurrir al numérico para aclararlos;
hay cosas que el numérico por si s6lo no puede hacer y hace falta cierta
comprension previa de los fendmenos dindmicos para no gastar horas de
computadora en calcular a ciegas.

e los elementos de andlisis que se introduciran en este curso también son
necesarios para el estudio numérico de las ecuaciones diferenciales (y
distan mucho de ser suficientes).

1.9.1 1 Método de Euler.

El primer método que presentaremos para atacar el problema de existencia
consiste en hacer una discretizaciéon en el tiempo, que conduce a aproximar
la solucién por una poligonal. La idea es simple y ademds se adapta bien
al calculo numérico, pero no es la que mas utilizaremos porque a los efectos
tedricos el método iterativo que presentaremos mas adelante es mejor.

Supongamos que queremos resolver el problema de valores iniciales (1.239)
en un intervalo [tg,?;]. Notemos que el conocimiento de la condicién inicial
z(tg) = xo, junto con la ecuacién, nos dice que la derivada, o vector velocidad,
de la solucién en tiempo t = ty es @(tg) = f(zo,to). Esto permite aproximar
z(t) cerquita de ty por la férmula

z(t) ~ zo + f(z0,%0)(t — to)- (1.240)

Esta claro que no podemos pensar que la aproximacién serd buena si t — i
es grande. Para salvar esta dificultad razonaremos de la siguiente manera:
dividiremos el intervalo [tg, t1] en m subintervalos, cada uno de ellos de longitud

p=lt—% (1.241)
m

y llamamos
so=1tg, s;=8y+1th,i1=1,2,...,m

a cada uno de sus extremos. Si, para un m fijo, en cada intervalo [s;, sj+1]
tomamos una aproximacién lineal de la solucién generaremos una poligonal
Ty, saliendo del punto (tg,z¢) de la siguiente manera:

1. En sy = t¢ simplemente tomamos z,,(sg) = xg-

2. Para definirla en s; utilizamos la aproximacién lineal (1.240) a partir de
(xo,t0) y obtenemos

Zm(s1) = 2o + f (20, t0)h = 2(s0) + £ (z(s0), 50)h- (1.242)
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3. Repetimos el procedimiento a partir del punto (z,,(s1), s1), para conse-
guir

Tm(82) = T (s1 + h) = zp(s1) + f(zm(s1), s1)h. (1.243)

4. Iterando el paso anterior definimos, de manera general,

Tm(sit1) = Tm(si + h) = Tm(si) + f(zm(si), s:)h, i=0,1...m—1.
(1.244)
Notemos que para i = m — 1 tenemos s;11 = ¢1.

5. Una vez fijado el valor de la poligonal x,, en los puntos s; s6lo resta
extenderla a todo [tg, t1]. Para ello, en cada intervalo (s;, s;+1), definimos
Iy, interpolando linealmente por la formula

_t—8

Tm(t) = T$m(3i+1) +

Sjr1— 1
zJrTacm(si), t € (si,8i41).  (1.245)
Cuando m — oc la longitud A de los intervalos tiendo a cero y, bajo hipdtesis
adecuadas, la poligonal z,, converge a la solucién.

Ejercicio 1.107. * Resolver & = z, 2(0) = 1 en [0,¢] por el método de las poligo-
nales. ;A qué converge z,,(t) cuando m — oco?

A los efectos de mostrar la existencia de soluciones de las ecuaciones di-
ferenciales el método de Euler presenta el inconveniente de que las aproxima-
ciones z,, que produce no son diferenciables, ya que una poligonal sélo lo es
a trozos, pero en los puntos s; no existe un vector tangente. A continuacién
presentaremos otro método, que no adolece de este inconveniente. i

1.9.2 Meétodo iterativo o de Picard

Para aplicar el método iterativo cambiaremos el punto de vista al abordar
nuestro problema de valores iniciales. La novedad consiste en considerar todas
las operaciones de diferenciacion, composicién, etc., como transformaciones
que estdn definidas en un cierto espacio de funciones. En efecto, para hallar
una solucién de

#(t) = f(z(t),1)

pensaremos que el miembro de la izquierda es el resultado de aplicar la trans-
formacion
Th:z— % (1.246)

a la funcién z(t). Y el de la derecha como el resultado de la transformacién
definida por

Ty(z)(t) = f(x(2),1)- (1.247)
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Si miramos las cosas de este modo, resolver el problema de valores inicia-
les (1.239) es lo mismo que encontrar una solucién de

Ti(z) = Ty () (1.248)

en el conjunto de funciones que satisfacen z(ty) = zo.

Este enfoque es el que seguiremos a partir de ahora. Como primer paso
vamos a simplificar el problema y desembarazarnos de la operacion de derivar
por una simple integracién, ya que la ecuacién diferencial y la condicién inicial
son equivalentes a que se satisfaga la ecuacién integral

z(t) = zo + :f(:z:(s),s)ds. (1.249)

Ejercicio 1.108. * Probar que si z(t) es una funcién de clase derivable entonces
la ecuacién (1.249) es equivalente al problema de valores iniciales (1.239).

Ejercicio 1.109. * Hallar una solucién de la ecuacién integral

z(t) =10+ /tw(s)ds.

Ahora interpretaremos el lado derecho de (1.249) como el resultado de
aplicar una transformaciéon T' que produce la nueva funcién

t
zo+ [ flx(s),s)ds,
to
a partir de la funcién z(s). Es decir, como la transformacién
t
z(t) = T(x) con T(z)(t) ==z0+ [ f(z(s),s)ds. (1.250)
to

Esta claro entonces que tendremos una solucién del problema (1.239) si en-
contramos una funcién z tal que

z =T(z). (1.251)

Si z tiene esta propiedad diremos que z es un punto fijo del operador T'. El
término punto fijo se explica por si sélo, jno?

Observacidon 1.9.1. Recordemos que el operador integral T que introdujimos
en (1.250) es una transformacién entre conjuntos de funciones. Este hecho
explica el significado de la expresién T'(z)(t): es el valor en ¢ de la nueva funcién
T'(z), que se obtiene aplicdndole a z la transformacién 7. Vistas las cosas de
esta manera, el resultado de existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales
que estamos buscando serd esencialmente un resultado de existencia de un
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punto fijo para un cierto operador T, definido en un espacio de funciones
adecuado!® [

Antes de comenzar a discutir la relacién entre el método iterativo y la
busqueda de puntos fijos para el operador T definido por (1.250), vamos a
presentar un resultado sobre la existencia de puntos fijos para funciones con-
tinuas.

Ejercicio 1.110. *** Sea f : [0,1] — [0,1] una funcién continua. Mostrar que
existe al menos un punto z € [0,1] que satisface z = f(z). Sugerencia: evaluar la
funcién auxiliar z — f(z) en 0 y en 1.

Generalidades sobre el método iterativo y la bisqueda de puntos
fijos

Para buscar un punto fijo de T utilizaremos un método iterativo que consiste
en tratar de llegar a la soluciéon por sucesivas aproximaciones. Recordemos
que estamos buscando una solucién de la ecuacién z = T(z). La idea del

método es comenzar con un primer candidato a solucién, al que llamaremos
Ty, y calcular a partir de éste

r1 = T(J)Q)

Si se satisface 1 = x( entonces zg satisface o = T'(xzg) y es un punto fijo
para T', de modo que no hace falta hacer mds nada. En general, esto no ocurre
asi y entonces repetimos la operacion calculando

ro = T(ml), r3 — T(.'L'Q),
De esta manera generamos una sucesion z,, definida por
Tmy1 = T(xy), m=0,1,... (1.252)

Si la sucesién z,, converge a un limite zo, y el operador T tiene alguna
propiedad de continuidad que nos permita asegurar que

lim T(zy) = T(n%i—{noo ZTm) =T (), (1.253)

m—r0o0

entonces zo, es un punto fijo para T. En efecto, podemos pasar al limite
cuando m — oo en (1.252), usando (1.253) para manejar el miembro de la
derecha. Entonces obtenemos

ZToo =T (Tc0), (1.254)

13seguramente, este punto de vista abstracto es conocido para el lector de la teoria de
espacios vectoriales, en la que los “vectores” (o puntos) de un espacio vectorial pueden ser
n-uplas, matrices, polinomios, funciones generales, clases de equivalencia, etc., para las que
podemos definir transformaciones. La aplicacién T que estamos considerando casi nunca es
lineal, por eso hemos usado la notacién 7T'(x) para la imagen de z por T', en vez de la Tz que
se reserva para las transformaciones lineales
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que es justamente la condicién para que z,, sea un punto fijo de 7.

La discusién que presentamos hasta aqui es bastante general. En el siguien-
te ejercicio usaremos las ideas que acabamos de desarrollar, pero lo haremos
en el contexto relativamente familiar de las funciones reales de variable real.

Ejercicio 1.111. * Sea f : R — R una funcién continua. Tomemos un punto
2o € R y definamos una sucesién x,, haciendo

Tnt1 = f(zn), n=0,1,2... (1.255)
Supongamos que existe lim,_, T, = - Probar que z, es un punto fijo de f.

Observacién 1.9.2. ITERACION DE UNA FUNCION f.

Notemos que cada z, en la sucesién del ejercicio anterior se obtiene aplicando
n veces la funcién f al punto inicial 2. Es corriente utilizar notacién f™(zg)
para esto, de modo que tenemos z1 = f(zg), z2 = f(f(z0)) = f%(z0), etc. En
general serd z, = f"(xg). [ )

De acuerdo con los comentarios que hicimos hasta aqui, en primer lugar
nos interesard saber si la sucesién z,, definida por (1.252) converge a algo.
Para que esto ocurra es necesario que la diferencia

Tl — Tm = T () — T = T(2p) — T(Xm-1) (1.256)

tienda a cero cuando m tiene a infinito. Naturalmente, esta condicién no
es suficiente. La siguiente observacién tiene que ver con el empleo de una
condicién de este tipo al buscar una solucién aproximada de la ecuaciéon z =
T(x).

Observacién 1.9.3. CRITERIOS DE PARADA DE LA ITERACION EN CAL-
CULOS APROXIMADOS

Hay muchos ejemplos en los que se busca conocer con un cierto grado de apro-
ximacién una raiz de una ecuacién de la forma z = T'(x), por medio de un
método iterativo. Un ejemplo puede encontrarse en el ejercicio 1.116, acerca
del método de Newton para buscar los ceros de una funcién real. En situa-
ciones de este tipo es evidente que no se puede seguir iterando eternamente, y
debemos conformarnos con tomar como valor para la solucién un valor apro-
ximado z,,, con tal de que difiera poco del valor real zo,. Si suponemos que
los x,, son una sucesién de numeros reales, esta condiciéon de parada puede
escribirse como

|Zm — Zoo| < €,

donde € es un nivel de error tolerable y fijado de antemano. El problema que
este criterio enfrenta en la prictica es que z, es desconocido y si no se dispone
de buenas estimaciones para el error suele sustituirse por el criterio

|Zm — Tmt1] <€,
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que es facilmente computable a partir de la iteracién. Hay muchas situaciones
en que esto funciona bien y la diferencia |z, — T, +1| es una buena estimacién
del error. Por ejemplo, tal cosa ocurre en la mayoria de las aplicaciones del
método de Newton. Sin embargo, hay casos en los que no se puede confiar
en un criterio de este tipo. El ejercicio que presentamos a continuacién nos
muestra una de estas situaciones. Recordemos ademds que el hecho de que
|Zm — Zm+1| tienda a cero ni siquiera asegura la convergencia de las z,, a un
limite.

Ejercicio 1.112. ** Consideremos la ecuacién

2 +zr—1

z=f(z), >0, con f(z)= 2

T

1. Hallar la dnica solucién Z de la ecuacion.

2. Mostrar que si se intenta hallar la solucién iterando la funcién f a partir de un
o > 1 entonces la sucesién z,, que resulta del método tiende a +oo.

3. Mostrar que aidn asf se satisface limy, |2m — Tm41| = 0.

4. Supongamos que se fija de antemano un error € y se decide detener la iteracién
cuando |z, — Tmy1| < €, para aceptar z,, 41 como valor de la raiz. Estudiar
como depende de € el error cometido al calcular la raiz de esta manera. '

Tal como mencionamos, la condicién de que z,, — T +1 S€a pequena no
es suficiente para asegurar la convergencia de las z,,. Sigamos considerando
por el momento que los x,, son reales. En este contexto hay una condicién
similar a la que estamos considerando, pero bastante mds fina, que asegura la
convergencia de la sucesion. Es la condicion de Cauchy que requiere que todas
las diferencias

Tmak — Tm, k=1,2,... (1.257)

sean chicas, con tal de tomar m suficientemente grande. La definicién precisa
es la siguiente.

Definicién 1.8. CoNDICION DE CAUCHY PARA UNA SUCESION DE NUME-
ROS REALES
Una sucesién de ntumeros reales

satisface la condicion de Cauchy si para cada ¢ > 0 podemos encontrar un
ntimero natural N = N (e) tal que

|ap+k —an| <€, k=1,2,..., sin>N.

Es usual llamar sucesion de Cauchy a una sucesién que satisface la con-
dicién de Cauchy. Nuestra préxima proposicién es un resultado fundamental
para el andlisis en R que desempenard un papel importante en nuestra cons-
truccién.
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Teorema 1.3 (Completitud de R). Una sucesidn de nimeros reales satis-
face la condicion de Cauchy si y sdlo si es convergente.

Haremos uso de este teorema escribiendo las diferencias (1.257) en la forma

m+k—1

Tmik = Tm = Y, (@41 — ).
l=m

Luego las estimaremos usando la desigualdad triangular:

m+k—1
|mm+k - -Tm| < Z |$l+1 - wl|a

l=m

y resulta entonces que la si la serie de término general |z;;1 —x;| es convergente
la sucesién z,, es de Cauchy (suponemos conocido este hecho, pero de todos
modos lo expondremos con cierto detalle cuando tengamos que utilizarlo). En
consecuencia la condicién de que esta serie sea convergente es suficiente para
asegurar que la sucesién z,, tiene un limite. Por supuesto, de la convergencia
de la serie puede concluirse que su término general tiende a cero, aunque la
implicacién contraria es en general falsa.

Antes de cerrar esta introduccién, mencionemos que este es el tipo de
argumentos que presentaremos para obtener la convergencia de la sucesién que
se genera, al aplicar el método iterativo para resolver ecuaciones diferenciales:
buscaremos buenas estimaciones de las diferencias |z, +1 — Z,,|, que aseguren
que la serie ) |Tmy1 — Tpm| es convergente. Presentaremos los detalles en
una de nuestras préximas secciones. A continuacién abordaremos una serie de
ejemplos.

Aplicacion del método iterativo para la resoluciéon de ecuaciones
diferenciales

Vamos a aplicar ahora el método iterativo basado en el operador integral T'
definido por

t
T(z)(t) = xo + t f(x(s), s)ds,

en algunos ejemplos. Recordemos que T aparecié al dar una formulacion
integral al problema de valores iniciales

{ i = f(z,1),

.’L‘(to) = XIyp.

Al aplicar reiteradamente 7', a partir de una funcién inicial z((¢), produciremos
una sucesion de funciones z,(t).
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Hay un pequena ambigiiedad en la notacién que estamos usando. Hemos
designado con g la funcién z((¢) con la que comienza el proceso iterativo. Por
otra parte estamos llamando zy al punto de R™ que es la condicional inicial
para la solucién z(t) en tiempo #y. Esto no deberia inducirnos a confusién
porque siempre estara claro por el contexto de qué estamos hablando. Ademis,
en casi todos los casos vamos a escoger como funcién inicial zy(t) a la funcién
constante g, y esta eleccién vuelve natural la notacién que acabamos de fijar.

Ejemplo 1.9.4. Comenzaremos por construir la sucesién de iterados que co-
rresponde al problema de valores iniciales

{ z (E) ‘f’l’ (1.258)

donde a es una constante real cualquiera. En este caso el operador integral es

t
T(z)(t) =1 +/0 az(s)ds.

Tomamos como funcién z( la funcién constante zg(s) = 1. Entonces
t
z1(t) = T(zo)(t) =1 +/ ads = 1+ at.
0

Avanzamos un paso mds en la iteracién y obtenemos

242

To(t) = T(z1)(t) = 1 + /Otau Fasyds =1 +at+ T

A riesgo de aburrirnos computamos z3:

t 242 242 343
a“t a“t a’t
z3(t) = T(ms)(t) = 1 +/ oL+ at+ S s =1 har+ T+ T
0
Notemos que a medida que avanzamos la iteracién vamos obteniendo mas y
m3is términos del desarrollo de la funcién exponencial e®. En realidad, es
sencillo verificar utilizando un razonamiento inductivo que

xn(t) _ Z (a.t)l'

7!
i=0

Por lo tanto () converge a la funcién e en todo R. Recordemos que e%

es la solucién del problema de valores iniciales que estamos considerando. &

Ademsds de tratar el ejemplo anterior y resolver el ejercicio 1.107 en for-
ma analitica es muy recomendable utilizar una computadora para graficar las
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distintas aproximaciones y ver c6mo se van acercando a la solucién de la ecua-
cion diferencial. También es posible hacer ambos ejercicios numéricamente de
principio a fin. Para el método de las iteraciones hars falta la ayuda de alguna
rutina de integracién numérica y el nimero de operaciones necesarias para
ejecutarlo serd sensiblemente mayor que para el método de Euler'4.

Ejercicio 1.113. * Calcular por el método iterativo la solucién de

T = tz,
{ z(0) = 10.

Con las técnicas que estamos presentando es posible tratar ecuaciones de-
finidas en cualquier espacio R™. Al considerar estas ecuaciones aparece en la
definicién del operador T la integral

t
f(z(s), s)ds,
to

en la que f toma valores en R™. En este contexto, la operacién de integrar
una funcién vectorial de s no es otra cosa que integrar cada una de sus com-
ponentes.

Observacién 1.9.5. EL METODO ITERATIVO PARA ECUACIONES LINEALES
En el caso en que tratemos con ecuaciones lineales de la forma X = AX
en R", con condicién inicial X (0) = X, encontraremos que los célculos son
esencialmente los mismos que hicimos en el ejemplo 1.9.4, y que luego de n
pasos tendremos que el iterado n-ésimo es

Xa(t) =) (‘;1.!)1

=0

La analogia con el desarrollo de la exponencial en el caso unidimensional puede
llevarse al limite, ya que en realidad es cierto que vale la férmula

O
7!

=0

Esta férmula es una justificacién més para la notacién e* y el nombre “matriz
exponencial” para la matriz que permite escribir las soluciones de los sistemas
lineales. L]

14vale la pena mencionar que una manera de definir la funcién exponencial e? es introducirla
por medio de la ecuacién diferencial £ = z, caracterizdndola como la tnica solucién de
la ecuacién que toma el valor z(0) = 1. Al resolver la ecuacién por el método de Euler
obtenemos la conocida aproximacién (1 + t/n)™ para ef. Al utilizar el método de Picard

vamos construyendo el desarrollo en serie de e!



1.9 CONSTRUCCION DE SOLUCIONES 151

Ahora que hemos presentado en algunos ejemplos el tipo de cédlculos a los
que conduce la aplicacion del método iterativo, vamos a emplearlo para tratar
el problema de valores iniciales

{ & = f(z1), (1.259)

z(tg) = xo,

en una situacién general. Introduciremos aqui una hipétesis adicional sobre
f, que utilizaremos a lo largo de esta seccién: supondremos que su dominio es
un conjunto

Q=R"xJ, (1.260)

donde J es un intervalo abierto de R. No pondremos ninguna restriccién
adicional sobre J, que podra ser entonces todo R, una semirrecta abierta o un
intervalo (a,b) acotado.

Observacién 1.9.6. La hipétesis que acabamos de introducir no es esencial
pero nos evitard algunos problemas técnicos. En particular, si I C J es un
intervalo cerrado y acotado cualquiera que contiene a tg, la aplicacién T estara
definida para cualquier funcién x : I — R"™ continua. Cuando f sélo estd defi-
nida en un conjunto @, estrictamente incluido en R™ x J debemos asegurarnos
de que

(z(t),t) €Q, tel, (1.261)

para que T'(z) esté definida sobre I. Esto es asi porque hay que poder evaluar
f(z(t),t) en cada punto ¢ € I para calcular la integral que aparece en la
definicién de T'. Si Q = R™ x J la condicién (1.261) se satisface trivialmente
una vez que I C J y ya no debemos prestarle atencion. [

Ademais, para fijar ideas nos limitaremos al caso de dimensién n = 1, pero
todos los razonamientos que presentaremos se adaptan con poco esfuerzo a
dimensiones més altas.

Ejercicio 1.114. ** Puede ser un buen ejercicio ir extendiendo todo lo que haremos
a partir de ahora al caso n > 1.

En realidad el ejercicio anterior no es muy dificil. La mayor parte del
tiempo sélo hay que considerar que si z € R™ entonces |z| indica su médulo o
norma, en vez del valor absoluto.

Comenzaremos por fijar el espacio de funciones sobre el que definiremos
el operador T. Como las soluciones de las ecuaciones diferenciales son de cla-
se C'! vamos a trabajar con funciones de esta clase. Ademds nos limitaremos
a considerar funciones definidas sobre un intervalo I = [tg — d,%9 + ¢]. Al
trabajar en un intervalo cerrado y acotado con funciones de clase C!, que
son funciones continuas, estamos seguros de que sélo tendremos que manejar
funciones acotadas. Ya vimos en algunos ejemplos que las soluciones de las
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ecuaciones diferenciales no tienen por qué estar definidas sobre todo R, de
modo que la restricciéon a algin subintervalo de la recta, que contenga el
tiempo ty en que se fija la condicién inicial, puede ser imprescindible en algunos
casos. La eleccion precisa del § > 0 surgira de la discusiéon que vamos a pre-
sentar. En resumen, consideraremos el espacio

E={z:1=[ty— 6,50+ 6] - R,z de clase C'}, (1.262)

sobre el cual definiremos el operador integral T'.
Comencemos ahora con la funcién zo(s) = o, y apliquemos T reiterada-
mente para generar una sucesion definida por la férmula de recurrencia

Tm+1 = T(.’Em)

Es importante subrayar que nuestro procedimiento iterativo fabrica de manera
natural una sucesion z,, de funciones definidas sobre I. En particular, si
fijamos un punto cualquiera ¢ en el intervalo I, y evaluamos alli cada fun-
cién z,,, obtenemos la sucesién numérica z,(t).

Ejemplo 1.9.7. Si consideramos la sucesién de funciones z,(t) = cosnt ob-
tenemos las sucesiones numéricas z,(m) = (—=1)"™! y z,(0) = 1, al evaluarla
en los puntos t = 7 y t = 0 respectivamente. &

Vistas las cosas desde este punto de vista, al tener una sucesién de funcio-
nes z,, podemos pensar que ¢ no es mas que un parametro que “etiqueta” cada
una de las sucesiones que podemos producir evaluando las z,,. Aplicaremos
a cada una de estas sucesiones z,,(t) algunas de las herramientas conocidas
para el estudio de sucesiones en R. En particular, podemos tratar de mostrar
que cada sucesion z,,(t) satisface la condicién de Cauchy para deducir de ahi
la existencia de un limite.

Ejemplo 1.9.8. Si tomamos I = R y y para cada m natural la funcién
T (t) = (1+1/m)"/™,

encontramos que para cada t € R se satisface

lim z,,(t) = €.

m—0o0
La sucesién de funciones z,, converge a la exponencial, en este sentido de
convergencia que estamos manejando. Naturalmente, cada sucesién z,,(t)

satisface la condicién de Cauchy. &

Intentaremos mostrar ahora que cada una de las sucesiones numéricas
Zm(t), para t en I, que produce el método iterativo, es una sucesién de Cauchy.
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Ya anunciamos que para esto es suficiente conseguir buenas estimaciones para
las diferencias

|$m+1(t)_xm(t)|a m:O,laQ"', tEI,

con el fin de asegurar que cada una de las sumas
Z |Zmt1(t) — zm(t)];
m

cont € I, es finita. Escribamos entonces la diferencia entre dos pasos sucesivos
e intentemos estimarla. Dado que la sucesién de funciones que estamos con-
siderando proviene de la iteracién del operador T', trataremos de que nuestra
estimacion utilice esta informacién. Para ello tendremos en cuenta que

Tm+1(t) — Tm(t) = T(@n)(t) — T(zm-1)(?).

Una vez que hemos escrito la diferencia de este modo podemos utilizar la
definicion del operador Ty estimar las integrales resultantes. Vamos a trabajar
para t > t;y, pero una modificacién obvia de nuestros argumentos permite
tratar el caso t < tg. Obtenemos

|Zm11(t) = 2mO] < [ [(F(2m(s),s) = f(@m-1(s), 8))| ds. (1.263)

t
to
Acotar el integrando del término de la derecha es ahora nuestro principal
problema. Para poder manejarlo vamos a introducir una hipétesis acerca de
la funcién f.

Observacién 1.9.9. La funcién f estd definida en todo R x R. Supongamos
ademds que es de clase C''. Entonces la diferencia que aparece en el integrando
de (1.263) es, como consecuencia, del teorema del valor medio!®,

of ,_
f(@m(s),s) = f(@m-1(s),5) = a—i(ma 8)(@m(s) — Tm-1(s)), (1.264)
donde Z es algtn valor entre ,,(s) y Zp—1(s). Si disponemos de una cota L
para la derivada parcial entonces

f (@m(s),8) = f(&m-1(s), 8)| < Llzm(s) = zm-1(s)]- (1.265)

Tal como veremos, una estimacion del tipo de la que acabamos de encontrar,
en la que los incrementos de f estdn controlados linealmente por el incremen-
to en la variable x, es suficiente para nuestros propdsitos. Ademds, es una

'5recordemos que estamos trabajando con funciones f definidas sobre un conjunto Q de la
forma R x J, donde J es algin intervalo abierto. Entonces cualquier punto intermedio (Z, s)
cae en el dominio de definicién de f, y estamos seguros de que se puede aplicar el teorema
del valor medio.
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condicién relativamente sencilla de verificar que nos permitird desarrollar una
teoria bastante general. Volveremos sobre estas cuestiones mas adelante. La
proposicién 3.1, pagina 218, extiende esta observacion. Recomendamos ver
también la observacion 3.1.2. 'Y

Vamos a introducir ahora una hipdtesis adicional sobre el comportamiento
de f, suponiendo que la acotacién (1.265) es posible. Hagamos previamente
la siguiente definicién:

Definicién 1.9. FUNCION DE LIPSCHITZ

Diremos que una funcién f(z,t) definida sobre un conjunto @ C R™ x R es
Lipschitz respecto a la variable x si existe una constante L > 0 tal que se
satisface

‘f(iL‘,t) - f(yat)| < L|$ - y|a para todo (.T,t), (yat) € Q (1266)
Diremos también que L es una constante de Lipschitz para la funcién.

Ejemplo 1.9.10. Todas las funciones f(z,t) de clase C', definidas en C R2,
cuya derivada parcial respecto a z satisface una acotacién del tipo

‘ of

Lwo|<t @neq

son Lipschitz respecto a z con constante L, tal como se desprende de (1.264)
y (1.265). &

Ejemplo 1.9.11. La funcién
fl@,t) =[z|+1
es de Lipschitz respecto a z, con constante L = 1, pero no es de clase C'. &

Asumiremos entonces que la funcién f que aparece en el segundo miembro
de la ecuacién diferencial es Lipschitz respecto a su primera, variable.

Veremos luego que esta hipotesis es suficiente para probar un resultado
local de existencia y unicidad de soluciones para el problema de valores ini-
ciales (1.259). También es posible obtener tal resultado con hipdtesis algo
mas débiles sobre la funcién f que las que estamos usando, aunque la prueba
resulta bastante mdas técnica. Todas las ideas esenciales para la prueba en
el caso mdas general ya aparecen al considerar la situacién particular en que
f(x,t) estd definida en un conjunto de la forma R x J (o R™ x J) y satisface
la condicién (1.266).

Si volvemos a nuestro cdlculo (1.263), y utilizamos nuestra nueva hipéte-
sis (1.266), obtenemos

¢
|Zm41(t) — zm(t)] < L t |Zm(8) — Tm—1(s)|ds. te€T (1.267)
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Esto todavia permite dar un paso més para obtener

|Zrm41(t) — zm(t)| < L|t — o] SIéII) |Zm(8) — zm-1(s)|, tE€I, (1.268)
S

donde hemos estimado el integrando en el miembro de la derecha de la desi-
gualdad por su supremo sobre el intervalo I y usado el hecho de que supremo
ya no depende de s (en realidad este supremo es un méximo, porque esta-
mos trabajando en un intervalo compacto con una funcién continua, pero este
hecho es irrelevante para nosotros en este momento). En (1.268) todavia po-
demos acotar |t — tg| por 6. Una vez hecho esto, el término de la derecha en
la desigualdad ya no depende de ¢, entonces podemos tomar el supremo del
término de la izquierda para concluir

Sup |Zm+1(t) — 2 (t)| < Lésup |z (s) — Zm—1(8)]- (1.269)
tel sl

Observacién 1.9.12. En muchas ocasiones resulta conveniente simplificar un
poco la notacién que estamos usando para los supremos, omitiendo escribir la
variable independiente. Escribiremos entonces

sup f
X
en vez de
sup f(z).
reX
Con esta convencion, la férmula
SUp |Tm+1 — Tm| < Lésup | Ty, — Tm—1]. (1.270)
I 1
no es mds que una versién mas concisa de (1.269). [ )

La desigualdad (1.269)-(1.270) es muy adecuada para nuestras intenciones.
En primer lugar notemos que tiene una enorme ventaja sobre (1.267) y (1.268):
la cantidad que estimamos es la misma que usamos para la estimacion, sélo
que un paso después. Esto es perfecto para iterar. Ademds estabamos bus-
cando que las iteraciones sucesivas se fueran aproximando, y podemos lograrlo
tomando ¢ suficientemente pequeno para tener L§ < 1. Notemos que no po-
demos tocar la constante L porque es una caracteristica de la funcién f, para
hacerlo deberiamos agregar una hipotesis adicional. Sin embargo la restriccion
de tomar
d<1/L (1.271)

sélo significa que estamos intentando construir la solucién del problema en un
intervalo
I=[ty—9,t + 0],
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relativamente chico alrededor de t3. Al fin y al cabo esto no estd tan mal,
porque si recordamos la idea de que resolver la ecuacién diferencial puede
interpretarse como calcular la trayectoria de un mévil, lo que estamos haciendo
nos permite avanzar un poquito, por ejemplo hasta ty + §. A partir de ahi
podemos recomenzar todo el proceso. Al fin y al cabo cuando caminamos
damos un paso cada vez y eso no nos impide recorrer distancias largas.

Observacién 1.9.13. LA APLICACION T' ES CONTRACTIVA SI § ES CHICO.
En la discusién anterior no es esencial que estemos aplicando T a las funciones
Ty ¥ Tm—1 que se obtienen por el procedimiento iterativo. Los mismos cdlculos
que acabamos de hacer permiten mostrar que si tomamos dos funciones x e y
cualesquiera en el espacio E sobre el que estd definido T', y les aplicamos el
operador, obtenemos la desigualdad

sup |T'(z) — T(y)| < Losup|z — y|. (1.272)
I T

En realidad la estimacion (1.269)-(1.270) no es otra cosa que (1.272) aplicada
en el caso £ = Zy—1, Yy = Tyym. Notemos que cuando § < 1/L la estima-
cién (1.272) implica

sup IT(z) = T(y)| < sup |z —yl, (1.273)

salvo en el caso trivial en que z = y en I, porque entonces también T'(z) = T'(y)
en I y los dos miembros de (1.273) son iguales a 0. La desigualdad (1.273)
tiene como consecuencia que T' “acerca” las funciones a las que se le aplica, ya
que al tomar el supremo en I del médulo de la diferencia entre dos funciones
estamos midiendo que tanto se separan. Podemos interpretar entonces (1.273)
como una férmula que nos dice que la funcién T'(z) estd menos lejos de T'(y)
que lo que z dista de ¥, en este sentido de “distancia” entre dos funciones que
estamos introduciendo al tomar el supremo de su diferencia. [

Si llamamos k£ = L§ < 1 y aplicamos iterativamente (1.270) a partir de
n = 1 obtenemos

sup;y |ze — z1| < ksup; |z1 — x|,
sup; |z3 — xo| < ksupy |zo — z1| < k% sup; |z — o], (1.274)
supy |z4 — z3| < ksupy |z3 — z2| < k3 sup; |z1 — zol,

y con un argumento inductivo evidente

SUp |Tm+1 — Tm| < k™ sup |z1 — zg]. (1.275)
I I

Para simplificar la notacién introduzcamos

co = sup |z1 — zg|.
I
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La desigualdad (1.275) puede escribirse entonces como

SUp [Tm+1 — Tm| < cok™, (1.276)
1

y es equivalente a que para cada ¢ en el intervalo I se satisfaga
|Zma1(t) — Zim(t)| < cok™. (1.277)

Como k < 1 la serie Y k™ es convergente. De aqui se desprende que, para
cada t € I, la sucesién z,,(t) satisface la condicién de Cauchy y por lo tanto
es convergente. Naturalmente, como para cada ¢ obtenemos una sucesiéon
diferente, el limite correspondiente dependerd del valor de ¢. Por lo tanto,
llamaremos z(t) al limite de la sucesién z,,(t), para cada t € I. Vamos a
recoger todos estos hechos y probarlos con detalle, en el lema que enunciamos
a continuacién.

Lema 1.7. Si 6 <1/L e I = [z9 — d,z0 + ], entonces eziste una funcién

z:I—-R

tal que cada una de las sucesiones x,(t) con t € I, que produce el método

iterativo, satisface
z(t) = lim z,(t). (1.278)
m—r0o0
PRUEBA. Probaremos que cada sucesién z,,(t) es de Cauchy. Esto implica
que la sucesion tiene un limite al que llamaremos z(t), para poner en evidencia
que, en general, dependera del valor de ¢ € I con el que estemos trabajando.
Si definimos la funcién z en I por la correspondencia ¢t — z(t), que a cada t
la asigna el limite limy,, o0 Z, (¢) la férmula (1.278) es inmediata.
Fijemos ¢t € I. Para probar que z,,(t) es una sucesién de Cauchy fijemos
un € > (. Debemos mostrar que existe un nimero M con la propiedad de que

|Zm+1(t) — zm(t)] <€ (1.279)

sim > M y [ es un niimero natural cualquiera. Como tenemos estimaciones
para las diferencias entre pasos consecutivos de la iteracién escribimos

m+1—1 m+i—1
|Tm41(t) — 2m(1)] < Z zit1(t) — zi(t)| = Z |z () —zi(®)], tel

(1.280)
Podemos acotar cada uno de los términos de la sumatoria utilizando (1.277)
para concluir que la desigualdad

m+I—1 '
[Tmi(t) — zm(t) <o Y K, tel (1.281)
i=m
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se satisface. Notemos que esta igualdad es cierta para cualquier ¢ en I, en
particular para el que hemos fijado. Como la serie de término general k' es
convergente, el miembro de la derecha puede hacerse tan chico como se quiera
con tal de tomar m suficientemente grande y [ > 0. Este hecho completa la
prueba del lema. <

Es sumamente importante senalar que las estimaciones de que disponemos
contienen mas informacién que la que hemos usado. Hasta el momento hemos
razonado dejando ¢t € I fijo. Sin embargo podemos hacer mas si tenemos
en cuenta que en muchas de nuestras estimaciones el término de la derecha
no depende de t, es decir, son estimaciones uniformes en el intervalo I. En
particular, esto es cierto para la desigualdad (1.281) de la cual dedujimos
la condicién de Cauchy para la sucesién z,,(t). Esta desigualdad vale para
cualquier punto ¢t € I.

Notemos que el resultado de convergencia contenido en la férmula (1.278)
es equivalente a afirmar que para cada t en I se satisface

Tim_[5(t) — zm(8)] = 0. (1.282)

A continuacién probaremos un resultado mas fuerte, usando que nuestras es-
timaciones son uniformes en ¢ € I. No sélo concluiremos que cada una de las
diferencias |z(t) — z,,, (t)| tiende a cero cuando m — oo, sino que el supremo de
las diferencias también tiende a cero. Enunciaremos este hecho como un nuevo
lema que mejora sustancialmente los resultados de convergencia del lema 1.7.

Lema 1.8.
lim sup|z(t) — zm(t)] = 0. (1.283)
m—r0o0 tel
PRUEBA. Volvamos a la estimacién (1.281). Los argumentos que usamos en
la prueba del lema 1.7 permiten concluir que

m—+I—1 [es)
Zmpi(t) — zm(®) <o Y K <co Y K <e, tel, 1>0, (1.284)
i=m i=m

si m es suficientemente grande (mayor que el nimero que llamamos M (€) en
la prueba del lema 1.7.

Si hacemos [ tender a infinito, con ¢ y m fijos, la sucesioén x,,,1;(t) converge
a z(t). Por lo tanto podemos tomar limite en nuestra ultima estimacién,
haciendo | — oo, para obtener

|z(t) —zm(t)| <€, tel, (1.285)

si m > M. Es fundamental el hecho de que esta desigualdad no depende de t,
porque entonces el supremo del miembro de la izquierda, cuando ¢ varia en el
intervalo I satisface

sup |z (t) — zm (t)] < ¢, (1.286)
tel
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siempre y cuando m sea mayor que M. Como € es un nimero arbitrario, y
podemos asegurar la existencia de M > 0 tal que (1.286) es cierta si m > M,
hemos probado (1.283). ¢

Observacién 1.9.14. Para probar que la sucesién de iterados z,,(t) converge
en el intervalo I a un limite z(¢) no hemos utilizado para nada la funcién
zo(t) a partir de la cual comenzamos la iteracién. Una rdpida inspeccién
de los argumentos empleados bastard para comprobar que tal limite existe,
independientemente de cudl sea la funcién zy(s). Probaremos més adelante, en
la seccién 3.1, que el limite del proceso iterativo es efectivamente una solucién
del problema de valores iniciales (1.239) en el intervalo I = (tg — d,%9 +9), y
que la solucién es tinica. Esto permitira concluir inmediatamente que el limite
del proceso iterativo es independiente de la funcién con la que se empieza la
iteracion. [ )

Para cerrar esta seccidén, antes de pasar a discutir las cuestiones que tienen
que ver con la convergencia de las funciones z,,(t) al limite z(t) vamos a
presentar algunos ejercicios sobre este asunto de resolver ecuaciones obteniendo
un punto fijo de alguna funcién por un método iterativo. Las ideas necesarias
para, resolverlas estian presentes en los razonamientos que acabamos de desa-
rrollar, al punto de que nuestro préximo ejercicio puede hacerse siguiendo los
argumentos que presentamos hasta ahora para hallar un punto fijo de T y
adaptdandolos en lo que haga falta.

Ejercicio 1.115. * Consideremos una funcién f : R — R con la propiedad de que
existe una constante positiva k < 1 tal que

If(y)— f(z)| <klx—y|, para z€R, yeR. (1.287)

1. Mostrar que para cualquier g € R la sucesién f"(z) es de Cauchy y concluir
que converge a un punto fijo z de f.

2. Mostrar que la ecuacién z = f(x) tiene una tnica solucién. Sugerencia: mostrar
que dos soluciones z; y z2 deben satisfacer

|3§'1 — 32'2| S k‘|.’L‘1 - 3&'2'. (1288)

3. Para terminar, probar que los resultados que acabamos de encontrar también
son ciertos si I C R es un intervalo cerrado y f : I — I una funcién que
satisface (1.287) para alguna constante k € (0,1) y dos puntos cualesquiera
en I.

Ejercicio 1.116. *** EL METODO DE NEWTON PARA BUSCAR RAICES
Supongamos que queremos conocer los puntos donde una funcién f, definida en algin
conjunto abierto de R y derivable, se anula. Como la ecuacién f(z) = 0 puede ser
dificil de resolver podemos razonar de la siguiente manera. Fijamos un punto zo,
cerca de una raiz, y sustituimos f por su aproximacién lineal alrededor de xgy, cuya
férmula es

l(z) = f(zo) + f'(z0)(z — o). (1.289)
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Ahora resolvemos I(z) = 0, cosa muy facil si f'(x9) # 0 (e imposible si esta derivada
se anula, salvo que z¢ ya sea una raiz de f) y cuyo resultado es

21 = ®(xo) = 20 — L7 (1.290)

Esta ultima expresion define la funcién ®. El nuevo punto z; es, en general, una
aproximacién mejor de la raiz que estamos buscando que el punto zy. Si no estamos
conformes con la aproximacién podemos iterar el procedimiento a partir de z; y
calcular z2 = ®(z;) = ®%(x¢). En general, podremos fabricar la sucesién ®"(zq) que
suele converger rapidamente a la raiz si el punto xg esta bien elegido.

1. Si f/(Z) # 0 probar que Z es un punto fijo de ® si y sélo si se satisface f(Z) = 0.

2. Supongamos que f es una funcién de clase C? y que Z es una solucién de
f(z) =0 tal que f'(Z) # 0. Mostrar que existe un intervalo Is = (T — 6,% + 9)
tal que la sucesién ®"(xzg) del método de Newton converge a T para cualquier
To € Is.

3. Calcular aproximadamente las raices de
3zt +42% — 122> - 12=0 (1.291)

y estudiar desde que intervalos el método de Newton converge a cada una de
ellas. Para hallar las raices e investigar el comportamiento del método puede
ser muy util programar un algoritmo que haga el cédlculo, aunque es posible
hacerlo a mano con una calculadora y un poquito de paciencia.

1.9.3 Convergencia puntual y uniforme de una sucesién de fun-
ciones

En este punto conviene notar que la férmula (1.283) contiene una nocién nueva
que serd fundamental en lo que sigue, la nocién de convergencia uniforme
de una sucesién de funciones, que pasamos a definir a continuaciéon. Para
definir esta nocién denotaremos con X un conjunto cualquiera (puede ser
un intervalo de R, una regién del plano complejo, un subconjunto de R" o
cualquier conjunto que se nos ocurra).

Definicién 1.10. CONVERGENCIA UNIFORME DE UNA SUCESION DE FUN-
CIONES
Una sucesién de funciones f,, : X — R converge uniformemente en el conjun-
to X a una funcién f: X — R si

lim sup |fn(z) — f(z)] = 0. (1.292)

n—o0 zeX
Observacion 1.9.15.

e Cuando estd claro cudl es el conjunto X de que estamos hablando es
comun decir simplemente “f, converge uniformemente a f”, en vez de
“f, converge uniformemente a f en X”.
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e Utilizaremos la siguiente notacién para la convergencia uniforme: f,=3f.

e Volviendo al problema original de analizar el método iterativo, podemos
decir ahora lo siguiente: hemos probado que existe un intervalo

I=1[to—9,to+ 9]

y una funcién z definida en I tales que z,,=z en I. Lo que todavia
no hemos probado es que esta funcién es una solucién de la ecuacién
diferencial. M4ds en general, ni siquiera conocemos ninguna propiedad
de la funcién z. [

Para construir la funcién z hemos utilizado el hecho de que todas las
sucesiones numéricas z,,(t) convergian a algo, y hemos llamado z(¢) a su
limite. En este sentido ¢ no era mdas que una etiqueta para cada una de las
sucesiones. Sin embargo, podemos cambiar el punto de vista para centrar
nuestra atencién en las funciones z,, y z, y considerar que tenemos entre
manos otra nocién de convergencia de z,, a z. Esta nocién consiste en que
para cada t € I la sucesién numérica z,(t) converge a z(t). A este tipo de
convergencia se le llama convergencia puntual y es suficientemente importante
como para que nos detengamos a definirla.

Definicién 1.11. CONVERGENCIA PUNTUAL DE UNA SUCESION DE FUN-
CIONES

Una sucesién de funciones f,, : X — R converge puntualmente en X a una
funcién f: X — R si para cada ¢ € X se tiene que lim,_,« fn(z) = f(z).

Para la convergencia puntual utilizaremos la notacién f,, — f. También en
este caso hay que precisar en que conjunto se produce la convergencia puntual
de las f, a su limite f.

Observacion 1.9.16. Las definiciones de convergencia puntual y uniforme
pueden extenderse de manera, obvia a funciones con valores en R™ o con valores
complejos, en vez de valores reales. Ver la observacion 2.1.2. [

Deberia resultar mds o menos evidente que la convergencia uniforme es
mas fuerte que la convergencia puntual, en el sentido de que si f, converge
uniformemente a f entonces lo hace puntualmente. No nos detendremos en
este tipo de cosas ahora porque mas adelante dedicaremos bastante tiempo
a explorar las propiedades de estas nociones de convergencia. Lo que si es
importante hacer, antes de abandonar esta seccién dedicada al método ite-
rativo, es sefialar una vez mas que todavia nos queda bastante trabajo para
probar que la funcién z(t) que hemos construido iterando el operador T es
efectivamente una solucién de la ecuaciéon. Un primer paso es tratar de ver
que es solucién de la ecuacion integral

¢
z(t) = zo + t f(z(s), s)ds. (1.293)
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La definicién de la sucesién z,, a partir de la iteraciéon del operador T'
introducido en (1.250) nos dice

Tni1(t) =Tlen)(t) = zo + | f(2n(s), 5). (1.294)

Al hacer n — oo el término de la izquierda converge a z(t) y, como la f
es continua, el integrando en el de la derecha converge a f(z(s),s). Todo
parece fantdstico y aparentemente podemos pasar al limite en (1.294) para
obtener (1.249), lo que implicaria que z(t) es solucién de la ecuacién diferencial
con la condicién inicial z(¢g) = z¢. Pero no nos apresuremos, ;podemos
asegurar que vale la igualdad

t t
lim fxn(s),s) :/t lim f(z,(s),s)? (1.295)

n—0oQ n—r0oQ
to 0

De hecho esto es lo que necesitamos para obtener (1.249) pasando al limite
en (1.294). La respuesta es que si, pero todavia tenemos que trabajar un
poco para probar que en la situacién en que estamos es posible intercambiar
el orden de las operaciones de integracién y paso al limite en (1.294).

Este no es el tnico problema que tendremos que resolver. Veamos. Si una
funcién z(t) satisface (1.293) y es continua entonces f(z(s),s) es continua y
podemos derivar la integral respecto a ¢ para concluir que existe z(t) y que es
igual a f(z(t),t). Pero, jes continua la funcién z(t) que obtuvimos en nuestro
paso al limite? Las funciones z,, lo son por su construcciéon, asi que debemos
estudiar si el limite de funciones continuas es continuo. En resumen, el método
iterativo abre un camino para resolver las ecuaciones diferenciales pero nos
obliga a plantearnos diversas cuestiones sobre la convergencia de sucesiones
de funciones. Este serd el tema central de nuestro préximo capitulo.
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El objetivo de este capitulo es presentar algunas nociones bésicas del
andlisis que son imprescindibles para poder avanzar en el estudio de las ecua-
ciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales.

En la seccién 2.1 se introducen dos nociones de convergencia para sucesio-
nes de funciones: la convergencia puntual y la importante nocién de conver-
gencia uniforme. En esa seccién se discuten algunos criterios que permiten
determinar cudndo una sucesién de funciones converge uniformemente a una
funcién limite y se analiza la relacién entre los dos tipos de convergencia. La
seccion 2.2 estd dedicada a estudiar las propiedades de la convergencia uni-
forme, y su relacién con la continuidad y las operaciones de integraciéon y
diferenciacion.

Mencionemos que como un resultado mas o menos inmediato de la teoria
desarrollada en las secciones 2.1 y 2.2 es posible completar una primera ver-
sién del Teorema de Picard, acerca de la existencia y unicidad de soluciones
de los problemas de valores iniciales para las ecuaciones diferenciales ordina-
rias. Recordemos que habiamos comenzado a tratar la teoria de existencia por
medio de un método iterativo que nos condujo a considerar los problemas de
convergencia de sucesiones de funciones (ver la seccién 1.9). Terminaremos la
prueba en el capitulo dedicado a la teoria basica de las ecuaciones diferenciales
ordinarias.

La convergencia uniforme de una sucesién de funciones puede verse como
la convergencia respecto a una norma definida sobre un espacio vectorial de
dimensién infinita. En la seccién 2.3 adoptaremos este punto de vista y mos-
traremos ademds que es posible definir varias normas distintas que dan lugar
a diferentes nociones de convergencia. Este hecho contrasta fuertemente con
lo que ocurre en el espacio finito dimensional R", en el que todas las normas
dan lugar a la misma nocién de convergencia, e ilustra acerca de los fenémenos
que pueden aparecer al hacer andlisis en espacios de dimension infinita. Este
tipo de cuestiones no estd para nada alejado de las aplicaciones. Por ejemplo,
si un problema puede modelarse por una ecuacion diferencial e intentamos
resolver numéricamente esta ecuacién tenemos que asegurarnos de que nues-
tro cdlculo numérico (aproximado) sea fiel (converja en algin sentido) a la
verdadera solucién del problemal.

Emplearemos algunas de las ideas y resultados de la secciéon 2.3 en el
capitulo b, al tratar las series de Fourier.

!por cierto, también hay que asegurarse de que la ecuacién diferencial con la que se
trabaja sea un buen modelo de la realidad, pero eso ya deja de ser un problema puramente
matematico y entra en el terreno de la modelizacion
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2.1 Convergencia puntual y uniforme de sucesiones
y series de funciones

Abordaremos ahora el estudio de los problemas relativos a la convergencia de
sucesiones de funciones que quedaron planteados en el final del capitulo 1.
Sobre todo nos dedicaremos a investigar las nociones de convergencia puntual
y convergencia uniforme que surgieron en nuestra bisqueda de soluciones de
las ecuaciones diferenciales?.

Como los problemas relativos a la convergencia de sucesiones de funciones
son interesantes en si mismos y también por sus aplicaciones a diversas cues-
tiones es preferible estudiarlos en un marco mds amplio, que englobe lo que
hicimos hasta ahora y que nos permita utilizar nuestros resultados en otros
contextos. Por esta razén, vamos a comenzar por retomar las definiciones que
introdujimos al final del dltimo capitulo.

Definicién 1.11. CONVERGENCIA PUNTUAL DE UNA SUCESION DE FUN-
CIONES
Una sucesién de funciones f,, : X — R converge puntualmente en X a una
funcién f : X — R si para cada ¢ € X se tiene
lim f,(z) = f(z). (1.1)
n—oo
Observacién 1.1.1. Notemos que la convergencia puntual de la sucesion f,
a f es equivalente a que se satisfaga

lim |f,(z) — f(z)| =0, (1.2)

n—00
para cada z € X. P

Definicién 1.10. CONVERGENCIA UNIFORME DE UNA SUCESION DE FUN-
CIONES

Una sucesién de funciones f, : X — R converge uniformemente en X a una
funcién f: X — R si

lim sup |fn(z) — f(z)| = 0. (1.3)

n—oo reX

Observacion 2.1.2. CONVERGENCIA DE SUCESIONES DE FUNCIONES QUE
TOMAN VALORES EN R™ o0 C.

Las definiciones de convergencia puntual y uniforme pueden extenderse al
caso en que las funciones f,, n = 1,2,..., y f toman valores en R™, con
m > 1, o en C, tal como adelantamos en la observacién 1.9.16. Para fijar ideas

2una buena referencia para todos estos temas, que incluye también el tratamiento de las
series de potencias, es el capitulo 7 del texto [CJ1]
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supongamos que el codominio de f, y f es algiin R™, con m > 1. Entonces las
definiciones apropiadas de convergencia puntual y uniforme son precisamente
las definiciones 1.11 y 1.10 respectivamente, pero hay que interpretar

|[fu(z) — f(2)|

como el médulo del vector

fn(z) — f(z) € R™.
Si pasamos a coordenadas podemos escribir

f@) = (@), f2(2), ..., fm(@)),
Fa(@) = (Fap (@), fa2(@)s -+, fam()) . (24)

De este modo, cada una de las funciones f y f, define m funciones reales

fia fn,ia 'L.:]-a"'ama

respectivamente. Hs muy facil verificar que la convergencia puntual de las
funciones f, a f es equivalente a que cada una de las funciones f,; converja
puntualmente a f;. También, la convergencia uniforme de f, a f es equivalente
a que las m sucesiones f,; converjan uniformemente a las f;. El caso de
funciones a valores complejos puede reducirse al caso de R™, con m = 2,
identificando a cada nimero complejo a + ib con el par (a,b). [

Observacion 2.1.3. La definicién 1.10 de convergencia uniforme es comple-
tamente equivalente a la siguiente definicién: una sucesién de funciones reales
fn converge uniformemente en X a f si para cada e > 0 existe un natural ng
tal que la desigualdad

[fn(z) = fz)| <€ (2.5)

se satisface para todo z € X y para todo n > ng. Podemos expresar esta
tltima condicién en la forma

flz)—e< fulz) < f(z)+e, z€X,

cuando n > mg. Si el conjunto X es un intervalo [a, b] encontramos entonces
que el grafico de las f, estard comprendido, para n > ng, entre los graficos de
las funciones f(z) — ey f(z) + ¢, tal como se muestra en la figura 2.1.

Ejercicio 2.1. * Completar los detalles correspondientes a esta observacién. '

Observacién 2.1.4. Para una funcién f : X — R (o con valores en C
o R"™) considerar sup,¢x |f(z)| es una manera de medir el “tamano” de la
funciéon. Efectivamente, si estamos considerando funciones f en un espacio
formado por funciones acotadas el supremo de su valor absoluto define una
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LY
flz) +e
f(z)
flz) —e

\/

N N
[l R L TSI B N S

Figura 2.1: ilustracién de la convergencia uniforme de f, a f

norma en ese espacio (la definicién de norma puede encontrarse al comienzo
de la seccién 2.3). Recordemos que una norma en un espacio vectorial es una
medida de la “longitud” o “tamano” de los vectores del espacio. Por ejemplo,
si consideramos el espacio vectorial C([a, b]), formado por las funciones reales

continuas, definidas sobre el intervalo [a,b] podemos definir la norma || - | oo
como
Ifllec = sup |f(z)| (2.6)
z€[a,b]

(luego explicaremos por qué etiquetamos esta norma con el subindice 0o).
En este contexto, decir que una sucesién f,, converge uniformemente a f es
equivalente a decir que la sucesién numérica || fp, — f|lcc = 0. Por lo tanto, en
C([a, b]) la convergencia uniforme no es otra cosa que la convergencia respecto
a la norma || - ||eo, 0 norma del supremo en C([a,b]). Retomaremos estas
cuestiones y las discutiremos con cierto detalle en la seccién 2.3. [

Ejemplo 2.1.5. Sea

1
(7)) = ——, R.
folz) = ———35, =€

Para cada valor fijo de z esta sucesion tiende a cero. Por ejemplo, si x = 0
obtenemos la sucesién numérica f,,(0) = 1/n, si z = 1 resulta

fa(1) =1/(n+1),

etcétera. En general, como z? > 0 tenemos f,,(z) < 1/n, asi que fn(z) — 0
para cada r € R. La estimacion que acabamos de encontrar muestra también
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\\\

Figura 2.2: los gréficos de f, para algunos valores de n

que hay convergencia uniforme a la funcién constante 0. El comportamiento de
esta sucesién de funciones es el que aparece en la figura 2.2, en la que podemos
apreciar que los grificos de las f, se van aproximando “uniformemente” al de
la funcién constante 0. Mostraremos que la convergencia a 0 es uniforme con
un sencillo cdlculo. Podemos estimar

1 1

<_
n+z2 " n

|fn(z) — 0] =

, Vz € R.

Por lo tanto, podemos tomar el supremo del miembro de la izquierda, dejando
variar z en R, para concluir que

1
sup | fn(z) — 0] < =
zeR n

Esta estimacién implica que el supremo tiende a cero cuando n — oo. Se
satisface entonces la definicién de convergencia uniforme. &

Ejemplo 2.1.6. La sucesién de funciones

fale) = (1+ %)
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converge uniformemente a e® sobre el intervalo [0, 1] (en realidad lo hace sobre
cualquier intervalo acotado de R). Mostramos el comportamiento de esta
sucesién sobre [0, 1] en la figura 2.3. Hemos representado la exponencial e®

Y

Figura 2.3: convergencia uniforme a la exponencial sobre el intervalo [0, 1]

(en trazo grueso), dos curvas e® + ¢, y las aproximaciones f,, para tres valores
de n (la recta corresponde al caso n = 1). Puede apreciarse como los graficos
de f,, entran en la banda definida por e* + € para valores grandes de n. &

A continuacién presentaremos una teoria general, que podremos aplicar, en
particular, a la sucesiéon de funciones z,, que obtuvimos al aplicar el método
iterativo en el capitulo anterior.

2.1.1 Criterios de convergencia uniforme

El problema de determinar si una sucesion de funciones converge o no conver-
ge puntualmente consiste en estudiar el comportamiento de un conjunto de
sucesiones numeéricas: para cada = en el dominio X en el que estén definidas
las funciones f,, bajo consideracién debemos investigar si la sucesién numérica
fn(x), que se obtiene evaluando las f,, en x, es convergente o divergente. Por
lo tanto, el problema de la convergencia puntual se reduce a un problema
de calcular limites de familias de sucesiones numéricas que dependen de un
parametro x.

En esta seccién nos ocuparemos de dar criterios para saber si una sucesion
de funciones f,, converge uniformemente a algun limite f.
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Ejemplo 2.1.7. Consideremos f,(z) = z", definidas en el intervalo I = [0, 1].
Si z estd en el intervalo [0,1) entonces z™ converge a 0. En cambio si z =1
tenemos f,(1) = 1™ = 1, y en ese punto la sucesién converge al valor 1.
En definitiva, la sucesién f,, converge puntualmente, en el intervalo I, a la
funcién f definida por

[0 st zel0l),
flz) = { 1 si z=1. (2.7)
Pero, jconvergerd uniformemente a algo la sucesion f,? &

El primer paso para responder la pregunta que quedé planteada consiste
en retomar la observacién de que la convergencia uniforme es una nocién mds
fuerte que la convergencia puntual. En efecto, si las f, estdn definidas sobre
un conjunto X, la convergencia puntual de una sucesién f,, es equivalente
a afirmar que cada una de las sucesiones numéricas f,(z), que se obtienen
evaluando las funciones f,, en cada z € X, converge a un limite f(z). La
convergencia uniforme presupone aiin mas, pues requiere que podamos estimar
las diferencias f,(z) — f(z) por una cantidad que no depende de z y que
tiende a 0 cuando n — oo. Vale la pena recoger esta discusién en la siguiente
proposicion:

Proposiciéon 2.1. Si una sucesion de funciones f, converge uniformemente

sobre un conjunto X a una funcion f, entonces converge puntualmente a f
en X.

PRUEBA. Tenemos que mostrar que para cada z € X la sucesién f,(z) con-
verge a f(z). Como para cualquier z en X se satisface la desigualdad

[fn(z) — f(2)| < sup [fn(z) — f(2)],

zeX

y la sucesién de los supremos tiende a 0 por nuestra hipdtesis de convergencia
uniforme resulta entonces que

nli)ngo|fn(x) — flx)] =0, zelX.
Esto es equivalente a la convergencia puntual a la funcién f.

Este resultado nos da alguna informacién util para contestar la pregunta
que quedo planteada al final del ejemplo 2.1.7, porque de él se desprende que
si la sucesién z™ converge uniformemente a algo en [0, 1] su limite uniforme
no puede ser otra cosa que su limite puntual, la funcién f definida por las
férmulas 2.7. Por lo tanto, para saber si hay convergencia uniforme estudiemos
la sucesién numérica

sn = sup |fo(x) — f()]-

z€[0,1]
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Es claro que
" st z€l0,1),

si z=1, (2.8)

por lo que s, = 1 para todo n € N y la convergencia no es uniforme. También
puede apreciarse este hecho al graficar las funciones f,, y f, tal como hacemos
en la figura 2.4.

Figura 2.4: las sucesién de funciones z" en el intervalo [0, 1]

En particular, obsérvese que para cualquier nimero € € (0, 1), hay puntos
del grifico de 2™ que se “escapan” de la banda (—¢, €) independientemente de
que tan pequeno sea € y que tan grande sea n.

Observacién 2.1.8. El ejemplo que acabamos de completar muestra que la
convergencia uniforme es una nocién realmente mds fuerte que la convergencia
puntual, ya que puede haber convergencia puntual de las f, a un limite f,
aunque la convergencia no sea uniforme. En consecuecia, el reciproco de la
proposicioén 2.1 es falso. [

Veamos un ejemplo un poco mas sutil que el anterior.

Ejemplo 2.1.9. Tomemos I = [0,1] y fn(z) = n(l —z)z™. Siz < 1 enton-
ces nz" tiende a 0 cuando n — oo, asi que fr(z) > 0en 0 <z < 1. Ademds
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fn(1) = 0 para cualquier valor de n. Por lo tanto, la sucesién f, converge
puntualmente a la funcién constante 0 en todo el intervalo [0, 1]. Para estudiar

~/ N ) )
////

—
8

Figura 2.5: los graficos de f,, para algunos valores de n

si la convergencia es uniforme calcularemos el supremo de
|fn(z) — 0] = na"(1 — ) (2.9)

en el intervalo [0,1]. Este es un sencillo cdlculo que podemos abordar con las
técnicas del calculo diferencial de una variable. La funcién nz™(1 —z) se anula
en los extremos de I. Si la derivamos obtenemos

n(nz ' — (n 4 1)z"),

que se anulaen z =0y z = n/(n+1). La funcién (2.9) alcanza su méximo
en este ultimo punto, entonces

n n+1
su z)—0|=foin/(n+1)) =
sup fa(2) ~ 0 = ful/ + 1) = (27)
que tiende a 1/e cuando n tiende a infinito.
En la figura 2.5 representamos los gréficos de las funciones f,(z) sobre el
intervalo [0, 1]. Nuevamente, podemos apreciar en el dibujo que la convergen-
cia no es uniforme, lo que estd de acuerdo con nuestros calculos. &
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Ejercicio 2.2. * Calcular el limite puntual e investigar si hay convergencia uniforme
de las siguientes sucesiones f,, definidas sobre los conjuntos X que se indican a
continuacién:

L. fa(z) = (nz)~ !, X = [1, +00).
2. fulz) = n'2z(1 +nz)~', X =10,1)].

3. Para X = R considerar

1 si z<n,
f"(w)_{o si x> n.

4. fn(z) = ze ™, X = [0, +00).

Ejercicio 2.3. * Consideremos dos sucesiones de funciones f,, y g, definidas sobre
un conjunto X, que convergen uniformemente a f y g respectivamente.

1. Mostrar que f, + g, converge uniformemente a f + g.

2. Si existe una constante M tal que |f,(z)| < M y |gn(z)| < M paratodoz € X
y para todo n, entonces f,g, converge uniformemente a fg. Sugerencia: tener
en cuenta que

fngn = 9= fn(gn—9) +9(fn — f)-

3. Mostrar que las sucesiones f,(z) = 2/(1 4+ nz) y gn(z) = 1/x convergen uni-
formemente en el intervalo (0, +00). ;Qué ocurre con el producto frg,?

Ejercicio 2.4. * TUNICIDAD DE LOS LIMITES PUNTUAL Y UNIFORME

Mostrar que si una sucesiéon de funciones converge puntualmente a f sobre un con-
junto X, y también converge puntualmente a g en X, entonces f = g. Enunciar y
probar un resultado andlogo para la convergencia uniforme.

Ejercicio 2.5. ** Supongamos que f, converge uniformemente a f sobre un con-
junto X, y que f estd acotada, en el sentido de que existe un nimero M tal que
|f(z)| < M para todo x € X. Probar que existen nimeros M y N tales |f,(z)| < M
para todo z € X y para todo n > N. Investigar si el mismo resultado vale cuando f,
converge a f sélo puntualmente.

Ejemplo 2.1.10. LA CONVERGENCIA PUNTUAL Y UNIFORME DE UNA SU-
CESION DE FUNCIONES DEPENDE DEL CONJUNTO SOBRE EL QUE ESTEMOS
TRABAJANDO
Retomemos la sucesién de funciones del ejemplo 2.1.9 pero discutamos ahora
su comportamiento en el intervalo I = [—1,1]. Mientras |z| < 1 tenemos que
nz™ — 0, asi que f,(z) converge a 0 en el intervalo (—1,1). Es trivial verificar
que también f,(1) converge a 0. Por lo tanto concluimos que f, converge
puntualmente a la funcién 0 en (—1,1]. Al evaluar en z = —1 obtenemos
fn(=1) = 2n(—1)", que es una sucesién divergente. De modo que nuestra
sucesién de funciones no tiene un limite puntual en todo el intervalo [—1,1].
Podemos hacer una consideracién parecida para la convergencia uniforme.
Vimos que las f, no convergen uniformemente a 0 en [0,1] porque el valor
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maximo de la funcién se aproxima a 1/e cuando n — co. Observamos tam-
bién que el méximo de f,, en [0,1] estd en z = n/(n + 1), que se acerca a 1
para valores grandes de n. Veremos ahora que si tenemos cuidado en mante-
nernos lejos de £ = 1 entonces podemos obtener conjuntos sobre los cuales hay
convergencia uniforme a 0. En efecto, sea d € (0,1) e Iy = [0, 4]. Mostraremos
que f, converge uniformemente a 0 sobre cualquier intervalo I5. Sin es sufi-
cientemente grande, tanto como para que § < n/(n + 1) o, equivalentemente,
n > 6(1 — §), entonces

sup | fn(z) — 0| = fr(6) = nd"(1 —9). (2.10)

x€l;
Como ndé™(1 —§) — 0 cuando n — oo hay convergencia uniforme a 0 en I5. &

Ejercicio 2.6. * Investigar sobre qué conjuntos hay convergencia puntual y unifor-
me de la sucesién f,,(z) = z". En particular, mostrar que f, converge uniformemente
a 0 en todos los intervalos de la forma [0, 4], con & € (0,1), pero la sucesién f,, no
converge uniformemente en [0,1).

Ejercicio 2.7. ** Consideremos una funcién h : R — R, no idénticamente nula,
continua, tal que lim,_, 1o, h(x) = 0. A partir de h definimos, para cada natural n > 1
las funciones fp(z) = h(nz) y gn(z) = h(z/n). Investigar la convergencia puntual y
uniforme de las funciones fy,, gn, fn/ny gn/n.

Observacion 2.1.11. Vamos a cerrar esta seccién con un sencillo resultado
que a veces ayuda en los calculos. En los ejemplos 2.1.5 y 2.1.9 tuvimos
cuidado de calcular el valor de sup |f,, — f|. En general, para mostrar que hay
convergencia uniforme basta estimar esta cantidad en vez de calcularla. Esta
observacién es bastante util porque simplifica, o directamente hace posibles,
los cdlculos en muchas situaciones. Resumimos esta observacion en la siguiente
proposicion.

Proposicion 2.2. La sucesion f, converge uniformente a f en X siy sélo si
existe una sucesion de numeros positivos by, tal que lim, o b, = 0 y para cada
n la desigualdad | f,(z) — f(z)| < by, se satisface para todo x en el conjunto X.

PRUEBA. Introduzcamos la notacion

sn = sup | fn(z) — f()]-

reX

Recordemos que, por definicidn, la sucesién f,, converge uniformemente a f si
y s0lo si la sucesién s, formada por los supremos tiende a 0. Por lo tanto, si
hay convergencia uniforme de las f, a f basta escoger b, = s, para mostrar
la existencia de una sucesién con las propiedades deseadas.

Para probar el reciproco notemos que si se satisface

[fa(@) = f(2)] <, zEX

entonces s, < b,. Por otra parte es obvio que 0 < s, asi que 0 < s, < by,.
Como b, — 0 cuando n — oo, entonces también s, —+ 0.
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Ejercicio 2.8. * Hallar el limite de f,(z) = o8’ T—ne op [1,00), y mostrar que la
convergencia a ese limite es uniforme. A

2.1.2 Condicién de Cauchy para la convergencia uniforme

En esta seccién vamos a generalizar algunos de los argumentos que desarrolla-
mos al aplicar el método iterativo para construir la solucién de una ecuaciéon
diferencial ordinaria. Recordemos que obtuvimos la solucién z(t) como limite
uniforme de una sucesién z,,(t), que fabricamos aplicando el operador inte-
gral T. Los argumentos que usamos para asegurar la existencia del limi-
te z(t) y la convergencia uniforme a ese limite pueden extenderse a situaciones
mucho mas generales y proveen criterios utiles de convergencia. Si revisamos
criticamente la prueba de los lemas 1.7 y 1.8 notaremos que la clave de todo
lo que alli se hace es la estimacion 1.281, en la que se prueba que la diferencia

| Zm+1(t) — Tm ()]

puede estimarse, uniformemente en ¢, por una cantidad que es muy pequena,
independientemente de [, si m es muy grande. Es un hecho general que una
propiedad de este tipo asegura la convergencia uniforme de una sucesiéon de
funciones, al punto de que vale la pena introducir una definicién que recoja
esta nocién.

Definicién 2.1. SUCESION DE FUNCIONES UNIFORMEMENTE DE CAUCHY
Diremos que una sucesién de funciones f,, definidas sobre un conjunto X, es
uniformemente de Cauchy en X si dado € > 0 existe ng tal que

sup | fry1(z) — fu(z)| <€ (2.11)
zeX

se satisface para todon >ng y [ > 0.

Ejemplo 2.1.12. La sucesion z,, que construimos en el final del capitulo
anterior es uniformemente de Cauchy en el intervalo I = [tg — d,%9 + 6]. Esto
es una consecuencia inmediata de la estimacién (1.284) que utilizamos en la
prueba del lema 1.8 y de la definicién que acabamos de dar. &

En la seccion 1.9 dedujimos la convergencia uniforme de la sucesion z,, de
la condicién de Cauchy. Esto es completamente general, y, tal como ocurria
para la sucesién z,,, el hecho de que una sucesién de funciones sea uniforme-
mente de Cauchy es suficiente para asegurar su convergencia uniforme. En
realidad ambas cosas son equivalentes, tal como mostraremos a continuacion.
La prueba de que la condicién uniforme de Cauchy implica la convergencia
uniforme no es mas que una generalizacién inmediata de lo que hicimos para
demostrar los lemas 1.7 y 1.8.



2.1 CONVERGENCIA PUNTUAL Y UNIFORME 177
Teorema 2.1. Una sucesion de funciones f,, definidas sobre un conjunto X es
uniformemente de Cauchy si y solo existe una funcion f tal que f,=f en X.

PRUEBA. Supongamos que f,, es uniformemente de Cauchy. En primer lugar
notemos que cada sucesién numérica,

fn(z) z€X,

es una sucesién de Cauchy, como consecuencia de la estimacién obvia
‘fn+l(37) - fn($)| < Sip‘fnﬂ - fn'a z € X.

Por lo tanto, para cada =z € X, existe lim,_,+ fn(z). Definamos una funcién
f(x) por medio de la férmula

f(z) = lim f,(z), ze€X.

n—0o0

Es evidente que f, converge puntualmente a f. Mostraremos ahora que f,=3f.
Para ello usaremos que la condiciéon de Cauchy se satisface uniformemente
en X. Fijemos un € > 0. Entonces existe un ng tal que

sup |fnti(z) — fu(z)] <, (2.12)
reX

sin>mngy!l>0. Por lo tanto

|frnt1(z) — fa(z)| <e (2.13)

para todo x € X, n > ngyyl > 0. Hagamos [ — oo en esta desigualdad, con z
fijo. Como f,(z) tiende a f(z) cuando n — oo tenemos

lim fu(e) = £(2),

asi que pasando al limite en (2.13) obtenemos

[f(z) — fa(z)| <€ (2.14)
Esta desigualdad se satisface para todo x € X y para todo n > ng, por lo que
sup | f(z) — fa(z)| <, (2.15)

zeX

si n > ng. Esto implica que supy |f(z) — fn(x)| tiende a 0 cuando n tiende a
infinito, es decir, la convergencia uniforme de f, a f en X.

Para probar el resultado en la otra direccién no hay mdas que hacer un
argumento parecido al que permite probar que si una sucesién de numeros
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reales converge es de Cauchy. Supongamos que f,=3f. Dado e¢ > 0 existe
un ng tal que

sup |fn, — f| < e sin > ny.

X

Si n > ng y queremos estimar la diferencia de f, y fr4, con I > 0 hacemos

1al®) = fust(@)] < |fa@) = £(@)] + fui(@) = £(2)] < .10
sup,cx [fule) = £(@)] +suppex | funi(a) — f@) <2

Como hemos logrado estimar |f,(z) — fr+:(z)| por 2¢, que no depende de z,
tomamos supremo en x para concluir

sup |fn(z) — fnti(z)| <26 <3¢ sin>ng, [>0. (2.17)
rzeX

Esto es justamente lo que se requiere para que se satisfaga la condicién de
Cauchy de convergencia uniforme, porque 3¢ es un nimero positivo que pode-
mos escoger a nuestro antojo.

Hay un corolario 1til de todo esto, que fue esencialmente el que usamos en
la dltima seccién:

Corolario 2.3. Si el valor absoluto de la diferencia entre dos términos su-
cesivos de la sucesion f, puede acotarse por el término general de una serie
convergente, entonces f, converge uniformemente.

PRUEBA. La prueba de este corolario es sencilla. Supongamos que existe una
serie convergente, con término by, tal que |f,4+1 — fn| < b,. Entonces

n+i—1 n+l—1 n+l—1 00
i —Fal = Y Fir = F)| < D Mfin— £l < D bi<D bi (218)
=n =n =n i=n

Como el 1dltimo término en esta cadena de estimaciones es la cola de una serie
convergente tiende a 0 cuando n — oo, de lo que se desprende la condicién de
Cauchy para las f,, y de ahi la convergencia uniforme.

2.1.3 Series de funciones

El dltimo resultado que probamos se adapta especialmente bien al estudio de
la convergencia de series de funciones. En efecto, si la sucesién f,, que estamos
considerando estd formada por las reducidas n-ésimas de una serie de término
general

an(z), n=0,1,...,

entonces tendremos

ful®) = ai(x). (2.19)
=0
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y la diferencia
fnt1— fn=ay

es el término general de la serie. Como es bien conocido para las series
numéricas, estudiar el comportamiento de una serie no es otra cosa que consi-
derar sucesiones de funciones que se obtienen sumando otras sucesiones. Estd
claro entonces que a la sucesion f,, de las reducidas le podremos aplicar todo
lo que sepamos de la teoria general para sucesiones de funciones, en particular
nuestro ultimo corolario. Sin embargo, la representacion en serie de diversas
funciones es una herramienta muy 1util para su andlisis, por lo que presta-
remos especial atencién a reformular todos los resultados para sucesiones de
funciones en una forma adecuada a trabajar con series.

El corolario 2.3 puede traducirse al muy 1til teorema que pasamos a enun-
ciar. Es usual referirse a la condicion suficiente de convergencia uniforme que
contiene como al criterio de la mayorante de Weierstrass.

Teorema 2.2. Consideremos una sucesion de funciones a, definidas sobre X.
Si existe una sucesion de numeros reales b, tales que

y la serie ), b, es convergente, entonces la serie ), a, converge uniforme-
mente en X.

Ejercicio 2.9. * Probar el teorema anterior. Hacerlo de dos maneras:
1. A partir del dltimo corolario.

2. Usando la definicién de convergencia uniforme y la condicién de Cauchy para
sucesiones numéricas. Al hacer el ejercicio de esta segunda manera habrd que
repasar toda la teorfa que hemos presentado hasta ahora.

Ejemplo 2.1.13. El criterio de la mayorante da alguna informacién nueva
sobre la suma de la trillada serie geométrica ) ° ;2™. Suponemos conocido
el hecho de que

1
an:m, |$|<1,

y diverge cuando |z| > 1. En nuestro lenguaje de convergencia de sucesiones
y series de funciones diremos que la serie ) > 2™ converge puntualmente a
1/(1 — z) en el intervalo (—1,1). El criterio de la mayorante asegura que si
d € (0,1) la serie converge uniformemente en [—4, d]. En efecto, si z € [, ]
entonces |z|" < §". Como la serie numérica con término general §" es conver-
gente concluimos que la serie de término general " converge uniformemente
a 1/(1 —z) en todos los intervalos [—4, d], para 0 < § < 1.
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Ejercicio 2.10. ** Usar el hecho de que

1-— xn—i—l

S, (x) = Zx’ =0 (2.21)

para concluir directamente, sin usar el criterio de la mayorante, que S,, converge
uniformemente a 1/(1 — z) en los intervalos [—§,4], con § € (0,1). Mostrar ademds
que S, no converge uniformemente en (—1,1).

Observacién 2.1.14. Las consideraciones que estamos haciendo se aplican a
la serie geométrica cuando z es un nimero complejo de médulo menor que 1.
Es usual usar la notacién z en vez de x cuando se trata de niimeros complejos,
asi que seguiremos ese uso. Podemos afirmar entonces que la serie

i 2t (2.22)

1=0
converge puntualmente a f(z) = 1/(1 — z) en el disco {|]z| < 1} y lo hace

uniformemente sobre los discos {|z| < r}, si 0 <r < 1. (X )

A continuacién presentamos algunos ejercicios de aplicacién del criterio de
la mayorante.

Ejercicio 2.11. * Estudiar la convergencia y la convergencia uniforme de las series
de funciones ) a, con término general

1. an(z) = Si“?s—;”), n=12...,
2. an(2) = przz 0=1,2....

Ejercicio 2.12. **

1. Sea f : X — R una funcién tal que supy |f| < 1. Mostrar que > .~ f(z)"
converge uniformemente y calcular su suma.

2. Estudiar la convergencia, convergencia uniforme y calcular la suma cuando
corresponda para las series de funciones Y - an (), cuyo término general es:

i) (—l—w)n i) L (—1—$)n i ze
1tz ) 2n  \17z ) > .

2.1.4 Convergencia y continuidad

En esta secciéon comenzaremos a tratar de determinar cudles son las propieda-
des de una sucesion de funciones f,, que “pasan al limite”. Varias cuestiones
de esta naturaleza quedaron planteadas al final del capitulo 1, entre ellas
la siguiente pregunta: jes continuo el limite de una sucesién de funciones
continuas? En lo que sigue supondremos que el conjunto X sobre el que
estamos trabajando es un subconjunto de R, C o R", y la distancia entre dos
puntos z e y en X serd la usual.
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Empecemos por razonar informalmente. Tomemos una sucesién de funcio-
nes continuas f, definida en X, que converge puntualmente a un limite f y
estudiemos la continuidad de f. Para ello tomemos un punto z € X y trate-
mos de ver si el valor f(y) de la funcién f en un punto y € X estd “cerca” del
valor f(z) cuando y esta cerca de z. Queremos estimar entonces |f(z) — f(y)]
y ver si podemos hacer esta diferencia tan pequena como queramos (menor
que un e prefijado) tomando y muy préximo a z (|z — y| < d, donde d debe
elegirse de manera conveniente). Vamos a escribir esta diferencia haciendo
aparecer las f,, para usar la convergencia de f, a f y la continuidad de las
fn- Considero

f(2) = fy) = f(2) = fnl2) + fo() = fo(y) + fn(y) — f(y). (2.23)

Por lo tanto, como una consecuencia de la desigualdad triangular tenemos

17 (z) = FW)| < [f (@) = fa(@)] + |fn(z) = fu@)] + [fuy) = F)l. (2.24)

Fijemos un € > 0 y tratemos de acotar cada uno de los sumandos en el miembro
de la derecha de (2.24). Como las f,, convergen puntualmente a f las sucesiones
fn(x) y fuly) tienden a f(z) y f(y) respectivamente. La convergencia de f,(z)
implica que existe ng tal que

|fn(z) — f(z)| <€/3 si n>mnyg.

Anilogamente, existe n; tal que

[faly) = F(Y)l <e€/3 si n>mni.

Fijemos ahora n > max{ng,n;}. Como f, es continua existe un d > 0 tal que

1fn(y) — fu(2)| <€/3 si |y—=z| <d.

Por lo tanto, si se satisface esta ultima condicién podemos asegurar, a partir
de la estimacién (2.24), que

1f(z) = fy)] <e.

Con este argumento habriamos probado que el limite puntual de una sucesiéon
de funciones continuas es continuo. Siaplicamos este resultado al ejemplo 2.1.7
concluimos que la funcién f definida en el intervalo [0, 1] por la férmula (2.7)
es una funcién continua en [0, 1]. Interesante, jno?

Ejercicio 2.13. * ;Es continua o no es continua la funcién f definida en [0,1]
por (2.7)?
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2.2 Propiedades de la convergencia uniforme

En esta seccién nos ocuparemos de las propiedades de las sucesiones de fun-
ciones que convergen uniformemente. En particular de las relaciones entre la
convergencia uniforme y la continuidad, y entre la convergencia uniforme y
las operaciones de integraciéon y derivacién. Es interesante subrayar que en
esta seccién probaremos varios resultados para sucesiones de funciones que
convergen uniformemente, que son en general falsos si sélo se usa la hipétesis
mas débil de convergencia puntual.

2.2.1 Convergencia y continuidad revisitadas

Es imprescindible empezar con una aclaracién. Como ya sospecharin quienes
hayan leido atentamente el final de la seccién anterior los argumentos que alli
presentamos estidn mal y en general es falso que el limite puntual de
una sucesién de funciones continuas sea continuo. Un ejemplo que
muestra esto es el 2.1.7, donde se estudia la convergencia de las funciones z™
en el intervalo [0,1]. A continuacién presentamos otro ejemplo.

Ejemplo 2.2.1. EL LIMITE PUNTUAL DE UNA SUCESION DE FUNCIONES
CONTINUAS PUEDE NO SER CONTINUO.
Consideremos la sucesién de funciones definida en R por

_ 1
1420’

fn(z) (2.25)
e investiguemos su convergencia cuando n — oo. Para estudiar la convergencia
recordemos que

T — 0 si |z <1,

" =1 si oz =41, (2.26)

2" — too si |z > 1.

Por lo tanto f,(z) converge puntualmente en R a la funcién definida por

1 si |z| <1,
flz)=14 3 si z==41, (2.27)
0 si |z|>1,
que es una funcién discontinua en los puntos x = —1y z = 1. &

Tal como este nuevo ejemplo confirma, el limite puntual de una sucesiéon

de funciones continuas puede ser discontinuo®.

3vale la pena mencionar el hecho de que Cauchy crefa lo contrario e incluso llego a
“probar” que si una sucesién de funciones continuas converge puntualmente a un limite f
entonces f es continua. Cauchy hizo esta afirmacién, alrededor de 1820, en un momento en
que las nociones bésicas del andlisis matemadtico en la forma que lo conocemos hoy en dia
todavia no estaban completamente precisadas
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Intentemos ver qué es lo que fracasa en el argumento que hicimos en la
seccion anterior. Nuestro calculo consistia en estimar

1f (@) = FW) < [f (@) = fu(@)| + | fulz) = fa@)] + [ fuly) = FW)]. (2.28)

FijdAbamos z y € > 0. Luego deciamos que, como para cada y la sucesion
fn(y) converge a f(y), existe un n; tal que |fn(y) — f(y)| < € si n > n;. Esta
afirmacién es casi correcta, pero un poco ingenua. Notemos que para cada y
la sucesioén f,,(y) es una sucesién numérica diferente y, si bien es cierto que
fijado un y la diferencia

fn(y) — f(y)

puede hacerse tan pequena como se quiera con tal de tomar n grande, en
general el valor de n que hay que usar depende del punto y. Esta consideracion
es fundamental, porque lo que si es cierto es que para cada y existe un nimero
n = n(e,y), que depende de € y de y, tal que

[fuly) — F(y)l <e si n>n(ey).
Es en este punto donde fracasa la “prueba” que hicimos en la seccion 2.1.4.

Ejemplo 2.2.2. Estudiemos esta cuestion de la dependencia de n en € y el
punto z del conjunto X para el caso f,(z) = z", X = [0,1]. Siz =1
el problema es trivial, porque para todo n se tiene f,(1) = 1, asi que nos
limitaremos a considerar z < 1. Si z < 1 el limite f(z) es cero. Tomemos
e € (0,1) y busquemos el valor de n a partir del cual se satisface la condicién

e> |falx) = f(2)] = 2" (2.29)

El caso £ = 0 es trivial. Cuando z # 0 tomamos logaritmos en (2.29) para
concluir que esta desigualdad es completamente equivalente a n > loge/ log .
Por lo tanto en este ejemplo tenemos

_ loge

n(e, ) si z€0,1). (2.30)

~ logz’
Es evidente de esta férmula que n(e, z) es grande cuando € es chico, tal como
era de esperar, pero también es grande cuando x estd prorimo a 1. En par-
ticular, si intentdramos probar la continuidad de la funcién limite en z = 1,
nuestro argumento fracasaria porque el valor de n necesario para acotar la
diferencia f,,(y) — f(y) por € tiende a infinito cuando y se acerca a 1. &

Ejercicio 2.14. ** Calcular n(e,z) en el ejemplo 2.2.1 e investigar su comporta-
miento para x cerca de los puntos £1, en los que la funcién limite es discontinua.

Recordemos que cuando la convergencia de las f, a su limite f es uniforme
sobre un conjunto X, la aproximacién f,(z) a f es uniforme y el valor de n
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necesario para que |f,(z) — f(z)| sea menor que un valor € prefijado deja de
depender de z. Esto es una consecuencia directa de la definicién. Si f,=f
en X entonces

lim sup |f(z) — f(2)] = 0.

n—oo zeX

Si fijamos € > 0 existe un nimero n(e) (que sélo depende de €, porque ahora
no tenemos entre manos mas que una sucesién numérica) tal que

sup |fn(z) — f(z)| <€ si n>nle).
TeX

Por lo tanto
|fn(z) — f(z)| < Sup [falz) = f(@)| <e, z€X, n>nle).

Ejemplo 2.2.3. Si consideramos la sucesién z" en un intervalo Iy = [0, ],
con ¢ < 1 fijo, y tomamos € € (0,1), entonces podemos escoger

n(e) = log e/ log d.

Recordemos que z" converge uniformemente a 0 sobre los intervalos I5 que
estamos considerando. &

Luego de todas estas consideraciones ya estamos listos para enunciar y
demostrar el siguiente teorema;

Teorema 2.3 (Convergencia uniforme y continuidad). Sea X un sub-
conjunto de R (R™ 0 C) y f, una sucesion de funciones continuas en un punto
z € X, que convergen uniformemente en X a una funcion f. Entonces f es
continua en x.

PRUEBA. Tenemos que probar que dado € > 0 existe un § > 0 tal que
|f(z) — fy)] < € siyestd en X y |z —y| < §. Consideremos entonces
€ > 0 y busquemos estimar la diferencia f(z) — f(y) como antes:

1f(2) = fW)| < [f (@) = ful@)] + |fn(2) = fu@)] + [fnly) = F»)l- (2.31)

Como para cualquier punto y € X, en particular para x, se satisface

entonces

|f(z) = fly)l < 2S§p\f — fal +1fnl@) = fa(y)l-

Esta ultima desigualdad es valida para cualquier n. Como hay convergencia
uniforme en X la sucesién numérica supy |f — f,,| tiende a 0, asi que existe
un n(e€) tal que

sup|f — ful <€/4 si n>n(e).

X
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Fijemos un ngy cualquiera que satisfaga ng > n(e). En virtud de la estimacién
anterior tenemos que

|f(z) = fy)| < % + [fro (@) = fno (W) (2.32)

La continuidad de la funcién f,, en el punto z asegura que existe 6 > 0 tal
que

| fro () — fro(w)| < €/2 si |z —y| <. (2.33)

Para este ¢ obtenemos, combinando (2.32) y (2.33), que

|f(z)—fly)|<e si |z—y|<d.

Esto completa la prueba de la continuidad de f en z.

El teorema que acabamos de probar tiene que ver con la continuidad en
un punto z del dominio de definicién de las funciones f,, y f, pero tiene como
consecuencia inmediata el siguiente corolario:

Corolario 2.4. Sea X un conjunto de R (R"™ o C) y f, una sucesion de
funciones continuas en X, que convergen uniformemente en X a una fun-
cion f. Entonces f es continua en X.

La prueba de este resultado es inmediata y consiste en aplicar el teorema
anterior en cada punto z del conjunto X. Notemos ademis que podemos
derivar de todo esto un sencillo criterio para saber que algunas sucesiones de
funciones no convergen uniformemente.

Corolario 2.5. Si una sucesion f,, de funciones continuas definidas sobre un
conjunto X, converge puntualmente en X a un limite f que no es continuo,
entonces la convergencia no es uniforme en X.

Ejemplo 2.2.4. Las sucesién z” no converge uniformemente en el intervalo
[0,1]. La sucesién 1/(1 + 2?") no converge uniformemente en R. )

También es posible derivar una versién para series de funciones del teorema
de convergencia uniforme y continuidad.

Corolario 2.6. Sea a,, una sucesion de funciones continuas definidas en un
conjunto X C R (R™ 0 C). Si la serie Y a, converge uniformemente en X
entonces su limite es una funcidn continua en X.

Ejercicio 2.15. * Probar que las series del ejercicio 2.11 definen funciones continuas
en R.
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Ejercicio 2.16. * TUN ADELANTO DE LAS SERIES DE FOURIER

1. * Sean {a,}52; v {bn}22, dos sucesiones de nimeros reales tales que

“+oo “+oo
D lan| <00, D |bn| < oo (2.34)
n=1 n=1

Sea L un ntmero real positivo cualquiera. Probar que

fz) = io {an cos (?m) + by, sin (27%.1:) } (2.35)

n=1
define una funcién continua, periédica de periodo L, sobre R. Q
2. ** Sea {a,}° ., una sucesién de numeros complejos tal que
—+oo
2 lan| < oo. (2.36)
n—=-—oo

Esta suma debe interpretarse como

+oo +N
Z lan| = J\}l—r)noo n;N |an|. (2.37)

n=—oo

Sea L un ntmero real positivo cualquiera. Probar que

+oo
fl@)= Y ane™e (2.38)

n=—0oo

define una funcién continua, periédica de periodo L, sobre R.

Observacién 2.2.5. El teorema 2.3 puede verse como un resultado sobre el
intercambio de dos operaciones del paso al limite. En general, la continuidad
de una funcién f en un punto x puede caracterizarse de la siguiente manera
limy_,, f(y) = f(z). Silas f, son continuas y f es el limite de las f,, podemos
escribir

f(z) = lim f,(z) = lim lim f,(y). (2.39)

n—00 n—00 Yy—T

Por otro lado, podemos usar primero la continuidad de f y luego la conver-
gencia de las f,, a f para escribir

f(z) = lim f(y) = lim lim f,(y). (2.40)

y—z YT N—>00

De esto se desprende que, en las hipdtesis del teorema 2.3, vale la igualdad

lim lim f,(y) = lim lim f,(y) (2.41)

n—00 y—r Yy—T n—>00

y es legitimo intercambiar las dos operaciones de paso al limite. [
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1 Equicontinuidad

Para intentar probar la continuidad, en un punto z € X, del limite puntual de
una sucesién de funciones recurrimos a la definicién de continuidad. Fijamos
e > 0 y estimamos la diferencia f(y) — f(z) usando la férmula (2.31). Luego
tratamos de asegurarnos de que podiamos hacer pequenios cada uno de los
sumandos que aparecen en el término de la derecha tomando n grande e y
cerca de z. Analicemos un poco esto.

1. Para cada y € X, en particular para y = x, existe un nimero n(e,y) tal
que

|fa(y) — F(y)| < €sin>n(e,y).

Cuando la convergencia no es uniforme teniamos el problema de que este
n(e,y) puede hacerse muy grande cuando y se aproxima a z.

2. La diferencia | f,(y) — fn(z)| puede hacerse pequena usando la continui-
dad de f, en z. La continuidad asegura que existe un nidmero ¢§ tal
que

|fn(y) — fu(z)] < €sily — x| < 0.

Es importante notar ahora que este nimero § depende de ¢, del punto z
en que estemos trabajando y también depende del comportamiento de la
funcién f,, cerca de z. Como la funcién f, cambia al cambiar n resulta
entonces que § tambien depende de n y es, en definitiva 6 = (e, z,n).

Ejemplo 2.2.6. Consideremos la sucesién f,(z) = z™ en [0,1] y el punto
z = 1 de ese intervalo, en el que todas estas funciones toman el valor 1.
Fijemos € > 0 y tratemos de determinar para que = € [0, 1] se satisface

fn(1) = fa(@)| =1-2" <e (2.42)
Es claro que debe ser z > (1 — €)1/", lo que implica que
l—z|=1-2z<1—(1—¢"=4d(c,1,n). (2.43)

Vemos entonces que en este punto el § que nos asegura una buena aproximacion
del valor f,(1) por f,(z) tiende a cero cuando n tiende a infinito. )

La dependencia de n en y y de d en n es lo que hace fracasar el argumento
ingenuo de la seccion 2.1.4. Sin embargo el argumento camina cuando la
convergencia es uniforme y n deja de depender de y. Veremos a continuacién
que también es posible mostrar la continuidad del limite cuando § no depende
de n. Conviene introducir una definicién que recoja esta nueva nocion.
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Definiciéon 2.2. EQUICONTINUIDAD

Una sucesién de funciones f,, definidas en un conjunto X C R (R" o C) es
equicontinua en ¢ € X si para cada e > 0 existe un ¢ > 0 tal que para todo n
se satisface la desigualdad

[fn(y) — falz)] <€ (2.44)
siye Xy l|ly—x| <é.
El contenido de esta definicién es que el § = d(¢, z) no depende de n.

Ejercicio 2.17. * Mostrar que la sucesién 2" es equicontinua en todos los puntos
del intervalo [0,1), pero no lo es en z = 1.

Ejercicio 2.18. ** Mostrar que si una sucesién f,, definida en un conjunto X (que
se supondrd contenido en R, R™ o C) converge puntualmente en X a un limite f y
es equicontinua en € X, entonces f es continua en z. T

2.2.2 Convergencia e integracion

El objetivo de esta seccién es estudiar la relacién entre las operaciones de
integracién y paso al limite. Comenzaremos por presentar un ejemplo que
ilustra el tipo de problemas que nos ocuparin y, de paso, da alguna informacién
acerca de cuales son las respuestas posibles.

Ejemplo 2.2.7. LA INTEGRAL DEL LIMITE PUEDE NO SER EL L{MITE DE
LAS INTEGRALES

Este ejemplo es una pequena extension del ejemplo 2.1.9. Consideraremos,
para a € R cualquiera, las sucesiones de funciones

fulz) =n%(1 — z)z", zel=1[0,1]. (2.45)

Es facil ver que, para cualquier o estas sucesiones convergen puntualmente a
0 en I. Para ver si la convergencia es uniforme simplemente recordemos que
el maximo de f, se alcanza en z = n/(n + 1) (ver el ejemplo 2.1.9) y tenemos
entonces

n n+l no—1
sup fn = fu(n/(n+1)) =n*" ( ) ~ , cuando n — oco. (2.46)
I n+1 e

Por lo tanto hay convergencia uniforme a 0 si @ < 1, y no la hay si a > 1.
Pasemos ahora a estudiar el comportamiento de las integrales de f,. Con-
sideremos

In= /01 Jul(z)de = n* (rHl- 1 n41—2) - (n+ 1?; +2) (2.47)
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De este céalculo se desprende que

400 si a> 2,
lim I, = 1 si a=2, (2.48)
n—oo .
0 si a<?2

Como f,, — 0 (puntualmente) en todos los casos, independientemente del valor
de a, estd claro que en general es falso que

g [ 5= [ Jim g (249
cuando lim,, f,, = f vale en el sentido de la convergencia puntual. Observemos
que, a pesar de que las f, convergen a 0 para cualquier «, cuando o > 2
siempre hay puntos donde la funcién f, toma valores muy grandes y eso basta
para hacer grandes las integrales. Cuando hay convergencia uniforme a 0, en
el rango o < 1 este tipo de comportamiento no es posible porque las f, son
uniformemente pequenias y vemos que, efectivamente, las integrales convergen
a 0 si @ < 1. Notemos que I,, también converge a 0 si 1 < a < 2, aunque no
haya convergencia uniforme de las f, a 0 en este 1ltimo caso. )

En realidad, siempre que hay convergencia uniforme y estamos integrando
sobre un conjunto de longitud (en general drea o volumen) finita la integral
del limite es el limite de las integrales. Ese es el contenido de nuestro proximo
teorema.

Teorema 2.4 (Convergencia uniforme e integracién). Sea I = [a,b]
un intervalo de R y f, una sucesion de funciones continuas que converge
uniformemente a una funcion f. Entonces

lim / " (o)de = / ' f(a)da. (2.50)

PRUEBA. Para estimar la diferencia entre las integrales que aparecen en (2.50)
comenzamos por utilizar la desigualdad triangular para integrales, y obtene-

o / o) de / ey

La desigualdad

b
< [ 15ale) - 1@ da.

|fn(z) = F(2)| < sup [fu(z) — f(z)|

z€[a,b]

es cierta para cada z € [a,b]. Al combinarla con la acotacién para la integral
que habiamos obtenido previamente resulta

/ ’ fula) de / ' fla) do

<(b—a) sup |fu(z)— f(z)|. (2.51)

z€[a,b]
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Este cdlculo muestra entonces que la diferencia tiende a cero y es todo lo que
necesitamos para completar la prueba del teorema. <

Corolario 2.7. Si {ap}n=12.. es una sucesion de funciones continuas en un
intervalo [a, b], tal que la serie ) a,, converge uniformemente en [a,b] entonces

b © b
/a ;an(x)dm:;/a an(z)dz. (2.52)

Observacién 2.2.8. Notemos que en la estimacién de la diferencia de las
integrales aparece la longitud b— a del intervalo [a, b], que es un nimero finito.
Esta observacion permite generalizar el teorema a un contexto mas general. Si
X C R” es un conjunto de volumen V finito (si n = 1 el volumen es la longitud
y sin = 2 el drea) y f, una sucesién de funciones continuas y acotadas que
converge uniformemente en X a una funcién f entonces

‘ [ ris— [ s

De esta acotacién se desprende inmediatamente que

< / ful@) — F(@)] <V sup |fulz) - f(z)]. (2.53)
X

zeX

lim an(a:)da::/Xf(x)d:z;. (2.54)

n—oo

La hipétesis V < oo es esencial. Si no se satisface el resultado es, en general,
falso. Un ejemplo trivial es el siguiente:

Ejemplo 2.2.9. Sea X = R, y para cada n € N definamos f,, como la funcién
constante 1/n. Entonces f, converge uniformemente a 0 en R, pero la integral
de f,, que es siempre igual a +00, no converge al valor de la integral del limite,
que es 0. &

El siguiente ejercicio muestra un ejemplo con un poco mas de gracia.

Ejercicio 2.19. * Consideremos

_ 1
1422’

f(z) z€R (2.55)

y la sucesién fn(z) = f(z/n)/n. Mostrar que f, converge uniformemente a 0 en R,
pero la integral de f, no converge a 0. [ )

Ejercicio 2.20. Calcular los siguientes limites:
1. * lim,_ o, n? fol z™(1 — m)ecosz("z)d1'§
2. * limp, oo fol e~ " cos?(nz)dz;

3. ** lim, ,.n? fol z"(1 - w)eC°S2(”$)d$;
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4. FF* lim, o fol (1+ %)" dz.

Ejercicio 2.21. * Consideremos la sucesién de funciones definida en el intervalo
[0,1] por

dn’y si 0<z< 4,
fo(z) =< —4n’z+4n si %'1 <z <z, (2.56)

1. Calcular el limite puntual de la sucesién f,, al que llamaremos f.

2. Investigar si la convergencia a f es uniforme.
3. Calcular fol fylim, o fol fn-

De la prueba del teorema de convergencia uniforme e integraciéon podemos
obtener més informacién. Notemos que en la estimacion (2.51) para la diferen-
cia de las integrales aparecen sélo el supremo de las diferencias entre f, y f en
el intervalo I, y la longitud de I. Si en vez de integrar hasta b integramos en
un intervalo [a, z] con el mismo cédlculo podemos probar el siguiente resultado.

Proposicion 2.8. Con las mismas hipdtesis que en el teorema 2.4 considere-
mos las funciones

F(z) = / " b (s)ds, Flz) = / " F(s)ds. (2.57)

Entonces F,, converge a F uniformemente en I.

PRUEBA. La prueba consiste en repetir las estimaciones del teorema anterior
poniendo z en vez de b, en efecto

[Fn(z) — F(z)| < (z —a) sup |fn(s) — f(s)]-

s€la,z]

Como0<z—a<b—ay

sup [fn(s) = f(s)| < sup |fu(s) = f(s)]

SE[&,SU] SE[a,b]

resulta

|Fn(z) — F(z)| < (b—a) sup |fn(s) — f(s)].
s€la,b]

De esta estimacién uniforme en z € [a, b] se desprende el teorema. <

Observacién 2.2.10. LAS CLASES DE FUNCIONES PARA LAS QUE SABEMOS
CALCULAR LA INTEGRAL

Entre las hipétesis del teorema 2.4 y la proposicién 2.8 incluimos la de con-
tinuidad de las f,, cosa que implica la continuidad del limite f una vez que
asumimos que hay convergencia uniforme. En las estimaciones que aparecen
en la prueba aparentemente no hicimos uso de esta hipdtesis. Sin embargo,
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esto es sélo aparente y usamos la continuidad de las funciones f y f, para
asegurarnos de que estdn en una clase de funciones para las cuales estd defi-
nida la integral. Este asunto no es trivial, porque si las integrales de f y f,
no estan definidas el teorema ni siquiera puede enunciarse.

La nocién de integral que suele introducirse en los primeros cursos de
Célculo habilita a integrar una clase bastante mas amplia que la de las fun-
ciones continuas. Por ejemplo, es usual extender la integracion a las funciones
continuas a trozos, o directamente presentar la nocién de funciones integrables
Riemann. En este contexto podemos obtener un resultado que vincula la con-
vergencia uniforme con las propiedades de la integral, tal como enunciamos a
continuacién. Omitiremos la prueba de esta proposicion.

Proposicién 2.9. Consideremos un intervalo acotado I = [a,b] de R, y fn
una sucesion de funciones integrables Riemann definidas en I, que convergen
uniformemente en I a una funcion f. Entonces

1. f es integrable Riemann.

2. Si introducimos las funciones

Fo(z) = / " p(s)ds, Flz) = / " f(s)ds, (2.58)

entonces F,, converge a F uniformemente en 1.

La dificultad adicional contenida en este resultado consiste en mostrar que
la funcién limite f cae dentro de la clase de funciones para las que sabemos
calcular la integral®. 'Y

4 vale la pena mencionar que la teorfa de integracién de Riemann, que se desarroll$ en el
siglo XIX, es insuficiente para resolver muchos de los problemas del anélisis matematico. La
teoria moderna de integracion estd basada en un procedimiento de definir la integral que se
debe, esencialmente, al matemadtico frances Henri Lebesgue y fue desarrollada a comienzos
de este siglo alrededor de la nocién de funcidn medible.

La clase de funciones medibles segin Lebesgue es méas amplia que la que produce la integral
de Riemann y tiene la ventaja de que se comporta mejor frente a las operaciones de paso al
limite. Por ejemplo, acabamos de mencionar en el teorema anterior que el limite uniforme
de funciones integrables Riemann es integrable Riemann. Sin embargo esta afirmacién no es
cierta para el limite puntual, que puede caer fuera de la clase de funciones para las que es
posible calcular la integral en el sentido de Riemann. Sin embargo, la integral de Lebesgue
no tiene este problema ya que el limite puntual de funciones medible resulta ser medible.

Para cerrar este comentario sefialemos que si una funcién es integrable Riemann entonces
es integrable Lebesgue y el valor de la integral es el mismo para los dos procedimientos
de integracién, de modo que la integral de Lebesgue constituye una extensién del concepto
de integral debido a Riemann. También es cierto el teorema de convergencia uniforme e
integracion en el marco de la teorfa de las funciones integrables Lebesgue
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2.2.3 Convergencia y derivacion

Nos queda por investigar la relacién entre la convergencia uniforme y la otra
operacién de paso al limite: la derivacién. Notemos que era previsible que la
convergencia uniforme implicara la convergencia de las integrales si el conjunto
de integracidn esta acotado. Esto es una consecuencia de que si el integrando es
chico entonces la integral da algo chico. Por lo tanto, si la diferencia entre dos
funciones es pequeiia la diferencia entre sus integrales también lo serd. Todo
esto es falso para las derivadas, ya que una funcién puede tener derivadas muy
grandes porque sufre una gran oscilacién y mantenerse muy pequena. Un
ejemplo de esta situacion es el siguiente.

Ejemplo 2.2.11. Consideremos la sucesién de funciones

sinn’z

fulz) = s n=12,..., (2.59)

que converge uniformemente a 0 en todo R. Si la derivamos obtenemos

fi(x) = ncosn’z (2.60)

n
que no converge. Por ejemplo, en z = 0 diverge a +o00. &

Sin embargo, es posible obtener un resultado para calcular derivadas de la
funcién limite a partir de lo que sabemos para el cilculo de integrales. Ese es
el contenido del proximo teorema.

Teorema 2.5 (Convergencia uniforme y derivacién). Sea I = (a,b)
un intervalo de R, y fn una sucesion de funciones de clase C', definidas
en I, tales que fn, y fl convergen uniformemente en I a funciones f y g
respectivamente. Entonces g = f'.

PRUEBA. La prueba consiste esencialmente en traducir todas las afirmaciones
relativas a derivadas en integrales. En efecto, si fijamos ¢y € I para cada
n € N se tiene

@) = aloo) + [ Sits)ds. (2.61)

Usando las hipétesis y la proposicién 2.8 podemos pasar al limite en (2.61) y

obtener
X

f(z) = flzo) + / o(s)ds. (2.62)

Zo

Como la convergencia uniforme de las f}, permite asegurar que g es continua
podemos derivar la igualdad (2.62) para concluir que f'=g¢g. ¢
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Corolario 2.10. Sea {ap}n=12.. una sucesion de funciones de clase C" en un
intervalo (a,b), tal que las series Y. a, y > al, convergen uniformemente en

(a,b). Sea S(z) la suma de la serie, es decir S(z) =Y 17, an(z). Entonces

S'(z) =) ap(x). (2.63)

Ejercicio 2.22. * Mostrar que en el teorema 2.5 (y en su corolario) la hipdtesis de
convergencia puede debilitarse y basta con que f, y f), convergan uniformemente en
cualquier intervalo [a + €,b — €] contenido en (a, b).

E- o o 223 *M
Z +;L~

n2 2
n=1

es una funcién de clase C! en R.

El teorema anterior y su corolario son suficientes para la mayoria de las
aplicaciones, pero si miramos la prueba con detenimiento resulta facil verificar
que es posible probar, casi con el mismo esfuerzo, un resultado un poco més
general.

Proposicién 2.11. Sea I = (a,b) un intervalo de R y f, una sucesion de
funciones de clase C' definidas en I tales que

1. fl converge uniformemente en I a una funcidn g,

2. eziste un punto xo € I tal que fr(zo) converge,
entonces existe una funcion f definida en I, de clase C' tal que f,, converge
uniformemente a f y f) converge uniformemente a f' en I.
Ejercicio 2.24. ** Demostrar la proposicién 2.11.

Es muy 1til también generalizar estos resultados al caso de funciones de
varias variables. Ese es el contenido del préximo ejercicio.

Ejercicio 2.25. * Consideremos una sucesién de funciones f,, de clase C*, defini-
das en un conjunto abierto & C R™. Indiquemos con 9;,h la derivada parcial de una

funcién h respecto a la i-ésima componente de z = (x1,...,%,). Supongamos que

fn ¥y O, fn. convergen uniformemente sobre Q a f y g respectivamente. Probar que

g=0yf. Q
Ejercicio 2.26. ** Consideremos la sucesién

x
folz) = Ton © eR, neN. (2.64)
1. Calcular el limite puntual de las sucesiones f, y f},, a los que llamaremos f y g
respectivamente.

2. Probar la derivada f'(z) existe para todo x € R, pero f'(0) # ¢(0).

3. Estudiar sobre qué subconjuntos de X C R hay convergencia uniforme de f,,
a f, y sobre qué subconjuntos hay convergencia uniforme de f}, a g.
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2.3 Espacios normados

En la observacién 2.1.4 habiamos adelantado la idea de que la convergencia
uniforme est4 relacionada con la convergencia respecto a la norma del supremo.
Recordemos que una norma || - || definida sobre un espacio vectorial V real (o
complejo) es una funcién

[-1: V—=R(C)
con las siguientes propiedades:

1. para cualquier vector v € V se tiene que ||[v]| > 0. Ademsds |[v|| =0siy
sélo si v es el vector nulo del espacio V;

2. si X es un escalar (en R o C, dependiendo de que el espacio vectorial sea
real o complejo) y v € V entonces ||Av|| = |A|||v|];

3. se satisface la desigualdad triangular

[o +wll < [lof| + [lw]l, v,weV,

Es corriente usar la notacién (V,|| - ||) para referirse al espacio vectorial V
normado con la norma || - ||.

Ejemplo 2.3.1. En cualquier espacio vectorial V formado por funciones aco-
tadas (a valores reales o complejos) definidas sobre un cierto dominio X, pode-
mos introducir una norma, a la que llamaremos || - ||, de la siguiente manera:
si f € V definimos

[ flloo = sup |£(z)]- (2.65)
zeX

La condicién de que las funciones estén acotadas asegura que este supremo es
finito y es un ejercicio muy ficil verificar que (2.65) es una norma en el espacio
V.

Ejercicio 2.27. * Consideremos un conjunto X, el conjunto
V={f:X >R (C); facotada} (2.66)
formado por las funciones reales (complejas) acotadas sobre X, y

| fllec = sup |f(2)]. (2.67)
zeX

Mostrar que (V,|| - ||o) €s un espacio vectorial normado sobre R (C).

Notemos ademds que la definicién de convergencia uniforme implica que
la condicién

lm [|fn = fllc =0
n—o00

es completamente equivalente a la convergencia uniforme en X de la sucesiéon
de funciones f,, a una funcién limite f. &
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Observacién 2.3.2. UN COMENTARIO SOBRE LA NOTACION

A veces es preferible introducir una notacién para la norma (2.65) que ha-
ga referencia explicita al espacio vectorial con el que se estd trabajando, en
particular al conjunto X sobre el que estdn definidas las funciones. Cuando
queremos destacar cual es el conjunto X en el que trabajamos es usual utilizar
la notacién || - [ zeo(x) en vez de | - [|oo. Por ejemplo, si estamos considerando
funciones en C([a, b]) y queremos escribir la norma del supremo de esta manera
resulta

[l (ae)y = sup |f(2)]- (2.68)
z€[a,b]

Sacaremos algtin partido de esta notacion en el capitulo dedicado a las ecua-
ciones en derivadas parciales. [

Una norma en un espacio vectorial es una medida de la “longitud” de los
vectores del espacio. Por lo tanto una norma tambien provee una forma de
medir que tan lejos estdn entre si dos vectores v y w calculando ||v — w||, la
“longitud” o norma de su diferencia. Este tltimo comentario sugiere que es
posible dar una definicién general de convergencia en el marco de los espacios
vectoriales normados, que contenga, entre otras, a la nocién de convergencia
uniforme.

Definicion 2.3. CONVERGENCIA RESPECTO A UNA NORMA

Sea V un espacio vectorial con una norma || -||. Diremos que una sucesioén z,,
de elementos de V converge a z € V en la norma || - || si
lim ||z, —z|| = 0. (2.69)
n—o0

El contenido de esta definicién es que la sucesioén z,, converge a z cuando la
“longitud” de la diferencia z,, — x puede hacerse tan pequena como se quiera,
con tal de tomar n suficientemente grande. La notacién que utilizaremos para
esta nocién de convergencia es la usual z, — = o lim, o z, = z, aunque
aclararemos que se trata de convergencia en relacién a la norma. También es

. . Il ‘s
corriente usar la notacién z, ~L z, en la que la norma aparece explicitimente,
para indicar este tipo de convergencia.

Ejemplo 2.3.3.

1. Consideraremos el espacio V formado por las funciones continuas, a
valores reales, definidas sobre el intervalo [a.b]. Indicaremos este espacio
con la notacién C([a, b]). También es usual la notaciéon V = C([a,b] : R)
cuando se quiere hacer referencia explicita a que las funciones de V
toman valores reales. Tal como adelantamos, en C([a, b]) la convergencia
respecto a la norma || - || es la convergencia uniforme.
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2. La nocién usual de convergencia de sucesiones en R" no es otra cosa que
la convergencia respecto a la norma euclidea

donde hemos usado la notacién habitual z = (21, z2,...,zy)- &

Ejercicio 2.28. * LA NORMA ES UNA FUNCION CONTINUA.

Sea V un espacio vectorial con una norma || - ||. Si z, converge a z, en el sentido
de la convergencia en norma, probar que ||z,|| converge a ||z||. Concluir que si una
sucesion x,, es convergente en el sentido de la norma || || entonces ||z, || es una sucesién
acotada. Sugerencia: tener en cuenta que la desigualdad triangular para las normas
implica que |||z]| — |ly||| < ||z — y|| (la diferencia de longitud entre dos lados de un
tridngulo es menor que la longitud del tercer lado). Q

Es interesante observar que sobre un mismo espacio vectorial es posible
definir mas de una norma, y que cada una de estas normas tiene asociada su
propia nocién de convergencia. Veremos esto en algunos ejemplos.

Ejemplo 2.3.4. En R"™ podemos considerar, ademas de la norma euclidea
usual, la norma
sup |z

i=1,...,n

de z = (z1,...,%,). También
n

> |l

=1
define una norma en R".
Ejercicio 2.29. * Mostrar que las expresiones que acabamos de presentar efectiva-
mente definen dos normas sobre R". Para n = 2, dibujar, para las dos normas que

acabamos de introducir, el conjunto formado por los vectores de norma menor o igual
que 1.

Para cerrar este ejemplo mencionemos que la nocién de convergencia aso-
ciada con cada una de estas normas es la misma que la nocién de convergencia
usual (ver el ejercicio 2.34). [ 3

Ejemplo 2.3.5. Consideremos V = C(]a,b]). También

b
1l = / £ (2)lda. (2.70)

es una norma en C([a,b]). Aunque es un hecho que suponemos conocido,
dejamos planteado el sencillo ejercicio de verificarlo.
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Ejercicio 2.30. * Mostrar que || - ||1 y define una norma en C([a, b]).

Veremos luego que esta normas da lugar a una nociéon de convergencia en
el espacio Cla,b] que es diferente a la convergencia uniforme. &

Ejemplo 2.3.6. Consideraremos también la norma

i1 = ([ b |f(w)|2d:v>% (2.71)

en el espacio C([a, b]). Esta norma deriva del producto interno

b
(f.9) = / f(2)g(x) dz, (2.72)

b
I17le = ViR T =1 / f2(z) d, (2.73)

Hemos recogido en el apéndice A.2 la informacién sobre espacios con producto
interno que necesitaremos a lo largo de este curso, por lo que recomendamos
su consulta al lector que no esté familiarizado con estos temas. &

en el sentido de que

Observacién 2.3.7. Si pensamos en las aplicaciones de esta teoria, y tenemos
en cuenta que una norma es una analogo de la “longitud” o “tamano” de un
vector, debemos considerar que la nocién de “tamaifio de una funcién” que nos
interese dependerd del problema que estamos considerando. Por ejemplo, si f
representa, el perfil de tensiones al que estd sometida una viga nos preocupars
que en ningin punto de la viga se sobrepase un nivel de esfuerzos dado (que
dependerd de la resistencia del material), por lo que nos intereserd el tamano
de f en el sentido de (2.65). Si f representa la densidad en cada punto entonces
el peso (también una medida de “tamafio” de las cosas) es la integral de f,
tal como en (2.70). En cambio si f(z) representa la velocidad con la que se
esta moviendo el punto £ de una cuerda que vibra, la energia cinética de la
cuerda es proporcional a [ f 2 de modo que en esta aplicacién nos interesard
la norma (2.71) de f. [ )

En general, para cada p € [1,00) la expresién

111 = (| b If(:v)l”d:v); , (274)

define una norma en V, aunque la desigualdad triangular es relativamente
dificil de probar si p es distinto de 1 y 2.
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Ejercicio 2.31. *** Mostrar que si f € C([a,b]) entonces

lim [|f|l, = sup |f(z)].

p—00 z€[a,b

El ejercicio anterior explica por qué es usual indicar la norma (2.65) como

I+ Mloo-
Los siguientes ejercicios tienen como fin investigar las relaciones entre las
nociones de convergencia que producen las distintas normas que introdujimos

sobre C([a, b]).
Ejercicio 2.32. * Consideremos V = C([a, b]).
1. Mostrar que para f € V valen las desigualdades

1l < 0= fllees  [Ifll2 < (b= )2 |fllcc-

2. Sea f, una sucesién de funciones en C([a,b]). Utilizar la parte anterior para

mostrar que si f,, converge respecto a la norma || - || a un limite f, entonces
converge a f respecto a las normas || - [|1 y || - [|2-

3. Consideremos la sucesién f, = /nz™, para 0 < £ < 1. Mostrar que esta
sucesién converge a 0, en C([0,1]), respecto a la norma || - ||1, pero que no lo
hace respecto a || - ||oo-

4. Dar un ejemplo que pruebe que la convergencia en ||- ||z no implica convergencia
respecto a la norma || - ||oo-

Ejercicio 2.33. * Sigamos considerando V = C([a, b]). Mostrar que también vale
la desigualdad:

1

17l < (®—=a)2lfll, FeV. (2.75)
Concluir que si f,, converge a f respecto a la norma || - |2 entonces lo hace respecto a
la norma || - ||1. Mostrar con un ejemplo que el reciproco no es cierto y concluir que

no existe ninguna constante positiva C tal que ||f||2 < C||f||1 se satisfaga para toda
f € V. Sugerencia: para probar la estimacién (2.75) es titil aplicar la desigualdad de
Cauchy-Schwarz al producto interno entre |f| y la funcién constante 1.

Ejercicio 2.34. ** EN UN ESPACIO DE DIMENSION FINITA TODAS LAS NORMAS
SON EQUIVALENTES.

1. Sea z = (z1,...2,) un elemento cualquiera de R" e indiquemos con |z| su
norma euclidea. Mostrar que existen constantes ¢; (que dependen de n) tales
que se satisfacen las desigualdades

n
max }|a:,~| <a Z |zi] < ea|z| < cs3 ie?f?.}.(n} |2 (2.76)

1€4{1,...
i€{l,.n =1

Calcular los valores éptimos para las constantes ¢, ¢y y c3.

2. Si || - || es una norma cualquiera en R™ mostrar que existe una constante c tal
que

||| < CZ |z;|, ze€R™ (2.77)
i=1
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3. Mostrar que || - || : R™ — R es una funcién continua y deducir que existe una
constante ¢ > 1 tal que

1
“[z| < |l2]l < clal, »€R™ (2.78)

Sugerencia: considerar el minimo de {|| - ||; |z| = 1}.

4. Mostrar que si ||-||o ¥ || - ||o son dos normas definidas sobre un espacio vectorial
de dimensién finita V, existe una constante ¢ > 1 tal que

1
“lizlla < llzlls < cllzlla, (2.79)

se satisface para todo x € V. Deducir que en un espacio vectorial de dimensién
finita todas las convergencias respecto a normas, en el sentido de la defini-
cién 2.3, son equivalentes. ;Es esto cierto en espacios de dimensién infinita?

5. Sea V un espacio vectorial normado de dimensién n y B una base de V. Para
cada v € V indicamos con vg sus coordendas en la base B. Consideremos
una sucesién v; de elementos de V. Mostrar que v; — v, en el sentido de la
convergencia en norma, si y sélo si v; g converge a vg en R"™.

Las normas que presentamos hasta este momento no son las tinicas 1tiles
en las aplicaciones. A la hora de resolver ecuaciones diferenciales, en particular
ecuaciones en derivadas parciales, resulta conveniente, y hasta imprescindible,
tener a mano una norma que de cuenta del comportamiento de las derivadas
de las funciones con las que se trabaja. Esto lleva a introducir una familia de
normas que que recojan esta informacién. Por ejemplo, en el espacio vectorial
C'([a,b]) podemos definir, para 1 < p < oo, las normas

£ llwre = 11£lp + 1 llp-

Las hemos etiquetado usando los niimeros 1 y p porque estamos considerando
derivadas de la funcién hasta el orden 1, y usando las normas || - ||, de estas
derivadas en nuestra definicién. Obviamente, todo esto puede extenderse para
incorporar derivadas de orden mas alto: en el espacio de las funciones de clase
C* definidas sobre [a, b] la expresién

k
1w =D 17Dl

=0

define una norma. En esta tltima férmula () representa a la i-ésima derivada
de f. En particular, f(°) no es mas que una notacién para la propia funcién f.

Ejercicio 2.35. ** Mostrar que si f, converge a f respecto a la norma || - [|yy1.e
entonces también lo hace respecto a la norma || - ||oo- Mostrar con un ejemplo que el
reciproco no es cierto.
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Ejercicio 2.36. * LA NORMA DE LAS MATRICES COMO APLICACIONES LINEALES
Este ejercicio tiene como objetivo introducir en el espacio vectorial M"™*™(R), formado
por las matrices reales n x n, una norma que tiene que ver con la accién de la aplicacién
lineal

x— Az

que la matriz define en R™. Naturalmente, con Az estamos indicando el producto
de la matriz por z € R". Consideraremos la “dilatacién” que la matriz A produce
al aplicarla a los vectores z € R™ comparando la longitud |Az| del vector Az con
la longitud, o norma euclidea, del vector |z|. La relacién entre ambas es el cociente
|Az|/|z|, y el supremo de estos cocientes es una medida de la “méxima dilatacién”
que la matriz A produce en R™. Definimos entonces, para A € M™*"(R),
Az
[|A]| =sup{H; x €R", a:;éO}. (2.80)
x
1. Mostrar que
|All = sup {|Az[; || =1}.

Concluir que el supremo que aparece en la definicién (2.80) de ||A|| no puede
tomar el valor 400 y deducir que || 4| € [0,400). Sugerencia: usar que Az es
una funcién continua de x. Probar que || - || es una norma en el espacio de las
matrices n X n.

2. Probar que ||A]| es la constante de Lipschitz éptima para la aplicacién lineal
x — Az, en el siguiente sentido:

Al = inf {L; |Az| < L|z| V z € R"}.
Mostrar que la desigualdad |Az| < ||Al||z| se satisface para todo z € R™.

3. Si Ay B son dos matrices n X n probar que
IABI| < [ A[ll|BI|

y concluir que
147| < 4", neN. (2.81)

4. Si dos sucesiones A,, y B, de matrices convergen a A y B en el sentido de la
norma y A es un real cualquiera, probar que

AnB, - AB,
An+ Bn > A+ B, (2.82)
A, — AA,

también en el sentido de la convergencia en norma.

5. Si indicamos con A;; a los elementos de la matriz A, probar

Ayl <Al <n max |4yl 1<i,j <n. (2.83)
3,j<n

6. Concluir que una sucesiéon de matrices A,,, converge, en el sentido de la norma,
a una matriz A si y solo si cada una de las sucesiones A,, ;j, con 1 <14,j < mn,
converge al elemento A;; de la matriz A.
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Ejercicio 2.37. ** Si A € M™*"(R) es una matriz simétrica, probar que su norma
[|A]| es igual al més grande de los valores absolutos de los valores propios de A.

Ejercicio 2.38. *** TUNA NORMA QUE MIDE LA REGULARIDAD LIPSCHITZ DE
LAS FUNCIONES

Consideremos un conjunto acotado X C R™ y el espacio vectorial V formado por las
funciones reales definidas sobre X para las que existe una constante L > 0 tal que

|f(@) - fWI< Lle—yl, =zyelX. (2.84)

Tal como mencionamos antes, diremos que una funcién con esta propiedad es lips-
chitziana y que L es una constante de Lipschitz para f. Definamos

x —
oyeX, aty, T Y|
1. Mostrar que [f]o1 es la menor constante de Lipschitz para f, es decir

[floq =inf {L € R": |f(z) - f(y)| < Llz —y| V 2,y € X }. (2.86)

2. Mostrar que:

¢ [floqp >0;
o [f+4lo1 < [flox + [glo,1;
e si A € R entonces [Aflo,1 = |A|[fo,1;

e existen funciones f # 0 tales que [f]o,1 = 0. ;Cuéles son?

3. Mostrar que ||f|lo,1 = ||f||lco + [flo,1 define una norma en V.
4. Si X =[-1,1] calcular las normas de f(z) = zt, f(z) = |z| y f(z) = (z+1)/2.

5. Mostrar que es posible aproximar una funcién f : I — R continua, que no esté
en V, por una sucesién de funciones f,, € V tales ||fn — f|lco = 0. ;Es posible
construir una aproximacién de f por funciones f, en V, tales que ||fn — fllo,1
tienda a cero?

2.3.1 { Sucesiones de Cauchy y completitud en espacios nor-
mados

Ademsds de la nocién de convergencia de sucesiones, es posible extender otros
concepto del analisis en R™ al contexto de los espacios normados. Un ejemplo
de esto son las nociones de sucesion de Cauchy y completitud, que, por ser rele-
vantes para la teoria que estamos desarrollando, definiremos a continuacion.

Definicién 2.4. SUCESIONES DE CAUCHY
Diremos que una sucesién z,, en el espacio vectorial normado (V| - ||) es de
Cauchy si para cada € > 0 existe ny € N tal que

|Zn41 — znll <€ (2.87)

se satisface para todo n > ng, [ > 0.
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Ejemplo 2.3.8. Una sucesién de funciones en C([a, b]) es de Cauchy respecto
a la norma || - || iy sélo si es uniformemente de Cauchy. &

Ejercicio 2.39. * Sea z,, una sucesién en un espacio vectorial normado y definamos
n

Sn=)_ i (2.88)
i=1

Si > ||zi|| < oo mostrar que S, es una sucesién de Cauchy.

Definicién 2.5. ESPACIO VECTORIAL NORMADO COMPLETO
Un espacio vectorial normado es completo si toda sucesién de Cauchy es con-
vergente.

Ejemplo 2.3.9. Los espacios R™ son completos respecto a la norma euclidea.
La completitud respecto a esta norma es la nocién de completitud habitual.
En realidad, R™ es completo respecto a cualquier norma (ver el enunciado del
teorema 2.6, pagina 203). &

Ejercicio 2.40. * Mostrar que el espacio de las matrices reales n x n es completo
respecto a la norma que introdujimos en el ejercicio 2.36.

Ejercicio 2.41. * DESARROLLO EN SERIE DE LA EXPONENCIAL PARA MATRICES
Consideremos una matriz A € M™*"(R). Mostrar que la serie

> - (2.89)
i=1

converge®

En relaciéon con el ejemplo 2.3.9 y el ejercicio 2.40 debemos decir que todos
los espacios normados de dimensién finita son completos. Este resultado es
suficientemente importante como para enunciar el siguiente teorema.

Teorema 2.6. Todo espacio vectorial normado, sobre R o C, de dimension
finita es completo.

Ejercicio 2.42. *** Probar el teorema. Sugerencia: utilizar la completitud de R™
y C", y los resultados del ejercicio 2.34.

Ejemplo 2.3.10. El espacio C([a,b]) con la norma del supremo es comple-
to. Esto es una consecuencia del teorema 2.1. Sin embargo, si consideramos
C([a,b]) con la norma || - ||; resulta no ser completo. La prueba estd contenida
en el siguiente ejercicio.

Sesta suma es la matriz ezponencial de A, que designamos con e?. Cuando la calculamos
para la matriz At, donde ¢ es un nimero real cualquiera, se obtiene justamente la exponen-
cial e? que aparece en la resolucién de las ecuaciones diferenciales lineales
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Ejercicio 2.43. ** Consideremos en el espacio (C([0,2]), || - ||1) la sucesién
[ z™ si x2€][0,1],
fn(@) = { 1 si ze[l2. (2.90)
Mostrar que es de Cauchy (respecto a || - ||1, por cierto) pero no converge, en el
sentido de convergencia que || - |1 induce, a ninguna funcién en C([0,2]). Concluir
que el espacio (C([0,2]), || - ||1) no es completo.

Ejemplo 2.3.11. El espacio vectorial V del gjercicio 2.38 es completo respecto
a la norma || - ||o,1, pero no lo es respecto a la norma || + ||oo-

Ejercicio 2.44. *** Justificar esta afirmacién. L]

Observacion 2.3.12. SERIES ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES
Consideremos una sucesion z, en un espacio vectorial normado. Diremos que
es absolutamente convergente si se satisface la condicién

> lznll < 0. (2.91)

En tal caso, si el espacio es completo, una consecuencia directa del ejerci-
cio 2.39 y la definicién de completitud es que la serie ), converge en
norma, a un elemento x del espacio. En otras palabras, en un espacio vecto-
rial normado completo toda serie absolutamente convergente es convergente,
tal como ocurre en R. Esta propiedad en realidad caracteriza a los espacios
vectoriales completos. Ese es el contenido del préximo ejercicio.

Ejercicio 2.45. *** TUN ESPACIO VECTORIAL NORMADO ES COMPLETO ST Y
SOLO ST TODA SERIE ABSOLUTAMENTE CONVERGENTE ES CONVERGENTE.

Mostrar que un espacio vectorial normado (V,|| - ||) es completo si y sélo si se sa-
tisface la siguiente condicién: para toda sucesién z,, de elementos de V con la pro-
piedad (2.91) existe z € V tal que la sucesién de reducidas S,, definidas por la
férmula (2.88), converge a z respecto a la norma || - ||.

Esta propiedad, que caracteriza a los espacios normados completos, resulta
1til en diversas aplicaciones. Sin ir mas lejos, al presentar el método iterativo
utilizamos esta idea aunque no lo enunciamos explicitamente. Si revisamos
nuestros argumentos es ficil constatar que todo lo hecho puede reformularse
en términos de que la serie telescépica

Z(xm—l—l - xm)

m

es absolutamente convergente respecto a la norma || - ||co- ' A
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2.3.2 1 Una version abstracta del teorema de Picard.

El objetivo de esta seccion es generalizar muchas de las nociones que fueron
surgiendo a lo largo de la prueba del teorema de Picard. Esto nos permitird
demostrar el teorema de Picard a partir de un teorema abstracto de existen-
cia de puntos fijos que es 1til en una gran variedad de situaciones. Iremos
introduciendo las distintas definiciones sin dar mucha motivacién, porque son
extensiones de cosas que ya hicimos antes.

Definiciéon 2.6. APLICACIONES CONTRACTIVAS.
Sea (V,]|-]|) un espacio vectorial normado y F': V — V una funcién de V en
si mismo. Diremos que F' es contractiva si existe una constante K < 1 tal que

|1F(z) = F(y)l| < Kllz —yll, Vz,yeV. (2.92)

Ejemplo 2.3.13. El operador T' que usamos al buscar soluciones de las ecua-
ciones diferenciales ordinarias por el método iterativo, definido por la férmu-
la (1.250), es contractivo en (C([to — d,%0 + 6]), || - [|0)) si & es suficientemente
pequetio. &

Ejercicio 2.46. * CONTINUIDAD DE LAS APLICACIONES CONTRACTIVAS
Sea F' una aplicacién contractiva y x, una sucesién que converge a x, en el sentido
de la convergencia en norma. Mostrar que también F'(z,) converge a F(z).

En un espacio normado la nociéon de continuidad puede introducirse tam-
bién en términos de una definicién por el método e-d de la siguiente manera:

Definiciéon 2.7. APLICACIONES CONTINUAS EN ESPACIOS NORMADOS
Sean (V,||-|lv) y (W,|| - |lw) dos espacios vectoriales normados, y sea F :
V — W una funcién de V en W. Diremos que F es continua en un punto
x € V si para cada € > 0 existe § = d(e) > 0 tal que

[1F(y) — F(z)[lw <€ si |ly—zllv <é. (2.93)

Ejercicio 2.47. ** Mostrar que una funcién F entre dos espacios normados es
continua en z si y sélo si la igualdad lim,,_,, F'(z,) = F(z) se satisface para toda
sucesién x,, tal que lim,, o, £, = . Por supuesto, las convergencias deben entenderse
en el sentido de las normas en cada espacio.

Ejercicio 2.48. ** CONTINUIDAD DE LAS APLICACIONES LINEALES

1. Mostrar que una aplicacién lineal 7' : V. — W entre dos espacios normados es
continua si y sélo si existe una constante L > 0 tal que

ITzllw < L||zllv, YzeV. (2.94)

2. Mostrar que todas las aplicaciones lineales entre espacios normados de dimen-
sién finita son continuas.
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3. Consideremos V = C([-1,1]) con la norma || f|l1 = fil |fl y W =R con la
norma usual (el valor absoluto). Mostrar que la aplicacién f — f(0) no es
continua.

4. Mostrar que la aplicacién lineal de lla parte 3 es continua si se considera en
C([-1,1]) la norma || - ||ec de la convergencia uniforme.

5. Consideremos el espacio C*([a, b]), con la norma || - [|. Mostrar que la apli-
cacién f — f’, de este espacio en si mismo, no es continua.

Hecha esta digresiéon para poner la nocién de continuidad en este contex-
to mas general pasemos al objetivo principal de esta seccién: presentar un
teorema de existencia y unicidad de un punto fijo para cualquier aplicacion
contractiva en un espacio normado completo. Este teorema puede considerarse
una, versién abstracta del teorema de Picard y su prueba puede obtenerse revi-
sando la prueba del teorema, de Picard y haciendo las adaptaciones pertinentes
para generalizar los argumentos alli presentados.

Teorema 2.7 (Teorema del punto fijo). Sea V un espacio vectorial dotado
de una norma ||-||, tales que el espacio vectorial normado (V, ||-||) es completo,
y sea F' una aplicacion contractiva de V en si mismo. Entonces existe un unico
z € V que satisface

z = F(x). (2.95)

Ejercicio 2.49. ** Demostrar el teorema 2.7.

Ejercicio 2.50. ** Demostrar el teorema de Picard a partir del teorema 2.7.

Observacién 2.3.14. ESPACIOS METRICOS

Casi todo el material que presentamos en esta seccidon puede extenderse a
espacios métricos mas generales que los espacios vectoriales normados. En
general, si X es un conjunto, una métrica sobre X es una funcién

d:X x X —[0,+00)
que satisfaga
1. d(z,y) =0 siy sblo si z =y.
2. d(z,y) = d(y,z), para todo par (z,y) de elementos de X.
3. La desigualdad triangular d(z,y) < d(z, z) + d(y, 2)-

Un espacio vectorial normado es un ejemplo mas o menos candnico de espa-
cio métrico. La métrica natural es definir, para un par (z,y) cualquiera de
elementos del espacio,

d(z,y) = llz —yll. (2.96)
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Ejercicio 2.51. * Mostrar que la funcién d as{ definida es una métrica.

Las nociones de convergencia, sucesién de Cauchy, espacio completo, con-
tinuidad, aplicacién contractiva, etc., pueden extenderse de manera directa al
contexto mas general de los espacios métricos. Ese es el contenido de nuestro
préximo ejercicio, con el que nos despedimos de esta seccién.

Ejercicio 2.52. *** Definir las nociones de convergencia, sucesién de Cauchy,
espacio completo y aplicacion contractiva en un espacio métrico cualquiera. Formular
y demostrar en el marco de los espacios métricos un teorema andlogo al teorema del
punto fijo en espacios vectoriales normados (teorema 2.7). ' Ji
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Presentaremos en este capitulo una introduccién a la teoria basica de las
ecuaciones diferenciales ordinarias.

Como primer paso, en la seccién 3.1, completaremos la aplicacién del
método iterativo que habiamos iniciado en la seccién 1.9 para resolver lo-
calmente el problema de valores iniciales

{ & = f(z,1),

z(ty) = mo.

Para ello aplicaremos los resultados del capitulo 2 que vinculan la convergencia
uniforme de una sucesién de funciones con la continuidad y con las operaciones
de integracién y derivacién. Este sera el contenido del teorema 3.1.

Presentaremos luego algunos refinamientos del teorema 3.1: un teorema
global para ecuaciones cuyo miembro de la derecha de Lipschitz respecto a
la variable z; otro resultado local de existencia y unicidad de soluciones bajo
hipdtesis un poco mas generales que las del teorema 3.1; finalmente enuncia-
remos el teorema de existencia y unicidad global de soluciones conocido como
Teorema de Picard (teorema 3.6). Para formularlo serd necesario introducir y
discutir previamente la nocién de solucion mazimal.

La seccién 3.2 estd dedicada a describir algunos aspectos cualitativos de las
soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias que descansan, al menos
parcialmente, sobre los resultados de existencia y unicidad de soluciones que
acabamos de esbozar. En esta seccién volvemos sobre la nocién de flujo para
una, ecuacién diferencial auténoma, se enuncian un par de teoremas acerca
de la dependencia del flujo respecto a las condiciones iniciales (teoremas 3.9
y 3.10) y se presenta el importante hecho de que dos soluciones diferentes de
una ecuacion diferencial no pueden cortarse. Luego se utiliza esta informacién
para graficar las soluciones de algunas ecuaciones diferenciales ordinarias sin
necesidad de calcularlas.

Las secciones 3.3 y 3.4 estdn dedicadas a estudiar la estabilidad de los
puntos criticos de las ecuaciones diferenciales auténomas. En 3.3 se recurre
a las funciones de Liapunov, y se amplia y coloca en un marco mas general
la discusién que iniciamos en la seccion 1.4. En 3.4 analizamos la estabilidad
de los puntos criticos linealizando la ecuacién diferencial alrededor de estos
puntos.
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3.1 Resultados de existencia y unicidad de solucio-
nes para las ecuaciones diferenciales ordinarias

Con el material de las secciones 2.1 y 2.2 podemos completar la prueba de una
primera version del teorema de existencia y unicidad de soluciones al problema,

de valores iniciales )

{ T = f(xat)a (31)

z(tg) = o.

Supondremos, tal como hicimos al presentar el método iterativo en la sec-
cién 1.9, que la funcién f que aparece en el miembro de la derecha estd defi-
nida sobre un conjunto Q = R™ x J, donde J es un intervalo abierto de R.
También supondremos que f es continua como funcién de (z,t) y satisface la
condicién de Lipschitz

|f(z,t) — f(y,t)| < Llz —y|, z,yeR", tel, (3.2)

donde L es una constante positiva.
Recordemos los pasos que dimos hasta ahora.

1. Comenzamos por transformar el problema (3.1) en el de buscar una
solucién de la ecuacién integral

t
z(t) =T(x)(t) =z + t f(z(s),s)ds. (3.3)

La segunda igualdad en esta expresién es justamente la definicién del
operador T.

2. Para tratar la ecuacién integral intentamos un método iterativo que con-
sistia en partir de una funcién cualquiera z(t), y calcular la aproxima-
cion del paso m + 1 a partir de la del paso m usando el operador T' que
aparece en la forma integral de la ecuacién. Es decir

Tl (t) = T(xm)(t) = 2o + t f(zm(s),s)ds. (3.4)

3. Por este procedimiento obteniamos una sucesion z,(t). Pudimos probar
ademads que si 4 es un ntmero suficientemente chico como para que se
satisfaga la condiciéon LJ < 1, que asegura que la aplicaciéon T tiene
la propiedad de contraccién que se discutié en la observacién 1.9.13,
entonces Z,(t) converge uniformemente sobre el intervalo [ty — §, o + ]
a una funcién z(t).

4. Por 1ltimo, observamos que si podemos pasar al limite, cuando m — oo,
en ambos miembros de la igualdad (3.4) y asegurar que z(¢) es una
funcién continua, entonces podremos afirmar que z(t) es una solucién
del problema (3.1).
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Ahora estamos en condiciones de completar este 1ltimo paso, por lo que pasa-
mos a enunciar y probar nuestro primer teorema de existencia y unicidad de
soluciones.

Teorema 3.1. Sea J C R un intervalo abierto. Consideremos la ecuacion
diferencial © = f(z,t), donde

f:R"xJ—>R

es una funcion continua de (z,t), tal que eziste una constante L > 0 para la
cual se satisface la condicion de Lipschitz

@)= f,t)| <Llz—yl, z,yeR", tel.
Entonces, si d es un mimero positivo y menor que 1/L, tal que
[to — d,t0 + 0] C J,
el problema (3.1) admite una unica solucion en I = (tog — d,t9 + 9).

PrUEBA. Comenzaremos por construir una solucién del problema en su forma
integral (3.3). Como ¢ < 1/L la sucesién z,(t) converge uniformemente en

I_:[to—(s,to—Fé]

a una funcién z(t). Recordemos una vez mds que la sucesién z,, estd definida
por

Tm1(t) = 2o+ | fl@m(s),s). (3.5)

Pasemos al limite en (3.5). El término de la izquierda converge uniforme-
mente a z(t), que resulta ser una funcién continua en virtud del teorema 2.3
sobre convergencia uniforme y continuidad. Por otra parte, el integrando en
el miembro de la derecha de (3.5) converge uniformemente en I a f(z(s), s).
Mostrarlo es muy ficil a partir de la condicién de Lipschitz (3.2), porque

| (z(s),8) = f(zm(s), )| < Lla(s) — xm(s)| < Lsup |zm(s) —x(s)|, sel.

sel
(3.6)
Por lo tanto

sup | f(x(s), s) — f(&m(s), s)| < Lsup |zm(s) — z(s)|. (3.7)
sel sel
Como el miembro de la derecha en (3.7) tiende a cero cuando m — +oo,
porque la sucesién z,,(t) converge uniformemente a z(t) sobre el intervalo I,
también

lim sup |f(z(s),s) — f(zm(s),s)| =0,

m—0o0 sel
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lo que es equivalente, por definicién, a la convergencia uniforme que pre-
tendiamos probar. Podemos aplicar ahora el teorema de convergencia uni-
forme e integracién, teorema 2.8, para concluir que la integral del miembro
de la derecha en (3.5) converge uniformemente en el intervalo I, como funcién
det, a

: f(z(s),s)ds.

Por lo tanto, pasando al limite en (3.5) cuando m — oo obtenemos la igualdad
t

z(t)=zo+ | f(z(s),s), tel. (3.8)
to

Como z(s) es una funcién continua el miembro de la derecha de esta tltima
igualdad es derivable respecto a t, y su derivada es f(z(t),t). Esto muestra
que también es derivable z(t), el miembro de la izquierda, y su derivada ()
es justamente f(z(t),t). La igualdad z(tg) = z¢ es inmediata a partir de (3.8).

La prueba de la unicidad pasa esencialmente por usar la observacién 1.9.13
sobre la contractividad de T'. Si tuviéramos dos soluciones z(t) e y(t) del
problema (3.1) cada una de ellas satisfaria la ecuacién integral (3.8). Si re-
cordamos la definicién del operador T podemos escribir esto en forma, concisa
como

z = T(x),
3.9
y="T(), (39)
de modo que
z(t) —y(t) =T(x)(t) —T(y)(t), tel
Esto implica que
sup |z (t) — y(t)| = sup [T(z)(t) — T(y)(¢)]- (3.10)
tel tel
Por otra parte, de la contractividad del operador T' se desprende que
sup [T'(z)(t) — T(y)(t)| < Losup |z(t) — y(t)]. (3.11)
tel tel
Combinando (3.10) y (3.11) concluimos que
sup [z (t) — (y(t)| < Ldsup [z(t) — y(t)]- (3.12)

tel tel

Como Lé < 1 esta desigualdad sélo puede ser cierta si sup,¢; |z(t) —y(t)| =0,
lo que implica que z(t) = y(t) para todot € I. ¢

Observacidén 3.1.1. Aunque los argumentos que hemos usado para la prueba
del teorema 3.1 aseguran la convergencia de la sucesidn de iterados en los
intervalos cerrados

I=[tg—d,t0 + 4],
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hemos considerado la solucién z(t) sobre el intervalo abierto
I=(to—0d,tp +0)

porque habiamos convenido que las soluciones de las ecuaciones diferenciales
estarian definidas sobre intervalos abiertos. En realidad es muy ficil deducir
del teorema 3.1 que hay una tinica solucién de la ecuacién diferencial en todo
el intervalo

(to —1/L,t0 + 1/L).

No nos detendremos sobre este punto porque veremos a continuacién que en
las hipétesis del teorema 3.1 existe una unica solucién definida sobre todo el
intervalo J.

Teorema 3.2. Si se satisfacen las hipotesis del teorema 3.1 el problema de
valores iniciales (3.1) tiene una unica solucidn definida sobre todo el inter-
valo J.

La clave de la prueba del teorema es que la longitud del intervalo en el que
el metodo iterativo permite construir la soluciéon de cualquier problema

{ T = f(.l?,t),
.CC(t()) = ZIp.

es independiente de g y de g, y sélo depende de la constante de Lipschitz L
de la funcién f. Supongamos entonces que buscamos la solucién del problema
en cualquier subintervalo

[to,to +T] C J.

Para alcanzar tg + T' podemos dividir el incremento 7" en un nimero n de
“pasos”, de forma tal que T'/n sea menor que 1/L (recordemos que el método
iterativo funciona para cualquier valor de § menor qur 1/L). En una primera
aplicacién del método construimos una solucién z(t) que estd definida sobre
un intervalo que contiene a t =ty +7'/n. Llamemos

z1 = z(to + T'/n).
Ahora resolvamos el problema

{ T = f(xat)a
z(to + T/n) = x1.

La solucién que obtengamos en este paso nos permitird llegar hasta
t =19+ 2T/ n.

Iterando este procedimiento podemos alcanzar a construir una solucién en
todo el intervalo [tg,to + T']. Los detalles estdn desarrollados a continuacidn.
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PRUEBA DEL TEOREMA 3.2. 1 Comenzaremos por mostrar el resultado de
unicidad. Supongamos que existen dos soluciones distintas, z(t) e y(t), del
problema (3.1) definidas sobre el intervalo J. En algtin ¢ € J tendremos que
z(t) # y(t). No es ninguna pérdida de generalidad suponer que ¢ > t;, porque
si esto no fuera cierto entonces habria un ¢ < tg en el que z(t) # y(t) y se
puede hacer un razonamiento andlogo al que vamos a presentar.

Nos concentraremos en el punto sg en el que las soluciones z(t) e y(t) se
separan por primera vez. Definimos entonces

s0 = lnf{t € Ja t > to, II}'(t) 7£ y(t)}

El conjunto cuyo infimo estamos considerando es no vacio, de modo que sp
estd definido. Ademsds sg € J y sg > tp. La definicién de sg implica

z(t) = y(t), t € [to,s0),

por lo tanto podemos inferir que z(sg) = y(sg), ya que z(¢) e y(t) son funciones
continuas de ¢. Llamemos 1y a este punto.Es decir, sea

Yo = z(s0) = y(s0)- (3.13)
Si tomamos cualquier § < 1/L, tal que
Is=(sp—d,s0+d)CJ

entonces el teorema 3.1 asegura que existe una unica solucién z(¢) del problema
de valores iniciales )
{ T = f(wa t)a

z(s0) = yo,
definida en I5. Como z(t) e y(t) son soluciones de la ecuacién diferencial, estan
definidas sobre todo el intervalo J que contiene a I5 y satisfacen (3.13), enton-
ces z(t) e y(t) deben coincidir con Z(t) sobre I5. Esto implica, naturalmente,

que
z(t) =y(t), te€(so—9,s0+9). (3.14)

Por otra parte, la definicién de sg implica que en cualquier intervalo (sg, s9+9)
existe alglin punto ¢ tal que z(t) # y(t). Esto entra en contradiccién con (3.14)
y prueba la unicidad de soluciones.

Vamos a demostrar ahora la existencia de una solucién del problema, (3.1)
que estd definida sobre todo el intervalo J, utilizando la idea que esbozamos en
la discusién que hicimos antes del comienzo de la prueba. Fijemos un nimero
d € (0,1/L) y apliquemos el teorema 3.1 para obtener la solucién z(t) en el
intervalo (t9—d, tp+0). Tomemos ahora t; = tp+4J/2. Como t1 € (tg—9,t9+9)
entonces estd definido 1 = z(¢1). Ahora consideramos el problema

{ i = f(z,1),

:II(tl) =T,
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para el que hemos fijado la condicién inicial z; en el tiempo ¢ = ;. Una nueva
aplicacion del teorema 3.1 permite construir su solucién Z(t) en el intervalo

(ty — 6,11 + 8) = (tg — 8/2,to + 36/2).

El resultado de unicidad que acabamos de probar muestra que z(t) y Z(¢)
coinciden en el intervalo

(to — 5/2,t0 +3(5/2) N (t() —d,t0 + (S) = (to — (5/2,150 + (5), (315)

que contiene a t; =ty + 6/2. Esto es asi porque z(t) y z(t) son dos soluciones
de

z = f(z,t)

que estan definidas sobre ese intervalo y satisfacen z(t;) = z(¢1). Utilizaremos
ahora a Z(t) para extender la solucién z(t) a todo el intervalo

(to — 6/2,t0 +36/2),

definiendo
z(t) =z(t), te (to—0/2,tg+36/2).

Notemos que sobre el intervalo (3.15) tenemos dos definiciones de z(t), pero
ya hemos verificado que ambas coinciden, de modo que hemos extendido z(t)
tal como nos proponiamos. Es evidente ademds que la nueva funcién z(t),
definida ahora sobre (ty — §/2,ty + 36/2) es de clase C' y es una solucién del
problema de valores iniciales (3.1).

Podemos reiterar el proceso anterior, introduciendo to =ty + §, zo = z(t2)
y aplicando el teorema 3.1 al problema, de valores iniciales

{ & = f(z,1),

z(te) = .
Una vez hecho esto, habremos extendido la solucién z(t) hasta el intervalo
(to — 0, to + 29).

Este procedimiento puede repetirse inductivamente, para extender la solucién
resolviendo los problemas
{ T = f ('T ) t)a

z(ti) = =i,
para todos los ¢ € N tales que t; = ty + id/2 esté dentro del intervalo J.
Un razonamiento andlogo puede hacerse para los puntos t; = to — id/2, con
1 = 1,2,.... De esta manera se construye una soluciéon sobre todo J, que es

ademads la tnica solucién del problema de valores iniciales que estd definido
sobre todo el intervalo J, en virtud del resultado de unicidad que probamos

antes. < Tt
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Antes de seguir avanzando vamos a dar una condicion suficiente para que
se satisfaga la condicién de Lipschitz que hemos utilizado en los teoremas
anteriores. Mostraremos que si las derivadas parciales respecto a la varia-
ble espacial z de una funcién f(z,t) estdn acotadas, entonces la funcién es
Lipschitz respecto a z.

Proposicion 3.1. Consideremos un intervalo abierto J C R y una funcion
f:R"xJ—=R",
que a cada (z,t) = (z1,...,2Zn,t) le asocia el vector
flx,t) = (fi(z1,-. - 20, t), folT1,- -y Tnyt), . oy frlx1, ..., Tp,t)) € R™.

Supongamos que para cada t € J fijo la funcién f(-,t) es de clase C* respecto
a la variable x, y que existe una constante M tal que

ofi

Zj

(w,t)‘ <M, i,j=12,...n, (z,t)eR"xJ

Entonces la funcion f satisface la condicion de Lipschitz
|f(z,t) — f(y,t)| < Llx —y|, z,yeR", tel (3.16)
para alguna constante positiva L.

La prueba de esta proposicién es una aplicacién més o menos directa del
teorema, del valor medio, que permite estimar las variaciones de una funcién
en términos del tamano de su derivada. La haremos primero en el caso n =1,
porque es técnicamente mas simple que el caso general y contiene todas las
ideas necesarias para la prueba. En realidad los argumentos necesarios ya
fueron presentados en la pagina 153, cuando en nuestra discusion preliminar
del método iterativo obtuvimos la férmula 1.265. Fue precisamente esa discu-
sién la que nos llevé a introducir la condicién de Lipschitz con la que estamos
trabajando ahora.

PRUEBA PARA n = 1. En este caso f es una funcién escalar, definida sobre
R x J, de las variables reales  y t. Fijemos x e y en Ryt € J. El incremento
que vamos a considerar es

Flat) — F00) = S (3,0 — ),

para algin z € (z,y), en virtud del teorema del valor medio para funciones
reales. Notemos que estamos aplicando el teorema a la funcién =z — f(z,1).
Entonces

of

.0~ f.01=| S @0

que es justamente (3.16) con L=M. ¢

|z —y| < M|z -y,
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Observacion 3.1.2. Antes de pasar a la prueba en el caso general observemos
que es importante que el dominio en que esta definida la funcién f sea convexo
respecto a la variable x para poder aplicar el teorema del valor medio usando
la derivada parcial respecto a z. Con “convexo respecto a z” queremos decir
que si dos puntos (z1,t) y (z2,t) estdn en el dominio de f entonces el segmento
que los une esta contenido en el dominio de f. Si esta condiciéon no se cumple
el resultado puede ser falso, como se muestra en nuestro préximo ejercicio.

Ejercicio 3.1. Construir una funcién f de clase C! definida en todo el plano (z,t)
salvo la semirrecta {x = 0, t > 0}, tal que la derivada parcial respecto a = sea
idénticamente nula, pero f no es de clase Lipschitz. LX)

1 PRUEBA DE LA PROPOSICION 3.1. La prueba es una aplicacién del teorema
de valor medio a cada una de las n funciones escalares f;. Dejemos t € J fijo.
Para estudiar la diferencia

fi(w,t) — fi(y,1)

introducimos la funcién auxiliar

(Pi(S):fi(y+3(-T—y),t), s € R,

que no hace otra que evaluar f; a lo largo de la recta que une z con y. La
funcién ; es una funcién real de clase C!, a la que podemos aplicar el teorema
del valor medio. Tenemos entonces

il t) = fily 1) = (1) — i0) = 2 3),

donde 5 es algin punto del intervalo (0, 1). Utilizando la definicién de ¢; y la
regla de la cadena concluimos que

fi(z,t) = fi(y, 1) ng; +5(x —y),t)(z; —y)-

Naturalmente, estamos escribiendo z = (z1,...,2zy), ¥y = (y1,...,Yn)- Por lo
tanto

n
\fi(2,8) = fily, ) <Y Mlaj —yil, i=1,...,n.
=1
Nos sera 1util recordar que la desigualdad de Cauchy-Schwarz permite estimar

2

n n
Molzi—yil < v [ Y lwi—yl* | = Valz—yl,
j=1 j=1

porque entonces tenemos que

|fi(z,t) — fily, )| <K My/n|Jz—y|, i=1,...,n.
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Por lo tanto

2

(@, t) = f(y, 1) = (Z |fie,t) — fz'(y,t)l2> < Mnlz —yl.
i=1

Hemos probado entonces que f satisface la desigualdad de Lipschitz (3.16),
con constante de Lipschitz L = Mn. Tt

Un corolario sencillo de la proposiciéon anterior es que todas las transfor-
maciones lineales

X = f(X) = AX,
donde A es una matriz real n X n, son funciones Lipschitz. Esto es asi porque

ofi

Oz,

= Aij,

siendo A;; el elemento de la matriz A que estd en la fila ¢ y en la columna j.
Vemos entonces que todas las derivadas parciales de esta aplicacién lineal son
constantes y, en consecuencia, son funciones acotadas.

Observacién 3.1.3. Ya habiamos encontrado este resultado en la seccién de-
dicada a los espacios vectoriales normados (ejercicio 2.36), pero aqui reaparece
como consecuencia de una proposicién general sobre funciones de clase C! con
derivadas parciales acotadas. En realidad los calculos contenidos en la prueba
de la proposicién 3.1 nos permiten asegurar que

L=n_ max [A;]
%,j=1,...,n
es una constante de Lipschitz para la aplicacién lineal que resulta de multipli-
car por la matriz A. &

Podemos aplicar ahora el teorema 3.2 a las ecuaciones lineales X = AX.
Vale la pena enunciar esto como nuestro siguiente teorema.

Teorema 3.3. Sean A una matriz real n X n y Xy un elemento cualquiera
de R™. Entonces el problema

X = AX,

X(0) = Xy
tiene una solucion X(t) que estd definida sobre todo R y esta solucidn es
dnica.

Observacién 3.1.4. EXISTENCIA, UNICIDAD Y PROPIEDADES DE e
Una consecuencia inmediata del teorema anterior es que la matriz e4? siempre
est4 definida y es tnica. Esto es asi porque habiamos caracterizado e4* como
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la matriz que tenia como i-ésima columna la solucién del problema de valores
iniciales
{ X = AX,
X(0) = e,

donde e; indica al i-ésimo vector de la base canénica de R™ (ver la obser-
vacién 1.3.11, péagina 46). Otra interesante consecuencia de la unicidad de
soluciones estd contenida en el préximo ejercicio, que es una generalizacion
del ejercicio 1.89 que propusimos al final de la seccién 1.7.

Ejercicio 3.2. * Consideremos un niimero real s. Usar que X (t) = eA(tt9) X es
una solucién de
X = AX,
{ X (0) = e** Xy,

para mostrar que
eAltts) — gAteds ¢ e R.

Concluir que
eAteAs — eAseAt7 t,s €R,

es decir, que las matrices e® y eAt conmutan, y que

eAtefAt -7

7

donde I es la matriz identidad n x n. Observar que esta ultima férmula es equivalente
a

(e4) ™" = A, (3.17)

que permite calcular con mucha facilidad la inversa de la matriz exponencial. '

Podemos obtener también un resultad de existencia y unicidad de solu-
ciones para las ecuaciones lineales no homogéneas que consideramos en la
seccién 1.8.

Ejercicio 3.3. * Sean A una matriz real n x n, Xo un elemento cualquiera de R",
J C R un intervalo abierto y

B:J—>R"

una funcién continua. Mostrar que el problema

{ X(t) = AX(t) + B(¢),
X(0) = Xo

tiene una tUnica solucién X (t) que estd definida sobre todo J.
Ejercicio 3.4. * Mostrar que cualquier problema de valores iniciales para las ecua-

ciones diferenciales & = sinx + t> y & = 3|z + 1| + cost tiene una tnica solucién
definida sobre todo R



222 CAPITULO 3

3.1.1 El teorema de Picard en su version general

Nos ocuparemos ahora de una versién mas general del teorema de existencia
y unicidad de soluciones para una ecuacién diferencial ordinaria = f(z,1t).
La novedad respecto al teorema 3.1 es doble:

e en primer lugar supondremos que la funcién f que aparece en el segun-
do miembro de la ecuacion diferencial estd definida sobre un abierto ()
cualquiera contenido en R™ x R. Recordemos que hasta el momento
estabamos considerando el caso en que @) es de la forma R" x J, donde
J indica un intervalo abierto de R.

e También relajaremos la condicién de Lipschitz respecto a la variable z
que consistia en la existencia de una constante L > 0 tal que la desigual-
dad

|f(z,t) = fy,1)| < Llz —y| (3.18)

fuera cierta para cualquier par de puntos z e y en R™, y para todo ¢
en J. En realidad una condicién tan fuerte como que la constante L en
(3.18) sea la misma en todas partes no es necesaria y puede sustituirse
por una versién més débil, que es la que recogemos en la definicién 3.1.

Uno de los efectos que produce el debilitar las hipétesis del teorema 3.1 en
el sentido que acabamos de explicar es el de que ya no podremos asegurar
la existencia de soluciones para un intervalo de tiempo fijado a priori, y el
intervalo de definicién de cada soluciéon dependerd de las condiciones iniciales
que se fijen (recordemos que ya habiamos encontrado este comportamiento en
la seccién 1.2. Ver, por ejemplo, la observacién 1.2.8, pdgina 26). Por esa
razén comenzaremos por dar una version local del teorema, para pasar luego
a enunciar el teorema en su versiéon global. Para ambas cosas es necesario
introducir previamente algunas definiciones.

Definiciéon 3.1. Una funcién f definida en un abierto @ C R™ x R es lo-
calmente Lipschitz respecto a la variable x si para cada punto (zg,ty) € Q
existen un entorno V tal que (zo,%p) € V C @, y una constante positiva L
(que dependerd del entorno V' en el que estemos trabajando) tales que la
desigualdad (3.18) se satisface si (z,t) e (y,t) estdn en V.

Ejemplo 3.1.5. La funcién
fz)=1/1+42%, z€eR

es Lipschitz en todo R, jcudl es la mejor constante de Lipschitz para esta
funcién? La funcién
f(z) =z, zeR
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es localmente Lipschitz en R\ {0}, pero no es Lipschitz en sobre R \ {0}.
Esta funcién es Lipschitz sobre cualquier intervalo de la forma Iy = (4, +00)
y la menor constante de Lipschitz en I es §=2/3 /3. Esta constante tiende a
infinito cuando ¢ tiene a cero. &

Ejercicio 3.5. Mostrar que si f : @ C R® x R — R™ es de clase C! entonces es
localmente Lipschitz.

1. * Hacerlo para el cason = 1.
2. *** Hacerlo para n > 1.
Sugerencia: revisar la prueba de la proposicién 3.1, pagina 218.
Una vez introducidas estas definiciones estamos en condiciones de enunciar

una, version mas fina del teorema local de existencia y unicidad de soluciones
para las ecuaciones diferenciales.

Teorema 3.4. Sea f(z,t) una funcién continua definida en un subconjunto
abierto QQ de R™ x R, y localmente Lipschitz respecto a la variable z en Q.
Consideremos un punto (xo,t9) € Q. Entonces existe un nimero § > 0 tal que
el problema de valores iniciales

{ i = f(z,1),

z(to) = o,
tiene una unica solucién definida en el intervalo (tg — 6,t9 + 9).

La demostracion de este teorema descansa sobre el mismo método iterativo
que nos permitié probar el teorema 3.1. Para aplicarlo en este contexto hace
falta ser mds cuidadoso con algunos aspectos técnicos. Los detalles quedan
como ejercicio.

Ejercicio 3.6. *** Completar la demostracién del teorema 3.4

La condicién de que f sea Lipschitz es necesaria para asegurar la unicidad
de soluciones, tal como prueba el siguiente ejemplo.
Ejemplo 3.1.6. La ecuacién & = z'/3 tiene las soluciones z1(t) = 0, definida
en toda la recta R, y z2(t) definida de la siguiente manera:

0 si t<0,

) = s
20=1 20! s 10,

'En caso de que necesites ayuda podés recurrir a la discusién presentada en el texto [BP],
paginas 99-102. Los detalles que no estdn discutidos alli son justamente los que tienen
que ver con la convergencia uniforme de la sucesién que produce el método de Picard y
los hemos cubierto en el capitulo 2 de este texto. Una referencia que contiene la teoria
bésica que presentamos en esta seccién es el texto [HS], cuyo capitulo 8 estd dedicado a
enunciar y demostrar, en el caso de las ecuaciones diferenciales auténomas, los teoremas que
presentamos en esta seccion.



224 CAPITULO 3

Es evidente que z1(0) = z2(0) = 0, por lo que ambas son soluciones del
problema
. 1
Tr =x3
’ 3.19
{ z(0) = 0. (319)
Ejercicio 3.7. ** Hallar una tercera solucién de (3.19). &

En realidad para que haya existencia de soluciones alcanza con pedir sélo
que la funcién f sea continua. A continuacién enunciamos este importante
resultado

Teorema 3.5 (Cauchy-Peano). Si la funcidn f(z,t) es continua en Q y
(zo,t0) es un punto de Q, entonces existe 6 > 0 tal que el problema de valores

iniciales
{ T = f(xa t)a
.’L‘(to) = I,

tiene solucion en el intervalo (tg — 6,19 + 9).

El texto [G] contiene una prueba de este teorema (teorema 4.1.3, pagi-
na 89). Sin embargo, la continuidad de f no es suficiente para asegurar la
unicidad de soluciones, como se vio en el ejemplo 3.1.6.

Nuevamente, un ejemplo nos mostrara que la hipétesis de continuidad de
la funcién f en el segundo miembro de la ecuacién diferencial £ = f(z,t) no
puede eliminarse si queremos asegurar la existencia de soluciones. Ese es el
objeto de nuestro proximo ejercicio.

Ejercicio 3.8. ** Consideremos la funcién

_ [ 1siz <0,
f(”‘")_{ 2siz > 0.

Mostrar que no existe ninguna solucién de la ecuacién diferencial = f(z) que tenga
dato inicial z(0) = 0.

Observacién 3.1.7. 1 Vale la pena recordar que para funciones de clase C!
la ecuacidén integral

t
o(t) = /0 f(z(s))ds, teER. (3.20)

es equivalente al problema de resolver & = f(z) con condicién inicial z(0) = 0.
Podemos considerarla como una nueva formulacién de la ecuacién diferencial
que requiere menos regularidad a sus soluciones, y que coincide con la nocién
original cuando las soluciones son suficientemente regulares. En particular,
cuando el miembro de la derecha de la ecuacién es continuo ambas formula-
ciones coinciden. Sin embargo, esto puede no ocurrir cuando el miembro de la
derecha no tiene esa regularidad.
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Ejercicio 3.9. ** Mostrar que aunque el problema de valores iniciales planteado en
el ejercicio 3.8 no tiene solucidn, existe una solucién z(t) de la ecuacién integral (3.20).
Comprobar que esta solucién z(t) no es derivable en z = 0.

La idea de reformular una ecuacién diferencial de manera integral reapa-
recerd cuando introduzcamos la nocién de solucion débil para las ecuaciones
en derivadas parciales, y cuando definamos las derivadas débiles para algunas
funciones reales. & it

Subrayemos una vez mas que los teoremas 3.1 y 3.4 son resultados locales de
existencia de soluciones. En ambos casos la demostracion consiste en construir
la solucién sobre un intervalo Is = (9 — d,%yp + 0) pasando al limite en un
proceso iterativo. Bien puede ocurrir, y es asi en la mayoria de los casos, que
las soluciones puedan extenderse mas alla de ese intervalo. Por lo tanto, nos
va a interesar especialmente trabajar con las soluciones z : I C R — R" que
estdn definidas en el intervalo mds grande posible, en el sentido de que no se
puede prolongar z a un intervalo que contenga estrictamente a I de modo que
se siga teniendo una solucién. A estas soluciones la llamaremos soluciones
mazximales, y al intervalo en el que una solucién maximal estd definida lo
llamaremos intervalo mazimal. A continuacién damos una definicién precisa
de estas nociones, pero las ideas fundamentales que esta definicion contiene ya
han sido recogidas en los comentarios que acabamos de hacer.

Definiciéon 3.2. Una solucién = : I — R™ de una ecuacién diferencial ordi-
naria es mazimal si toda solucién y : J — R"™, definida en un intervalo J que
contenga a I y tal que z e y coincidan sobre el intervalo I, tiene que cumplir
J = I. El intervalo I se llama en este caso intervalo mazrimal.

Ejemplo 3.1.8. Las soluciones definidas en todo R son maximales. En par-
ticular, la funcién exponencial z(t) = e, definida sobre todo R, es una solu-
ciéon maximal de la ecuacién diferencial £ = x que satisface la condicion inicial
z(0) = 1. Pueden obtenerse soluciones que no son maximales restrigiendo esta
solucién a subintervalos de R. Por ejemplo, la funcién y : (—1,1) — R defini-
da por y(t) = €' es una solucién de la ecuacién con el mismo dato inicial que
no es maximal, porque puede extenderse a todo R. Por este procedimiento
hemos encontrado “dos soluciones diferentes” del problema de valores iniciales

T =z,
z(0) = 1.
En efecto, las funciones z(t) e y(¢) son distintas porque tienen dominios dife-
rentes.
Si estamos trabajando en un dominio prefijado esta aparente no unicidad

no tiene lugar, tal como vimos en nuestros teoremas locales de existencia y
unicidad. Sin embargo el procedimiento de fijar el dominio de definicién de las
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soluciones no es muy satisfactorio, porque en general el intervalo en que éstas
estdn definidas depende de los datos iniciales. La introduccion de la nocién de
solucién maximal permite resolver este problema y recuperar la unicidad de
soluciones (ver el enunciado del Teorema de Picard en la pigina 227). )

Ejemplo 3.1.9. Cuando en la prueba del teorema 3.1 construiamos la solucién

de
{ & = f(,1),

.’L'(t()) =X,

en un intervalo (t9 —6,%0 + ¢), para algin 6 < 1/L, donde L es la constante de
Lipschitz de la funciéon f, nunca conseguiamos una solucién maximal. Esto es
asi porque vimos luego, en el teorema 3.2, que bajo las hipétesis del teorema 3.1
siempre hay una unica solucién que estd definida para todo R. Por supuesto,
esta es la tinica solucién maximal del problema de valores iniciales. &

Ejemplo 3.1.10. Hay situaciones en las que las soluciones maximales no
estan definidas en toda la recta. De hecho ya nos hemos encontrado con este
fenémeno. Por ejemplo, al estudiar la ecuacién § = —y?, vimos que la solucién
con dato inicial

y(0) =10 <0

€S

Yo
t) = t —00, —1 3.21
y( ) 1 _l_yota para € ( 0, /y0)7 ( )

y no puede prolongarse més alla del tiempo —1/yg, porque

lim t) = —o0.
tt—1/y0 y( )

Por lo tanto, la solucion se escapa a infinito al aproximarnos a ese valor del
tiempo. La férmula (3.21) también tiene sentido para t > —1/yp, y aunque es
una, solucién de la ecuacién diferencial ya no guarda ninguna relaciéon con la
solucién que satisface y(0) = yo. En resumen, la solucién maximal de

es la que hemos dado en (3.21). ' 3

Ejercicio 3.10. * Hallar las soluciones maximales y calcular los intervalos maxi-
males en funcién de z y ty para los problemas

1. & =1+ 22, con condicién inicial x(tg) = zo.

2. & =1/z, con condicién inicial z(to) = zg # 0.
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Observacién 3.1.11. Tal como pone en evidencia el ejemplo (3.1.10) y queda
mas claro aun al resolver el ejercicio 3.10, el intervalo maximal en el que esta
definida la solucién maximal de

{ & = f(z,1),

.CC(tQ) = T,

depende de ty y de xy. Veremos en el enunciado de nuestro préximo teorema
0 0

que los intervalos maximales son intervalos abiertos, por lo tanto utilizaremos

la notacion

I(xo,to) = (a(xo,to),b(wo,to)) (3.22)

para indicar el intervalo de definicién de la solucién maximal con dato z(ty) =
zo. Por supuesto que ty € I(xg,ty) y que puede ocurrir que a(zg,ty) sea igual
a —o0, que b(xg,t9) = 400, 0 ambas cosas a la vez. En este ultimo caso el
intervalo I(z,ty) es toda la recta.. [ )

A partir del teorema local de existencia y unicidad de soluciones se puede
obtener el siguiente teorema global, que constituye el resultado principal de
esta seccion:

Teorema 3.6 (Picard). Si la funcidn f(x,t) estd definida en un subconjunto
abierto @@ de R™ x R, es continua, y es localmente Lipschitz respecto a la
variable x en Q, entonces para cada (xg,ty) € Q eziste una unica solucion
mazimal del problema de valores iniciales

{ i = f(z,1),

z(to) = o,
que estd definida en un intervalo abierto I(xg,t9) C R.

No incluiremos la prueba de este teorema. Vale la pena mencionar que,
en general, cuando es posible calcular la solucién de un problema de valores
iniciales para una ecuacién diferencial ordinaria por medio de una férmula
explicita la solucién que se obtiene es la solucién maximal. Por esta razén no
prestamos mayor atencién a este tipo de cuestiones al resolver las ecuaciones
diferenciales que aparecieron en el capitulo 1.

Observacién 3.1.12. LA TEORfA BASICA PARA ECUACIONES AUTONOMAS
Estamos enunciando los resultados de esta seccién para ecuaciones de la for-
ma & = f(z,t), con f definida en un cierto dominio @ C R"*!. Natural-
mente, estos enunciados generales contienen también el caso de las ecuaciones
auténomas & = f(z), con f definida sobre 2 C R, porque podemos considerar
la funcién f(z) como una funcién definida sobre @ = Q x R que también
depende de t (aunque la dependencia en t es trivial, porque ¢ no aparece
explicitamente). La hipétesis de que el miembro de la derecha de la ecuacién
sea Lipschitz, o localmente Lipschitz, respecto a x se reduce en este caso a
que f sea Lipschitz o localmente Lipschitz. &
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Una pregunta que surge naturalmente al considerar el problema del inter-
valo maximal de definicién es qué tan grande puede ser este intervalo. Hay
algunos casos en que es mas o menos obvio que la solucién maximal no puede
estar definida para todo tiempo, porque la solucién se escapa al infinito en
un instante finito de tiempo. Este es el caso en el ejemplo 3.1.10, y es una
situacién general, tal como veremos a continuacion. En efecto, si estamos tra-
bajando con una ecuacién diferencial & = f(z,t), que estd definida en todo el
espacio R™ x R, cuando las soluciones no pueden escaparse al infinito en un
tiempo finito existen para todos los tiempos. Este es el contenido de nuestra
préxima proposicién .

Proposiciéon 3.2. Consideremos una funcion f: R™ x R — R" que es con-
tinua y localmente Lipschitz respecto a la variable x. Sea x(t) la solucion
maximal del problema de valores iniciales

{ & = f(z,1),

z(tg) = o,

que estard definida sobre el intervalo mazimal (a(zg,to), b(xo,1t0)). Entonces,
i b(zg,to) < +o0 se tiene que

lim |z(t)] = +o0.
t1b(zo,t0)
Andlogamente,
lim |z(t)] = +oo.
tla(zo,to)

st a(zg,tg) > —oo.

Todo esto significa, esencialmente, que las soluciones de una ecuacién di-
ferencial que estd definida en todo el espacio dejan de existir sélo cuando se
“escapan” hacia el infinito. Podemos derivar entonces el siguiente corolario.

Corolario 3.3. Sean f como en el enunciado de la proposicion 3.2, y z(t) una
solucion mazimal de & = f(x,t) que estd definida en el intervalo mazimal I.
Si existe una constante M tal que la desigualdad

z(t)| < M
es cierta para todo t >ty que esté en I, entonces [ty,+00) C I.

Este corolario significa que si sabemos que una solucién tiene que estar
acotada para todo tiempo t > ty, entonces mnecesariamente estard definida
para todos los tiempos posteriores a tg.

Ejercicio 3.11. * Enunciar, y demostrar a partir de la proposicién 3.2, un corolario
andlogo al anterior, pero a partir de una acotacién de una acotacién de z(t) que valga
para t < tp.
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Observacién 3.1.13. 1 En general, las soluciones z(t) de la ecuacién diferen-
cial £ = f(z,t), con f definida en un conjunto abierto @ C R" x R, existen
mientras el par (z(t),t) no se acerque a la frontera de . Mds atn, si esto
nunca ocurre las soluciones estan definidas para todo tiempo ¢ € R. Una ma-
nera de expresar que (z(t),t) se acerca a la frontera de @ cuando el tiempo ¢
se aproxima a uno de los extremos a(zg,tg) o b(zg, %) del intervalo maximal
I(xo,t0), es decir que termina estando fuera de cualquier conjunto K que este
“bien metido” en Q. Por ejemplo, los subconjuntos cerrados y acotados? de Q
tienen esta propiedad: estan siempre a una distancia positiva del complemento

de Q.

Teorema 3.7. Sea z(t) la solucion mazimal del problema

{ & = f(,1),

z(to) = zo,
que supondremos definida en
I(zo,t0) = (a(zo, o), b(z0, 0))-
Dado cualquier cerrado y acotado K C @, ezisten numeros a y b tales que
a(zg,tp) < a <ty < b < b(z,tp),
con la propiedad de que para todo
t € (a(zo,10),a) U (b, b(z0,%0)) = I(z0,%0) \ (a,b)
se cumple que (z(t), t) ¢ K.
En realidad, la proposicién 3.2 no es mas que un corolario de este teorema.

Ejercicio 3.12. *** Demostrar el teorema 3.7. Sugerencia: mostrar que existe una
sucesién de tiempos

tr T b= b(z0,10)

y un punto z, € R" tales que (z.,b) € K y

lim (2(t),tk) = (24, b).

k—o0

Utilizar la solucién de la ecuacién diferencial con dato inicial 2(b) = x. para prolongar
la solucién z(t) mas alld de b. ' Bk

%los conjuntos cerrados y acotados de R™ x R son los conjuntos compactos. Por esa razén,
al teorema 3.7 suele llamarsele teorema de salida de compactos.
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Ejercicio 3.13. *

1. Consideremos una funcién f : R® — R, localmente Lipschitz. Supongamos
que existe € > 0 tal que las soluciones z(t) del problema

{ &= 1@, (3.23)

z(to) = o,

satisfacen
m(t) EB(.CL'U,C), t > to.

Mostrar que la solucién maximal del problema (3.23) estd definida sobre toda
la semirrecta [tg, +00) Q

2. Cuando probamos la proposicién 1.2 omitimos un detalle de la demostracion
(tal como se sefiala en el ejercicio 1.42) porque no tuvimos cuidado en verificar
que las drbitas estdn definidas para todo ¢ > 0. Completar la prueba de la
proposicién (de paso aprovechar y repasarla).

Observacién 3.1.14. El resultado de la primera parte del ejercicio anterior
también es cierto si f estd definida sobre un subconjunto abierto 2 de R", y
la clausura B(z, €) de la bola B(z, €) estd contenida en € (ver el enunciado del
teorema, 3.7). Utilizaremos esta observacion en la seccién 3.3. [

Ejercicio 3.14. * Supongamos que f(z,t) es una funcién acotada que estd definida
en todo R™ x R. Mostrar que todas las soluciones de & = f(x,t) existen para todo
tiempo . Sugerencia: buscar una acotacién para x(t) usando la férmula

xz(t) = zo + t f(z(s),8)ds

y aplicar la proposicién 3.2.

Ejercicio 3.15. * Consideremos la ecuacién diferencial auténoma & = f(z) en R,
y un zo € R tal que f(zo) > 0. Sea z(t) la solucién de la ecuacién diferencial con
dato inicial z(0) = zo.

1. Si f(z) > 0 para todo = > o entonces probar que

T ds
—— = +o0.
/mg f(s)
es la condicién necesaria y suficiente para que la solucién z(t) esté definida para

todo tiempo t > 0.

2. Calcular, cuando la integral es convergente, el mayor valor de b para el que la
solucién z(t) estd definida en todo el intervalo [0, b). Q

Ejercicio 3.16. ** Consideremos el problema de valores iniciales

{ =z + 12,

2(0) = 0. (3.24)
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1. Mostrar que el teorema de Picard puede aplicarse a este problema.

2. Sean a y b dos nimeros positivos cualesquiera. Mostrar que la solucién de (3.24)
existe para todo t tal que

, b
|t| S min {a, m} .
Sugerencia: buscar una estimacién del tiempo que demora el par (z(t),t) en

salir del rectdngulo [—b,b] x [—a, a].

3. Calcular ,
(o) 050, 650} {"’ m} :
4. Concluir que la solucién z(t) existe si |¢| < 1/2.

5. Mostrar que la solucién sélo puede estar definida en un intervalo acotado de

tiempos. Sugerencia: comparar con las soluciones de & = z2.
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3.2 Algunos aspectos cualitativos de la teoria de las
ecuaciones diferenciales ordinarias

Ahora que hemos presentado la teoria basica sobre la existencia y unicidad de
soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias vamos a tratar de conse-
guir informacién sobre el comportamiento de estas soluciones. A continuacién
presentamos algunos resultados en esta direccién. La mayor parte de ellos pue-
de derivarse de la unicidad de soluciones para el problema de valores iniciales
para una ecuacién diferencial.

CONVENCION: A lo largo de esta seccién supondremos que todas las funcio-
nes f(z,t) que aparezcan son continuas como funciones de (z,t), y localmente
Lipschitz respecto a la variable z. Esto asegura que podemos aplicar la teoria
de la seccién anterior a la ecuacién & = f(z,t). Cuando consideremos ecua-
ciones auténomas # = f(z) supondremos que f es localmente Lipschitz.

3.2.1 El flujo asociado con una ecuacién diferencial

Recordemos que en la observacién 1.1.11, pagina 13, habiamos introducido el
flujo @ asociado a una ecuacién diferencial auténoma a partir de las soluciones
de la ecuacién. Pretendiamos definir el fluyjo ® para la ecuacién © = f(z)
diciendo que ®(z,t) es el valor z(t), en tiempo ¢, de la solucién del problema

de valores iniciales (@)
z = f(x),
{ (0) = . (3.25)

Para que esto pueda hacerse es mecesario asegurarse de que hay una dnica
solucion del problema (3.25). Cuando no hay unicidad de soluciones lo que
estamos diciendo carece de sentido porque el valor z(t) no estd determinado
de manera tunica. Ahora que disponemos de resultados que aseguran la exis-
tencia y unicidad de soluciones para las ecuaciones diferenciales bajo hipétesis
bastante generales, estamos en condiciones de dar una definicién del flujo.

Definicién 3.3. Consideremos la ecuacién diferencial auténoma & = f(x),
donde f estd definida en un abierto 2 C R". Para z € ) consideremos la
solucién maximal z(¢) del problema (3.25) que estd definida en el intervalo
maximal I(z,0). Sea

D={(z,t);z € Qtel(z,0)} CQxR. (3.26)
El flujo ® asociado con la ecuacién diferencial auténoma = = f(z) es la funcién
$:D—- R" (3.27)

que a (zo,t) € D le asocia ®(xzg,t) = x(t), el valor de la solucién del proble-
ma (3.25) en tiempo t.
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Derivaremos a continuacién una propiedad interesante de este flujo, que
esta relacionada con el contenido del ejercicio 1.4. Mostrabamos alli un resul-
tado acerca de las soluciones de la ecuacién diferencial auténoma = = f(z) que
podemos expresar de la siguiente manera: si z(t) es solucién de la ecuacién
diferencial auténoma y s es un niimero real cualquiera entonces

y(t) = x(t + )

también es solucién (con un intervalo de definicién distinto si z(¢) no estd
definido en todo R). Notemos que esta solucién toma en el instante ¢ = 0 el
valor

z(0+ s) = z(s),

por lo tanto concluimos que y(t) = z(¢ + s) es la solucién del problema

{ z(0) = z(s). (3.28)

Podemos escribir todo esto en términos del flujo asociado con & = f(z). En
primer lugar notemos que

z(t) = ®(z(0),1). (3.29)
Ademds hemos mostrado que
®(z(0),t+ s) = z(t + s) = ®(x(s),1). (3.30)

La ecuacién (3.29), evaluada en t = s, nos dice que z(s) = ®(z(0),s). Al
sustituir z(s) en (3.30) por esta expresion en términos de @, concluimos que
el flujo @ debe satisfacer

B(x(0),t + s) = @ (P(x(0),s),1),

sit, sy t+s estdn en el intervalo I(x,0) de definicién de la solucién z(t). Esta
iltima igualdad debe leerse de la siguiente manera: si partimos de una condi-
ci6n z(0) y avanzamos hasta tiempo ¢ + s siguiendo la solucién de la ecuacién
diferencial obtenemos el mismo resultado que si avanzamos s unidades de
tiempo, hasta el punto ®(z(0), s), y a partir de ahi avanzamos otras ¢ unidades
de tiempo resolviendo otra vez la ecuacién con el nuevo dato inicial. Para
que todo esto tenga sentido solo hay que tener cuidado en asegurarse de que
la solucién con dato inicial z(0) estd definida en los tiempos s y t + s. Las
consideraciones que acabamos de hacer constituyen la demostracién de nuestro
préximo teorema.

Teorema 3.8. Consideremos una ecuacion diferencial auténoma & = f(x),
con

f:QCR® 5> R"
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yx € Q. Sean t y s dos nimeros reales tales que ®(z,t) y ®(P(xz,t),s) estdn
definidos. Entonces también estd definido ®(x,t+ ) y se satisface la igualdad.

O(z,t +s) = @ (P(z,t),s) . (3.31)

Observacion 3.2.1. Los mismos argumentos que usamos para demostrar el
teorema 3.8 son los que empleamos en el ejercicio 3.2, pagina 221, para probar
que la exponencial de una matriz tiene la propiedad

eAltts) — gAleds 5t e R. (3.32)
Naturalmente, esta igualdad es equivalente a que se satisfaga
A X = eAteds X s ¢t €R. (3.33)

para todo X € R". Sirecordamos que el flujo de una ecuacién lineal X = AX
es
B(X,t) =X,

reconocemos entonces que (3.33) no es otra cosa que (3.31) en el caso particular
del flujo asociado a una ecuacién lineal con matriz A. '

El siguiente ejercicio tiene como objetivo verificar directamente la validez
de la férmula (3.31) para algunas ecuaciones no lineales.

Ejercicio 3.17. * Comprobar la férmula (3.31) en los flujos asociados con las

ecuaciones diferenciales

t=—2% y &=x—2%

que aparecieron en la seccién 1.2 (ecuaciones (1.20) y (1.28) respectivamente). Prestar
especial atencién al problema de que en ambos casos hay soluciones que no estan
definidas para todos los tiempos.

Para cerrar estos comentarios acerca del flujo enunciaremos dos teoremas
acerca de su dependencia respecto a las variables z y t.

Teorema 3.9. Consideremos el flujo ® asociado con la ecuacion & = f(z), que
estd definido en el conjunto D dado por (3.26). Entonces D es un subconjunto
abierto de R" ! y ® es una funcién continua.

Observacién 3.2.2. SISTEMAS DINAMICOS

Supongamos que el flujo ®(z,t) asociado con una ecuacién auténoma en un
abierto 2 C R"™ estd definido para cualquier tiempo ¢. Tiene entonces las
siguientes propiedades:

1. es una funcién continua de (z,t);

2. ®(z,0) = z, para todo z € €. Esta propiedad es obvia, por la definicién
que hemos dado del flujo ®.
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3. la propiedad de grupo ®(z,t+s) = ®(®(z,t), s), vilida para cualquier =
en  y t, s reales, que asegura que es lo mismo

(a) avanzar desde x durante ¢ + s unidades de tiempo;

(b) avanzar t unidades de tiempo. Usar el punto alcanzado como nueva
condicion inicial y avanzar a partir de alli s unidades de tiempo.

Diremos que una funcién ® que tenga estas tres propiedades es un sistema
dindmico, porque describe una evolucién en el tiempo de los puntos de 2.
Los flujos asociados con ecuaciones diferenciales auténomas definen —cuando
existen para todo tiempo®- sistemas dindmicos. Pero existen también sistemas
dindmicos que no provienen de resolver ninguna ecuacion diferencial. En otras
palabras, es la propiedad de grupo de la funcién ® la que recoge la idea de
dindmica o movimiento. Esta idea es diferente, incluso anterior, que modelar
la evoluciéon de un sistema por medio de una ecuacién diferencial. La no-
cién de evolucion asociada con la propiedad 3 de flujos y sistemas dindmicos
reaparecerd en el contexto de las ecuaciones en derivadas parciales, cuando
analicemos las ecuaciones que gobiernan la propagacién de ondas y el flujo de
calor. [

Si el miembro de la derecha de la ecuacién es mas regular, entonces el
resultado de dependencia continua respecto a las condiciones iniciales puede
mejorarse para obtener dependencia C¥, tal como enunciamos a continuacién.

Teorema 3.10. Si f es una funcién de clase C* en Q entonces ® es una
funcion de clase C* en su dominio De.

Los teoremas 3.9 y 3.10 tienen cierta complejidad porque implican estudiar
la dependencia de las soluciones de la ecuacién respecto a las condiciones
iniciales. Es mucho maés sencillo obtener resultados de regularidad respecto al
tiempo, dejando las condiciones iniciales fijas. Ese es el contenido de nuestro
préximo ejercicio, en el que trabajaremos en general, incluyendo el caso de
ecuaciones no auténomas definidas en algtin dominio @ c R**1.

Ejercicio 3.18. * Consideremos la ecuacién diferencial & = f(z,t) en Q, y supon-
gamos que f es de clase C! en Q. Mostrar que si z(t) es una solucién de la ecuacién
diferencial entonces es una funcién de clase C2. Concluir que la derivada segunda %(t)
de las soluciones puede calcularse en cada punto (z,t) de @ a partir de la ecuacién.
Generalizar al caso en que f es de clase C*. Q

Sacaremos algin partido de los resultados de este ejercicio en la seccién
dedicada al analisis cualitativo de las ecuaciones diferenciales.

3esta condicién no es esencial. Siempre es posible reparametrizar las soluciones de la
ecuacién para que todas las soluciones estén definidas para todos los tiempos.
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3.2.2 Soluciones distintas de una ecuacién diferencial no pue-
den cortarse

Otra consecuencia de la unicidad es que dos soluciones diferentes z1(t) e z2(?)
diferentes de una ecuacién diferencial & = f(x,t) no pueden satisfacer la igual-
dad z(t) = y(t) para ningin valor de ¢. En otras palabras: dos soluciones de
una, ecuacién diferencial son siempre distintas, o son idénticas. Esto es muy
sencillo de demostrar.

Supongamos que tenemos dos soluciones maximales z1(t) y z2(t) de la
ecuacién & = f(z,t), y un tiempo ty en el que se satisface z1(tg) = z2(to).
Llamemos z( a este valor. Es decir, definamos

T = x1(to) = 2(t0)-
Entonces z1 y z2 son ambas soluciones del problema
{ & = f(z,1),
z(to) = o,
y la unicidad de soluciones asegura que =1 = zs.

Ejercicio 3.19. ** Supongamos que z; y z2 son dos soluciones de la ecuacién
diferencial & = f(z,t) tales que existe un tiempo to para el que se cumple z; (tg) =
z2(to) (no estamos suponiendo ahora que x; y x2 sean maximales). Mostar que se
satisface la igualdad () = z2(t) para todo t que esté en el intervalo en que ambas
soluciones estan definidas.

Ejercicio 3.20. * SOLUCIONES PERIODICAS

1. Consideremos la ecuacién auténoma & = f(x). Sea x(t) una solucién tal que
existen top y T > 0 con la propiedad de que

z(to + T) = z(to)-
Concluir que z(t) estd definida en todo R y es periddica de periodo T'.

2. Supongamos que la funcién f(z,t), es periédica en la variable ¢. Esto es decir
que existe T' > 0 tal que

flx,t+T)= f(x,t), z€R" teR.

Mostrar que si z(t) es una solucién de & = f(z,t) tal que existe un ¢y para
el que se satisface z(to + 1) = z(to), entonces es una solucién periédica de la
ecuacion.

Ejercicio 3.21. * Consideremos una funcién f : R"xR — R® que tiene la siguiente
propiedad de simetria respecto a t:

f(SL',t) = —f(l', _t)'

Supongamos que z(t) es una solucién de la ecuacién diferencial & = f(x,t). Mostrar
que y(t) = z(—t) también es una solucién. Concluir todas las soluciones de la ecuacién
que estan definidas en t = 0 son pares.

{Qué puede afirmarse sobre las soluciones de si se satisface f(z,t) = f(z,—t)?
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Sugerimos volver al ejemplo 1.8.7, pagina 137 luego de haber hecho el
iltimo ejercicio.

Pasemos ahora a considerar una ecuacién diferencial auténoma z = f(x).
Una consecuencia importante de los comentarios que acabamos de hacer es
que dos 6rbitas diferentes de la ecuacion no pueden tocarse. Nuevamente,
probaremos que si dos érbitas 01 y O2 tienen un punto en comun entonces
coinciden. Cada érbita es el recorrido de una solucién, de modo que tomemos
soluciones maximales z;, 1 = 1, 2, definidas sobre intervalos I; tales que

0; = {xi(t); tEe Ii}, 1=1,2.

Si las Orbitas tienen un punto comun zy entonces habrd un tiempo ¢; en el
intervalo I7, y un tiempo to en I, tales que z1(t1) = z2(t2) = zo. Esto implica,
por ejemplo, que z2(s+to—11) es una solucién del problema de valores iniciales

{ i = f(z),

.’ﬂ(tl) = Zo,
al igual que z1(s). La unicidad de soluciones nos dice entonces que
z1(s) = z2(s +t2 —t1), s€ I,

y, en consecuencia, las soluciones 1 y zo recorren el mismo conjunto del plano.
Esta ltima afirmacién es equivalente a que O = Os.

En los proximos ejemplos extraeremos algunas consecuencias sencillas del
resultado que acabamos de encontrar.

Ejemplo 3.2.3. La primera consecuencia es que una solucién no estacionaria
de una ecuacién diferencial auténoma nunca puede alcanzar un punto critico.
En efecto, si Z es un punto critico de £ = f(z) entonces la funcién constante
z(t) = Z es una solucién de la ecuacién. Por lo tanto, ninguna solucién de
la ecuaciéon que no sea ésta puede tomar el valor Z. Por supuesto que puede
ocurrir que otra solucién z(t) se aproxime a Z, en el sentido de que limz(t) = %
cuando ¢ tiende a —oo 0 +00, tal como hemos visto en muchas ocasiones. En
particular, hemos visto este comportamiento cuando Z es un punto critico
asintéticamente estable. &

Ejemplo 3.2.4. Consideremos la ecuacién diferencial £ = f(z) en R. Si x4
y T2 son dos puntos criticos para la ecuacién y zy € (1, z2) entonces la érbita
de z estd completamente contenida en (z1,z2). Veamos a continuacién la
justificacién de esto. Llamemos z(¢) a la solucién de la ecuacién que satisface
z(0) = zo. Sila érbita de z tuviera algin punto fuera de (z1,z2) entonces,
por la continuidad de z(t), deberia existir un tiempo ¢ en el que la solucién z(t)
tome el valor z; o el valor z9, con lo que entrarfamos en contradiccién con
las conclusiones a las que llegamos en el ejemplo anterior. Dado que z(t) no
puede salir del intervalo (z1,x2) tiene que estar definida para todot € R. &
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Ejercicio 3.22. ** Mostrar que cada uno de los conjuntos
0 = £+/2(1 4 cosp), con ¢ € (—7,m)

estd formado por una tnica érbita de la ecuacién (1.92) del péndulo y que las so-
luciones correspondientes estdn definidas en (—oo, 00). Interpretar fisicamente estas
soluciones.

Ejercicio 3.23. ** Consideremos la ecuacién diferencial en R2? cuyas ecuaciones,
escritas en coordenadas polares (r,8), son

. rtsin(1/r) si r >0,
10 si r=0, (3.34)
0=1.
1. Mostrar que esta ecuacién estd en las hipdtesis del teorema de Picard.

2. Mostrar que el origen es un punto critico estable pero no asintéticamente esta-
ble.

3.2.3 Estudio cualitativo de algunas ecuaciones diferenciales
ordinarias

Gran parte de la teoria moderna para las ecuaciones diferenciales tiene co-
mo objetivo describir cualitativamente el comportamiento de sus soluciones
aunque éstas no puedan calcularse explicitamente. En esta seccién veremos
algunos ejemplos sencillos en los que se utiliza este tipo de analisis para esbozar
el conjunto de soluciones de una ecuacién diferencial ordinaria.

Ejemplo 3.2.5. El objetivo de este ejemplo es tratar de bosquejar las solu-
ciones de la ecuacion diferencial

i=e""t 1. (3.35)

Trabajaremos en el plano (¢,z), ya que trataremos de representar el grifico de
todas las soluciones z(¢). En la figura 3.1 aparece el campo de pendientes en
el plano (¢, ) que estd asociado con esta ecuacién diferencial. La informacién
acerca del crecimiento de las soluciones en cada punto (¢,z) puede extraerse
directamente de la ecuacién diferencial. La solucién que pasa por el punto
(t,z) tiene derivada dada por e*~* — 1. Entonces, tendremos que i es mayor
que 0 en el semiplano de los puntos que satisface z > ¢, y menor que 0 en
x < t. Sobre la recta £ = t las soluciones tienen derivada nula. No es dificil
concluir que sobre la recta z = ¢, en que las tangentes son horizontales, hay
méximos relativos para las soluciones. En efecto, cuando una solucién z(t)
atraviesa esta recta en el sentido en que ¢ crece, pasa de la regién en que © > 0
a el semiplano £ > t en que £ < 0. Se puede llegar a la misma conclusiéon
calculando la derivada segunda. Si derivamos la ecuacién diferencial respecto
a t obtenemos
F=e"Hi—1) = e et —2).
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Figura 3.1: campo de pendientes de la ecuacién 3.35

Por lo tanto, en la recta z = ¢ tenemos £ = —2 < 0, lo que muestra que las
soluciones tienen maximos locales estrictos. En el diagrama de la figura 3.2 se
bosquejan los maximos de las soluciones sobre £ = t. Encontramos también
que la derivada segunda de las soluciones es positiva en la regién  —t > log 2,
y negativa en z —t < log2. En realidad la recta z — ¢ = log?2 es el grafico
de la solucién z(t) = log2 + t. Para ver que esta funcién z(t) es una solucién
notemos en primer lugar que #(t) = 1. Por otra parte, al sustituir en el
miembro de la derecha de la ecuacién se obtiene

e?Mt 1 =¢loe2 _1-9_1=1.

Vemos entonces que esta funcion satisface la ecuacion diferencial. Llame-
mos z1(t) a esta solucién particular explicita. Como dos soluciones diferentes
de la ecuacién diferencial no pueden cortarse podemos concluir entonces que las
soluciones que en algin instante ¢ estdn por encima de z1(t) deben permanecer
por encima para todos los tiempos en que estén definidas. Analogamente, las
que estén por debajo para algin ¢ siempre estaran por debajo.

Llegados a este punto es razonable plantearse si puede haber soluciones
que estén todo el tiempo entre z1(t) y la linea z = ¢t. Veamos entonces como
evoluciona la cantidad

Tenemos que
ot) =2(t) —1 =Dt _2=eplt) _9, (3.36)
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Figura 3.2: maximos sobre la recta z =1

Por lo tanto ¢ es decreciente siempre que estemos por debajo del grafico
de z1(t). Por otra parte, si una solucién z(t) que estd por debajo de z1(t)
no cruza x = t y se mantiene por encima de esta recta debe estar definida pa-
ra todo tiempo, porque no puede escaparse hacia infinito en un tiempo finito.
Estas observaciones indican que, bajo estas hipétesis, existe

t—1>14r-noo @(t) € [0,log 2).
Recurriendo a (3.36) concluimos que también existe

Jim (t) € [-1,0).
Esto dltimo es contradictorio, porque si la derivada de ¢ tiende a un valor nega-
tivo cuando ¢ — +oo la funcién ¢(t) debe tender a —oo. Esta contradiccién
muestra que la solucién z(t) que estamos considerando pasa a ser estrictamente
menor que ¢ en algin instante.
Para completar el estudio de la ecuacién diferencial es conveniente usar
que la variable ¢ satisface la ecuacién auténoma

G =e?—2. (3.37)

Antes de utilizar este hecho, y a sabiendas de que es redundante, mostrare-
mos con un argumento que no emplea la ecuacién diferencial (3.37), que las
soluciones que estdn en el semiplano z < log 2 + ¢ estan definidas para todo t.

Supongamos entonces que tenemos una solucién que estd definida en un
cierto tiempo tg, y que satisface z(tg) < to + log2. No puede ocurrir que
“yendo hacia atrds en el tiempo” se escapen hacia el infinito en tiempo finito
porque estd obligadas a entrar en la franja ¢ < z < log2 + ¢ y a permanecer
alli, porque cuando ¢ decrece ¢ crece, pero no puede llegar al valor log2 que
se alcanza sélo sobre la solucién explicita z(t) = ¢ + log 2. Por lo tanto no es
posible que exista un niimero a tal que limy |, |z(t)| = +00. Este hecho asegura
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que las soluciones tienen que estar definidas al menos en una semirrecta de la
forma (—o0,ty]. Por otra parte, la ecuacién diferencial permite derivar muy
facilmente una cota inferior para las derivadas de sus soluciones, ya que

pt) ="t —1> -1,

de la que se desprende que
z(t) > z(to) — (t — to)-

Esta estimacion impide que las soluciones “se escapen” hacia —oo en un tiempo
finito. Como sabemos que no puede pasar para arriba de z = t+log 2 tampoco
puede hacerlo hacia 400, de modo que estdn definidas para todo tiempo.
Tal como anunciamos, saquemos partido ahora a la ecuacién diferencial
auténoma
p=e? -2,

que satisface p(t) = z(t) — t. Esta ecuacién tiene un diagrama de fases muy
sencillo, que se muestra en la figura 3.3: hay un punto critico en log2, que

VA Py
\

v
v

@ = log?2 ¥

Figura 3.3: el diagrama de fases de la ecuacién (3.37)

corresponde a la solucién z1(t), y sus soluciones son creciente en ¢ > log 2
y decrecientes en ¢ < log2. Por medio de los resultados del ejercicio 3.15
la ecuaciéon auténoma nos permite dilucidar rapidamente la cuestion de los
intervalos de definicién de las soluciones. Cuando “avanzamos” hacia atris
en el tiempo todas las soluciones se aproximan al punto critico ¢ = log2.
Esto implica que estan definidas sobre un intervalo que se extiende hata —oo.
Miremos que es lo que pasa ahora cuando hacemos crecer t. Si ¢y < log2 la

integral
% dp
/oo e —2

es divergente, de modo que las soluciones estan definidas para todo tiempo.
En cambio, si ¢y > log 2 la integral

/+oo d(,D
o e —2
tiene un valor finito que depende de ¢y, al que llamaremos T'(¢g). Por lo tanto,

la solucién con dato ¢(tg) = o estd definida sélo hasta to + T'(¢p). Cuando ¢
se aproxima a este valor encontramos que ¢ tiende a 4+o00. Si recordamos la
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definicién de (t) en términos de las variables originales ¢ y z(t), encontramos
que z(t) = p(t) + t, por lo que todas las soluciones que estdn por encima de
la recta de ecuacién z = log 2 + ¢ tienen una asintota vertical.

Todas las consideracion que hemos hecho permiten representar con bas-
tante detalle el conjunto de las soluciones de la ecuacién diferencial (3.35), tal

Figura 3.4: el plano (¢, ) con las soluciones de la ecuacién (3.35)

como se hace en la figura 3.4, sin necesidad de resolverla. Como el objetivo
de nuestra discusién era mostrar en un ejemplo una serie de argumentos que
pueden emplearse para este tipo de estudios cualitativos en algiin momento
obtuvimos la misma informacién por méds de un procedimiento. Informacion
adicional sobre las soluciones de la ecuacién estd contenida en el siguiente
ejercicio:

Ejercicio 3.24. Mostrar que si z(t) es una solucién de (3.35) y ¢ es una constante

real cualquiera entonces
yt) =zt +c)—c
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también lo es. ;Qué relacién hay entre los gréficos de las soluciones z(t) e y(t) en el
plano (t,z)? &

Ejercicio 3.25. *
Consideremos la ecuacién diferencial # = sin(z +t) en Q = R2.

1.
2.

6.

Mostrar que puede aplicarse el teorema de Picard a esta ecuacidon.

Hallar todas las soluciones de la forma z(t) = at + b, donde a y b son dos
constante reales.

Mostrar que todas sus soluciones z(t) estdn definidas para todo t.

Mostrar que si z; (t) es una solucién de la ecuacién entonces x5 (t) = z; (t)+ 2k,
con k € Z, también es una solucion.

Hallar el lugar de los puntos criticos de las soluciones. Clasificarlos determi-
nando si son miximos, minimos o puntos de inflexién.

Bosquejar las soluciones de la ecuacion.

Ejercicio 3.26. * Esbozar las soluciones de

& = tsin® 2.

Ejercicio 3.27. ** Consideremos la ecuacién diferencial no auténoma en R

@ = 2t cos(x — t%). (3.38)

. Mostrar que para cualquier pareja (to,zo) € R? existe una tnica solucién del

problema de valores iniciales que consiste en resolver (3.38) con la condicién
inicial z(t9) = xo.

. Hallar todas las soluciones de (3.38) que son de la forma z(t) = a + 2, donde

a es una constante a determinar.

Mostrar que todas las soluciones de la ecuacién estan definidas para todos los
tiempos.

. Si z(t) es una solucién de (3.38) probar que y;(t) = z(—t) e y2(t) = z(t) + 27

también son soluciones de la ecuacidn.
Estudiar el signo de &(t).

Si z(t) es una solucién de la ecuacién probar que p(t) = x(t) —t? es decreciente
parat > 0y creciente para t < 0. Deducir que ¢(t) alcanza su miximo en t = 0
y concluir que el gréfico de la solucién z(t) con dato inicial z(0) = zo € (0, 27)
est4 por debajo de la pardbola de ecuacién x = zo + 2.

(a) Mostrar que la solucién z(t) con dato inicial z(0) = 37 /2 tiene un méximo
local estricto en ¢t = 0;

(b) mostrar que la solucién con dato inicial 2(0) = /2 alcanza su minimo en
t = 0 y que este minimo es estricto (sugerencia: usar las partes 5 y 6).

(¢) Hallar todos los maximos y minimos de las soluciones.
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8. Mostrar que para todas las soluciones con dato inicial z(0) € (0,27) se tiene
que lim; o @(t) = 0.
9. Calcular #(t) y mostrar que las soluciones z(t) tienen derivada segunda positiva
siempre que se satisfaga t? < z(t) < w/2 + t2.
10. Usar toda la informacién de las partes anteriores para bosquejar las soluciones
de la ecuacién diferencial (3.38) en el plano (¢, z).

Ejercicio 3.28. ** Consideremos la ecuacién diferencial & = ¢ — x2.
1. Mostrar que esta ecuacién estd dentro de las hipédtesis del teorema de Picard.

2. Hallar la curva sobre la que se encuentran los puntos criticos de las soluciones
y mostrar que corresponden a minimos.

3. Consideremos la solucién z(t) con dato z(to) = o, siendo zg > 0, to > 0.

(a) Mostrar que x(t) > 0 para todo t > ty y que t — 2%(t) > 0 si t es
suficientemente grande. En particular hay que asegurarse de que, en este
caso, la solucién z(t) estd definida para todo t > to.

(b) Deducir que z(t) tiene algiin punto de inflexién (utilizar que ninguna solu-
cién que tenga la derivada primera & acotada inferiormente por una cons-
tante ¢ > 0 puede permanecer todo el tiempo por debajo de la parabola
de ecuacién z2 = t).

(c) Probar que z(t) no estd acotada.
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3.3 Estabilidad y funciones de Liapunov

En esta seccién y en la que sigue nos ocuparemos de estudiar sistematicamente
las nociones de estabilidad e inestabilidad de puntos criticos para las ecuaciones
diferenciales ordinarias auténomas en R", de la forma

i = f(z), (3.39)

donde f estd definida sobre un conjunto abierto 2 C R" y es localmente Lips-
chitz. Esta hipotesis asegura que podemos aplicar a la ecuacién 3.39 toda
la teoria que hemos desarrollado en las secciones 3.1 y 3.2. Sobre el final
de la seccién 3.4 definiremos la estabilidad e inestabilidad para soluciones
cualesquiera de una ecuacion diferencial.

Recordemos las definiciones para el caso de puntos criticos de ecuaciones
diferenciales auténomas.

Definicién 1.4. PUNTO CRITICO ESTABLE E INESTABLE
Diremos que un punto critico Z, para una ecuacién diferencial auténoma

es estable si para cada € > 0 existe § > 0 tal que si zp € B(Z,d) entonces la
solucién z(t) de la ecuacién diferencial con dato inicial z(0) = z( satisface

z(t) € B(z,¢), te€[0,+00). (1.40)
Diremos que z es inestable si no es estable.

Definicién 1.5. PUNTO CRITICO ASINTOTICAMENTE ESTABLE
Diremos que un punto critico Z para £ = f(z) es asintdticamente estable si
es estable y existe una bola B(z,d) tal que todas las soluciones z(t) de la
ecuacién con dato inicial (0) = zo € B(0, §) satisfacen
li t) = zx. 1.41
i a(t) =3 (141
Podemos escribir estas definiciones de estabilidad e inestabilidad utilizan-

do el flujo ® asociado con la ecuacién diferencial auténoma & = f(z). La
definicion de estabilidad de T requiere que, fijado € > 0, exista § > 0 tal que

&(z,t) € B(z,¢e), z € B(z,d), t>0.
Para que T sea asintéticamente estable ademds debe satisfacerce

lim ®(z,t) =z, =z € B(z,0).

t—+400
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Ejercicio 3.29, ***

1. Sea Z un punto de equilibrio estable de una ecuacién diferencial & = f(z).
Mostrar que existe un entorno abierto U de Z con la siguiente propiedad: si
x € U entonces ®(x,t), el valor en el instante ¢ de la solucién de la ecuacién
diferencial con dato inicial x, pertenece a U para todo ¢t > 0.

2. Si el punto ¥ es asintéticamente estable el entorno U puede elegirse con la
propiedad adicional de que lim;_,o, ®(x,t) = Z, para todo z € U.

Comenzaremos por retomar las nociones que introdujimos en la seccién 1.4
presentando la importante nocién de funcidn de Liapunov. Como paso previo
vamos a formular la siguiente observacién acerca de la posibilidad de derivar
una funcién “sobre las soluciones de una ecuacién diferencial”, aunque es-
tas soluciones sean desconocidas. Esencialmente volveremos sobre las mismas
ideas que expusimos en la seccién 1.4.

Observacion 3.3.1. Consideremos la ecuacién diferencial auténoma (3.39) en
un conjunto abierto @ C R™, y una funcién V, de clase C', definida sobre un
subconjunto abierto U de Q. Si z(t) es una solucién de la ecuaciéon diferencial,
siempre que z(t) € U podemos considerar la funcién V(z(t)) que resulta de
evaluar V sobre la solucién z(t). Esta funcién es de clase C', y su derivada
es, en virtud de la regla de la cadena,

d .
5V (@®) =VV(z(t)) - &(2).
Como z(t) es una solucién de la ecuacién se satisface z(t) = f(z(t)) y entonces
d

EV(gg(t)) = VV(z(t)) - f(z(2))

Notemos entonces que la derivada de V' sobre la érbita z(t) sdlo depende del
punto z(t). De hecho, podemos definir una funcién continua V' : Q@ — R por
la férmula

V(z)=VV(z)- f(z), z€Q,
y esta funcién tiene la propiedad de que si z(t) es una solucién de (3.39)
entonces

d )
—V(a(t) = V(). (3.42)

Ejemplo 3.3.2. Consideremos la ecuacién

T = az + by,
1y = —bxr + ay,

en el plano, y la funcién V(z,y) = z? + y2. Entonces el campo vectorial f
asociado con la ecuacidn es

f(z,y) = (az + by, —bzx + ay),
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el gradiente de V es
VV(z,y) = (2z,2y)

y la funcién V resulta ser entonces
V(z,y) = 2a(z? + 3?). (3.43)
Por ejemplo, la curva
(z(t),y(t)) = (e cos bt, e™ sinbt)
es una solucién de la ecuacién. Al evaluar V' sobre esta solucién obtenemos
V(z(t),y(t)) = €** (cos® bt,sin’ bt) = **.

Un calculo directo nos dice que su derivada es

d
—V(x(t),y(t)) = 2ae®*.

dt

Si queremos calcular la derivada usando la férmula (3.42) y la expresién (3.43)
que tiene V en este ejemplo resulta entonces

V(z(t),y(t) = 2a (€™ cos? bt + €% sin? bt) = 2ae*™,

que, naturalmente, coincide con lo que habiamos encontrado antes.

Notemos que V ser4 positiva, negativa o nula, segin el valor de a, para todo
punto (z,y) que no sea el punto critico (0,0). Por lo tanto V sera creciente,
decreciente o constante sobre las érbitas de la ecuacién diferencial. Ya vimos
en la seccion 1.4 que esta informacién es muy util para determinar diversos
aspectos dindmicos asociados con las ecuaciones diferenciales, y en esta secciéon
nos dedicaremos a explotar este tipo de ideas en forma mds sistemdatica. & #

Definicion 3.3. FUNCIONES DE LIAPUNOV

Consideremos la ecuacién & = f(z), con f definida en un abierto Q C R".
Sea U C € un abierto. Diremos que una funcién V : U — R, de clase C!, es
una funcidn de Liapunov para la ecuacién = f(z) si se satisface

V(r) <0, zel. (3.44)

Si la desigualdad

V(z) =VV(z)- f(z) <0 (3.45)

se satisface siempre que estemos fuera de un punto critico de la ecuacién
diferencial, diremos que la funcién de Liapunov es estricta
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Como consecuencia de la observacién 3.3.1 resulta entonces que si z(t) es
una solucién de la ecuaciéon (3.39) y V' es una funcién de Liapunov, entonces
V(z(t)) es una funcién no creciente del tiempo ¢. Mds atn, si z(¢) no es una
solucién estacionaria y V es una funcién de Liapunov estricta, entonces V (x(t))
es estrictamente decreciente. En general, las cantidades que se conservan o
decrecen sobre las Orbitas que introdujimos en la seccién 1.4 son funciones
de Liapunov. Recomendamos repasar esos ejemplos antes de seguir adelante.
El objetivo principal de esta seccién es establecer un resultado de estabilidad
que generaliza la proposicién 1.2, en la que considerabamos la estabilidad de
la posicién de reposo de un péndulo que se encuentra en la parte inferior de
su recorrido (ver la pdgina 59 y sucesivas, en la seccién 1.4). Este teorema
contiene ademéas informacién acerca de la estabilidad asintgtica de los puntos
criticos. Pasemos a enunciarlo.

Teorema 3.11 (Liapunov, 1892). Consideremos un conjunto abierto con-
tenido en R™, al que llamaremos Q, y una funcion f : @ — R™ localmen-
te Lipschitz. Sea © € Q un punto critico de & = f(x) y V una funcion
de Liapunov para la ecuacion diferencial, definida en un abierto U C Q que
contiene a T. Supongamos que V tiene un minimo estricto en T, en el siguiente
sentido: existe un entorno W de Z tal que

V(z)>V(z), z€W\{z} (3.46)

Entonces el punto critico T es estable.
Ademds, si la funcion de Liapunov V es estricta y el punto T es un punto
critico aislado entonces T es asintdticamente estable.

Observaciéon 3.3.3. Es evidente que si una funciéon V satisface V >0 en-
tonces —V es una funcién de Liapunov. También que si la desigualdad V>0
es cierta fuera de los puntos criticos de la ecuacion diferencial entonces —V
es una funcién de Liapunov estricta. En general, todos los resultados que va-
mos a demostrar en esta seccién para funciones que decrecen sobre las érbitas
(funciones de Liapunov) tienen, como un corolario inmediato, un teorema “ge-
melo” para funciones que crecen sobre las 6rbitas. Dejamos desde ya planteado
el ejercicio de buscar estos corolarios para funciones con V > 0. [

Observacién 3.3.4. INTERPRETACION GEOMETRICA DEL TEOREMA 3.11
Supongamos que estamos trabajando con una ecuacién diferencial auténoma
en el plano n = 2, y que tenemos una funcién de Liapunov V. Consideremos los
conjuntos del plano sobre los cuales V' es constante (a los que es usual llamar
curvas de nivel de V). En general, estos conjuntos son curvas ortogonales al
vector VV, por lo que si en cada punto z de la curva de nivel dibujamos la
tangente a esta curva encontramos que es ortogonal a VV (z). Més atn, el
vector VV apunta en la direccién en la que V crece, por lo que, localmente, los
puntos que estén del lado de la recta tangente hacia el que apunta VV tendran
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valores de V mas altos, en tanto que los que estén del otro lado tendran valores
de V mas bajos.

Consideremos una curva z(t) en el plano, y su vector tangente o vector
velocidad %(t) en cada punto de la curva. Si

YV (x(t) - &(t) <0

eso significa que la curva z(t) estd atravesando las rectas tangentes a las curvas
de nivel de V en el sentido en que V disminuye, tal como se muestra en la
figura 3.5, donde v; < vy < w3.

V:’U3

Figura 3.5: una érbita cruzando las lineas de nivel de V

Supongamos ahora que Z es un punto critico de una ecuacion diferencial,
V una funcién de Liapunov que alcanza un minimo estricto en Z y z(¢) una
solucion de la ecuacién. En esta situacién, como hay un minimo de V en z, las
curvas de nivel de V' correspondientes a valores ligeramente superiores a V ()
rodean a Z, y las que estdn mds alejadas de T (mds “afuera”) corresponden a
mayores valores de V. Vemos entonces que si V es negativa una solucién x(t)
no puede irse demasiado lejos del punto critico, porque para hacerlo deberia
atravesar las lineas de nivel de V en una direccién que estd prohibida por
el signo de V. Mas aun, la suposicion de que V < 0 fuerza a las érbitas a
atravesar las curvas de nivel de V' en el sentido en que V' decrece. A grandes
rasgos, si hay un minimo de V en z, esto “las aproxima” a z. En esta situa-
cién la solucién debe acercarse al punto critico, y como no puede detenerse
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antes termina aproximandose a él, lo que permite demostrar un resultado de
estabilidad asintética.

Cuando V < 0 entonces no es cierto, en general, que la solucién deba ir
atravesando las curvas de nivel de V' de forma tal que V(z(t)) siempre esté
decreciendo. Pero podemos afirmar que z(t) jamés va a atravesar una curva de
nivel en el sentido en que V crece, y esto es suficiente para obtener estabilidad
del punto critico z.

Claro esta que esta discusién geométrica no es una demostracién del teo-
rema de Liapunov, pero es ilustrativa acerca del comportamiento de las solu-
ciones de una ecuaciéon que tiene una funcién de Liapunov. La restriccién al
caso n = 2 no es esencial. En n = 3 los conjuntos de nivel son superficies, y el
gradiente VV es perpendicular a estas superficies. Para n > 3 los conjuntos
de nivel son superficies de dimensién n — 1, o hipersuperficies. Todas las con-
sideraciones geométricas que hemos hecho en el caso n = 2 pueden extenderse
a dimensiones mas altas.. [ )

Tal como mencionamos, la primera parte del teorema de Liapunov es la
formulacién general de la proposiciéon 1.2, y su demostracién es esencialmen-
te la misma que presentamos en la secciéon 1.4. El tnico ingrediente que le
faltaba a la demostraciéon de esta proposicién era verificar que las soluciones
de la ecuacién diferencial estdn definidas para todo ¢ > 0. Ahora ya sabemos
como hacer esto, incorporando los resultados de la parte 1 del ejercicio 3.13,
pagina 230, tal como se hizo en la parte 2 de ese ejercicio para completar la
demostracién de la proposiciéon 1.2. Ver también la observacién 3.1.14 que
sigue al ejercicio 3.13.

Observaciéon 3.3.5. No es ninguna pérdida de generalidad suponer que la
funcién de Liapunov V se anula en z y es positiva en todos los otros puntos
de W. Esto es asi porque a partir de V podemos definir la nueva funcién de
Liapunov

V(z) =V(z) - V(z),

que satisface V(z) =0y V >0 en W. [ )

PRUEBA DEL TEOREMA 3.11: Supondremos que V(Z) = 0, cosa que no es
ninguna pérdida de generalidad tal como ya observamos.

Para demostrar la primera parte veamos que se satisface la definicién de
estabilidad para el punto critico Z. Para ello comencemos con fijar € > 0.
Como Z es un minimo estricto de la funcién V existe un entorno W C U de Z
tal que se satisface

V(z) >0, zeW)\{z}.

No hay inconveniente en suponer que la bola cerrada

B(z,e) ={y €e R"; |y — 7| < €}
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estd contenida en W, ya que esto siempre puede conseguirse escogiendo un
nimero € mis pequeno que el que habia sido fijado de antemano, si es necesario.
Consideremos la frontera de B(z,¢), el conjunto

S(z,€) ={y eR"; |y —z| = €}.

Este conjunto es cerrado y acotado, por lo tanto la funcién continua V tiene
un minimo m en S(z,¢e). Como este minimo corresponde al valor de V' en

(5

V=m

Figura 3.6: esquema de los conjuntos que intervienen en la demostracién

algin punto de S(z, €) es positivo. Tomemos ahora cualquier niimero positivo
y menor que m, por ejemplo m/2. Como V es continua existe un nimero
¢ > 0 y menor que € tal que

V(y) <m/2, ye€ B(0,0).

En la figura 3.6 hemos representado los conjuntos de nivel V. =my V =m/2,y
destacado el punto* de V = m qué estd sobre S(z, ¢). También hemos incluido
en la figura la bola B(z, d), que no puede tocar al conjunto de nivel V. =m/2
por la forma en que hemos escogido 6. Consideremos un z¢ € B(0,6) y la
solucién maximal de la ecuacién diferencial con dato z(0) = z( (esta solucién
estd definida en un intervalo (a,b) que contiene a 0, donde, en principio, b
puede ser +00 o cualquier nimero real positivo). Vamos a probar que

z(t) € B(z,e), te€]0,b). (3.47)
Este hecho es obvio para t = (0, tenemos entonces que

|z(0) —z| < 6 < e.

4naturalmente, este punto no tiene por qué ser tnico, ni el conjunto de nivel tiene por
qué tener el aspecto simple con el que lo hemos dibujado. La figura debe interpretarse como
un esquema auxiliar que ayuda a seguir los pasos de la prueba y nada maés
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Como |z(t) — Z| es una funcién continua de ¢, es menor que € en ¢t = 0 y mayor
o igual que € en ¢t = {1, entonces en algin punto t2 € (0,¢1] debe satisfacerse

lz(ts) — 7| = e.

En resumen, hemos probado el hecho bastante evidente de que es necesario
que en algin momento la 6rbita z(t) esté en S(z,€) para que pueda salir de
B(z,€). Esto nos conducird a una contradiccién porque V' es més grande en
S(z,€) que en el punto zy del que partié nuestra solucién z(t). En efecto,
consideremos el primer tiempo  en el que la érbita llega a S(z,¢€), es decir

t = inf{t € [0,b); z(t) € S(z,€)}
La definicién de ¢ implica que z(t) € S(z,€) y que ¢ > 0. En tanto que
z(t) € B(z,e) CU, z€]0,t).

Este ultimo hecho asegura que V(z(t)) estd definida sobre todo el intervalo
[0,Z]. Como V es menor o igual que 0 la funcién V(z(t)) es no creciente, de
modo que

V(z(f)) < V(z(0)) < m/2. (3.48)

Por otra parte sabemos que V(z(t)) > m porque m es el minimo de V so-
bre S(z,e). Como vemos, suponer que z(t) podia salir de B(z,€) nos ha
llevado a una contradiccién, lo que implica (3.47). Como la solucién z(t) debe
permanecer en el conjunto B(z, €) entonces b = +00. Hemos probado entonces
que

z(t) € B(Z,¢), t€[0,400),

para toda solucién z(t) tal que su condicién inicial z(0) estd en la bola B(0, §).
Por lo tanto el punto T es estable.

Pasemos ahora a demostrar la estabilidad asintética de Z cuando la funcién
de Liapunov es estricta. Vamos a probar que las soluciones z(t), con dato
inicial en la bola B(z,¢) tienden a Z cuando t — oco. Para ello serd suficiente
mostrar que

li t)) = 0. A4

Jim V(z(t)) =0 (3.49)
Comencemos por justificar esta afirmacién. Fijemos €’ € (0,€). Tenemos que
probar, a partir de (3.49), que existe T tal que

z(t) € B(Z,€'), t>T.
Notemos que la funcién V' es positiva en el conjunto compacto

B(Z,¢) \ B(Z,¢) ={y e R"; ¢ <|y—1z| <€}, (3.50)
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por lo tanto alcanza un minimo positivo m; en ese conjunto. Por otra parte,
si se satisface (3.49) existe un T > 0 tal que

Viz(t)) <mq, t>T.

Esta desigualdad implica que z(t) no puede estar en el conjunto (3.50) cuanto
t es mayor que 7. Como sabemos que z(t) estd en la bola B(Z,€) para todo
t > 0 concluimos inmediatamente que

z(t) € B(z,€), t>T.

Recordemos ademéds que V' decrece sobre la érbita z(t) y que la funcién V es
no negativa en B(z,€). Por lo tanto existe
lim V(z(t)) =n > 0. (3.51)
t—00
La discusién que acabamos de presentar implica que todo lo que tenemos
que hacer es descartar el caso 7 > 0 para tener demostrado nuestro teorema.

Notemos que si 7] es positivo entonces la érbita no puede acercarse al punto z.
En efecto, como V (z(t)) es decreciente se satisface

V(z(t)) >n, tel0,00). (3.52)

Ademids V(z) = 0y V es una funcién continua. Por lo tanto existe un ntimero
8" € (0,¢), tal que
V(y) <n, yeB0,75). (3.53)

Si tenemos en cuenta que z(t) siempre estd en la bola B(xz,€) se desprende
inmediatamente de (3.53) que si se satisface (3.52) entonces

z(t) € B(z,e) \ B(z,8') ={y e R"; § <|y—z| <€}, te[0,+00). (3.54)

Vamos a mostrar ahora que (3.54) lleva a una contradiccién. Lo haremos
usando un argumento que usa la continuidad de la funcién V. Este hecho
depende de la hipétesis de regularidad C! para la funcién de Liapunov V. En
la observacién 3.3.12 presentamos otra demostraciéon que usa hipotesis mas
débiles sobre V.

Como V es una funcién de clase C! entonces la funcién

V=VV-f

es continua. Ademds, como estamos asumiendo que V es una funcién de
Liapunov estricta, la funcién Ves negativa en todos los puntos de U, salvo en
los puntos criticos de la ecuacién diferencial.

Como el punto critico z es aislado, existe ¢ > 0 tal que no hay otros
puntos criticos en B(Z,€). No hay ningin inconveniente en suponer que el €



254 CAPITULO 3

con el que estamos trabajando tiene esta propiedad, ya que, si z es aislado
siempre podemos escoger e suficientemente pequenio como para que T sea el
tinico punto critico en B(Z,¢€), y ademéds B(Z,e) C W. Para esta valor de ¢
podemos repetir todos los argumentos que hicimos hasta ahora.

Nuestra eleccién de € implica que no hay ningin otro punto critico en el
conjunto compacto

B(z,¢) \ B(z,d) (3.55)

que aparece en (3.54). Por lo tanto V es negativa en todos los puntos de (3.55)
y tiene un maximo negativo en ese conjunto, al que llamaremos —msy. Como
la 6rbita z(t) satisface (3.54) y la derivada de V sobre la érbita se obtiene

evaluando V tenemos

d .
%V(ib(t)) =V (z(t)) < —mg, t€ (0,400).
Naturalmente, podemos integrar esta desigualdad entre 0 y cualquier ¢ > 0.

El resultado de este calculo es
V(z(t)) < V(z(0)) — mat,
que tiene como una consecuencia inmediata

li = —o00.

Jim V(z(t)) 00

Naturalmente, esta tltima igualdad entra en contradiccién con (3.51) y, por lo
tanto, el limite 7 en (3.51) es necesariamente 0. Esto completa la demostracién
del teorema.

Ejemplo 3.3.6. La proposicién 1.2, en la que probamos que el punto de
equilibrio del péndulo que corresponde al reposo de la particula en la parte
inferior de la guia, es un caso particular de la primera parte del teorema de
Liapunov que acabamos de demostrar. También el ejercicio 1.43, pagina 60,
puede resolverse usando la energia e y aplicando este teorema. &

Ejemplo 3.3.7. La hipétesis de que el punto critico = sea aislado es esencial
para que la existencia de una funcién de Liapunov estricta con un minimo
es T implique la estabilidad asintética. Veamos un ejemplo que muestra este
hecho. Consideremos en R? la ecuacién diferencial

=0,
y=—y.
Todo el eje y = 0 estd formado por puntos criticos de la ecuacién diferencial,

cada uno de los cuales es estable pero no asintéticamente estable, tal como
puede apreciarse en la figura 3.7. La funcién V(z,y) = 2 +y? es una funcién
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Figura 3.7: el plano de fases de £ =0, y = —y

de Liapunov estricta para esta ecuacién, porque

V(z,y) = —y*

es negativa en cualquier punto de R? que no sea un punto critico de la ecuacién
diferencial.

Ejercicio 3.30. ** Mostrar que si Z es un punto critico no aislado de una ecuacién
diferencial auténoma entonces no puede ser asintGticamente estable. &

Veremos a continuacién una serie de ejercicios de aplicaciéon del Teorema
de Liapunov.

Ejercicio 3.31. * Determinar los valores de los coeficientes a y b que hacen que
V(z,y) = ax® + by? (3.56)
sea una funcién de Liapunov para cada uno de los siguientes sistemas:

T = 3zy, &= -2+ zy?, d7=—%3+2$y2,
§=-z" -y g = -2y —y°, y=—y°

i Qué puede decirse de la estabilidad de (0,0) en cada caso?

Observacién 3.3.8. FUNCIONES DE LIAPUNOV LOCALES

Las propiedades de estabilidad e inestabilidad de los puntos criticos son pro-
piedades locales. Por esta razén, pueden estudiarse buscando funciones de
Liapunov en algin entorno del punto critico £ que estamos analizando. Pa-
ra asegurarse de que tenemos una funcién de Liapunov hay que estudiar el
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signo de las funciones V' y V en algin entorno de z, cosa que puede hacerse
localmente con bastante facilidad utilizando las técnicas usuales del calculo:
anilisis de las derivadas primeras, estudio del Hessiano para determinar el
comportamiento de los términos de segundo orden, etc. [

Los ejercicio que siguen contienen un par de ejemplos en los que se ve la
utilidad de la observacién anterior.

Ejercicio 3.32. * Mostrar que V(z,y) = 22 + 32 es una funcién de Liapunov
estricta para

T=—-% -4 g% — gy,
{._ Fohoo oy (3.57)

en algin entorno de (0,0), y concluir que este punto es un punto critico asint6ti-
camente estable. Sugerencia: determinar la funcién V(z,y) y mostrar que tiene un
maximo estricto en (0, 0).

Ejercicio 3.33. ** Hallar el punto critico (z,7) de

x:m(l—x—y),
y=yB/4—y—z/2),

que satisface T > 0, § > 0, y mostrar que existe un entorno U de (Z,7) en el que
V(z,y) = (z-2)" + (y — )

es una funcién de Liapunov estricta para la ecuacién diferencial. Determinar el tipo
de estabilidad de (Z, 7).

A continuacién expondremos un método bastante practico para construir
funciones de Liapunov locales, que explota sistematicamente esta idea de que
s6lo nos interesa estudiar el signo de V' y V' en un entorno de los puntos criticos.

Observacién 3.3.9. FORMAS CUADRATICAS COMO FUNCIONES DE LIA-
PUNOV

Para fijar ideas trabajaremos en R? y supondremos que el punto critico
es (0,0). Una funcién de Liapunov local para (0,0) es una funcién V que
satisface V < 0 en un entorno de (0,0). Es inmediato, a partir de la definicién
de V, que 1% siempre se anula en los puntos criticos. Por lo tanto, la condicién
necesaria y suficiente para que V sea una funcién de Liapunov local es que 1%
tenga un mdximo local en (0,0). La funcién serd estricta en un entorno de
(0,0) siy sélo si el méximo es estricto.

Una manera de determinar si V tiene estas propiedades es utilizar las
técnicas usuales del cdlculo para buscar extremos de funciones de varias varia-
bles. Calcularemos entonces las derivadas parciales de V en el punto critico, y
si estas se anulan recurriremos al andlisis de las derivadas parciales segundas,
para decidir si estamos en un maximo, un minimo o un punto de silla.

También nos interesard saber cudl es el signo de V' en un entorno del punto
critico (recordemos que necesitamos que el punto critico sea un minimo de V
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para poder probar su estabilidad aplicando el teorema de Liapunov; veremos
luego que si no se trata de un minimo y V es una funcién de Liapunov estricta
entonces puede deducirse la inestabilidad).

En general habrd que estudiar los términos de segundo orden del desa-
rrollo de Taylor de V' y V alrededor de (0,0) para completar el estudio de
sus signos. Naturalmente, esperamos que los términos de primer orden no
aparezcan porque queremos estar en un minimo para V' y un maximo para V.
Esto sugiere considerar una funcién

V(z,y) = ax? + 2bzy + ¢, (3.58)

en la que sdlo aparecen los términos de segundo orden, y tratar de determinar
a, b y ¢ de manera conveniente. Recordemos ademads que es sencillo determinar
el signo de V(z,y) a partir del valor de a, b y c. Esto no es mis que la
clasificacién de la forma cuadrética (3.58), cosa que suponemos conocida para
el lector, y cuyo resultado aparece en la tabla 3.1. Vamos a ver a continuacién

Condiciones sobre a, by ¢ Ves (0,0) es
ac—b> >0 a+c>0 definida positiva minimo estricto
a+c<0 definida negativa maximo estricto

ac—b> =0 a+c>0 semidefinida positiva | minimo no estricto
a+c<0 semidefinida negativa | maximo no estricto
ac—b> <0 no definida punto de silla

Tabla 3.1: clasificacién de la forma cuadritica (3.58)

un ejemplo de esta técnica.

Ejemplo 3.3.10. Buscaremos en este ejemplo una funcién de Liapunov es-
tricta para el sistema del péndulo amortiguado. Consideremos el sistema,

o= wea
{ 0 = —wsinyp — (36, (3.59)

donde w y B son dos constantes positivas. El término —(360 representa la
existencia de un amortiguamiento que frena el movimiento. Esto sugiere que
cualquier solucién del sistema tiende al reposo en la posicién de equilibrio
estable y que el punto critico (0,0) es, en definitiva, asintéticamente estable.
Si utilizamos la funcién de Liapunov “natural” para el sistema, la energia

e(p,0) = 6°/2 — cos p,

encontramos que

é((pa 0) = _/802
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es una funcién de Liapunov pero no es estricta, porque é = 0 sobre todos
los puntos en los que # = 0. Esta funcién permite mostrar la estabilidad
de (0,0), pero no su estabilidad asintética. Al menos no es posible hacerlo
con la teoria que hemos desarrollado hasta ahora (ver la proposicién 3.4 en la
observacién 3.3.12, y los ejercicios que la siguen). Tratemos de construir una
funcién de Liapunov de la forma

V(p,0) = ap?® + 2bph + ch>.

Para simplificar los cdlculos tomaremos w = 8 = 1. La primera condicion es
que V tenga un minimo estricto en (0,0). Para esto deben satisfacerse

ac—bv >0, a+c>0.

Busquemos ahora las condiciones sobre a, b y ¢ que resultan del estudio del
signo de V. Un célculo inmediato nos dice que

V(p,0) = —bpsinp + (a — b)ph — cfsinp + (b — c)h>.
Las derivadas parciales primeras son

‘:/Lp(% 0) = —bsing — by cos p + (a — b)# — cf cos p,
Va(p,0) = (a — b)ep — csinp + 2(b — ¢)8.

Notemos que ambas derivadas se anulan en (0, 0). El signo de V en un entorno
de (0,0) dependerd entonces de su matriz Hessiana, o, lo que es equivalente,
del comportamiento de la forma cuadratica

V,55(0,0)0% + 2V,5(0, 0) 08 + Vi (0, 0)6%. (3.60)

Recordemos ademds que podemos asegurar que V (i, 0) tiene el mismo signo
que la forma cuadrética (3.60) sélo cuando se satisface la condicién

Voo (0,0) Vg (0,0) — V%(0,0) # 0,

que asegura la no degenaracién de la forma cuadratica. Pasemos a calcular
las derivadas segundas y evaluarlas en (0,0). El resultado es

Vi (0,0) = —2b,
Vep(0,0) =a—b—c,

Vo (0,0) = 2(b— ¢).

Para asegurar que V es negativa en un entorno del origen se requiere entonces
que
—4b(b—c) —(a—b—c)?* >0, —2c<0.
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Como no nos interesa determinar todos los valores de a, b y ¢ para los que V es
una, funcién de Liapunov estricta para la ecuacién del péndulo, sino encontrar
tan sélo una de estas funciones, fijamos a = ¢ > 0 para simplificar los calculos.
La condicién adicional que debe satisfacerse ahora es

b(4a — 5b) > 0.

Por lo tanto, resulta evidente que a = ¢ = 2, b = 1, es una eleccién que hace
que V (¢, ) sea una funcién de Liapunov estricta en un entorno de (0,0). Esta
funcién permite probar la estabilidad asintética de este punto critico. &

Como aplicacién de esta técnica, proponemos el siguiente ejercicio.
Ejercicio 3.34. ** Estudiar la estabilidad de (0,0) para

& = —4z + 10siny,
g =e2y—2)(1-y) _ 1

Notemos que este método pasa esencialmente por estudiar los términos de
segundo orden de V, donde V es la forma cuadrética (3.58). En los términos
de segundo orden de V intervienen los términos de primer orden del segundo
miembro de la ecuacion diferencial. En la préxima seccién presentaremos
altunos teoremas que permiten determinar el tipo de estabilidad de un punto
critico £ de una ecuacién diferencial ordinaria estudiando el comportamiento
de los términos de primer orden (la linealizacién) del miembro de la derecha
de la ecuacién en un entorno de z. Desde el punto de vista del cédlculo, todo
lo que puede hacerse buscando una funcién de Liapunov de la forma (3.58), y
tratando de determinar el signo de V estudiando sélo los terminos de segundo
orden, puede resolverse aplicando los resultados acerca de la linealizacién de
las ecuaciones diferenciales que presentaremos en el teorema 3.14 de nuestra
préxima seccién. Sin embargo, debemos mencionar que el método de buscar
funciones de Liapunov que sean una forma cuadratica permite demostrar ese
teorema®. Ademds, hay situaciones en las que el signo de V para una funcién V
de la forma (3.58) sélo puede determinarse estudiando los términos de orden
mas alto, y, en consecuencia, la técnica de construir funciones de Liapunov
usando formas cuadraticas permite tratar algunos casos en los que los métodos
de linealizacién no dan informacién (ver, por ejemplo, el ejercicio 3.51 en la
préxima seccién). [ )

A pesar de que la observacién anterior da un método bastante general
para buscar funciones de Liapunov no siempre es posible encontrarlas de esa
manera. A continuacidon presentamos un ejemplo.

Ejercicio 3.35. * Hallar una funcién de Liapunov de la forma az* + by? para la

ecuacion diferencial
&=z + Ty,

y: _y5_$47

Sver, por ejemplo, el capitulo 9 de [HS]
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y determinar la estabilidad del origen.

La propiedad esencial de las funciones de Liapunov es que son decrecientes
sobre las soluciones de las ecuaciones diferenciales. La condicén V < 0, o
V<0 para funciones estrictas, permite asegurar que V tiene esa monotonia,
pero no es imprescindible para obtener los resultados de estabilidad contenidos
en el teorema de Liapunov. Esta observacién nos permitird hacer la siguiente
generalizacién, que resulta de utilidad en algunos ejemplos.

Proposicion 3.4. Consideremos Q, U y f y T como en el enunciado del
teorema 3.11. Sea V una funcion continua, a valores reales, definida sobre U
que es no creciente sobre las drbitas de la ecuacion diferencial y que tiene un
minimo estricto en .

1. Entonces T es un punto critico estable.

2. Ademds, si la funcion V es estrictamente decreciente sobre todas las
orbitas no estacionarias de la ecuacion diferencial y T es un punto critico
aislado, entonces T es asintoticamente estable.

Ejercicio 3.36. * Demostrar la primera parte de la proposicién anterior.

Presentamos a continuacién algunos ejemplos en los que puede aplicarsela
segunda parte de la proposicion 3.4.

Ejemplo 3.3.11. Sabemos que el punto de reposo de un oscilador amortigua-
do, con ecuacién m# + bz + kx = 0 es estable porque la energia e = kz? + ma?
satisface ¢ < 0. Esta funcion no es una funciéon de Liapunov estricta porque
é = 0 cuando £ = 0. Sin embargo, no es dificil probar que e es estrictamen-
te decreciente sobre las soluciones no estacionarias de la ecuacién y podemos
utilizar la segunda parte de la proposicién 3.4 para concluir que la posicién de
reposo es asintéticamente estable cuando b > 0. &

Ejercicio 3.37. **

1. Mostrar que aunque la funcién de energfa e(p,0) = 62/2 — cosp no es una
funcién de Liapunov estricta para el sistema

= wb,
{ 0 = —wsinyp — (36, (3.61)

es estrictamente decreciente sobre todas sus drbitas no estacionarias, si 8 > 0.

2. Utilizar la funcién e y la proposicién 3.4 para mostrar que el punto critico (0, 0)
del sistema 3.61 es asintéticamente estable si 8 > 0.

Ejercicio 3.38. ** Consideremos una particula de masa 1 que se mueve en la
recta R bajo la accién de una fuerza f(z) que depende sélo de la posicién de la
particula. Supongamos que f(0) = 0 y que zf(z) < 0 si z # 0 (esta condicién
asegura que la fuerza esta siempre dirigida hacia z = 0).
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1. Mostrar que la ecuacién del movimiento de la particula es equivalente al sistema

=

2. Mostrar que (0,0) es un punto de equilibrio estable de (3.62). Sugerencia:
considerar la energia total de la particula, que se obtiene sumando la energia
cinética con la energia potencial asociada a la fuerza f.

3. Supongamos ademas que sobre la particula actia una fuerza de rozamiento de
la forma —g(z)%, con g > 0, que se opone al movimiento. Probar que en estas
condiciones el (0,0) es asintéticamente estable.

Observaciéon 3.3.12. 1 La segunda parte de la proposicién 3.4 no puede
demostrarse adaptando la prueba que dimos del teorema de Liapunov. Vamos
a presentar ahora una nueva demostracién de la segunda parte del teorema de
Liapunov, que no hace uso de la condicién V <0.

Para lo que sigue nos hara falta recordar el siguiente hecho bésico de la
topologia de R": toda sucesién de puntos x, que estd contenida en un conjunto
acotado de R" tiene una subsucesién z,, que converge.

Ejemplo 3.3.13. La sucesién de nimeros reales (—1)" estd acotada. Tiene

las subsucesiones convergentes (—1)2¢ y (—1)2k+1, &

Retomemos la demostracién a partir de la férmula (3.54). Por motivos
que quedaran claros en el curso de esta prueba vamos a introducir el flujo
® asociado con la ecuacién diferencial, y a expresar la solucién z(t) como
®(xp,t). La féormula (3.54) toma entonces el aspecto

®(z,t) € B(z,e)\B(z,0) ={y e R™; § < |y—z| <€}, te][0,+00). (3.63)

Existe entonces una sucesion ti, tal que tx — oo y ®(xo,tx) converge a un
punto limite z*. Notemos en primer lugar que

z* € B(z,¢) \ B(z,d),

por lo que este punto z* no puede ser z. En particular, no es un punto critico
para la ecuacion diferencial. Subrayemos también que

lim V(®(zo,tx)) = lim V(®(xo,t)) =7,
k—o00 t—00

porque limg , oty = +o00. Como V es continua y ®(xg,t;) converge a

tenemos

lim V(q)(.’IIo,tk)) = V(.’E*)

k—00

En resumen
V(z*) =n.
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Por otra parte, como z* no es un punto critico la funcién V es estrictamente
p )

decreciente sobre la 6rbita de z*. Esto implica que para cualquier niimero

positivo s tal que ®(z*, s) esté definido se tiene

V(®(z",s)) <n

(en realidad, no es dificil probar que la solucién maximal con dato inicial z*
no puede salir de B(Z,€) y, en consecuencia, estd definida para todo ¢t > 0,
pero este hecho no nos aportard ninguna informacién interesante). Fijemos
entonces un s > 0 con esa propiedad y llamemos

m = V(®(z%,s)) <.

En virtud de la continuidad del flujo y de la convergencia de ®(zg,t;) a z*

tenemos que
lim ®(®(zo,tx),s) = @(z¥, s).

k—00

Por otra parte, la propiedad de semigrupo del flujo asegura que
(b((p(.ro, tk)7 8) = @(.f(), tp + 8)7

de modo que
lim ®(zo,tx +s) = @(z7, s).
k—o00

Al evaluar la funcién continua V' sobre los puntos ®(zo,tx + s) resulta

lim V(®(zg,tx + 8)) = V(®(z*,8)) =m <.

k—o0
Sin embargo, el mismo razonamiento que usamos para probar que V (®(xzq, tx)
tiende a 77 cuando k — oo permite demostrar también que

lim V(®(zg,tx + 5)) = 1.

k—o0
La contradiccién que acabamos de obtener completa esta nueva prueba de la
segunda parte del teorema de Liapunov.

Tal como anunciamos, los argumentos que acabamos de presentar tienen

la ventaja de que no usan la diferenciabilidad de V, y, en caso de que V
sea diferenciable no requieren que V sea estrictamente negativa fuera de los
puntos. Basta con saber que V es estrictamente decreciente sobre las érbitas
no estacionarias.

Ejercicio 3.39. ** Demostrar la proposicién 3.4. ' JA

Observacién 3.3.14. UN CRITERIO DE INESTABILIDAD
La existencia de funciones de Liapunov también permite mostrar, en algunos
casos, la inestabilidad de puntos criticos.
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Teorema 3.12. Sea T un punto critico aislado de la ecuacidn diferencial autd-
noma & = f(z) y sea V una funcion de Liapunov estricta para = f(z) que
estd definida en un entorno U de . Supongamos que eziste una sucesion x,
tal que lim, ooy, = T y V(z,) < V(Z). Entonces T es un punto critico
inestable.

Este teorema puede probarse estudiando cuidadosamente la prueba de la
parte relativa a la estabilidad asintotica del teorema de Liapunov, y adaptan-
dola en lo que sea necesario. Por esa razén la dejamos como un ejercicio de
repaso del teorema de Liapunov.

Ejercicio 3.40. * Probar el teorema 3.12.
Ejercicio 3.41. * Mostrar que el origen es un punto critico inestable de
& =a®—y°,
9§ = 2xy® + 422y + 2¢°,
usando una funcién de Liapunov de la forma axz? + by?.
Ejercicio 3.42. * Hallar una funcién de Liapunov de la forma az* + by? para la

ecuacién ,

z = y—z,
g=a+y’
y determinar el tipo de estabilidad de (0, 0).

Ejercicio 3.43. ** Sea A un nimero real. Determinar los valores de a y b que
hacen que az? + by? sea una funcién de Lyapunov para

T = Az,
y=z+ \y.
Discutir segin A, incluyendo la estabilidad del origen en la discusién. [ )

El teorema de Liapunov da condiciones suficientes para la estabilidad y
la estabilidad asintdtica de los puntos criticos. Vimos ademds que en muchos
casos practicos resulta muy 1util, porque permite verificar que ciertos puntos
criticos son estables o asintéticamente estables construyendo una funcién de
Liapunov adecuada. Aunque estd claro que tal funcién, aunque exista, puede
ser dificil de hallar. El teorema que vamos a enunciar a continuacién afirma
que la existencia de una funcién de Liapunov estricta, con un minimo estricto
en un punto critico z, estd asegurada si z es asintéticamente estable.

Teorema 3.13 (Massera, 1949). Si un punto critico T es asintdticamente
estable entonces existe una funcion de Liapunov estricta V, definida en un
entorno U de &, que tiene un minimo estricto en T.

No hay un resultado analogo para la estabilidad, tal como muestra el ejem-
plo contenido en nuestro préximo ejercicio.
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Ejercicio 3.44. *** Mostrar que el punto z = 0 es un punto critico estable de la

ecuacion
& = a*sin?(1/2?), (3.64)

pero no existe ninguna funcién de Liapunov para la ecuacién en un entorno de 0.
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3.4 Estabilidad y linealizacién alrededor de los pun-
tos criticos

El objetivo principal de esta seccién es presentar algunos resultados que vin-
culan la estabilidad de un punto critico Z de una ecuacién diferencial

i = f(z), (3.65)

con la estabilidad del origen para la ecuacién diferencial lineal que se obtiene
al linealizar (3.65) alrededor del punto z. Esta tltima es una ecuacién de la
forma® X = AX, donde

A= Dyf

es el diferencial de f en Z. En la seccién 1.3 habiamos comentado que, en algu-
nos casos, la linealizacién de una ecuacién diferencial alrededor de los puntos
criticos contenia buena parte de la informacién acerca del comportamiento de
las soluciones. Este era el contenido de la observacién 1.3.14, pagina 52, y de
algunos de los ejemplos y ejercicios que presentamos en la seccién que la con-
tiene. Ver también los comentarios finales de la seccién 1.7. A continuacién
presentamos un teorema de estabilidad/inestabilidad de puntos criticos que
pertenece a este circulo de ideas.

Teorema 3.14. Supongamos que f es una funcion de clase C* en un conjunto
abierto @ C R™. Sea T un punto critico de la ecuacion & = f(z). Considere-
mos Dz f, el diferencial de f en . Si todos los valores propios de Dz f tienen
parte real negativa entonces T es un punto critico asintdticamente estable. Si
algin valor propio tiene parte real positiva entonces T es inestable.

Ejemplo 3.4.1. Tal como vimos en la seccién 1.3 el sistema de ecuaciones
diferenciales que describe el comportamiento de un péndulo es

¢ = wb,
0 = —wsin .

Su campo vectorial es
f((Pa 0) = (waa —wsin (10)7

cuyo diferencial en un punto (g, @) es

0 —wcosp
D(y.0) = ( w 0 )

Sen esta discusion la variable x es, en general, vectorial y pertencer a algin espacio R™,
al igual que la variable X que aparece en la ecuacién diferencial lineal X = AX. Hemos
usado X en la ecuacién lineal para mantener la notacién de las secciones 1.5, 1.6 y 1.7
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Esta ecuacién tiene un punto critico (, 0) que corresponde al estado de reposo
en el punto mas alto de la trayectoria del péndulo. Al calcular el diferencial
del campo en (7, 0) obtenemos

0 w

w 0 )’

que tiene valores propios w y —w. Por lo tanto, una aplicacién directa del
teorema, que acabamos de enunciar permite concluir rapidamente que la posi-
ci6n de reposo del péndulo en el punto més alto es inestable (ver también el
ejercicio 1.37, pagina 54). &

Vale la pena subrayar que, en general, los resultados que aseguran que
el sistema linealizado tiene un comportamiento similar al del sistema original
dependen fuertemente de que no haya valores propios con parte real nula.
Veremos a continuacién unos cuantos ejemplos.

Ejemplo 3.4.2. SI LA LINEALIZACION TIENE VALORES PROPIOS CON PARTE
REAL NULA PUEDE COMPORTARSE MUY DISTINTO QUE EL SISTEMA ORIGINAL.

1. El punto 2 = 0 es un punto critico asintéticamente estable de
T =—x°,

es inestable para
&=
y es estable pero no es asintéticamente estable para
& = z*sin(1/z).
En estos tres ejemplos obtenemos la ecuacién diferencial

z=0

al linealizar alrededor de z = 0. Notemos que todas las soluciones de esta
utltima ecuacién son constantes, y que el 0 es un punto critico estable
pero no asintéticamente estable.

2. Si todos los valores propios A son tales que A < 0 y algtn valor propio
tiene parte real nula no puede asegurarse nada sobre la estabilidad del
punto critico a partir de la linealizacion de la ecuacion.

Ejercicio 3.45. * Dibujar el diagrama de fases y estudiar la estabilidad del
punto critico (0,0) para los sistemas

N =0 L & =a? L &= —a?
i = , i) = , ii)
y=-y y=-y y=-y

En los tres casos hallar la linealizacién del sistema alrededor de (0, 0) y comparar
el comportamiento de sus soluciones con las de la ecuacién original.
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3. A continuacién presentamos un ejemplo con valores propios complejos,
que muestra que cuando los valores propios tienen parte real nula el
sistema puede exhibir gran variedad de comportamientos.

Ejercicio 3.46. *

Calcular la linealizacién alrededor de (0,0) de las ecuaciones

&=y, & =+(2* +y*)z +y,

y = —sinz, =% +9y>)y — =, (3.66)

Hallar el diagrama de fases de cada una de ellas y compararlos con el sistema
linealizado. Para estudiarlas conviene observar que la primera es un caso par-
ticular de la ecuacién del péndulo. Para estudiar los dos casos que aparecen en
la segunda es ttil pasar a coordenadas polares (ver también el ejemplo 1.5.16).

4. La razén que explica estos comportamientos es que la linealizacién encie-
rra la informacién sobre la ecuaciéon cuando es efectivamente el término
de menor orden. Cuando hay valores propios con parte real nula no
puede despreciarse el efecto de los términos de orden mds alto. El re-
sultado de inestabilidad que contiene el teorema 3.14 es cierto aunque
haya valores propios con parte real nula porque para asegurarse de que
hay inestabilidad basta con mostrar una orbita que se escape del punto
critico. En la direccién (o direcciones) que le correspondan al valor pro-
pio con parte real positiva la linealizacion es el término dominante de la
ecuacion y las érbitas se alejan del origen. Este hecho es suficiente para
asegurar la inestabilidad, independientemente de lo que ocurra en otras
direcciones. &

Ejemplo 3.4.3. En este ejemplo vamos a analizar, utilizando la linealizacion,
los puntos criticos del sistema

¢=0,

0= ()\QCOS(,O - 1) sinp — 6.
que modela el comportamiento de un péndulo que sufre una cierta amorti-
guacién, en una guia que gira manteniéndose siempre en un plano vertical.
El pardmetro A es proporcional a la velocidad con que se produce este giro
de la guia (los detalles pueden encontrarse en el ejercicio 1.64, pagina 92).
El termino —(36 es el responsable de la amortiguacién presente en el sistema.
Supondremos en lo que sigue que A y 3 son constantes no negativas.

Este sistema tiene, para cualquier valor de A el punto critico (0,0) que
representa una situacién de reposo en el punto mas bajo de la guia. Cuando
el pardmetro A es mayor que 1 aparecen nuevos punto criticos, para los que se
satisface cos ¢ = 1/A2, @ = 0. La matriz asociada con el diferencial del campo
en un punto (@, ) es

0 1
( —X2sin? p+ (A2cosp — 1)cosp —f3 )
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Al evaluar el diferencial en el punto critico (0,0) obtenemos

0 1
M—1 -8 )’

que tiene como polinomio caracteristico a
P(z) =22 + Bz +1— X2

Llamemos z1 y 22 a las raices de este polinomio, y recordemos que, con el fin
de determinar la estabilidad del (0,0), nos interesa el signo de la parte real de
estas raices.

Cuando =0y A <1 las las raices son imaginarias, con parte real nula y
no podemos determinar la estabilidad por medio de la linealizacién. Sig =0y
A = 1 entonces tenemos el cero como raiz doble del polinomio P(z), y tampoco
podemos determinar la estabilidad por este método. Cuando 8 =0y A > 1
las raices son +v/ A2 — 1 y el (0,0) es inestable.

Los casos en que # > 0 dan algo més de trabajo. Comencemos por observar
que las raices son de la forma

L —BE /B2 +4(N2 1)

Si el término que estafectado por la raiz cuadrada en esta tltima expresion
es negativo, entonces tendremos raices complejas con parte real —3/2. Por lo
tanto estamos frente a un punto critico asintéticamente estable. Notemos que
esto s6lo puede ocurrir para valores de A menores que 1, y hace falta ademas
que [ no sea muy grande. Para saber que es lo que ocurre cuando las raices
son reales conviene tener en cuenta, para ahorrarse algunos célculos, que la
suma y el producto de las dos raices z; y 25 son

214 20=—08, ziz0=1—\

Entonces las dos raices tendran el mismo signo mientras A < 1, y tienen que
ser negativas porque su suma es —3 < 0. Por lo tanto, siempre que se satisfaga
B >0, A <1, tenemos un punto critico asintéticamente estable. Si g > 0y
A = 1 entonces el 0 es un valor propio, y no podemos clasificar por medio de
la linealizacién. Si A > 1 entonces P(z) tiene una raiz positiva y una negativa,
y (0,0) es un punto critico inestable. La informacién acerca de la estabilidad
de (0,0) que puede obtenerse aplicando el teorema 3.14 estd resumida en el
siguiente cuadro:

B8 A TIPO DE ESTABILIDAD DE (0,0)
0 | <1 | no puede determinarse por este método
>1 inestable
>0 <1 asintéticamente estable
= no puede determinarse por este método
>1 inestable
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Pasemos a considerar los puntos criticos que aparecen para A > 1, en los
que § = 0, cosp = 1/ A2. Al evaluar en uno de estos puntos la matriz del
diferencial del campo encontramos

(s )
_)\)\51 _/8 .

como resultado. Su polinomio caracteristico es

M -1
22

Cuando B = 0 las raices son dos complejos con parte real nula, de modo que
no podemos clasificar este punto critico por medio de la linealizacién. Para
tratar el caso 8 > 0 no hace falta calcular las raices z; y z del polinomio
caracteristico con el fin de determinar la estabilidad. Sabemos que su suma
tiene que ser igual a la traza de la matriz, y su producto igual al determinante.
Por lo tanto

P(2) =22 + Bz +

A -1
21+Z2:—,3, 2122:T>0.
Si las raices son complejas entonces su parte real es —3/2. Si son reales tienen
que tener el mismo signo, y como su suma es —f ambas serdn negativas. Por
lo tanto, en ambos casos, las partes reales de las raices son negativas y el punto

critico es asintoticamente estable. &

A continuacién presentamos una serie de ejercicios en los que se pide in-
vestigar la estabilidad de algunos puntos criticos y en los que puede apreciarse
tanto la utilidad del teorema 3.14 como algunas de sus limitaciones.

Ejercicio 3.47. * Estudiar la estabilidad de los puntos criticos de la ecuacién

i=x— x>

linealizando la ecuacién alrededor de cada uno de ellos.

Ejercicio 3.48. * Estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio de los siguientes
sistemas de ecuaciones utilizando la linealizacién alrededor de cada uno de ellos.

. 2 2 .
i) z= z*+y* -1, i) @ tan(z +y),

&= log(l+z+y?),
y= 2y, gy= z+a°, j =

iii) BTy
(3.67)

Ejercicio 3.49. * Estudiar la estabilidad del punto critico (0,0) para los sistemas
de los ejercicios 3.31 y 3.42.

Ejercicio 3.50. ** Estudiar la estabilidad de los puntos criticos que se analizaron
en los ejercicios 3.32 y 3.33 utilizando la linealizacién. En cada caso observar que los
términos que intervienen en la linealizacién son los que se tuvieron en cuenta para
determinar el signo de la derivada V de la funcién de Liapunov V en un entorno del
punto critico.
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Ejercicio 3.51. ** Hallar los puntos criticos del sistema

i =2y(z - 1),
y=—-z(2—1), (3.68)
2= —25.

Mostrar que la linealizacién alrededor del origen no permite decidir acerca de su
estabilidad. Buscar una funcién de Liapunov de la forma V (z,v, 2) = az? + by? + 2?2
para estudiar la estabilidad de (0,0,0). Estudiar los restantes puntos criticos por
medio de la linealizacion.

En el curso de esta seccién hemos visto que cuando la linealizacién de
una ecuacién diferencial auténoma alrededor de un punto critico Z tiene una
matriz tal que la parte real de todos sus valores propios es distinta de cero,
entonces es posible deducir el tipo de estabilidad de Z a partir del estudio de la
ecuacion linealizada. En cambio, esto no puede hacerse si algin valor propio
tiene parte real nula.

En realidad es posible dar un resultado més fino, que asegura que en ausen-
cia de valores propios con parte real nula la linealizacién contiene, localmente,
toda la informacién relativa al flujo asociado con la ecuacién diferencial. Ese
es el contenido de nuestro préximo teorema.

Teorema 3.15 (Grobman-Hartman). Sea f una funcion de clase C' y &
un punto critico de la ecuacion & = f(x). Consideremos Dy f, el diferencial
de f en z. Si todos los valores propios de Dz f tienen parte real distinta de
cero entonces la ecuacion & = f(x) es localmente equivalente a la ecuacion
linealizada.

Observacién 3.4.4. En realidad el enunciado del teorema anterior estd in-
completo si no decimos en que sentido son equivalentes ambas ecuaciones. El
sentido de equivalencia en el que el teorema anterior es cierto es una versién
local del que introdujimos en el ejemplo 1.5.17 de la seccién 1.5, y consiste
en que existen entornos U y V de T y 0 respectivamente, y una funcién con-
tinua h : U — V, con inversa continua, tal que 0 = h(Z), que transforma el
flujo de la ecuacién & = f(z) en el de la ecuacién linealizada. Indiquemos
con @ el flujo de la ecuaciéon & = f(z), y llamemos A a la matriz asociada
con el diferencial Dz f de f en el punto Z. El flujo asociado con la ecuacién
linealizada es
U(z,t) = etz

Entonces podemos calcular el flujo ® por la férmula
®(z,t) = b~ (eAh(z)) (3.69)

para z € U y t tal que eAh(z) € V. Cerremos esta observacién diciendo que
en este contexto la funcién h debe interpretarse como un cambio de coordena-
das continuo, aunque en general no diferenciable, que transforma el conjunto
abierto U C R" en V C R™. ®
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3.4.1 Estabilidad de orbitas

La nocién de estabilidad puede extenderse a 6rbitas que no son estacionarias
de la siguiente manera.

Definicién 3.4. Consideremos la solucién z(t), que supondremos definida
para todo t > tg, del problema de Cauchy

{ &= Jl@0), (3.70)

z(ty) = .

Diremos que la solucién z(t) es estable si para cada € > 0 existe § > 0 tal
que para todo yo € B(z,d) la solucién y(t) de la ecuacién con dato inicial
y(to) = yo satisface

ly(t) —z(t)| <€, t>tp. (3.71)

Si la orbita no es estable diremos que es inestable. Si la érbita es estable y el
nimero § puede elegirse con la propiedad adicional de que

lim |y(t) —z(¢)| =0 (3.72)

t—o0

se satisface para todo yy en B(zg,d), entonces diremos que la 6rbita es asin-
toticamente estable.

Observacién 3.4.5. Cuando zy es un punto critico de una ecuaciéon auté-
noma las nociones de estabilidad/inestabilidad que acabamos de introducir se
reducen a las que hemos venido manejando hasta ahora. [

Ejemplo 3.4.6. Las érbitas de los sistemas lineales a coeficientes constantes
tienen el mismo tipo de estabilidad que el punto critico (0,0). Esto es una
consecuencia de que la diferencia de dos soluciones Y (t) y X (¢) de una ecuacién
diferencial lineal X = AX también es una solucién de la ecuacion.

Ejercicio 3.52. * Completar los detalles de este ejemplo. &

Ejemplo 3.4.7. Las érbitas de la ecuacién diferencial © = V, donde V' es un
vector fijo de R™, son estables, pero no asintéticamente estables. Esto es asi
porque el flujo asociado con esta ecuacion es

&(z,t) =z + V.
Cuando calculamos la diferencia entre dos soluciones encontramos
(I)(Iat) - q)(yat) =Tr—Y,

por lo tanto las soluciones estan, en cada instante ¢, a la misma distancia que
estaban sus condiciones iniciales. &
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Ejercicio 3.53. * Mostrar que las érbitas de © = 22 con dato inicial negativo son
asintéticamente estables. &

Ejercicio 3.54. ** Mostrar que la érbita periddica de
(3.73)

con € > 0 es estable. Modificar este ejemplo para obtener un sistema con una orbita
periddica inestable.

Ejercicio 3.55. ** Estudiar la estabilidad de las soluciones periédicas de la ecua-
cién diferencial mZ + bk + kx = f(t) del ejercicio 1.98, cuando f(t) tiene la forma
sinusoidal f(t) = Asinwt que se introdujo en la parte 2 de ese ejercicio. Supondremos
ahora que m y k son positivos. Discutir segin el valor del parametro b € R.

Ejercicio 3.56. ** Mostrar que una solucién periédica de una ecuacién diferencial
auténoma nunca es asintéticamente estable.
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El objetivo de este capitulo es presentar una introduccién a las ecuaciones
en derivadas parciales. Esencialmente lo haremos a través del estudio de las
ecuaciones lineales de primer orden

a(z,y)us(2,y) + b(z, y)uy (z,y) = c(z,y), (z,y) € QCR?,
de la ecuacién de ondas
ug(x,1) = Cugg(z,t), (z,t) € R?
y de la ecuacién del calor
up(z,t) = ugz(z,t), (z,t) € (a,b) X R.

Esta presentacién, basada en algunos ejemplos bien acotados contrasta con el
tratamiento que se dio a las ecuaciones diferenciales ordinarias, para las que
pudimos desarrollar una teoria mas o menos general. Es necesario proceder
de este modo para analizar las ecuaciones en derivadas parciales porque es
muy dificil, o directamente imposible, resolver con un mismo método proble-
mas que presentan caracteristicas y fenémenos muy diferentes. A titulo de
ejemplo, mencionemos que no es posible formular para las ecuaciones en de-
rivadas parciales una nocion universal de “problema de valores iniciales” tal
como se hizo para las ecuaciones diferenciales ordinarias. Tampoco existe un
teorema general de existencia y unicidad de soluciones comparable al teorema
de Picard.

Mencionemos ademads que, tal como ocurre con las ecuaciones diferenciales
ordinarias, gran parte del interés por las ecuaciones en derivadas parciales
proviene de sus aplicaciones, sea a otras disciplinas o dentro de la matematica,
y este es otro criterio que guia la seleccién de problemas a investigar: dirigirse
a algunas clases de problemas que tienen significado fisico, geométrico, etc.
Sin embargo, esta tltima frase no debe entenderse de manera muy restrictiva
ya que en muchos casos la “aplicacion” del estudio de una ecuacion es lisa y
llanamente ayudar a la comprensién de fenémenos basicos que estan presentes
en situaciones mas complicadas. Un ejemplo muy simplificado de esto son las
ecuaciones en los ejercicios 4.14 y 4.15 de la seccién 4.1. Ambas permiten ver
efectos interesantes debidos a la combinacion de la conveccién y la absorcion,
aunque no tienen casi interés en si mismas como modelos para algin fenémeno
porque no contienen ninguin término que represente la presencia de difusién.
En la misma seccién consideraremos la ecuacién de Burgers sin viscosidad,
que puede utilizarse como una aproximacién al problema con viscosidad v,
cuando v es muy proximo a 0 (ver el ejercicio 4.35, parte 3, en la seccién 4.3).

La primera seccién de este capitulo esta dedicada al estudio de las ecuacio-
nes de primer orden. Discutiremos alli cudl es la nocién apropiada de “proble-
ma de valores iniciales” para estas ecuaciones y presentaremos un método para
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resolverlo. Este método estd basado en la existencia de curvas caracteristicas y
permite reducir la resolucién de las ecuaciones de primer orden a un problema
de ecuaciones diferenciales ordinarias. Veremos también que la existencia de
curvas caracteristicas tiene importantes efectos sobre los aspectos cualitativos
de las soluciones de las ecuaciones de primer orden.

En la seccidon 4.2 presentaremos una teoria local para las ecuaciones de
segundo orden en el plano, en la que trataremos de extender a ese contexto
la nocién de curva caracteristica. Veremos luego, a lo largo del resto de las
secciones de este capitulo, que la existencia o inexistencia de caracteristicas
esta fuertemente relacionada con las propiedades de las soluciones.

Las secciones 4.3 y 4.4 estan dedicadas a estudiar la ecuacién de ondas.
Esta ecuacién tiene dos familias de curvas caracteristicas que, en el caso de dos
variables x y ¢ con el que trabajaremos, permiten dar una férmula explicita
para las soluciones. La existencia de una férmula de este tipo es excepcional,
por lo que introduciremos las integrales de energia, una herramienta mucho
mas flexible, en la seccién 4.4.

Finalmente, en las secciones 4.5 y 4.6 trataremos el mddelo mds simple
para procesos de difusién: la ecuacién del calor. Veremos que sus soluciones
tienen importantes diferencias cualitativas con las de la ecuacion de ondas.
En particular, satisfacen el importante principio del mdzrimo que expondre-
mos en la seccidon 4.6. Para analizar la ecuacién del calor en un intervalo
consideraremos funciones que pueden escribirse como una serie de senos. Esta
cuestién nos llevard a estudiar las series de Fourier, o series trigonométricas,
en el capitulo 5.
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4.1 Ecuaciones en derivadas parciales de primer or-
den

El objetivo de esta seccién es dar un primer paso en una introduccién a la teoria
de las ecuaciones en derivadas parciales a través del estudio de las ecuaciones
de primer orden. Con esta denominacién abarcamos aquellas ecuaciones en
las que sélo aparecen la funcién incégnita u, sus derivadas de primer orden
y las variables independientes. Si estamos considerando funciones u de dos
variables reales x e y la forma general de estas ecuaciones es

f(u,uz,uy,x,y) =0, (4'1)

donde f es una funcién f : U C R® — R prefijada y U es un conjunto abierto.
Sin embargo, no vamos a abordar el estudio general de (4.1), cuya complejidad
excede el alcance de este texto, y, por el contrario, nos concentraremos en
algunos casos particulares. Comenzaremos analizando las ecuaciones lineales
de la forma

a(x,y)uz(a:,y) +b(:z;,y)uy(:1:,y) = C(SE,y), (42)

donde a, by ¢ son funciones dadas, de clase C!, definidas en algiin subconjunto
abierto de R? y u es la “funcién incégnita”. Supondremos ademis que a(z, )
y b(z,y) no se anulan simultdneamente en ningin punto (z,y).

Observacién 4.1.1. Recordemos que cuando estudidbamos las ecuaciones
diferenciales ordinarias debiamos prescribir un dato inicial para resolverlas.
También para resolver (4.2) es preciso buscar la nocién adecuada de “datos
iniciales”, a los que nos referiremos como datos de contorno, que conduce a
formular un problema de contorno (o de Cauchy) para la ecuacion en derivadas
parciales (4.2). [ )

La organizacién del material de esta seccién es la siguiente: comenzaremos
por presentar un método para calcular las soluciones de (4.2) y al hacerlo eluci-
daremos la cuestién planteada en la observacién anterior acerca de los datos de
contorno’. Obtendremos también informacién sobre la existencia y unicidad
de la solucién y su dependencia de los datos iniciales. Luego presentaremos
una serie de ejercicios orientados a mostrar que el método desarrollado admite
una, generalizacién que permite tratar ecuaciones de la forma

a(:v, Y, u)uI (.’B, y) + b(il,‘, Y, U)uy (‘Ta y) = C(LE, Y, u)7 (43)

llamadas ecuaciones cuasilineales, porque son lineales en las derivadas de u.

estos métodos de célculo para resolver ecuaciones lineales fueron desarrollados por La-
grange (1736-1813) y Laplace (1749-1827) alrededor de 1770. Posteriormente Monge (1746—
1818) concibié métodos generales para resolver ecuaciones en derivadas parciales de primer
orden, lineales o no, e investigé su significado geométrico
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Ejemplo 4.1.2. LA ECUACION DE BURGERS SIN VISCOSIDAD
La ecuacién de Burgers sin viscosidad es la ecuacién cuasilineal

up + uug = 0,

y tiene aplicaciones a la dindmica de gases. Esta ecuacién es el caso particular
que corresponde a tomar v = 0 en

U + Uy = VUgyg,

conocida como ecuacién de Burgers. En esta Gltima ecuacion el parametro v >
0 representa la viscosidad del medio cuyo comportamiento se estd modelando?.
En el ejercicios 4.16 aplicaremos al cdlculo de soluciones de esta ecuacién
las técnicas para ecuaciones cuasilineales. En la seccion 4.1.4 extenderemos
nuestra nocién de “solucién de una ecuacién en derivadas parciales” y veremos,
en el ejercicio 4.19, que la ecuacién de Burgers sin viscosidad tiene soluciones
discontinuas que pueden interpretarse como una “onda de choque” que se
propaga con velocidad finita. )

Ejemplo 4.1.3. La ecuacién
up = |ug|?

es un ejemplo de ecuacién de primer orden en que la derivada u, aparece
en un término no lineal. Este es un caso particular de ecuacién de la forma
us = H(ugz,x), conocidas como ecuaciones de Hamilton-Jacobi y que surgen
en problemas de 6ptica, mecanica, procesamiento de imégenes, etc. &

Para terminar con estos comentarios preliminares vamos a repasar a con-
tinuacion algunos términos y notaciones que usaremos mas adelante, como las
nociones de flujo y || - || que habiamos introducido en capitulos anteriores,
y a introducir también la nocién de transversalidad para curvas o familias de
curvas que se cortan.

e Recordemos que el flujo asociado a una ecuacién diferencial auténoma,
es la aplicacion
(z,) = ®(z,1),

donde ®(z,t) es la solucién de la ecuacién que pasa por z en el instan-
te t = 0. Es decir, ®(z,0) = z y la curva t — ®(z,t), que estd definida
en un intervalo de tiempos I = I(z) que depende del punto z, es una so-
lucion de la ecuacién. En lo sucesivo escribiremos el flujo como ®(X, ),
porque usaremos la letra x para designar la primera coordenada de un
elemento X = (z,y) de R2.

%la ecuacién de Burgers fue propuesta alrededor de 1940 como un modelo simple para
estudiar algunos problemas de la mecénica de fluidos. Para los tépicos vinculados con la
ecuacién de Burgers sin viscosidad, que, aunque apenas tratados, son de los més interesantes
que aqui presentamos, recomendamos consultar, ademds de [I], el capitulo 15 de [Sm]. Esta
referencia es de lectura algo més dificil, pero el esfuerzo vale la pena
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e Indicaremos con || f||ze(q) la norma del supremo de una funcién acota-
da f definida en un conjunto (2, es decir

[£ll e (@) = sup{|f(w);w € 2}

Ver también la observacién 2.3.2, pagina 196, acerca de esta notacién
para la norma del supremo.

e Diremos que dos curvas se cortan transversalmente o que son transversa-
les cuando en los puntos de corte sus vectores tangentes no son colineales,
y que una curva <y es transversal al flujo ® asociado con una ecuacién
diferencial ordinaria si es transversal a todas sus soluciones ¢t — ®(X, ¢).

Ejemplo 4.1.4. La curva
v(t) = (1 + cost,sint)

es una parametrizacién de la circunferencia de centro (1,0) y radio 1. Sus
vectores tangente en cada punto son paralelos a

F(t) = (—sint,cost).

Cuando ¢ toma el valor 7 obtenemos y(0) = (0,0) y ¥(0) = (0,—1). Por lo
tanto, el eje Oz, que tiene vector tangente (1,0), es transversal a y en (0,0),
pero el eje Oy no lo es. &

4.1.1 El problema de contorno para ecuaciones lineales de or-
den 1

Vamos a comenzar el estudio de la ecuacién (4.2) por un par de ejemplos
sencillos.

Ejemplo 4.1.5. La ecuacién del tipo (4.2) més ficil que se nos puede ocurrir
es
Uy = 0,

que corresponde a tomar a = 1, b =0y ¢ = 0. Aunque lo ignoremos todo sobre
las ecuaciones en derivadas parciales sabemos que una funcion la satisface si
y s6lo si no depende de la variable x, por lo que su solucién general es

u(z,y) = f(y)-

La solucién es constante a lo largo de las rectas y = cte., y queda comple-
tamente determinada si fijamos el valor de u sobre cualquier curva que corte
exactamente una vez todas las lineas horizontales. Por el contrario no pode-
mos prescribir los valores de u sobre una recta horizontal de la forma y = cte.,
a menos que nos contentemos con imponer que u sea constante para no violar
la ecuacién. En este ultimo caso no tendremos ninguna informacién que nos
permita calcular la solucién en el resto del espacio. &
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Ejemplo 4.1.6. Hagamos un audaz salto para pasar a estudiar la ecuacién
uy = 1. En este caso integramos manteniendo y = cte. para concluir que

x

u(z,y) = u(zo,y) —I—/ 1ds = u(zo,y) +  — xo. (4.4)

Zo

Nuevamente podemos resolver la ecuacién si damos los datos sobre cualquier
curva que corte todas las rectas horizontales, como en el ejemplo anterior. Por
ejemplo, si fijamos la condicién

u(z,z) =2>, z€R (4.5)

conocemos el valor de u sobre la recta z = y, que corta exactamente una vez a
cada recta horizontal. Supongamos entonces que queremos calcular el valor de
u sobre un punto cualquiera (x,y) como el que estd marcado en la figura 4.1.
Escogiendo g = y en (4.4) concluimos que u(z,y) = = — y + y?. Es muy

g T

/
/

Figura 4.1: resolucién de u; = 1 con dato sobre la recta z =y

facil verificar que esta funcién satisface la ecuacién u; = 1 y la condicién de
contorno (4.5). La geometria de la construccién de la solucién del problema
estd representada en la figura 4.1.

Este segundo ejemplo nos muestra algo nuevo, ya que pone en evidencia
que podemos calcular la solucién por medio de una simple integracién porque
la ecuacién en derivadas parciales nos dice cudl es la derivada de la solucién
al desplazarnos sobre las curvas y = cte. [ )

Ejemplo 4.1.7. Los cédlculos del ejemplo anterior pueden extenderse para
resolver cualquier ecuacién de la forma u; = c(z,y), con datos de contorno
sobre una curva transversal a las lineas y = cte. En efecto, si y(y) es una



4.1 ECUACIONES DE PRIMER ORDEN 281

curva y(y) = (z(y),y) definida en —oco < y < 400 y prescribimos como dato
de contorno u(z(y),y) = f(y) entonces la solucién correspondiente es

u(z,y) = f(y) +/ c(s,y) ds.

Ejercicio 4.1. * Hallar la solucién de la ecuacién u, = zy en los siguientes casos:
1. Con dato de contorno u(1,y) = y? sobre la recta = = 1.
2. Con dato de contorno u(z,z) = 2z sobre la recta y = z.

Verificar en cada caso que la funcién u que se encuentre es efectivamente una solucién
del problema. &

El método que presentaremos a continuacién estd basado sobre las ideas
que aparecen en los parrafos anteriores: encontrar curvas sobre las cuales el
término de la izquierda de (4.2) sea la derivada de u al desplazarse a lo largo
de la curva y luego resolver la ecuacion integrando esta derivada. Para la
determinaciéon de las constantes que aparecen en la integracién utilizaremos el
dato de contorno.

Supongamos entonces que v es una solucién y notemos que en un punto
(z,y) el término de la izquierda en (4.2) es

a(x; y)ue (2, y) + b(x, y)uy (2, y) = Vu(z,y) - (a(z,y), b(z, y))- (4.6)

Este producto escalar entre los vectores Vu y (a,b) no es otra cosa que la
derivada direccional de u, en el punto (z,y), segtn el vector (a(z,y),b(z,y)).
Recordemos que esta derivada direccional también puede calcularse evaluando
u sobre una curva que pase por (z,y) con vector tangente (a,b). En efecto,
si (z(t),y(t)) es una parametrizacién de una curva diferenciable en R? y u es
una, funcién diferenciable la regla de la cadena asegura que

%U(x(t), y(8) = ua(x(t), y(£))E () + uy (2(2), y(£))9 (1) (4.7)

Supongamos ahora que escogemos la curva C(t) = (z(t),y(t)) de manera tal
que en cada uno de sus puntos se satisfaga

i(t) = a(z(t),y(t)),
y(t) = b(z(t),y(1)). (4.8)

Entonces
%U(w(t), y(t)) = ug(z(t),y(t))a(z(t),y(t) + uy(x(t),y(2))b(z(t), y(t)). (4.9)

La expresiéon en el miembro de la derecha de esta ultima igualdad es justamente
el miembro de la izquierda de la ecuacién diferencial de primer orden (4.2)
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evaluado en (z(t),y(t)). Por lo tanto, si u es una solucién de (4.2) tenemos
que

Lufa(t), y(0) = ela(t), y(1), (4.10)

y podemos calcular la derivada de u al desplazarnos sobre la curva, simple-
mente evaluando ¢ en (z(t),y(t)). Notemos ademds que la condicién (4.8) no
es otra cosa que una ecuacién diferencial ordinaria en el plano que debe ser
satisfecha por (z(t),y(t)). En resumen, sabemos como calcular la derivada de
u(z(t),y(t)) respecto a t si (z(t),y(t)) es una solucién de la ecuacién diferen-
cial ordinaria (4.8). Por lo tanto, si conociéramos el valor de u sobre un punto
de una curva C(t) que sea solucién de (4.8) podriamos determinar u a lo largo
de toda la curva. En efecto, supongamos conocida la funcién w en el punto
(z(t),y(t)), entonces integrando (4.10) obtenemos

t

u(z(t),y(t)) = u(z(t), y(t)) +/t_ c(z(s),y(s)) ds. (4.11)

Esta expresion nos da el valor de u a lo largo de C.

A las curvas C que son solucién de (4.8) las llamaremos curvas carac-
teristicas. Notemos que la informacién encerrada en la ecuacién diferen-
cial (4.2) se propaga en el plano “siguiendo” estas lineas caracteristicas. Para
completar la resolucién de la ecuacién hay que utilizar esta idea —que esta
recogida en la férmula (4.11)— junto con los “datos iniciales” o “de contorno”
que consisten de prefijar el valor de u sobre un punto de cada curva carac-
teristica C.

Observacion 4.1.8. Las caracteristicas son soluciones de la ecuacién dife-
rencial auténoma (4.8) que define un flujo en el dominio Q2 de las funciones a
y b. En particular, esto implica que dos curvas caracteristicas distintas no se
pueden cortar. [

Si revisamos los desarrollos de los parrafos anteriores encontraremos que
hemos elaborado un método que permite calcular una solucién u de la ecua-
ci6én (4.2) por medio de la férmula (4.11) una vez que conozcamos:

1. sus curvas caracteristicas,
2. el valor de u sobre un punto en cada caracteristica.

Para obtener un método de calculo 1til todavia hay que trabajar un poquito
més con la férmula (4.11). Esta nos dice cuanto vale la solucién sobre cada
punto (z(t),y(t)) de la caracteristica que pasa por (z(t),y(%)), pero, en general,
el problema que uno quiere resolver es ligeramente diferente: fijado un punto
(z,y) en el dominio € en el que estd definida la ecuacién (4.2) queremos hallar
el valor de u en (z,v).
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Para hacer esto por medio de (4.11) debemos calcular la caracteristica que
pasa por (z,y), cosa que consiste en resolver el problema de valores iniciales

"E = a(x’y)7
¥ = b(z,y),
(2(0),y(0)) = (=,y).

Una vez hecho esto calculamos el valor ¢ en el que la solucién (z(t),y(t))
alcanza un punto en el que el valor de u es conocido (la existencia de tal ¢ no
estd asegurada, pero obviemos este detalle por el momento) y luego aplicamos
la férmula (4.11), con ¢t = 0, para concluir

T

u(z,y) = u(z(t), y(t)) —/O c(z(s),y(s)) ds. (4.12)

Observacién 4.1.9. La solucién (z(s),y(s)) depende de (z,y), en realidad
tenemos

(z(s),y(5)) = ®((2,9),9);

donde @ es flujo asociado con la ecuacién diferencial de las curvas carac-
teristicas. También el tiempo ¢ depende de (z,y), de modo que el miembro de
la derecha en (4.12) es efectivamente una funcién de z e y. Este hecho quedara
mas claro al resolver algunos ejemplos. [

Una forma razonable de fijar u sobre un punto en cada curva caracteristica
C es prescribir su valor a lo largo de una curva -y transversal al flujo asociado
a (4.8). Subrayemos ahora que dar el valor de u sobre una curva v C R? es
el procedimiento que, para las ecuaciones en derivadas parciales de orden 1,
sustituye al de dar un dato inicial para una ecuacién diferencial ordinaria. Na-
turalmente, al hacerlo la curva y puede no ser transversal al flujo de (4.8), pero
esta cuestién sélo puede aclararse al calcular las caracteristicas para resolver
la ecuacion.

Después de todas estas consideraciones esperamos que quede claro que
disponemos de una técnica para estudiar el siguiente problema:
PROBLEMA DE CONTORNO (O DE CAUCHY). Dada una curva vy y una funcién
g definida sobre «y hallar una solucién de

a(:c, y)uz(xa y) + b(xa y)uy (.’L‘, y) = C(ﬂ?, y)7
que satisfaga la condicién de contorno
w(z,y) =g(,y), (z,y) €.

El método también nos dice que el problema tiene a lo sumo una solucién
sobre la “banda” formada por las curvas caracteristicas C tales que CNy # 0 y
que la solucidn existe si cada caracteristica toca a 7y solamente en un punto. En
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la figura 4.2 mostramos un esquema en el que aparece la curva 7y sobre la que
se dan los datos de una ecuacién en derivadas parciales de primer orden, las
curvas caracteristicas asociadas con la ecuacién diferencial, y la regién (zona
sombreada) en la que la solucién queda determinada. Si alguna caracteristica

Y

Figura 4.2: curva v, caracteristicas y regiéon en que u queda definida

toca la curva sobre la que se prescriben los datos en mds de un punto el
problema queda sobredeterminado y la solucién puede no existir.

Observacién 4.1.10. Notemos que la condiciéon de que la curva ~ sobre la
que fijamos los datos sea transversal a las caracteristicas asegura, al menos lo-
calmente, que cada caracteristica corta una tnica vez a la curva -y. Podriamos
conformarnos con pedir que se satisfaga esta condicién en vez de insistir con
la transversalidad, pero la transversalidad asegura ademds la regularidad de
las soluciones que el método de las caracteristicas provee (ver la seccién 4.1.2,
en particular el ejercicio 4.10). 'Y

Observacién 4.1.11. La nocién de caracteristica puede extenderse a ecuacio-
nes de orden més alto y en las que intervienen mas variables. Para ello conviene
cambiar levemente el punto de vista que venimos utilizando para tratar con las
caracteristicas. Hasta ahora nos hemos concentrado en el hecho de que, para
ecuaciones de orden 1, las caracteristicas contienen las direcciones en las que
la ecuacion en derivadas parciales es capaz de dar informacion. Sin embargo,
vale la pena observar que también es cierto que la ecuacion es incapaz de dar



4.1 ECUACIONES DE PRIMER ORDEN 285

informacidn en direcciones transversales a las caracteristicas. Por esta razén,
si damos datos iniciales sobre una de estas curvas no tenemos informacion
adicional que nos permita “salir de la curva” para calcular la solucién en el
resto del plano y, por lo tanto, los datos de contorno deben darse sobre super-
ficies transversales a las caracteristicas para estar en condiciones de resolver
el problema de Cauchy correspondiente. En el ejemplo 4.1.14 mostramos una
situacion en la que el dato esta fijado a lo largo de una curva caracteristica. En
la seccién 4.2 desarrollaremos estas ideas para estudiar ecuaciones en derivadas
parciales de segundo orden. En lo que respecta a ecuaciones de primer orden
recomendamos ver la parte dedicada a sus caracteristicas en la pagina 297. &

Vamos a poner en practica todo esto en un par de ejemplos.

Ejemplo 4.1.12. Resolver

TUug + yuy = 1,
u(z,y) =zy, siz+y=1.

En este ejemplo la curva 7y es la recta z +y = 1, y la funcién g que da el dato
de contorno es g(z,y) = zy. Comenzamos resolviendo el sistema
T =z,

. 4.13
Y=Y, ( )

con condicién inicial z(0) = z, y(0) = y. La solucién es entonces

(z(t), y(t)) = (e’ ye). (4.14)

En la figura 4.3 aparecen representadas las caracteristicas para la ecuacién en
derivadas parciales (es decir, las érbitas de la ecuacién diferencial (4.13)) y la
curva sobre la que se fijo el dato inicial. Es evidente a partir de la figura que
s6lo podremos construir la solucién del problema que estamos considerando
en el semiplano z + y > 0, que es la region sombreada en la figura, formada
por la unién de todas las curvas caracteristicas que cortan la recta = +y = 1.
Los célculos que desarrollaremos a continuaciéon confirmardn esta presuncién.
Para determinar el tiempo en el que la curva (4.14) alcanza la curva -y sobre la
que se ha fijado la condicién de contorno utilizamos la ecuacién que define .
En consecuencia, debemos buscar el tiempo ¢ = t(z,y) para el que se satisface

zel +yel = 1. (4.15)
Obviamente, si £ 4+ y > 0 tenemos entonces
t=—log(z +y). (4.16)

En cambio, la ecuacién (4.15) no tiene solucién si z + y < 0. Esto implica,
tal como preveiamos, que la ecuacién y la condicién de contorno con la que
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Figura 4.3: caracteristicas y la curva z +y =1

estamos trabajando sélo determinardn la solucién en el semiplano {z+y > 0},
ya que las caracteristicas que corresponden a otros puntos del plano no tienen
interseccién con la curva -y de los datos. Al evaluar el flujo en ¢ encontramos
que la caracteristica que pasa por (z,y) corta v en

@) - (7).

z+y T4y

El valor de u en este punto se obtiene a partir del dato, y es

we®®) =1 (5 ) = (4.17)

z+y T4y (z +y)?

En este momento podriamos aplicar la férmula (4.12), pero no cuesta mayor
esfuerzo reproducir los argumentos que nos llevaron a ella. A partir de la
ecuacién en derivadas parciales encontramos que sobre las caracteristicas se

satisface p
%u(a:(t),y(t)) =1. (4.18)

Conocemos u(z(t),y(t)) en el tiempo t = ¢(z,y). Por lo tanto, para calcular
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la solucién en (z,y) no hay mas que integrar (4.18) entre 0 y ¢. Entonces

t
u(z, ) = u(z(0), y(0)) = u(z (D), y(D) - /0 1ds.

Al introducir en esta tltima expresién los valores de ¢ y de u(z(t),y(t)) que
hemos calculado antes resulta

u(z,y) = ﬁ + log(z + v). (4.19)

Ejercicio 4.2. * Verificar que la funcién u que encontramos es efectivamente una
solucién del problema planteado.

Observacion 4.1.13. Tal como adelantamos, la solucién u de este ejemplo
estd definida en la banda caracteristica {z +y > 0} y no puede extenderse
més alld de manera continua. ad

Ejemplo 4.1.14. El problema zu, + yu, = 1 con dato u(z,0) = 1 no tiene
solucién. Si intentamos resolver el problema en z > 0 con dato u(z,0) = logz
entonces tiene infinitas soluciones. Observar que la parte positiva del eje x

Y

Figura 4.4: caracteristicas de zu; + yuy = 1 y la parte positiva del eje =

es una curva caracteristica para este problema, que no corta a ninguna de las
otras caracteristicas. Por esta razén no tenemos informacién sobre el valor que
tiene que tomar la solucién u en cualquier punto del semiplano z > 0 que no
esté en el eje. Esta situacédn se ilustra en la figura 4.4, donde hemos destacado
la semirrecta {(z,0), = > 0}.

Ejercicio 4.3. * Justificar las afirmaciones hechas en el ejemplo anterior. Calcular
al menos dos soluciones que estén definidas en {x;0} y que satisfagan el dato de
contorno u(z,0) = logz. [
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Ejemplo 4.1.15. Resolver

{ Uug + Uy = 72 + ¥,
u(0,y) =y, y€ER.

Consideremos un punto (z,y) € R2. Debemos comenzar por resolver el siste-
ma
t=1, y=uz,

junto con la condicién inicial (z,y) para hallar la caracteristica que pasa por ese
punto. Integrando la primera ecuacién obtenemos z(t) = x + t; sustituyendo
en la segunda e integrando resulta y(t) = y + ot + t2/2. Es evidente que el
tiempo ¢ en que la caracteristica corta el eje {x = 0} (la curva sobre la que
hemos fijado el dato de contorno) es t(z,y) = —z. Para terminar los cdlculos
integramos a lo largo de las caracteristicas y resulta

t(z,y)
ulz,y) = u(0, y(H) - /0 "2t + () dt =

1 5 3 2 1 o
Yy— —x° — (zt°+ 3zt +y+2°+)dt =y — -z° + zy.
0

2 2 2
No es dificil verificar que la funcién que acabamos de hallar es una solucién
del problema que estd definida en todo R?. &

Ya es tiempo de hacer mas ejercicios para verificar que todo el material
presentado hasta aqui ha sido comprendido.

Ejercicio 4.4. * Resolver u, +u, = 1 con dato u(0,y) = y>.

1. Hallar la solucién utilizando el método de las curvas caracteristicas que acaba-
mos de presentar.

2. Es interesante notar que el problema puede resolverse también utilizando el
cambio de variables n = y — x, v = x para transformarlo en uno més sencillo.
;,Cudl es la relacién entre las caracteristicas y este nuevo sistema de coordena-
das?

Ejercicio 4.5. * Resolver la ecuacién del ejemplo 4.1.12 con el dato u(z,y) = =
sobre la circunferencia de radio 1 centrada en el origen. ;(En qué regién alcanzamos
a construir la solucién en este caso?

Ejercicio 4.6. * Calcular el valor en el origen de la solucién del problema de Cauchy

cos(zy)uz (7,y) + y2 (1 + e Yuy(z,9) =1+ 3 + 9,
u(l,y) = ev.

Sugerencia: observar que b(z,0) = 0.
Ejercicio 4.7. * Resolver

Tug + 2yuy = 22,
u(z,y) ==z, sizy=1.

Hallar las caracteristicas y la regién de R? donde la solucién queda determinada y
luego calcular wu.
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4.1.2 1 Propiedades de la solucion del problema de contorno.

Hasta ahora hemos abordado cuestiones sobre la existencia y unicidad de so-
luciones al problema de Cauchy para ecuaciones de orden 1. Introduciremos
ahora un breve comentario sobre la regularidad. Para empezar recordemos
que en la construccién de las soluciones hemos estado usando todo el tiempo
el flujo ®(X, ¢) asociado con la ecuacién diferencial (4.8). En efecto, las curvas
caracteristicas no son otra cosa que las curvas

{®(X,t); teI=I(X)}

asociadas con ese flujo. Por otra parte, los datos de contorno estidn dados por
una, funcién g que esta definida sobre una curva <. Sin pérdida de generalidad
supondremos que -y estd parametrizada por y(s), con s variando en un intervalo
abierto J. Con esta notacién, la solucién u en el punto ®((s),t) es

t
w(®(v(s),1)) = g(v(s)) +/0 c(@(v(s),v)) dv. (4.20)
Ejercicio 4.8. * Verificar que la férmula (4.20) es correcta.

La férmula 4.20 es una expresién paramétrica de la solucién, en términos
de los pardmetros (s,t) y es obvio que como funcién de (s, t) es diferenciable si
lo son y(s) y el dato de contorno g(y(s)), porque la regularidad de ® est4 ase-
gurada por los resultados conocidos para ecuaciones diferenciales ordinarias.
Esta observacién es 1til, pero no nos basta porque en realidad nos interesa
expresar 4 como funcién de (z,y) y no de (s,t). Por lo tanto vamos a estudiar
que relacién hay entre esas dos parejas de variables.

Todo punto (z,y) en la banda I" formada por las caracteristicas que tocan
la curva v es de la forma ®(v(s),t), para algin par (s,t), por la forma en que
acabamos de definir I'. Esto produce una aplicacién diferenciable

(s,1) = (2,y) = @(7(s),1) (4.21)

que es una parametrizacion de I'. Para obtener la solucién en las variables
(z,y) debemos invertir (4.21) y calcular s = s(z,y) y t = t(z,y). El teorema de
la funcién inversa asegura que tal operacién produce una funcién diferenciable
si el diferencial de la aplicacién (4.21) es inyectivo.

Ejercicio 4.9. *** Demostrar que si la curva v es transversal a todas las carac-
teristicas el diferencial de (4.21) es inyectivo y concluir que la solucién u(z,y) es
diferenciable en un entorno de +.

Si la condicién de transversalidad no se cumple la solucién puede no ser
regular. Mostrar este fendmeno es el objetivo del siguiente ejercicio.

Ejercicio 4.10. * Resolver u, = 1 con el dato u(x,y) = 1 sobre y = z°.
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También es posible que la solucién no sea suave a causa de la falta de
diferenciabilidad de los datos. En estos casos las singularidades se propagan a
lo largo de las curvas caracteristicas. El proximo ejercicio contiene un ejemplo
de este fenémeno.

Ejercicio 4.11. * Resolver la ecuacién del ejemplo 4.1.12 con dato u(1,y) = |y —1|.
En qué conjunto no es diferenciable la solucién?

Observemos que en el ejercicio 4.9 hemos completado la prueba del teorema
que enunciaremos a continuaciéon. También hemos visto en los ejercicios 4.10
y 4.11 que algunas de sus hipétesis no pueden eliminarse.

Teorema 4.1. Si las funciones a, b y ¢ son de clase C1, también lo son la
curva vy y la funcion g y ademds los vectores 4(s) y (a(y(s)),b(y(s))) nunca
son colineales, entonces existe un entorno de la curva v en el que el problema
de Cauchy para

a(ac,y)uw(m,y) + b(x,y)uy(ac,y) = C(l‘,y), (422)
con dato g(x,y) sobre vy tiene una Unica solucién de clase C'.

Hay otro aspecto de la teoria de las ecuaciones en derivadas parciales que
aun no hemos tocado, pero que puede investigarse a partir de la férmula (4.20):
;,cémo depende la solucién u de los datos de contorno que demos sobre la curva
~? Designemos con {2 la banda caracteristica en que la solucién del problema
de Cauchy existe y es tnica (observar que para las ecuaciones lineales que
estamos manejando esta regién no depende del dato inicial, en contraste con
lo que ocurre en otros casos como, p.ej., la ecuacién de Burgers), entonces al
resolver la ecuacién diferencial estamos definiendo una aplicacién

g—u

que a cada dato g sobre v le asocia la solucién u correspondiente definida
en (). El siguiente ejercicio muestra un resultado de continuidad de esa funcién
respecto a las distancias definidas por las normas del supremo en v y €.

Ejercicio 4.12. ** Sean u; y us dos soluciones del problema de Cauchy, que toman
datos g1 y go sobre vy, respectivamente. Mostrar que

llur — uallL=(0) < llg1 — g2llLo(y)- (4.23)

Un problema de contorno para una ecuacién en derivadas parciales se dice
bien puesto si la solucién existe, es inica y depende continuamente de los datos
iniciales. Hemos probado entonces el teorema siguiente.

Teorema 4.2. En las hipdtesis del teorema 4.1, existe un entorno 2 de vy tal
que el problema de Cauchy que consiste en hallar una solucion de (4.22) en €,
con dato fijado sobre la curva -y estd bien puesto.
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Observacién 4.1.16. Al hablar de la dependencia continua de la solucién
respecto a los datos de contorno hay que precisar cuales son las normas que
se estdn usando en el espacio de los datos y las soluciones. En ese sentido, el
enunciado del teorema anterior es algo impreciso porque no hacemos referencia
a las normas con las que estamos trabajando. El contexto deja claro que
estamos considerando la norma L°°(2) para las soluciones y L*(vy) para los
datos. El problema estd bien puesto respecto a estas normas en virtud de la
estimacién (4.23). ' BN

4.1.3 Algunos problemas con ecuaciones cuasilineales.

Vamos a terminar con la introduccién a las ecuaciones de orden 1 lineales
proponiendo un ejercicio que es una extensién de los métodos que hemos pre-
sentado a una situacién algo mdis general. El objetivo de este ejercicio es
doble: si las nociones que hemos discutido en la seccién 4.1.1 han sido bien
comprendidas la primera parte deberia ser un ejercicio interesante pero no
dificil, porque constituye solo una ampliacién de la teoria que hemos presenta-
do (si al hacerla encontras grandes dificultades deberias revisar el material que
hemos cubierto hasta ahora); por otra parte, abre una puerta hacia el mundo
de las ecuaciones no lineales en el que nos encontraremos con unos cuantos
fenémenos divertidos. Basta de chachara y a trabajar:

Ejercicio 4.13.

1. ** Desarrollar un método que permita estudiar el problema de contorno que
consiste en hallar una funcién u que satisfaga:

{ a(m,y)uz(a:,y) + b(:v,y)uy(a:,y) = c(:c,y,u),
u(z,y) = g(z,y), (z,y) €,

donde g es una funcién dada sobre una curva v prefijada.

2. *** (Generalizar un poco més lo hecho en 1 y obtener un método que permita
tratar las ecuaciones cuasilineales (4.3). ;Cudl es la principal diferencia de esta
nueva situacién con las que discutimos antes a la hora de escribir la solucién
como u = u(z,y)? ;Qué nuevo problema puede aparecer? (Ver el ejercicio 4.16
sobre la ecuacién de Burgers).

Una vez construido un método més o menos general para atacar la ecua-
ci6én (4.3) podemos lanzarnos a resolver una nueva coleccién de ejercicios.

Ejercicio 4.14. ** Resolver para t > 0

Ut = Uy — U,
{ u(z,0) = uo(z), (4.24)

donde la funcién ug se supone diferenciable, no negativa y tiene soporte compacto.
El problema (4.24) constituye un modelo para la dindmica de un gas sometido a
un proceso de conveccién-absorcién. El dato u(x,0) debe ser interpretado como la
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distribucién inicial de densidad del gas por lo que hemos tomado como hipdtesis
ug > 0, la variable £ como una variable espacial y ¢ como el tiempo (de ahi que
nos interese la solucién para ¢t > 0, que representa la evolucién posterior del gas). El
término u, es el responsable de la conveccidén y —u es un término de absorcién. Una
manera sencilla de ver esto es resolver los problemas u; = u; y uy = —u, ambos con
dato inicial ug(x) y comparar lo que se obtiene con la solucién de (4.24).

Ejercicio 4.15. ** Resolver para t > 0 y discutir segtin A > 0 el siguiente modelo
de convexidén-absorcién (tomaremos uy como en el ejercicio anterior y consideraremos
soluciones u > 0, o sea, no negativas):

up = uy — u,
{ u(z,0) = uo(x). (4.25)

Mostrar que cuando A < 1 aparece un fenémeno de extincién de la solucién, es decir,
que existe un T' > 0 tal que u(z,t) es idénticamente nula si ¢ > T. Esto se debe a
que u* > u si u < 1 y entonces el término de absorcién es més fuerte que en el caso
anterior y termina por aniquilar a la soluciéon. Mostrar que cuando A > 1 la extincién
ocurre cuando t — +00, jcudl es la tasa de decaimiento de la solucién en estos casos?.

Ejercicio 4.16. *** La ecuacién de Burgers sin viscosidad es la ecuacién
ug + uugy = 0. (4.26)

Calcular, para t € [0,1), la solucién de (4.26) que toma el dato inicial

1 si z <0,
u(z,0)=¢ 1—2z si 0<z<1, (4.27)
0 si 1< .

. Qué ocurre si queremos resolverla en un intervalo [0,7T), con T' > 17

4.1.4 1 Una nocién débil de solucién

El ejercicio 4.16 parece indicar que no es posible resolver la Ecuacién de Bur-
gers mas alld de ¢ = 1. Eso es cierto si nos limitamos a considerar soluciones
cldsicas de la ecuacién, es decir funciones para las que sus dos derivadas de
primer orden existen y son tales que se satisface la ecuacién en cada punto
(z,t). Sin embargo, en situaciones modeladas por ecuaciones como (4.26) apa-
recen fenémenos que sélo pueden ser descritos por soluciones que presentan
discontinuidades. Por otra parte ya habiamos mencionado que las solucio-
nes podian tener ciertas singularidades, que se propagaban a lo largo de las
caracteristicas, y aun asi era perfectamente posible calcularlas sin mayor pro-
blema (en realidad, esto es lo que ocurre con la solucién u(z,t) del problema
planteado en el ejercicio 4.16 para t € (0,1), que resulta ser no diferenciable
en algunos puntos). Para tener en cuenta estos hechos hace falta extender el
concepto de solucién para poder admitir soluciones no diferenciables o discon-
tinuas. La forma de hacerlo es ya estindar y estd en la raiz de la teoria de
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distribuciones®: consiste en utilizar funciones de prueba y darle al problema
de Cauchy para (4.26) una formulacién integral.
Comencemos escribiendo (4.26) como

1
ug + §(U2)x =0

y supongamos que tenemos una solucién cldsica de la ecuacién tal que

u(z,0) = ug(z).

Si multiplicamos la ecuacién por una funcién 1 regular, de soporte compacto,
e integramos en

H = {(z,t) e R*t >0}

//H PYupdrdt + % //HTP(UQ)xdxdt —0.

Podemos integrar por partes, previo cambio del orden de integracién en la
primera integral, y usar la condicidn inicial para llegar a

obtenemos

/ (@, 0)uo (2)dz + / / (e, Ou(e, tdadt + / / o (, )u2(z, t)dwdt = 0.

" . f (4.28)
Las soluciones clédsicas del problema de Cauchy con dato inicial up en ¢ = 0
satisfacen esa igualdad integral para cualquier funcion v de soporte compacto
(también es cierto que si una funcién regular satisface (4.28) para cualquier
funcién de prueba 1 entonces es una solucién de problema de Cauchy). Te-
niendo en cuenta estos hechos introducimos la siguiente definicion.

Definicién 4.1. SOLUCIONES DEBILES PARA LA ECUACION DE BURGERS.
Dada una funcién acotada ug : R — R diremos que una funcién acotada
u : H — R es una soluciéon débil del problema de Cauchy para la ecuacién de
Burgers con dato inicial ug si se satisface la identidad (4.28) para cualquier
funcién de prueba 1 de clase C'! en H y con soporte compacto en H.

La nocién de solucién débil fue construida a partir de la nocién de solucién
cldsica, pasando a una formulacién que requiere menos regularidad. Por lo
tanto, toda solucién clésica acotada es una solucién débil. También es cierto
que una solucién débil con suficiente regularidad como para que las derivadas
que aparecen en la ecuacién diferencial existan es una solucién clasica.

3la teorfa de distribuciones fue puesta sobre bases sélidas por el matemdtico francés
Laurent Schwartz (1915-) y su libro [Szl] es la referencia cldsica sobre el tema. En su
introduccién aparece un interesante resumen histdrico acerca de la necesidad de extender el
concepto de funcién para manejar objetos irregulares que los fisicos e ingenieros utilizaban
para sus cdlculos. La referencia [Sz2] constituye una exposicién de esta teoria mds cercana
a sus aplicaciones
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Ejercicio 4.17. * Mostrar que una solucién clésica de la ecuacién de Burgers en
H con dato inicial uq (es decir una funcién continua en H y de clase C? en el interior
de H, tal que u(z,0) = ug(z) y us+uu, = 0 se satisface cuando ¢ > 0) es una solucién
débil con dato inicial ug.

Ejercicio 4.18. ** Mostrar que una solucién débil de la ecuacién de Burgers en H
con dato inicial ug, que ademds es una funcién continua en H y de clase C' en el
interior de H es una solucién cldsica con dato inicial ug.

Ejercicio 4.19. *** Mostrar que la funcién u definida en ¢ > 0 por

1 en {t<l,z<t}u{t>1,2z<t+1},
u(z,t)={ =2 en {t<1,t<z<1},
0 en {t<1l,x>1}U{t>1,22z>t+1},

es una solucién débil en ¢ > 0 del problema de Cauchy para la ecuacién de Burgers
con el dato inicial ug definido por la férmula (4.27).

Observar que la solucién que aparece en el ejercicio anterior es continua
hasta el tiempo t = 1, pero luego se forma una discontinuidad que se propaga
sobre una de las curvas caracteristicas*. Este fenémeno debe entenderse como
la aparicién de una onda de choque a partir de una situacién inicialmente
regular. Vale la pena mencionar que no existe una solucién clasica para la
ecuacion de Burgers con dato inicial ug que esté definida para todo tiempo > 0.
En conclusién, la nocién de solucion débil es més adecuada que la de soluciéon
cldsica para este problema, porque abarca soluciones que tienen sentido fisico,
pero que no son soluciones clasicas. En contrapartida, el problema de la
unicidad de las soluciones débiles se vuelve bastante mas delicado®. i

el lector interesado en saber por qué la discontinuidad se propaga a lo largo de z =
(t +1)/2 y no de otra caracteristica cualquiera puede consultar la referencia [I], paginas
55-59, o [Sm], paginas 246-249

Sconsiderar la unicidad de las soluciones débiles escapa al alcance de este texto, y reco-
mendamos consultar la referencia [Sm] a quien esté interesado en este aspecto de la teoria
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4.2 Ecuaciones de segundo orden

En esta seccion comenzaremos el estudio de las ecuaciones en derivadas parcia-
les de segundo orden. Aunque nuestro principal objetivo es estudiar algunas
ecuaciones lineales con coeficientes constantes comenzaremos por esbozar una
teoria local para ecuaciones de la forma

a(.’L‘, y)uww + 2b($> y)uacy + C(xay)uyy = d(x,y,u,uw, uy)a (4'29)

donde u, la funcién incégnita, es una funcién real definida en algin conjunto
abierto 2 C R2. Encontraremos que estas ecuaciones tienen un comporta-
miento muy diferente segin cuales sean los valores de los coeficientes a(z,y),
b(z,y) y c(z,y), cosa que se verd reflejada en las propiedades de sus soluciones
y en las técnicas que permiten estudiarlas.

Antes de seguir avanzando vamos a presentar algunos ejemplos de ecuacio-
nes como (4.29) que pueden ser tratados sin necesidad de desarrollar mucha
teoria, simplemente con un poco ingenio y herramientas basicas de cédlculo.

Ejercicio 4.20. * El objetivo de este ejercicio es resolver algunas ecuaciones de
segundo orden que pueden ser integradas con argumentos ad-hoc. Las soluciones que
encontraremos quedardn expresadas en términos de funciones mas o menos arbitra-
rias, que sélo pueden ser determinadas imponiendo algunas condiciones de contorno.
Consideraremos funciones u(z,y) de clase C2.

1. Hallar la forma general de las soluciones de la ecuacién uz, = 0. Q
2. Resolver la ecuacién uy, +u = 0.

3. Resolver ugy +u; +z+y+1=0.

Ejercicio 4.21. * En este ejercicio consideraremos problemas de contorno para
algunas de las ecuaciones del ejercicio anterior. En cada caso decidir si los problemas
que se proponen tienen solucién, y calcularlas cuando corresponda.

1. Resolver uz, = 0 con los datos:
(a) u(z,z) =1, up(z,z) = 1.
(b) u(0,9) =0, ux(0,y) = 1.
2. Resolver ugz, +u = 0 con los datos:

(a’) U(an) =Y, Uz(O,y) =1.
(b) u(z,0) =z, uy(z,0) = 1.

4.2.1 Teoria local para las ecuaciones lineales de segundo or-
den

Vamos a intentar ahora elaborar una teoria local para estudiar (4.29). Anélo-
gamente a lo que ocurre para las ecuaciones de orden 1 deberemos dar un dato
de contorno para resolverlas. En una primera aproximaciéon podemos pensar
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que ahora hay que dar un dato sobre el valor de u y sobre las derivadas prime-
ras, dado que se trata de ecuaciones de segundo orden. Esto es esencialmente
cierto desde un punto de vista local, pero es falso en general. En muchos casos
las condiciones de contorno naturales para problemas que involucran ecuacio-
nes en derivadas parciales de segundo orden son de otra naturaleza. Ver, por
ejemplo, la seccion 4.5, dedicada a la ecuacién del calor, o la observacién 4.6.1,
pagina 341.

Como en este momento nos interesa hacer una version local de la teoria
trataremos de fijar los datos de contorno prescribiendo los valores de u, uy
y uy sobre una curva 7y del plano. En primer lugar observemos que debe
haber una cierta relacién de compatibilidad entre los datos para u, ug y uy.
En efecto, si la curva sobre la cual los damos admite una parametrizacién
v(s) = (z(s),y(s)) los datos pueden escribirse

u(z(s),y(s)) = f(s),
ug(2(s),y(s)) = g(s), (4.30)
uy(x(s),y(s)) = h(s).

Si derivamos la primera ecuacién respecto a s obtenemos

ug(2(s),9(5))3(s) + uy(2(s),y())g(s) = f(s),

de lo que se desprende la siguiente relacién entre los datos:

g(s)a(s) + h(s)y(s) = f(s). (4.31)
Ejemplo 4.2.1. En el ejercicio 4.21, parte 1b, podemos calcular u,(0,y) di-
rectamente, a partir de la condicién de contorno u(0,y) = 0, ya que al derivar
esta ecuacion respecto a y resulta uy(0,y) = 0, para y € R. En la parte la
de ese mismo ejercicio también es posible calcular uy(z, ), ya que al derivar
respecto a x la condicién de contorno u(z,z) = 1 se obtiene

uz(z, ) + uy(z,z) = 0.
Utilizando el dato sobre u, concluimos que uy(z,z) = —1.

Ejercicio 4.22. * Consideremos una funcién de clase C! que sobre la pardbola
de ecuacién y = z? satisface u(z,y) = 22 + 1, uy(z,y) = 2y. Calcular u, sobre v.

Ejercicio 4.23. ** Mostrar que si v es una curva regular y n(s) es un vector
normal a v en el punto y(s), tal que ||[n(s)|| =1y s — n(s) es diferenciable, entonces
podemos dar los datos del problema de contorno prescribiendo dos funciones f y g
sobre la curva de modo que

f(s) = u(z(s),y(s)), g(s) = On(syu(a(s),y(s))-
Recordemos que
On(syu(x(s),y(s)) = Vu(z(s),y(s)) - n(s)
es la derivada direccional de u segun el vector n.

El primer paso en el estudio de las ecuaciones lineales de segundo orden
serd, generalizar la nocién de curvas caracteristicas a esta nueva situacién.
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Las caracteristicas de ecuaciones de primer orden revisitadas

Comenzaremos por retomar la nocién de curva caracteristica para ecuaciones
de primer orden. Veremos que aparecen naturalmente si intentamos resolver
la ecuacion por el procedimiento de calcular todas las derivadas de su solucién.
En efecto, para resolver el problema de contorno

a(z, y)ug (z,y) + b(z, y)uy (z,y) = c(z,y),
{ u(z,y) = g(z,y) si (w;yy) €1, (4.32)

con dato g prefijado sobre una curva 7y dada, podemos intentar determinar
todas las derivadas parciales de u, en particular u; y u,, a partir del dato y
la ecuacién. Si (z(s),y(s)) es una parametrizacién de - escribamos el dato
en forma paramétrica como g(s) = g(z(s),y(s)) (donde hemos cometido un
abuso de notacién obvio). Derivando g respecto al pardmetro s y usando la
regla de la cadena obtenemos

i (s)ug(2(s),y(s)) + g(s)uy(z(s),y(s)) = g(s). (4.33)

La ecuacién en derivadas parciales, en un punto (z(s),y(s)) nos dice

a(z(s),y(s))uz(z(s), y(s)) +b(x(s), y(s))uz (x(s), y(s)) = c(z(s),y(s)), (4.34)

y la condicién para que el sistema (4.33)-(4.34) tenga una tdnica solucién y
siempre podamos despejar u; y u, de esas ecuaciones es que el determinante

a(s Z(S (4.35)

) )
a(z(s),y(s)) b(x(s),y(s))

no se anule. Si analizamos esta condicién desde un punto de vista mas
geométrico encontramos que el vector (£(s),y(s)), tangente a la curva sobre
la que damos los datos, no puede ser paralelo al vector (a,b). Recordemos que
(a(z,y),b(x,y)) es justamente el vector tangente a la curva caracteristica por el
punto (z,y) (estas curvas se encontraban resolviendo el sistema de ecuaciones
diferenciales & = a(z,y), ¥ = b(z,y)). Por lo tanto, la condicién para resolver
el sistema es justamente que la curva -y sea transversal a las caracteristicas.

Ejercicio 4.24. ** Mostrar que si intentamos derivar la ecuacién una vez m4s para
despejar las derivadas de segundo orden no aparecen nuevas condiciones y es suficiente
con que se verifique la transversalidad entre (a,b) y (£,9) para poder hacerlo.

Observacién 4.2.2. Cuando la curva 7 no es caracteristica para el proble-
ma (4.32) el procedimiento de derivar para calcular las derivadas de u sobre 7y
puede iterarse para ir despejando todas las derivadas parciales de u. A
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Las caracteristicas para ecuaciones de segundo orden

Volvamos ahora a la ecuacién de segundo orden (4.29) e intentemos obtener
las derivadas ugg, Ugy y Uyy sobre la curva y(s), a partir de la ecuacién (4.29)
y los datos de contorno (4.30). Si derivamos respecto al pardmetro s los datos
para ug y Uy obtenemos

() uza(z(s), y(s)) + 9(8)uay(2(s), y(s))
(8)uzy(2(5), y(s)) + U(s)uyy(2(s),y(s))

9(s),

; 4.
h(s). (4.36)
Al combinar (4.36) con la ecuacién diferencial obtenemos el siguiente sistema
de ecuaciones lineales para las derivadas parciales de segundo orden:

TUgg + yuwy = .g.a
TUgy + YUyy = h, (4.37)
AUgy + 2bUzy + cuyy = d.

Es conveniente notar que en (4.37) hemos omitido escribir donde estdn evalua-
das las funciones , y, a, b, ¢, d y las derivadas parciales uzs, Ugy ¥ Uyy, Para no
tener una notacién tan pesada como la de la férmula (4.36). El sistema (4.37)
determina de manera tunica las derivadas parciales de segundo orden, salvo
cuando

Y
i = ci? + ay® — 2biy = 0. (4.38)

e O 8
[\
S
(SIS )

Esta condicién sobre = y ¥ es la que nos permitira introducir la nocién de
caracteristica apropiada para el estudio de las ecuaciones lineales de segundo
orden en el plano.

Definicién 4.2. Diremos que la curva -y es caracteristica en un punto si (4.38)
se satisface en ese punto, y que y es caracteristica si es caracteristica en todos
sus puntos. Si 7 no es caracteristica en ningiin punto diremos que la curva es
no caracteristica.

Notemos que a lo largo de una curva no caracteristica los datos determinan
las derivadas parciales segundas de manera tnica.

Observacion 4.2.3. Si definiéramos las curvas caracteristicas para las ecua-
ciones de orden 1 a través de la condicién de que el determinante (4.35) se
anule obtendriamos exactamente las mismas curvas que encontramos en la
seccién anterior, en que las introdujimos como las soluciones de la ecuacién

diferencial (4.8). '

Dejemos de lado de momento la curva v que hemos estado utilizando hasta
ahora y fijemos nuestra atencién sobre la idea de que en cada punto (z,y) po-
demos considerar (&, %) como un vector que define una direccién. Busquemos
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entonces para cada punto (z,y) las direcciones (z,9) que satisfacen (4.38), a
las que llamaremos direcciones caracteristicas. Es evidente que (4.38) admite
la solucién trivial, pero como estamos buscando direcciones en el plano esa
solucién no nos sirve para nada, asi que la desecharemos desde un principio.
También es evidente que (Z,7) es solucién si y sélo si (Az, Ay) lo es para todo
A#0.

Si a # 0 entonces £ = 0 no es solucién y podemos fijar & = 1 para obtener
ay? — 2by + ¢ =0, (4.39)

que, dependiendo del signo de A = b% — ac tendra dos, una o ninguna solucién.
En realidad esta tltima conclusiéon no depende del valor de a y siempre es cierto
que hay dos direcciones caracteristicas si A > 0, hay sélo una si A =0 y no
hay ninguna si A < 0.

Ejercicio 4.25. * Completar la discusién precedente para incluir el caso en que el
coeficiente a = a(z,y) puede anularse.

La existencia o no de curvas caracteristicas tiene un efecto muy importan-
te en el comportamiento de las soluciones, por lo que es usual clasificar las
ecuaciones segin el valor del discriminante A, que es en realidad una funcién
A(z,y), tal como se recoge en la definicién que sigue.

Definicién 4.3. e Si A(z,y) > 0 diremos que la ecuacién es hiperbdlica
en el punto (z,y). En este caso habrd dos direcciones caracteristicas en
ese punto.

e Cuando A(z,y) = 0 diremos que la ecuacién es parabdlica en el punto
(z,y) y existird una unica direccién caracteristica.

e En el caso A(z,y) < 0 diremos que la ecuacion es eliptica en el punto y
no existirdn direcciones caracteristicas.
Cuando una ecuacién es hiperbdlica (parabdlica o eliptica) en todos los
puntos diremos que la ecuacién es hiperbélica (respectivamente, parabdlica o
eliptica)

Observacion 4.2.4. Vale la pena subrayar que la clasificacién de las ecua-
ciones del tipo (4.29) que se hace en la definicién 4.3 es completamente satis-
factoria sélo en el caso de las ecuaciones lineales en el plano. En dimensiones
mas altas ya no lo es, y, en general, no es posible clasificar todas las ecuaciones
en derivadas parciales en un pequefio niimero de categorias. Una vez hecho
este comentario digamos que efectivamente los tres tipos de ecuaciones que
aparecen en la definicién 4.3 presentan aspecto cualitativos que las diferencian
y que también estan presentes en otros contextos, por lo que la clasificacion
que alli aparece es relevante. [
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Ejemplo 4.2.5. Si los coeficientes de una ecuacién lineal de segundo orden
dependen de z e y entonces el caracter hiperbdlico, parabdlico o eliptico de
una ecuacion puede cambiar de un punto a otro. Esto ocurre, por ejemplo,
para la ecuacién

Yugg + Uyy = 0,

conocida como ecuacién de Tricomi. En este caso se tiene A(x,y) = —y, por
lo que la ecuacién es hiperbdlica en el semiplano y < 0, parabdlica sobre el
eje y = 0 y eliptica en y > 0. Las direcciones caracteristicas en el semiplano
inferior estdn dadas por los vectores (£1/—y, 1), en tanto que la tnica direccién
caracteristica sobre y = 0 es la vertical paralela a (0,1). Vemos en este ejemplo
que no solo el caricter de la ecuacién cambia de una regién a otra del plano,
también las direcciones caracteristicas en cada punto (z,y) varian y dependen
del punto que estemos considerando. &

Observacién 4.2.6. EL CASO HIPERBOLICO

Si una ecuacion es hiperbdlica en todos los puntos (x,y) entonces para cada
punto tendremos dos direcciones caracteristicas. Esto permite construir dos
campos de direcciones caracteristicas, que dan lugar a dos familias de curvas
caracteristicas. Estas curvas resultan ser de gran ayuda en el estudio de la
ecuacion. Veremos esto en un ejemplo.

Ejemplo 4.2.7. En este ejemplo consideraremos la ecuacion
utt(ma t) = CQ'U'xx(xa t), (4'40)

donde c es una constante positiva, conocida como ecuacidn de ondas. Es usual
llamar ¢ a la segunda variable en vez de y, porque debe interpretarse como el
tiempo. Es obvio que para esta ecuacién tenemos

A(z,t) = >0, (z,t) € R?,

por lo tanto es hiperbdlica en todos los puntos del plano (z,t). Busquemos
ahora las direcciones caracteristicas para esta ecuacién. Si indicamos con (i, %)
el vector tangente a la caracteristica en un punto (z,t) la ecuacion (4.38)
implica

A2 —i? = 0. (4.41)
Esta claro entonces que las caracteristicas deben satisfacer una de las ecuacio-
nes

t4+ct=0, o —ct=0,

de lo que se desprende que hay dos familias de caracteristicas, de ecuaciones
T £ ct = cte.,

que se muestran en la figura 4.5. Con cte. indicamos una constante de in-
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Figura 4.5: curvas caracteristicas para la ecuacién de ondas

tegracion arbitraria. Notemos que, como los coeficientes de la ecuacién son
constantes, las direcciones caracteristicas no dependen de z e y, y las curvas ca-
racteristicas son lineas rectas, a diferencia de lo que ocurria en el ejemplo 4.2.5.
Si introducimos nuevas coordenadas

E=x+ct, n=1z—ct,

que tienen la propiedad de que sus lineas coordenadas son justamente las
caracteristicas de la ecuacién, la ecuacién se simplifica bastante (comparar
con el ejercicio 4.4, parte 2). En efecto, tenemos

Uy = Ugly + UpNz = Ug + Uy, (4.42)
up = ugly + Uy = Cug — Cly). (4.43)

Podemos calcular u, aplicando iterativamente (4.42) para obtener
Ugg = (Uz)a = (ug i) = g +tlyg = Uge + gy + g +ty = Uge+2ugy sy
Para calcular u; procedemos de una manera analoga:
Uy = (Cug — Cup)t = Cug + Cupy = CQ(U& — 2ugy + Upp)-
Al sustituir en la ecuacién de ondas llegamos a

Uy = 0, (4.44)
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que no es otra cosa que la ecuacién que aparece en la parte 1 del ejercicio 4.20.
No es dificil resolver esta ecuacién y sacaremos partido de este hecho en nuestra
préxima seccién, que estard dedicada a la ecuacién de las ondas. &

Tal como vimos, cuando los coeficientes de la ecuacién dependen de z e y
los campos de direcciones caracteristicas asociados a una ecuacién hiperbdlica
también dependen de z e y. En esta situacién, para hallar curvas que sean
caracteristicas en todos sus puntos habrd que resolver ecuaciones diferenciales
més complicadas que las sencillas & + ¢t = 0.

Mencionemos también que la posibilidad de encontrar un sistema de coor-
denadas formado por lineas caracteristicas es una peculiaridad de las ecuacio-
nes hiperbdlicas en el plano que no puede extenderse a otros contextos. Por
esta razon la teoria para la ecuacién de ondas (4.40) en R es bastante mds
simple que en dimensiones m4s altas®. ('

Nuestro proximo ejercicio es otro ejemplo de que las ecuaciones hiperbédlicas
se simplifican al pasar a un sistema de coordenadas sugerido por las carac-
teristicas.

Ejercicio 4.26. * Consideremos la ecuacién uzy —uyy = 0. Transformarla utilizan-
do el cambio de coordenadas £ = x, n = x + y y resolverla, en el sentido de hallar la
forma general de sus soluciones. Mostrar que las caracteristicas son las lineas definidas
por las ecuaciones £ = cte. y n = cte.

En los préximos ejercicios consideraremos ecuaciones hiperbdlicas y pa-
rabdlicas, buscaremos campos de direcciones caracteristicas y los integrare-
mos para hallar curvas caracteristicas. También, introduciremos sistemas de
coordenadas que tienen a las curvas caracteristicas como lineas coordenadas
para reducir las ecuaciones a formas canénicas mas ficiles de tratar. Comen-
zaremos con un ejercicio que consiste en retomar el ejemplo de la ecuacién
de ondas desde un punta de vista ligeramente distinto al que usamos en el
ejemplo 4.2.7 para calcular sus caracteristicas. El objetivo de este ejercicio es
mostrar que cada campo de direcciones caracteristicas puede utilizarse para
definir una ecuacién diferencial ordinaria, cuyas érbitas son las curvas carac-
teristicas para la ecuacién en derivadas parciales. Este procedimiento puede
generalizarse para hallar las caracteristicas en situaciones mds complejas que
la ecuacién de ondas.

Ejercicio 4.27. *

1. Mostrar que los campos vectoriales constantes (¢,1) y (—¢, 1), que se obtienen
resolviendo (4.41) son campos de direcciones caracteristicas para la ecuacién
de ondas uy — ugy = 0.

Sver, por ejemplo, el capitulo 5 del texto [J]
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2. Mostrar que las curvas caracteristicas para la ecuacién de ondas pueden hallarse
resolviendo las ecuaciones diferenciales ordinarias

T=c T=—c
. ’ . ’ (4.45)
t=1, t=1,

cuyos segundos miembros son los campos vectoriales que dan las direcciones
caracteristicas para la ecuacién.

Ejercicio 4.28.

1. * Hallar las curvas caracteristicas para gz, + Uzy — 2uyy = 0, y resolverla
introduciendo un sistema de coordenadas adecuado.

ok i6 —
2. Resolver la ecuacion zugy — yuyy = uy.

3. ** Determinar las caracteristicas de uy; + 2usy + uyy = 0. Resolverla con
la ayuda del cambio £ = z, n = x —y. Mostrar que cualquier cambio de
coordenadas de la forma & = £(z,y), n = x — y la transforma en una ecuacién
de la forma

Uge = F(uaunau&n;g)‘
Para esta dltima parte hay que tener en cuenta que si (&,7) efectivamente

definen un nuevo sistema de coordenadas el jacobiano del cambio de variables
nunca se anula.
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4.3 La ecuacion de ondas en la recta

En esta seccion nos dedicaremos a estudiar la ecuacion de ondas
u(z,t) = Cuge(z.t), (z,t) € R (4.46)

Esta ecuacion es, entre otras aplicaciones, un modelo para describir las vibra-
ciones de una cuerda flexible que vibra en el plano (z,y). En este contexto la
variable x debe interpretarse como la posicién sobre la cuerda, t es el tiempo,
y u(z,t) el desplazamiento en la direccién del eje y. En la seccién B.1 del
apéndice, pagina xix, se presenta un modelo que conduce a la apariciéon de la
ecuacién de ondas. Notemos que al considerar la ecuacién de ondas en R? la
variable z puede tomar cualquier valor real, por lo que debemos imaginar que
estamos estudiando las vibraciones en una “cuerda infinita”.

Comenzaremos ahora la bisqueda de soluciones para la ecuaciéon de on-
das (4.46). Como en la ecuacién aparecen dos derivadas buscaremos funcio-
nes u de clase C2. La ecuacién es hiperbdlica en todos los puntos (z,t) € R?
y tiene dos familias de caracteristicas formadas por las rectas

x £ ct = cte.

Tal como vimos en la seccién anterior, al transformar la ecuacién al sistema,
de coordenadas (£,7), con

E=zx+ct, n=1z—ct,
obtenemos la sencilla ecuacion

u&n(fﬂl) = 07 (57 77) € R27

que resulta bastante mas ficil de resolver. En realidad ya la estudiamos en el
ejercicio 4.20, parte 1. Como ug, = 0 resulta que u¢ no depende de 7, por lo
tanto, existe una funcién f, de una variable, tal que

ug(€,m) = f(£)- (4.47)
Si integramos esta ultima ecuacién concluimos que
u(¢,n) = F(§) +G(n), (4.48)

donde F es una primitiva de f y G es una funcién arbitraria de 7, que aparece
como una constante de integracién al integrar respecto a £. Dado que esta-
mos buscando una funcién u de clase C? entonces debemos imponer que las
funciones F y G sean de clase C?. Esto asegurard que u,, y uy existen y son
funciones continuas. Deshaciendo el cambio de variables (z,t) — (£,n) obte-
nemos la siguiente férmula para la solucion general de la ecuacidn de ondas:

u(z,t) = F(z + ct) + G(z — ct). (4.49)
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Reciprocamente, si u(z,t) es de la forma (4.49), donde F y G son funciones
reales de clase C?, entonces u satisface la ecuacién de ondas. Esto es conse-
cuencia del cédlculo directo

Uzz(z,t) = F"(z + ct) + G"(z — ct),
up(z,t) = F"(z + ct) + Q" (z — ct).

En resumen, hemos mostrado el siguiente resultado:

Proposicién 4.1. Una funcién u : R? = R, de clase C?, es una solucidn de
la ecuacion de ondas
_ 2
Ut = C Ugg

si y s6lo si existen dos funciones F: R — R y G : R — R, de clase C?, tales
que
u(z,t) = F(z + ct) + G(z — ct).

Observacion 4.3.1. 7 En realidad es posible introducir una nocién més débil
de solucién para la ecuacion de ondas, que no requiere que sus soluciones
sean funciones de clase C2. El procedimiento para hacer esto es similar al que
usamos al introducir las soluciones débiles de la ecuacién de Burgers y consiste
en dar una formulacién integral de la ecuacién de ondas. Aunque obviaremos
los detalles, comentemos que una onda triangular de la forma

u(z,t) = f(z — ct), (4.50)

donde f es la funcién definida por

[ 1—]s], se[-1,1],
f(s) = { 0, s € (—00,1) U (1, 400),

es una solucién de la ecuacién de ondas en este nuevo contexto. Claro estd
que (4.50) no es una funcién de clase C2, y que hay puntos sobre los que no
existen uz; 0 Uy, por lo tanto u no puede ser una solucién de la ecuacién
en el sentido usual de calcular las derivadas y verificar que se satisface la
igualdad (4.46). Tt &

Observacién 4.3.2. Es interesante considerar los casosenque F =00 G =0
en la férmula (4.49). Supongamos que estamos en este segundo caso, entonces

u(z,t) = F(x + ct).

Si consideramos la solucién u como funcién de z, para distintos valores de
t, encontramos que su aspecto es siempre el mismo, aunque su grafica se va
desplazando hacia la izquierda por el efecto del término ct en el argumento de
F, comp puede apreciarse en la figura 4.6, en la que hemos representado la
solucién u(x,t), como funcién de z, para tres valores de tiempo t; < to < t3.
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Figura 4.6: una onda viajera que se desplaza hacia —oo

Ejercicio 4.29. * Consideremos la funcién F(£) = (1 + £2)71.

1. Graficar F(x + 3t) como funcién de z, parat = —1,t = 0 y t = 2. Concluir
que F(z + 3t) representa una onda que viaja hacia las < 0, con velocidad 3.

2. Hacer lo mismo con F(x — 3t). ;Hacia dénde viaja ahora la onda que esta
funcién representa?

3. Mostrar que, en general, una funcién u(z,t) de la forma G(z — ct) representa
una onda que se desplaza con velocidad ¢ en el sentido creciente del eje Ox.

4. Estudiar tan detalladamente como sea posible la solucién de la ecuacién de
ondas definida por

u(z,t) = %(F(w +ct) + F(z — ct)). (4.51)

En resumen, una solucién de la forma F(z + ct) representa una onda que
viaja en el sentido decreciente del eje Oz, en tanto que una solucién de la
forma G(x —ct) es una onda que se desplaza en el sentido contrario, hacia +oco.
En general, tal como sugiere la parte 4 del ejercicio anterior, al escribir una
solucién de la ecuacién de ondas en la forma (4.49) la estamos expresando
como la superposicién de dos ondas con velocidad ¢, una que viaja hacia la
izquierda y la otra hacia la derecha. )

Observacién 4.3.3.  SUPERPOSICION DE SOLUCIONES PARA ECUACIONES
LINEALES EN DERIVADAS PARCIALES

El comentario que incluimos al final de la observacién anterior, acerca de
interpretar la férmula (4.49) como el resultado de superponer dos ondas, forma
parte de un resultado més general de superposicién de soluciones que es propio
de las ecuaciones lineales homogéneas.
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Proposicion 4.2. Sean u; y us dos soluciones de la ecuacion lineal
gy + 2bugy + cuyy + dug + euy + fu =0,

Yy a1, az, dos numeros reales cualesquiera. Los coeficientes a, b, ¢, d, e y f
pueden ser constantes o funciones de x e y. Entonces aiui + asus también es
una solucion de la ecuacidn.

Notemos que este resultado es completamente analogo a los principios de
superposicion para ecuaciones diferenciales ordinarias lineales. A

La proposicién 4.1 nos dice que las soluciones de la ecuacién de ondas (4.46)
pueden interpretarse siempre como la superposiciéon de dos ondas viajeras.
La forma de estas ondas queda determinada por las funciones F' y G que
aparecen en la férmula (4.49). Claro estd que no es posible determinar F' 'y G
a partir de la ecuacién de ondas, porque una funcién como la que aparece
en (4.49) es solucién de la ecuacién de ondas para cualquier eleccién de F'y G
de clase C?. Para determinar F' y G tenemos que recurrir a las condiciones
iniciales que aporten informacién sobre el estado del sistema en algun tiempo
dado. La teoria local que hemos desarrollado en la seccion anterior sugiere que
deberiamos fijar una curva 7 no caracteristica y dar como datos el valor de u
y una derivada de u sobre y. Ademads, la interpretacion fisica de la ecuacién
como un modelo para la propagaciéon de ondas en una cuerda sugiere hacer
esto de una manera muy particular. En efecto, es un hecho conocido que
para poder determinar la posiciéon de un médvil que se desplaza bajo la accién
de un conjunto conocido de fuerzas basta saber su posicién y velocidad en
un cierto tiempo inicial 3. Algo andlogo vale para la ecuacién de la cuerda.
La posicién y la velocidad de la cuerda en un tiempo t son u(z,t) y wi(z,t)
respectivamente. No hay inconveniente en suponer que el tiempo inicial es
to = 0, asi que haremos esta eleccién para simplificar algo los calculos. Por lo
tanto, daremos como datos para el problema las condiciones iniciales

uo(z) = u(z,0), vo(z) = we(x,0), (4.52)

a partir de los que determinaremos la evolucién posterior de la cuerda, es decir,
la solucién u(z,t) para t > 0. Notemos ademds que la recta {(z,0),z € R}
no es caracteristica para la ecuacién de ondas.

Al calcular u y u; en tiempo 0 e imponer las condiciones iniciales resultan
las siguientes ecuaciones para F' y G:

up(z) = F(z) + G(x), (4.53)
vo(z) = cF'(z) — ¢G'(x). (4.54)

Para obtener una ecuacién para F'y G a partir de (4.54) podemos integrarla

y obtener
1

F(z) ~G(z) = © /0 "o (y)dy + K, (4.55)
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donde K = F(0) — G(0). Si combinamos la ecuacién anterior con (4.53)
llegamos a un sencillo sistema del que podemos despejar F(z) y G(z) para
obtener

Si recordamos que u(z,t) = F(z + ct) + G(z + ct) entonces

T+ct T—ct
e,t) = 3 (wnlet o) e —ct) + oo ([ wdy= [ way).

2c
(4.56)
Las propiedades bésicas de la integracién aseguran que

T+ct z—ct T+ct
A m@@—A mwwz/ w(y)dy, (4.57)
T

—ct

por lo tanto

1 1 T+ct
u(z,t) = = (uo(z + ct) + up(z — ct)) + —/ vo(y)dy. (4.58)
2 2c r—ct
Notemos que hasta este momento hemos obtenido condiciones necesarias sobre
la forma de u a partir de la ecuacién y los datos. No es dificil verificar que
la férmula (4.58) es una solucién del problema de valores iniciales que nos
habiamos propuesto atacar.

Ejercicio 4.30. * Mostrar que si ug es una funcion de clase C2? y vy es de clase
C; entonces la funcién u(z,t) dada por (4.58) es una funcién de clase C? en R? que
satisface la ecuaciéon uy = c*uz,. Ademés u(x,0) = ug(z) y u(z,0) = vo(z) para
todo x € R

Mas atdn, los argumentos que acabamos de presentar muestran que la so-
lucién del problema de valores iniciales es unica, porque la hemos determina-
do a partir de las condiciones iniciales como la solucién u(z,t) dada por la
férmula (4.58).

Llegados a este punto podemos resumir el contenido de nuestra discusion
en el siguiente teorema.

Teorema 4.3. Sean up : R — R una funcidn de clase C? y vp : R - R
una funcidn de clase C'. Entonces existe una nica solucion u : R? = R, de
clase C?, del problema de valores iniciales para la ecuacion de ondas

utt(mat) = CQUzz(wat)a (.’L‘,t) € R27
u(z,0) = ug(z), z €R, (4.59)
ut(z,0) = vo(z), z € R.

Ademds, la solucion u puede calcularse, para todo t € R, a partir de los datos
iniciales por medio de la formula (4.58).
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Observacién 4.3.4. REVERSIBILIDAD DE LA ECUACION DE LA CUERDA
Es interesante observar que la férmula (4.58) define la solucién para todo
t € R, no s6lo para t > 0 y el conocimiento de la configuracién de la cuerda en
tiempo ¢ = 0 determina también su configuracién en tiempos anteriores. Una
consecuencia bien interesante de esto es que el estado de la cuerda en tiempo
t = 0 puede obtenerse dejando evolucionar la cuerda desde condiciones inicia-
les adecuadas. Por ejemplo, si fijamos como condiciones iniciales u(z, —1) y
ui(z,—1) y dejamos evolucionar la cuerda a partir de esa situacién, encontra-
remos que una unidad de tiempo més tarde la cuerda alcanza el estado u(z, 0),
con velocidad u(z,0).

Para cerrar este comentario digamos ademas que la ecuacién de ondas es
invariante bajo el cambio ¢ — —t, que invierte el sentido del tiempo y cambia
el “pasado” por el “futuro”. Veremos mas adelante que en este aspecto la
ecuacién del calor u; = wug,; tiene un comportamiento bien distinto al que
exhibe la ecuacién de ondas. [ )

Ejercicio 4.31. *

1. Hallar la solucién de la ecuacién de ondas uy — c?uze = 0 que toma los datos
iniciales u(z,0) = sen kz, us(z,0) = 0. Mostrar que u(w/k,t) = 0 para todo t.

2. Hallar la solucién con datos u(z,0) = e @, uy(z,0) = ze ®". Graficar la
solucién en los instantes t =0,t=1,t=2y t=3.

La férmula (4.58) no sélo permite calcular la solucién de manera mds o
menos explicita. Ademds pone en evidencia unas cuantas propiedades inte-
resantes de la ecuacion. El primer efecto importante que uno puede apreciar
es la propiedad de propagacion finita asociada a la ecuaciéon de ondas. Por
ejemplo, si consideramos un punto x( en un instante ¢ty > 0 encontramos que
solamente el valor de los datos iniciales ug y vy en el intervalo

1= [.Z‘() — Ct(), Ty + Ct()]

afecta al valor u(xg,tp). Recomendamos inspeccionar la figura 4.7 junto con
la férmula (4.58) para confirmar esta afirmacién. La influencia de la parte
del dato que cae fuera de I todavia no tuvo tiempo de alcanzar el punto xy.
Reciprocamente, la influencia del valor de los datos en un punto z( sélo afecta
a la region

{(z,5); 2o —cs <x <o +es, s >0}

del semiplano s > 0. Si nos concentramos en un punto fijo x sobre la cuerda,
debemos esperar hasta un tiempo ¢t = |z — zy|/c para notar en z el efecto de
lo que estaba ocurriendo en z( en el instante ¢ = 0.

Nos interesa resumir algunas de las consideraciones anteriores bajo la forma
de las siguientes observaciones relativas a las regiones de influencia de los datos.
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Figura 4.7: la influencia del dato inicial sobre (zo, %)
Observacion 4.3.5. REGIONES DE INFLUENCIA PARA LA ECUACION DE

ONDAS

1. En general, el valor de los datos iniciales en un intervalo I = [a, b] afecta
sélo a los puntos

{(z,s); a—cs <z <b+cs, s>0}

del semiplano s > 0.

Figura 4.8: zona afectada por el valor de los datos iniciales en [a, b]
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2. Si nos concentramos en la regiéon de influencia del complemento de I
notaremos que en la regién

{(z,s); at+es<z<b—cs, 0<s<(b—a)/2¢}
la solucién u queda completamente determinada por el valor de los datos

iniciales en I, ya que esta parte del semiplano s > 0 no recibe la influencia
de la parte de los datos iniciales que estd fuera de I.

Figura 4.9: zona exclusivamente afectada por los datos en [a, b]

Para convencerse de que estas afirmaciones son correctas no hace falta mas
que analizar la férmula (4.58) junto con las figuras 4.8 y 4.9. Una forma
de interpretarlas es que la informacién viaja por la cuerda con velocidad c,
o, lo que es equivalente, se mueve en el plano (z,t) a lo largo de las curvas
caracteristicas = + ¢t = cte. Destaquemos ademads que ¢ es la velocidad de las
ondas de la forma F(z =+ ct). [ )

Observacién 4.3.6. PROPIEDAD DE SEMIGRUPO PARA LA ECUACION DE
ONDAS

Otra cosa que podemos verificar a partir de la expresién que obtuvimos para
la solucién es la propiedad de semigrupo de la ecuacién. A grandes rasgos ésta
dice que da lo mismo resolver la ecuacién desde tiempo 0 hasta un tiempo
t + s, que resolverla hasta ¢, y luego resolverla hasta s tomando como dato
inicial el valor de la solucién en ¢. En realidad esto es una consecuencia de la
unicidad de la solucién y de la invariancia de la ecuacién bajo traslaciones en
el tiempo, pero puede obtenerse de la formula para w.
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Ejercicio 4.32. ** Sea u(z,t) la solucién de la ecuacién de ondas con datos
u(z,0) = up(z), ug(z,0) = vo(x).
Mostrar que @(z, s) = u(z,t + s) es la solucién con datos
u(z,0) = u(z,t), ug(z,0) = ug(z, ).
Hacerlo de dos maneras:

1. utilizando la unicidad de las soluciones;

2. a partir de la férmula (4.58). [ )

Otra aplicacion de la formula de d’Alambert es la resolucién de la ecuacién
de ondas en una semirecta y en un intervalo. Este es el contenido de nuestro
préximo ejercicio.
Ejercicio 4.33. **

1. Mostrar que al resolver la ecuacién de ondas para una cuerda infinita con datos
iniciales ug y vo impares la solucién satisface u(0,t) = 0, para todo t > 0.

2. Usar el resultado previo para resolver el problema,

ug(z,t) — Cugy(zt) =0, >0, t>0,

u(0,4) = 0, t>0,
U(ZL',O) = u0($)7 z Z 07
u(z,0) = vo(z), z>0.

Supondremos que los datos f y g satisfacen las condiciones de compatibilidad
UO(O) = ’Uo(O) =0.

;,Cémo puede interpretarse este resultado en términos de las caracteristicas?
iy en términos de una onda reflejada?

3. Supongamos ahora que, para algin L > 0, los datos ug y vo son funciones
impares y periédicas de periodo 2L que satisfacen las condiciones

ug(0) = uo(L) =0, vo(0) =wo(L) =0.
Mostrar que la solucién u de la ecuacién de ondas con estos datos satisface
u(0,t) = u(L,t) =0, ¢t>0.

Comparar con el ejercicio 4.31, parte 1.

4. Utilizar la parte anterior para resolver el problema de la cuerda de longitud L
con extremos fijos. Es decir, construir una solucién del problema

ug(z,t) — gy (z,t) =0, z€(0,L), t>0,

(2,0) = uo(z), € [0, L],
w(5,0) = (=), rel0L] (4.60)
u(0,t) =u(L,t) =0, t € [0,+00).
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Supondremos que los datos iniciales ug y vg son tales que se satisfacen las
condiciones de compatibilidad

up(0) = uo(L) =0, wo(0) =vo(L) =0
con los datos de borde.

Ejercicio 4.34. ** Es importante notar que la simplificacién bésica que nos per-
mitié resolver la ecuacién de ondas provino de cambiar a un sistema de coordenadas,
sugerido por las curvas caracteristicas, en el que la ecuacién se simplificaba. Los
dos problemas que aparecen a continuacién pueden resolverse utilizando este tipo de
ideas.

1. Hallar la forma general de las soluciones de uzq + Ugy — 2uyy = —9(x + y).

2. Hallar la solucién de la ecuacién de ondas forzada
U — Czuzz = f(.Z’,t)

con datos u(x,0) = 0, us(x,0) = 0. Utilizar este resultado para hallar la
solucién de la ecuacién con datos iniciales ug y vo cualesquiera.

Para cerrar esta seccién presentamos un ejercicio que tiene como objetivo
mostrar que la existencia de ondas no es un fenémeno exclusivo de sistemas
modelados por la ecuaciéon de ondas y que en otros contextos aparecen solu-
ciones en forma de ondas viajeras, es decir soluciones del tipo

u(z,t) = f(z — ct),

donde c es una constante real que debe ser interpretada como la velocidad de
la onda.

Ejercicio 4.35.
1. * Hallar la forma general de las soluciones de u; + cu; = 0.

2. * Hallar soluciones no triviales, en forma de ondas viajeras para u; = u, — u.
(Para qué valor de la velocidad ¢ no existen tales soluciones? Comparar los
resultados obtenidos con los del ejercicio 4.14 de la seccidén sobre ecuaciones de
orden 1.

3. ** Hallar soluciones en forma de ondas viajeras, u(z,t) = f(z — ct), para la
ecuacién de Burgers con viscosidad v,

Up + UUy = VUgg. (4.61)

Mostrar que existen tales soluciones con f(—o0) =1, f(+00) = 0 y estudiar su
comportamiento al variar el pardmetro v. Calcular su limite cuando v — 07.

"el capitulo 5 del texto [Lo] contiene el ejemplo que aparece en la parte 3 de este ejer-
cicio (péginas 242-244) y més material interesante sobre propagacién de ondas en medios
continuos
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Quienes hayan leido la seccién 4 del capitulo de ecuaciones de orden 1 podran verificar
que la ecuacién de Burgers sin viscosidad tiene una solucién (débil), definida en ¢ > 0

por las férmulas
_ 1 en {x<t/2},
u(@,t) = { 0 en {z>t/2}.

Podemos escribir 4 como una onda viajera de la forma

u(z,t) = H(z — t/2), H@={éj§§%

Mostrar que u puede obtenerse como limite, cuando » — 0, de soluciones de (4.61).
JEn qué sentido es cierta la convergencia?
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4.4 Integrales de energia

En esta seccién daremos otra prueba de que el problema

Ut = C2waa
u(z,0) = ug(z), (4.62)
ut(z,0) = vo(z),

propuesto en (4.59), tiene una tnica solucién. A diferencia de los argumen-
tos que presentamos en la seccién anterior, que dependian de una férmula
explicita para las soluciones de la ecuacion de ondas, utilizaremos un conjunto
de estimaciones que pueden deducirse directamente de la ecuacién. Para ob-
tener estas estimaciones no hace falta ningin conocimiento acerca de la forma
de las soluciones. Ni siquiera es necesario tener informacién sobre su existen-
cia. Por esa razén, constituyen una herramienta que puede generalizarse a un
contexto mucho mas amplio que los argumentos de la seccion anterior. Este
tipo de estimaciones son conocidas como estimaciones a priori y suelen ser
herramientas muy tutiles para la investigacion de las ecuaciones en derivadas
parciales.

4.4.1 Integrales de energia. Unicidad de soluciones

Consideremos un intervalo [a, b] de la cuerda. Vamos a considerar la integral

B / ' (Pu(o.1) + ug (. 1)), (4.63)

que es proporcional a la energia almacenada en el instante ¢ en el intervalo
[a,b] de la cuerda (ver la justificacién de esto en el apéndice, pagina xix).
Los argumentos que presentaremos a continuacion estan basados en la
existencia de principios de conservacion de la energia, que nos permitiran
comparar la energia presente en un instante ¢ > 0 con la energia que tenfamos
en el instante inicial ¢ = 0. Comenzaremos por considerar un intervalo [a, b]
fijo. En la parte 2 de la observacién 4.3.5 habiamos mostrado que la regién

{(z,t); a+ct<z<b—ct, 0<t<(b—a)/2c}

del plano (z,t) s6lo estd influida por el valor de los datos en el intervalo [a, b].
En particular, la energia contenida en el instante ¢ en el intervalo [a+ct, b—ct],
que no es otra cosa que la integral

b—ct —
E(t) = / (Pug’(z,t) +u(z,t))dz, 0<t< b a’ (4.64)
a+ct 2c

no puede superar a la energia F(0). La razén es que la energia que calculamos
en E(t) s6lo puede provenir de la que tenimos en el instante inicial en el
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intervalo [a,b], ya que la que estaba almacenada fuera no tiene tiempo de
alcanzar el intervalo [a+ct, b—ct] en el instante ¢. A continuacién mostraremos
que E(t) es una funcién decreciente del tiempo en (0, (b—a)/2¢), lo que implica

E(t) < E(0), te(0,(b-a)/2e).

Para probar la monotonia de E(t) derivaremos la férmula (4.64) respecto al
tiempo y mostraremos que la derivada dE/dt es menor o igual que cero. Al
calcular esta derivada aparece un término que resulta de derivar el integrando,
y dos términos que provienen de la dependencia respecto a ¢t de los extremos
de integracién. Tenemos entonces

dE b—ct
TO=2 [ (Puae (w0 + (o, Ouala, 1) d—
i a+ct
¢ (Ruz®(b—ct,t) + u(b— ct,t)) — ¢ (Fuz’(a + ct, t) + u(a + ct, 1)) .
Para manejar la integral en la expresién anterior recurrimos a la ecuacién y
concluimos que su integrando es

Cugtgr + uguy = (Ul + Uptigg) = ¢ (Ugty) -

Como estamos integrando respecto a la variable x, una aplicacién inmediata
de la regla de Barrow nos dice que

dE

— (1) = 2% (ug(a + ct, t)ug(a + ct, t)) + 2c (ug(b — ct, t)ug (b — ct, t))—

c(ug?(b — ct,t) +u2(b— ct,t)) — c(Cuz?(a + ct, t) + us’(a + ct, t))

Agrupando en forma conveniente los términos del miembro de la derecha de
esta ultima igualdad vemos que éste puede escribirse como

(—c) [(cuz(b — ct,t) — u(b — ct, 1)) + (cug(a + ct, t) — u(a + ct,t))2] ,

que es la suma de dos cuadrados multiplicada por un coeficiente negativo.
Esta observacién completa la prueba de que dE/dt < 0.

Vamos a resumir la discusién que acabamos de hacer en nuestra siguiente
proposicion.

Proposicién 4.3. Consideremos una solucion de clase C? de la ecuacion de
ondas y fijemos dos numeros reales a y b, con a < b. Entonces la desigualdad

b—ct b
/ (Pun2(z, ) + wd(z, 1)) ds < / (Pup2(z,0) + ul(z,0))ds  (4.65)
a+ct a

se satisface para 0 <t < (b —a)/(2c).
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Ejercicio 4.36. * Mostrar que para todo t > 0 se satisface la desigualdad

b+ct b
/ (Pugp?(z,t) + u’(z,t))dz > / (Pus?(z,0) + u*(z,0))dz, (4.66)
a—ct a

Estos dos resultados tienen como corolario inmediato que la energia total
de la cuerda permanece constante a lo largo de la evolucién.

Corolario 4.4. CONSERVACION DE LA ENERGfA
Supongamos que u es una solucion de la ecuacion de ondas y para cada ins-
tante t introduzcamos la energia total almacenada en la cuerda

E(t) = /+Oo(czuw2(w,t) + ui?(z,t))da. (4.67)

—00
Entonces E(t) = £(0) para todo t > 0.

PRUEBA: Notemos que £(t) puede ser finita o infinita, pero estd correctamente
definida porque el integrando en (4.67) es no negativo. Recordemos ademds
que si f es una funcién no negativa se satisface

+00 b
dz = li dx.
o= lim [ o

Si usamos la desigualdad (4.66) en un intervalo [a,b] y hacemos a 1 —oo,
b1 +o0o obtenemos

E(t) > £(0), > 0. (4.68)

Esto es suficiente para mostar que £(t) = £(0) si E(0) = +o00. Para el caso
E(0) < oo usamos la estimacién (4.65) y hacemos el mismo argumento. Notar
que (4.65) tiene validez para ¢ en el intervalo (0, (b—a)/(2¢)). Alhacer a | —o0
y b1 400 el extremo de la derecha de este intervalo tiende a infinito. Por lo
tanto tenemos

E(t) < E(0), t>0. (4.69)

Esta tltima desigualdad completa la prueba del corolario.
Este resultado tiene como consecuencia inmediata la unicidad de soluciones
para la ecuacién de la cuerda con dato inicial nulo.

Corolario 4.5. Sea H el semiplano {(z,t);t > 0} del plano (z,t). Entonces
la dnica solucidn de la ecuacion de ondas uy — c*uzy = 0 en H, con datos
iniciales

u(z,0) =0, u(z,0) =0, z€R,

es la solucion nula u(z,t) = 0.
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PRUEBA: Si los datos iniciales son nulos entonces £(0) = 0. El corolario 4.4
asegura que &(t) es idénticamente nula en ¢ > 0. La definicién de £(t) implica
que u; y u¢ son nulas en todo H, por lo tanto u es constante en H. Como u
se anula cuando t = 0 el valor constante que toma esta funcién es 0.
Ahora estamos en condiciones de dar una prueba de la unicidad de soluciones
a partir de nuestro tltimo corolario. El argumento es muy sencillo. Si tenemos
dos soluciones u1 y ug tales que

u1(z,0) = uz(z,0), uy(z,0) =ug(z,0), z€R,
entonces la diferencia u = u; — ug tiene datos iniciales
u(z,0) =0, u(z,0) =0, ze€R.

Por lo tanto u =0 en H y u; = ug en H. En resumen, hemos demostrado el
siguiente corolario de los resultados acerca de la conservacién de la energia en
un sistema gobernado por la ecuacién de ondas:

Corolario 4.6. La solucion de la ecuacion de ondas con datos iniciales
u(:z;,O) = UO(‘T)a ’U,t(.T,O) = ’Uo(.’li), S Ra
es unica.

Observacién 4.4.1. El procedimiento de reducir el problema de unicidad a la
unicidad de la solucién cuando el dato es nulo es un procedimiento general que
puede usarse para cualquier ecuacién lineal, ya que sélo depende del principio
de superposicién de soluciones. También utilizaremos esta idea en el proximo
capitulo. [ )

Ejercicio 4.37. * Sea v una solucién del problema presentado en la parte 4 del
ejercicio 4.33. Mostrar que la integral

L
It) = /0 (Puz’(z,t) + u’(z,t))dz,

que representa la energia de la cuerda vibrante, no depende de t. Deducir de este
hecho un resultado de unicidad.

Ejercicio 4.38. ** Extender los resultados de los corolarios 4.4 y 4.5 para t < 0.
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4.5 La ecuacion del calor en un intervalo

En esta seccion nos ocuparemos de estudiar las soluciones de la ecuacién
Ut = Ugyg,

conocida como ecuacion del calor. Esta ecuacién es un modelo para la evolu-
cién de la temperatura debida al fenémeno de conduccién del calor. La varia-
ble = representa la posicién en el espacio, t el tiempo y u(z,t) la temperatura
del medio en el punto z y el instante t. Cuando la distribucién de temperatu-
ras es esencialmente unidimensional (por ejemplo, cuando puede despreciarse
la variacién de temperatura en todas las direcciones menos en una, o en una
barra delgada en la que algunas dimensiones del problema pueden no tomarse
en cuenta) la variable z es un niimero real. En lo que sigue nos limitaremos a
considerar este caso. Los detalles acerca de una derivacion de la ecuacién del
calor pueden verse en el apéndice, secciéon B.2, pagina xxiii. Para investigar
el comportamiento de las soluciones de esta ecuacion utilizaremos el método
de separacion de wvariables. Este método nos llevard a introducir las series
trigonométricas, o series de Fourier, que seran el tema central del capitulo 5.

4.5.1 Problemas de valores iniciales y de contorno para la
ecuacion del calor en un intervalo

Nos ocuparemos ahora de la resolucion del siguiente problema de valores ini-
ciales y de contorno, al que llamaremos problema de Cauchy-Dirichlet para la
ecuacion del calor : hallar una funcién continua

u:[0,L] x [0, +00) = R,
que sea de clase C? en el interior (0, L) x (0, +00) de su dominio, y que satisfaga

u(z,t) = uge(z,t), (z,t) € (0,L) x (0,00),
U(.’L‘,O) = U’O('T)a S [OaL]a (470)
u(0,t) = u(L,t) =0, te€0,00).

Supondremos que ug es continua y que se satisface la condiciéon de compatibi-
lidad
ug(0) = ug(L) =0

entre los datos iniciales y de contorno. Mas adelante incluiremos alguna gene-
ralizacién para incluir datos de contorno no triviales.
Para tener una notacién un poco mas cémoda llamaremos 2 al conjunto
abierto
(0, L) x (0,400).

Su clausura es

Q=1[0,L] x [0, +00)



320 CAPITULO 4

y su frontera es
o0 ={(0,t);t >0} U{(L,1t);t >0} U{(z,0);0 <z < L}.

Observacion 4.5.1. REGULARIDAD, CONDICIONES INICIALES
Especificar la regularidad que debe tener la funcién u forma parte del plan-
teamiento del problema.

En el caso de la ecuacién del calor es necesario que existan las derivadas
parciales u; y ug, en {2 para que la igualdad u; = ug, tenga sentido. Algo
analogo ocurre para la ecuacién de ondas, que contiene las derivadas u; y
Uz, en su formulacién. Pero también se puede dar a estas igualdades un
sentido débil que no requiere tanta regularidad. Sobre esta segunda posibilidad
ver la seccién dedicada a las soluciones débiles de la ecuaciéon de Burgers,
seccion 4.1.4, pagina 292, o la nocién de derivada débil que se introduce en la
definicién 5.1, pagina 375.

La exigencia de continuidad de u hasta el tiempo ¢ = 0 es una manera de
vincular la condicién inicial con el comportamiento posterior de la solucién.
Si nos limitdramos a pedir u(z,0) = ug(z), sin imponer la continuidad de wu,
entonces u podria tomar en ¢ > 0 valores que no tienen nada que ver con el dato
inicial. Sin embargo, también es posible considerar soluciones menos regulares
e imponer de una manera diferente que se satisfaga la condicién inicial. Esto
da lugar a un problema diferente que también tiene sentido considerar. Ver,
al respecto, el ejercicio 5.23, pagina 387.

Por ultimo, digamos que aunque hace falta exigir cierta regularidad para
poder dar una nocién de solucién que tenga sentido, lo mas deseable es colocar
los menores requisitos de regularidad posibles al formular el problema, pero
demostrar luego que los soluciones son ain més regulares. Por ejemplo, vere-
mos que las soluciones de la ecuacién del calor son en realidad de clase C*°
en (). Pero para otras ecuaciones, entre ellas la de ondas, existen limites para
la regularidad que pueden alcanzar las soluciones y puede ocurrir que no haya
més regularidad que la que impone la nocién de solucién que se esté manejan-
do. O incluso que haya que formular el problema de alguna forma que exija
menos regularidad para poder asegurar la existencia de soluciones. &

En el apéndice B.2, pagina xxiii, se muestra como surge el problema de
Cauchy-Dirichlet para la ecuacién del calor al considerar la evolucién de la
temperatura de una barra delgada de longitud L, aislada del exterior salvo en
los extremos que se mantienen a temperatura constante e igual a 0. Observe-
mos que la frontera del conjunto €2 tiene una parte lateral, que corresponde
a los extremos de la barra en £ = 0 y £ = L, sobre los que hemos fijado la
condicién u = 0, y la parte contenida en {t = 0}, en la que prescribimos la
condicién inicial u(z,0) = ug(z) que representa el perfil inicial de temperatu-
ras en la barra. La eleccion de la frontera de €2 para fijar los datos de contorno,
y del tipo de datos escogidos, surge entonces de considerar la situacion fisica
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que pretendemos modelar. Veamos ahora que es lo que nos dice lo que he-
mos aprendido sobre las ecuaciones de segundo orden. En primer lugar, no es
dificil verificar que las curvas caracteristicas nos son de muy poca ayuda en
esta situacién. En realidad, el problema que hemos planteado es caracteristico,
porque hemos fijado el dato inicial ug sobre un intervalo contenido en {t = 0},
y las curvas t = cte. son caracteristicas para la ecuacién del calor. En segundo
lugar, a pesar de que se trata de una ecuaciéon de orden 2, sélo hemos dado
datos para u sobre el contorno, sin hacer mencién a los valores de ;. Sin
embargo, la interpretacion fisica de lo que estamos haciendo sugiere que el
problema planteado tiene sentido. Veremos ademads que este problema tiene
existencia y unicidad de soluciones, por lo que quedaria sobredeterminado si
pretendiéramos fijar los valores de u, en los extremos de la barra, ademis
de los de u. Por lo tanto, tendremos que buscar otros métodos para estu-
diarlo, que seran necesariamente diferentes de los que usamos para resolver la
ecuacion de ondas.

4.5.2 El método de separacion de variables para la ecuacion
del calor en una barra

Comenzaremos por buscar soluciones particulares que podamos calcular mas o
menos directamente. Veremos que al hacerlo el problema se reduce a resolver
algunas ecuaciones diferenciales ordinarias. A pesar de que buscar algunas
soluciones particulares parece algo muy modesto cuando queremos resolver un
problema general veremos que este enfoque es particularmente fructifero en
este caso. Vale la pena mencionar ademds que en general es 1til disponer de
soluciones particulares por varias razones:

1. siempre es conveniente disponer de ejemplos para ilustrar una teoria.

2. En muchos casos es posible conjeturar propiedades generales de las so-
luciones a partir de algunos ejemplos bien escogidos.

3. En muchos procesos de difusién las soluciones explicitas (o casi explici-
tas) describen el comportamiento de clases muy grandes de soluciones,
en particular comportamientos asintéticos, comportamiento cerca de sin-
gularidades, etc.

4. Las ecuaciones parabdlicas y elipticas tienen propiedades de comparacién
que pueden explotarse recurriendo a soluciones explicitas conocidas (un
ejemplo de estos principios de comparacién aparecerd en la seccién 4.6,
dedicada al principio del méximo para la ecuacién del calor).

5. Si estamos interesados en la resolucién numérica de las ecuaciones, los
ejemplos explicitos pueden utilizarse para estudiar la eficacia de los al-
goritmos.
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Dado que la mayor dificultad viene de que aparecen las dos variables x y ¢
en la ecuacién comenzaremos por intentar eludirla separando las variables, es
decir, buscando soluciones de la forma

u(z,t) = X(z)T(t), z€[0,L], te€]l0,00). (4.71)
Al calcular las derivadas que aparecen en la ecuacién del calor obtenemos
up(z,t) = X(2)T'(t), ugs(z,t) = X" (2)T(2), (4.72)

donde las funciones X y T estan derivadas respecto a = y t respectivamente.
Al sustituir en la ecuacién concluimos que debe verificarse

X (z)T'(t) = X"(z)T(t), z € (0,L), te(0,00). (4.73)
Dividiendo entre u = XT obtenemos
T'(t)/T(t) = X"(2)/ X (z), z€(0,L), t€(0,00). (4.74)

Como el término de la derecha en (4.74) sélo depende de z y el de la izquier-
da de t, y ambas variables son independientes, entonces ambos lados de la
igualdad tienen que ser iguales a una constante A\. En resumen, para obtener
soluciones no triviales de la forma (4.71) buscaremos funciones X (z) y T'(t)
que satisfagan

X"(z) = A\X(z), z € (0,L), (4.75)
T'(t) = AT (t), t € (0,+00). (4.76)

Al resolver (4.75) obtenemos

aeV>® 4 be‘ﬁm, siA>0,
X(z) =< a-+ bz, siA=0, (4.77)
acosvV—Ar + bsinv—Azr, si <0,

donde a y b son dos constantes arbitarias que habra que determinar a partir
de condiciones adicionales sobre X. Los cdlculos para T son un poquito més
faciles todavia y conducen a

T(t) = ae, (4.78)

con a una constante arbitaria. Pasemos ahora a imponer las condiciones de
contorno sobre u. La condicién

u(0,t) = u(L,t) =0, t>0,

implica
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Es evidente que si permitimos que X (0) # 0 o X (L) # 0 entonces la funcién T’
debera anularse idénticamente, lo que conduce a la solucién trivial u = 0.
Obviamente, ésta es una solucién del problema de Cauchy con dato nulo, pero
no nos da ninguna informacién interesante. Asi que ya tenemos

X(0)=X(L)=0 (4.79)

como condiciones de borde para X. Al intentar imponerlas en (4.78) encontra-
mos que la dnica manera de obtener soluciones distintas de la trivial es tomar
soluciones sinusoidales y

A= —(kn/L)?, k=0,1,2,..., (4.80)

porque todas las demds posibilidades conducen necesariamente a ¢ = b = 0
y, por consiguiente, a la solucién trivial w = 0. Al usar estos valores de A
en (4.78) y escribir u(z,t) = X (z)7T'(t) obtenemos las soluciones

w(z,t) = be (F) tgin (k%m) : (4.81)
donde b es una constante arbitraria y £ un nimero natural cualquiera. Por este
procedimiento hemos construido una familia de soluciones explicitas (notemos
que para cada k € N hay soluciones de este tipo) pero estd claro que no
tenemos casi libertad para elegir el dato inicial ug, ya que la férmula (4.81)
implica

uo(z) = u(z,0) = bsin (’%%) . (4.82)

Ejercicio 4.39. * Verificar que la funcion (4.81) es una solucién del problema de
Cauchy-Dirichlet para la ecuacién del calor con dato inicial (4.82) y dato de contorno
nulo.

En la figura 4.10 representamos la solucién especial (4.81) de la ecuacién del
calor que se obtiene escogiendo L=m, k=1y b= 1.
Ejercicio 4.40. * Mostrar que al buscar soluciones con variables separadas para, el
problema
Ut(xat) = Uz'z(xat)a (.’E,t) € (O,L) X (OJOO)J
u(z,0) = uo(z), z € [0, L], (4.83)
ug(0,1) = uyx(L,t) =0, te€]0,00),

se obtiene la siguiente familia:
- k
u(z,t) = ae(F) "t cos (%x) , (4.84)

donde k = 0,1,... y a es una constante cualquiera. Mostrar que éstas toman como
dato inicial

ug(z) = u(z,0) = acos (l%rm) . (4.85)
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~—

= 0,4

Figura 4.10: la solucién con dato inicial u(z,0) = sinz, = € [0, 7]

El problema de contorno para la ecuacion del calor que aparece en el ejercicio
anterior, en el que se fija el valor de u; en vez del de u sobre la frontera
lateral, es conocido como Problema de Cauchy-Neumann (ver la pigina xxv
en la seccién B.2 del apéndice).

Observacién 4.5.2. Las soluciones (4.81) decaen exponencialmente con el
tiempo. Esta es una informacién interesante sobre el comportamiento de las
soluciones.

Ejercicio 4.41. * ;Cémo decaen las soluciones (4.84)? Discutir segiin los valores
de los pardmetros k y L. '

Hasta ahora sélo hemos sido capaces de resolver el problema de Cauchy-
Dirichlet para los datos iniciales (4.82) que tienen una forma muy particular.
Sin embargo, como el problema es lineal podemos recurrir al principio de
superposicién que enunciamos en la observacién 4.3.3 para incluir como datos
las combinaciones lineales de funciones de la forma (4.82). En la proposicién
que aparece a continuacién presentamos una nueva aplicacion de este principio,
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esta vez tomando en cuenta los datos iniciales y de contorno (comparar con la
proposicién 4.2).

Proposicion 4.7. Sean u y @ dos soluciones del problema de Cauchy-Dirichlet
para la ecuacion del calor_en Q, con datos iniciales uy y ug respectivamente,
y datos de contorno ©; y ©;, 1 = 1,2. Entonces w = u+ 4 es una solucion de
la ecuacion del calor en €, con dato inicial
’U)(.’L‘,O) :’U,Q(JJ) +ﬂ0(‘7")a S [OaL]a

y datos de contorno

w(0,t) = ©1(t) + O1(t), t>0,

w(L,t) = O(t) + O2(t), t>0.

PRUEBA. Una aplicacién directa de la proposicién 4.2 muestra que w satisface
la ecuacién del calor wy = wy, en . Para las condiciones inicial y de contorno
tenemos

w(z,0) = u(z,0) + a(z,0) = uo(z) + to(z), = € 0,L],
w(0,t) = u(0,t) +u(0,t) = ©1(¢t) + ©1(¢), ¢>0,
w(L,t) = u(L,t) + 4(L,t) = Oo(t) + O2(t), t>0. &

Ejercicio 4.42. * Enunciar y probar un principio de superposicién de soluciones
para el problema de Cauchy-Neumann.

Es claro que podemos extender el cdlculo de las soluciones del problema
de Cauchy-Dirichlet para la ecuacién del calor para datos iniciales que sean
una combinacion lineal de funciones sinusoidales, y dato de contorno nulo,
utilizando el principio de superposicién que acabamos de probar. En efecto,

) wie) = St (472) 59

entonces el principio de superposicion asegura que
" b ()i (£
u(z,t) = ; bre VL) "sin (fx) (4.87)

es una solucién del problema con dato inicial (4.86).

Observacién 4.5.3. En realidad la férmula (4.87) es la solucién del problema,
pero para poder hacer esta afirmacion necesitamos probar un resultado de
unicidad, que enunciaremos y demostraremos recién en la seccién 4.6. [ )

Ejercicio 4.43. * Hallar una solucién del problema de Cauchy-Neumann con dato

inicial
~ kw
uo(z) = ,;,1 ay, cos (T.r) (4.88)

y dato de contorno nulo.
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Todavia nos falta bastante para tener una solucién completa de nuestro
problema. Hasta ahora sélo podemos resolverlo para datos de la forma (4.86),
que constituye una clase bastante pobre. Por ejemplo, la funcion

UO(m) :x(L_x)a S [OaL]a
no puede expresarse de esta manera.

Ejercicio 4.44. ** Mostrar que uo(z) = z(L — ) no puede escribirse como una
combinacion lineal finita de senos en el intervalo [0, L] (en el capitulo 5 presentaremos
un conjunto de resultados que permitirdn resolver este ejercicio con poco esfuerzo,
pero puede ser 1itil intentar hacerlo antes de seguir avanzando).

Para usar este método en situaciones mas generales vamos a utilizar series
de senos o de cosenos como datos iniciales para la ecuacién del calor, en
vez de las sumas finitas (4.86) o (4.88). Pasemos ahora a considerar datos
iniciales en forma de series trigonométricas para la ecuacién del calor. Vamos
a comenzar por tratar el problema formalmente, sin detenernos a considerar
las cuestiones de convergencia de las series que aparecen en las férmulas para
los datos iniciales ug(z) y para las soluciones u(z,t). Si el dato inicial para el
problema de Cauchy-Dirichlet es

o0
k
up(z) = _ by sin (%%) , =z €0,L], (4.89)
k=1
la solucién del problema deberia ser
> )2 k
u(z,t) = ;bke_(k?) *sin (%x) ze[0,L], t>0. (4.90)

De la misma manera, al usar este procedimiento para tratar el problema de
Cauchy-Neumman con dato lateral nulo obtenemos, formalmente, la soluciéon

u(z,t) = gakek;% Cos (%x) z€[0,L], t>0. (4.91)
para datos iniciales de la forma,
> km
ug(z) = kzoak cos <f$> , z€l0,L] (4.92)

Ejercicio 4.45. * Derivar formalmente las series (4.90) y (4.91) para verificar que
satisfacen la ecuacién del calor en 2. Mostrar también, razonando formalmente,
que satisfacen las condiciones de contorno de los problemas de Cauchy-Dirichlet y
Neumann-Dirichlet, con datos iniciales (4.89) y (4.92) respectivamente.



4.5 LA ECUACION DEL CALOR 327

Aunque hemos encontrado las férmulas (4.90) y (4.91) para las soluciones
de los problemas de Cauchy-Dirichlet y Neumann-Dirichlet notemos que este
intento de resolver la ecuacién del calor utilizando separacién de variables y el
“principio de superposicién para sumas infinitas” abre la puerta a un nuevo
e interesante conjunto de problemas, algunos de los cuales se recogen en la
préoxima observacion.

Observaciéon 4.5.4. Notemos que hemos conseguido, a cambio de nuestra
pregunta original referente a una ecuacién en derivadas parciales, un montén
de preguntas nuevas (aparentemente tan complicadas, o atin més, como las
que ya teniamos):

1. ;Qué significan las series en (4.90) y (4.91)? Recordemos que una su-
cesion de funciones, en este caso una serie, puede converger a algo o no
hacerlo. M4s atin, puede converger en algun sentido (convergencia pun-
tual) y no en otro (convergencia uniforme). Ya nos ocuparemos ademas
de utilizar algtin otro sentido de convergencia (como la convergencia res-
pecto a la norma || - ||2) para poder enriquecer nuestra visién del mundo.

2. Nuestra intencion era resolver la ecuacién del calor con un dato inicial
ug, pero ;jcudles son las funciones uy que pueden escribirse como serie de
senos?, jcOmo se obtienen los coeficientes ay, de la serie a partir de ug?

3. Si los ag, o los b, son conocidos, jpodemos calcular uy o determinar
algunas de sus propiedades usando (4.89) o (4.92)?

4. ;Qué propiedades de la funcién u(z,t) pueden deducirse a partir de la
serie (4.90) o (4.91)? [ )

Vale la pena dedicar un esfuerzo sistemdtico a contestar todas estas pre-
guntas, porque las series de senos y cosenos, también conocidas como series
trigonométricas o series de Fourier tienen gran variedad de aplicaciones y
constituyen una parte del amplio mundo del analisis arménico. Por esta razén
dedicaremos el capitulo 5 a este tema. De momento haremos algo mds limi-
tado. Nos contentaremos con resolver la ecuacién del calor para una clase de
datos (4.89) y (4.92) para los que podremos contestar las preguntas que acaba-
mos de plantear en los numerales 1 y 4 de la observacién 4.5.4. Pospondremos
la consideracién de datos mas generales hasta desarrollar la teoria de las series
trigonométricas en el capitulo 5.

4.5.3 Datos iniciales con coeficientes sumables

En esta seccién consideraremos datos iniciales en forma de una serie de senos
como (4.89) para el problema de Cauchy-Dirichlet para la ecuacién del ca-
lor, suponiendo que la serie formada por los coeficientes by es absolutamente
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convergente. Es decir, introduciremos la hipétesis de sumabilidad
o
> |bi| < oo (4.93)
k=1

Esta hipétesis es bastante natural, porque el criterio de la mayorante de
Weierstrass (teorema 2.2, pagina 179) permite asegurar que cuando se satisfa-
ce (4.93) la serie (4.89) converge uniformemente y ug es una funcién continua
de z. Ademids, ug es impar y periédica con periodo 2L (ver el ejercicio 2.16,
pagina 186).

Vale la pena mencionar que la novedad en (4.90) respecto a (4.89) son las
exponenciales que multiplican a los coeficientes by y que dependen de t. Estos
factores son todos menores que 1, decaen muy ripido a medida que t crece
y para cualquier valor de ¢ positivo y fijo decrecen mis que exponencialmen-
te cuando k — oo. Todas estas propiedades indican que las exponenciales
“ayudan” a la convergencia de la serie. Veremos que, cuando la hipétesis de
sumabilidad (4.93) se satisface, este hecho implica que la férmula (4.90) define
una solucién de la ecuacién del calor con dato inicial uy dado por (4.89). Ese
es el contenido de nuestra préxima proposicién.

Proposiciéon 4.8. Consideremos una sucesidn de nimeros reales
b, k=1,2,...,

que satisface la condicion (4.93), y consideremos la funcion ug definida sobre
el intervalo [0, L] por la formula

up(z) = Zbk sin (%m) , = €[0,L].
k=1

FEntonces

u(z,t) = i.ébke_(kfﬂ)275 sin (%m) , (z,t) € Q, (4.94)

es una solucion del problema de de Cauchy-Dirichlet para la ecuacion del calor
en Q= (0,L) x (0,00) con dato inicial ug.

PRUEBA: La prueba consiste esencialmente en utilizar repetidas veces el cri-
terio de la mayorante de Weierstrass, y los resultados sobre convergencia uni-
forme y continuidad y convergencia uniforme y derivacién que vimos en el
capitulo 2.

En primer lugar, observemos que el término general de la serie (4.94) puede
mayorarse haciendo

bre~ () sin (’%%) <|bwl, (z,t) € (4.95)
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Como cada término de la serie es una funcién continua de = y ¢ y la serie
>k |bg| converge, el criterio de la mayorante de Weierstrass y el teorema de
convergencia uniforme y continuidad (2.3) implican que u(z,t) es una funcién
continua en todo Q. En particular, como la convergencia uniforme de la serie
implica su convergencia puntual, podemos evaluar u(z,t) en t = 0 y obtenemos
precisamente la serie (4.89) que define al dato inicial ug. También podemos
usar la convergencia puntual de la serie para evaluar u(z,t) en los puntos (z, t)
con x =0y z = L. Resulta evidente entonces que se satisface

uw(L,t) =u(0,t) =0, ¢t>0.

Para completar la prueba de la proposiciéon tenemos que mostrar que se
satisface la ecuacion del calor en ). Para ello calcularemos las derivadas
parciales u; y Uz, de u. Sinos limitamos a calcular formalmente, sin prestar
atencidn a las cuestiones de convergencia, las férmulas que obtenemos indican
que la ecuacién del calor se satisface (éste es el contenido del ejercicio 4.45).
Vamos a mostrar ahora que u; y uz, pueden calcularse derivando la serie (4.94)
término a término.

La derivada parcial respecto a ¢ del término general de la serie (4.94) es

o (BT) e (M), (496)

Nuestro objetivo es mostrar que la serie de término general (4.96) converge
uniformemente para poder aplicar los resultados sobre convergencia uniforme
y derivacién que encontramos en la seccién 2.2. En particular, utilizaremos los
resultados del ejercicio 2.25. Si buscamos una estimacién de (4.96) que valga
en todo 2 debemos contentarnos con acotar por

k2 b
(5) 1o
Esta estimacion no es muy 1til para nuestro propésito, porque de la sumabi-
lidad de la serie de los |bx| no podemos inferir 3~ k2|by| < oc. Para subsanar
este problema notemos que el cilculo de las derivadas u; y u,, es un problema
local. Por lo tanto, una vez fijado un punto (zg, ty) € €2, como ty > 0, podemos
trabajar en un entorno de (zg,%y) que esté lejos de {t = 0}. Por ejemplo, si
elegimos un nidmero § positivo pero menor que tg, podemos intentar hacer el

calculo de las derivadas de u en el abierto ¢ > §. En este subconjunto de 2
estimamos (4.96) haciendo

km\? _(kxy?
b (7)) esin ()

< bl ('%)26—(’%)26, (4.97)
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que es valida siempre que ¢ > J. Como la serie Y |by| es convergente la
sucesion b tiende a 0. Esto implica que estd acotada y existe entonces un
nimero positivo B, tal que

lbg| < B, k=1,2,....

En resumen, podemos estimar (4.96) en (0, L) x (4, 00) por la sucesién numérica

7k\? k)2
B (-) e (7). (4.98)
L

El rapido decaimiento de las exponenciales asegura que la serie de término
general (4.98) es convergente, por lo tanto la serie de funciones cuyo término
general es (4.96) converge uniformemente en [0, L] X [4,+00). El teorema de
convergencia uniforme y derivacién, en la versién para funciones de varias
variables que aparece en el ejercicio 2.25 de la seccién 2.2, asegura entonces
que

ez, 1) = —gbk (’%)26—(’?)2 sin (’%%)  (3,1) € (0,L) x (5, 00).
(4.99)

Como § es un niimero positivo arbitrario —en particular podemos escogerlo
tan préximo a 0 como queramos— la igualdad (4.99) es cierta en todo Q.
Con los mismos argumentos es posible mostrar que

\2
ug(z,t) =Y 1oy bk’%e_(kf) b cos (22 7), (z,t) € Q,

Y (4.100)
U (T, 8) = — Y gy bk (%)26_(T) tsin (kfﬂw) , (z,t) € Q.

La segunda ecuacién en (4.100), junto con la expresién (4.99) para u;, muestran
que la ecuacion del calor u; = u,, se satisface en todo €2, con lo que hemos
completado la prueba de la proposicion. <

Ejercicio 4.46. * Calcular la solucién de la ecuacién del calor u; = uz, en la regién

(0,L) x (0,+00) del plano (z,t), con condiciones de contorno nulas y datos iniciales:
1. ug(x) = sin(wz/L).

| =, si ze€l0,L/2],

2. uo(z) = { L-z si zell/21)

Sugerencia: la funcién uy admite el desarrollo en serie de senos

ALK (-1 (2 + D)
uo(z) = = 2 @+ 12 sin (Ta}), xz € [0,L].

(ver la figura 4.11 en la pagina 333).

3. Tomar L =1 y considerar

e ¥sin (knx), =z €][0,1].

I

i
<

uo(z) =
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Ejercicio 4.47. * Adaptar todo lo que hemos hecho para tratar el problema de
Cauchy-Dirichlet y desarrollar un método para estudiar la ecuacién del calor en un
intervalo [0, L] con condiciones de borde u;(0,t) = uz(L,t) = 0 (problema de Cauchy-
Neumann). Hallar condiciones sobre el dato ug que nos permitan resolver el problema
con este método.

Observacién 4.5.5. REGULARIDAD DE LAS SOLUCIONES DE LA ECUACION
DEL CALOR.

El procedimiento que usamos en la demostracién de la proposicién 4.8 para
calcular las derivadas u;, uz y uzy puede iterarse para calcular derivadas de
cualquier orden de u en la regién Q del plano (z,t). En efecto, cada vez
que calculamos derivadas respecto a t o a z aparecen factores como k? o
k en el término general de la serie (4.94) y siempre podemos controlarlos en
conjuntos de la forma ¢ > §, utilizando el rapido decaimiento de las exponencia-
les e~*7/L)*t cyando k — co. Esto muestra que las soluciones del problema de
Cauchy-Dirichlet (o del problema de Cauchy-Neumann, ver el ejercicio 4.47)
para la ecuacién del calor que obtuvimos por el método de separacién de
variables son funciones de clase C* en {2, incluso si el dato inicial es mucho
menos regular. Mostraremos luego que la solucién del problema de Cauchy-
Dirichlet es tinica una vez que se ha fijado el dato inicial ug, por lo que podemos
asegurar que las soluciones de este problema son de clase C'° en (2, al menos
para la clase de datos iniciales con la que estamos trabajando (en realidad el
resultado es cierto para cualquier dato uy). Este es un efecto regularizante
notable de la ecuacién del calor. Tal cosa no ocurre para la ecuacién de ondas.
Por ejemplo, una solucién en forma de onda viajera f(z + ct) se desplaza por
el espacio sin deformarse. En particular, no se va “suavizando” a medida que
el tiempo avanza. '

Observacién 4.5.6. IRREVERSIBILIDAD DEL FLUJO DE CALOR.

El efecto regularizante que tiene la ecuacién del calor estd asociado con que el
problema de resolver la ecuacién del calor retrocediendo en el tiempo en general
no tiene solucién. Por ejemplo, si ug(z) es una funcién continua cualquiera
en general es falso que pueda obtenerse como una solucién de la ecuacién del
calor, con dato fijado en un tiempo ¢y < 0, en el instante ¢ = 0. Si ug no
es de clase C™° esto es una consecuencia directa de la observacion anterior.
Este comportamiento es bien distinto del que tiene la ecuacién de ondas, que
era invariante bajo la inversién de tiempos t — —t y para la cual podiamos
determinar todo el “pasado” de cualquier configuracién. A

Notemos que la férmula (4.94) no sélo nos ha servido para probar un re-
sultado de existencia de soluciones del problema de Cauchy-Dirichlet (4.70),
sino que ademds nos permitié encontrar una interesante propiedad de regula-
ridad de las soluciones. Veremos ahora que puede también deducirse de esa
expresion el decaimiento de las soluciones cuando ¢ — oo.
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Observacién 4.5.7. DECAIMIENTO DE LAS SOLUCIONES.

Probaremos que la solucién u(z,t) que hemos calculado para la ecuacién del
calor decae exponencialmente cuando ¢ — oo. Para ello todo lo que precisamos
son las siguientes estimaciones sencillas y la sumabilidad del valor absoluto de
los coeficientes by:

o] o\ 2 o] N2 N2 [e ]
fuz, 1)) < D7 Jbele™(E) < S fbrle(E) = (@S ). (4.201)
k=1 k=1 k=1

Ejercicio 4.48. * Estudiar el comportamiento de las soluciones del problema de
Cauchy-Neumann con dato lateral u,(0,t) = u,(L,t) = 0, cuando t — oco. [ )

Ejercicio 4.49. **

1. Un caso particular de soluciones de la ecuacién del calor son las que corres-
ponden a situaciones en las que el perfil de temperaturas no se modifica con el
tiempo, lo que equivale a decir que u(x,t) no depende de t y u; = 0, a las que
llamaremos soluciones estacionarias del problema. Dados dos nimeros reales
cualesquiera A y B, hallar una solucion estacionaria

u(z,t) = uy(x)
de la ecuacidn del calor u; = u,, en 2, que satisfaga las condiciones

u(0,t) = A, wu(L,t) =B.

2. Hallar la solucién u(z,t) de la ecuacién del calor en (0,1) x (0,+00), con con-
diciones de borde

w(0,t) =0, wu(1,t) =1,

y dato inicial

— 2 ) i S [051/2]’
up(z) = { 1?: Zi ﬁe [1/2,1].

Sugerencia: utilizar el principio de superposicién de soluciones.

3. Hallar una estimacion de |u(z,t) —uy(z)| y mostrar que u(z,t) = u;(x) cuando
el tiempo ¢ tiende a infinito.

En la figura 4.11 representamos la solucién del problema de Cauchy-Diri-
chlet para la ecuacién del calor con el dato inicial “triangular” que aparece
en la parte 2 del ejercicio 4.46 (hemos tomado L = 7). Se puede apreciar
el decaimiento de la solucién. También el efecto regularizador que tiene la
ecuacién del calor, ya que el “pico” que el dato inicial tiene en x = /2
desaparece instantidneamente.
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Figura 4.11: la solucién con dato inicial “triangular” en 0 <z <7

4.5.4 Otras aplicaciones del método de separacién de variables

El método de separacion de variables, que conduce a resolver la ecuacién del
calor por medio de la representacién de sus soluciones como series de senos o
cosenos, no se agota con la ecuacién del calor y permite construir soluciones de
otras ecuaciones lineales. Comenzaremos aplicindolo a la ecuacién de ondas.
Volveremos sobre este tipo de problemas en el capitulo 5, cuando discutamos
algunas aplicaciones de las series de Fourier. La siguiente observacion puede
resultar 1til a la hora de calcular en las aplicaciones de este método.

Observacién 4.5.8. Al buscar soluciones u(z,t) por el método de separacién
de variables, para una ecuacién diferencial en derivadas parciales en las que
el término que contiene la derivada de segundo orden respecto a z es una
constante por ug, (tal como ocurre con las ecuaciones del calor, de ondas,
de Laplace, y con las ecuaciones de los ejercicios 4.59 y 4.60) y la condicién
lateral sobre u en £ = 0 y x = L es nula, suele ser conveniente escribir desde
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el principio u(z,t) en la forma

w(z, ) = i by (1) sin (’%x) , (4.102)

k=1

de un desarrollo en serie de senos con coeficientes que dependen del tiempo. Al
sustituir (4.102) en la ecuacién en derivadas parciales se obtienen ecuaciones
diferenciales ordinarias para los coeficientes by (t).

Por ejemplo, si trabajamos asi con la ecuacién del calor uy = ug,, al
calcular las derivadas que aparecen en la ecuacién obtenemos

(5. ) = — i (’%)2 be (1) sin (’%%) .

k=1

Para que se satisfaga la ecuacién las dos series que aparecen en esta ultima
férmula tienen que ser iguales, lo que implica que los coeficientes que multi-
plican a las funciones sinusoidales sin(k7wz/L) tienen que ser iguales (justifi-
caremos este hecho en el capitulo 5, pero al menos esta claro que la igualdad
de los coeficientes es suficiente para asegurar que ambas series son iguales).
Concluimos entonces que

. kr\?
bp=—(—1 b k=1,2,....
k (L) k> )

Resolviendo esta sencillas ecuaciones diferenciales resulta
km

b(t) = bp(0)e~ (), K =1,2,...

y de aqui
e kr )2 kﬂ'
U(.’E,t) = kgl bk(O)e_(T) tsin (T;L-) ,

que es la solucién que habiamos hallado antes. Notemos que los bi(0) son los
coeficientes del desarrollo en serie de senos del dato inicial .

Al trabajar de esta manera se logra una simplificacién de los cdlculos, ya
que no hay que recorrer todo los pasos del método de separacién de variables
desde el principio. Para cerrar este comentario, digamos que la resolucién
de ecuaciones en derivadas parciales en que la derivada segunda respecto a x
aparece de otra manera, o con otras condiciones de borde (por ejemplo, cuan-
do fijamos el dato de borde sobre u, en vez de u) conducen a otro tipo de
desarrollos en serie®. 'S

8el capitulo 11 del texto [BP] es una buena referencia para quien quiera profundizar sobre
estos temas
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Ejercicio 4.50. * Resolver la la ecuacién de ondas
utt(mat) - Czuzz(mat) = 07 (iL’,t) € (OaL) X (07 +OO)7
con las condiciones de contorno:

’U.(.CL',O) = Uo(.’E) T e [OaL]7
ut(mao) = 1}0(.21‘) T € [O,L],
u(0,t) =u(L,t) =0 t€][0,+00),

utilizando el método de separacién de variables. Para este problema consideraremos
que los datos iniciales ug y vo son series de senos de la forma

uo(z) = S ho, apsin (Xz) , z €0, L],
vo(z) = ey besin (E2z) .z €0, L].

Determinar condiciones sobre los coeficientes ay, y by que aseguren que podemos cons-
truir una solucién del problema por este procedimiento.

Ejercicio 4.51. ** Se considera la ecuacién
Utt(xat) - uxm(mat) =z Sint7 (.’L‘, ) ( ) ( OO,+OO).

1. Hallar la solucién particular ug(z,t) de la forma f(z) sint + g(z) cost tal que
las funciones f y g satisfacen f(0) = ¢(0) =0, f'(0)=—-1y ¢'(0) = —1.

2. Hallar una funcién u continua en D, que sea solucién de la ecuacién en D y
satisfaga las condiciones

u(z,0) =Y o0, sonz, z € [0, 7],
ug(z,0) = —2 —l— Zn_ sinpr -z € (0,7,
ZE?;,?) = —7 sint, i 2 ?{,
Ejercicio 4.52. **
1. Hallar la solucién general de
vY" kY =

buscando soluciones de la forma Y (y) = y*. Hallar las soluciones que son
acotadas en un entorno de 0.

2. Hallar una funcién continua u = u(z,y) en D = [0,n] x [0, 1] que sea solucién
de
Uge + yQuyy =0

en el interior de D y satisfaga las condiciones
u(w,l) = Zzozl siz#, T € [ ’ ]7

0,7
u(0,y) =u(m,y) =0, ye€l0,1],
u(z,0) =0, z € [0, w].
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4.6 El principio del maximo para la ecuaciéon del
calor. Unicidad de soluciones.

En esta seccion probaremos la unicidad de soluciones para el problema de
Cauchy-Dirichlet para la ecuacién del calor, demostrando y luego utilizando
un principio del mdzimo para sus soluciones. En general, un principio del
maximo para una funcién u es la propiedad que asegura que el valor maximo
de u en un conjunto €2 se alcanza en la frontera 02 del conjunto € prefijado.
En el caso de la ecuacion del calor probaremos el teorema que enunciamos a
continuacién.

Teorema 4.4 (Principio del médximo). Sea u una funcion continua
U : [O,L] X [t(],tl) — R

que satisface la ecuacion del calor uy = ugyy en (0, L) X (tg,t1). Consideremos T
en el intervalo (to,t1) y el conjunto

Q= (0,L) x (to,T).
Llamemos 0,82 al siguiente subconjunto del plano (z,t):
QY ={ze€0,L],t =t} U{z =0,t € [to, T} U{x = L,t € [ty, T}
Entonces el valor mdzimo de u en Q se alcanza sobre 9,52.

En la figura 4.12 ilustramos los conjuntos Q2 y 0,2 que aparecen en el
enunciado del principio del maximo. Antes de pasar a probar el teorema 4.4

L T
Figura 4.12: el dominio Q y la porcién 0,2 de su frontera

conviene interpretar este resultado en términos de la imagen fisica del proble-
ma de Cauchy-Dirichlet para la ecuacién del calor. Interpretemos u como la
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temperatura de una barra de longitud L. El conjunto 0,{2 estd formado por el
intervalo que representa el estado de la barra en el tiempo tg —sobre el cual
damos el dato inicial up— y dos intervalos que representan los puntos x = 0
y £ = L en los instantes comprendidos entre ¢ty y T. Notemos entonces que
las condiciones que fijamos en la barra hasta el tiempo T a través de los datos
iniciales y de contorno estdn dadas sobre el conjunto ,€). El principio del
maximo dice que la temperatura en el interior de la barra no puede superar al
valor de la temperatura en la parte en que damos las condiciones de contorno.
Esto significa que el calor no va a fluir espontidneamente de una zona fria a una
caliente para llevar la temperatura por encima de la que se alcanza en G,(2,
cosa que se corresponde con nuestra experiencia, ya que las cosas calientes se
enfrian a menos que las pongamos en contacto con algo todavia mas caliente.
Notemos también que el teorema 4.4 puede escribirse como una igualdad
para los supremos de u sobre los conjuntos Q y 0p{1 de la siguiente manera:

sup u(z,t) = supu(z,t). (4.103)
a 8,9

En el enunciado del teorema hemos tomado como origen de tiempos un g
arbitrario. En realidad no supone ninguna pérdida de generalidad cambiar el
origen de los tiempos para poner £y = 0.

PRUEBA DEL TEOREMA 4.4: en primer lugar notemos que la funcién conti-
nua u alcanza su maximo en el conjunto cerrado y acotado ). Para probar
el teorema usaremos el hecho conocido de que en un maximo relativo las
derivadas primeras se anulan y las derivadas segundas no pueden ser positivas.
Por ejemplo, si tuviéramos un maximo en un punto

(.’120, to) enN

las derivadas u, y u; deberian anularse en (zg,tg) y ugz(xo,t0) < 0. Sien
la desigualdad anterior pudieramos excluir la igualdad entonces habriamos
llegado a una contradiccién, ya que utilizando el hecho de que u es solucion
de la ecuacion del calor u; = uy,; tendriamos

0 = uy(zo0,t0) — Uzz(T0,%0) > 0.

Si el méximo de u en [0, L] x [tg, T] estuviera en un punto u(zg,T’), con o en
el intervalo abierto (0, L), deberia satisfacerse

’U,t(.'E(),T) > Oa uzz(anT) < 0.

Nuevamente, si pudiéramos excluir la igualdad en las desigualdades que aca-
bamos de encontrar, llegariamos a la contradiccién

0= ut(anT) - 'u'zz(anT) > 0.
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Lamentablemente existen funciones tozudas que se empenan en tener maximos
en los que sus derivadas se anulan, asi que todavia tenemos que trabajar un
poco mas.

Es facil notar que las observaciones que hicimos hasta ahora permitirian
probar el principio del maximo para una funcién que satisface

up < Ugg (4.104)

en vez de la ecuacién del calor uy = u.,. En ese caso la prueba es sencilla. En
efecto, si hay un méximo en un punto (zo,%y) € 2 entonces tendremos

0 = ug(zo,0) < Uge(To,t0) <0,

lo que constituye una contradiccién. Un razonamiento andlogo permite excluir
la presencia de un méximo en un punto (zg,7’), con zg € (0, L).

Para probar el principio del maximo para una solucién de la ecuacién
del calor razonaremos por el absurdo. Supondremos entonces que existe una
solucién u de la ecuacién, que no alcanza su maximo sobre 9,(2. Llamemos M
al valor méximo de u en Q, y m a su maximo sobre §,(2. Estamos suponiendo
entonces que m es estrictamente menor que M, lo que implica que cualquier
punto (zo,%y) donde u alcanza el valor M no estd en 0,Q2. Consideremos
entonces un punto (zg,t) € Q\ 9, que satisface

u(zo,t0) = M >m = supu.. (4.105)
3,02

A partir de u fabricaremos una funcién u, que satisfaga la desigualdad (4.104),
pero que esté suficientemente cerca de u como para que (4.105) asegure que
el madximo de u. no se alcanza en 9,(2. Hay varias maneras de hacer esto y
nosotros utilizaremos las siguientes aproximaciones:

ue(z,t) = u(z,t) + e(z — z0)?, (4.106)

con € > 0. Observemos que
Ue,t = Ut,

en tanto que

Uepr = Uz + 2€.

Como u es solucién de la ecuacién del calor satisface u; = ug,, por lo que
Uet < Ue gg- (4.107)

Ademids uc(zo,to) = u(zo,to) = M. Notemos que si € es pequeno las u,
aproximan uniformemente a u sobre conjuntos acotados en la variable z, y
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esto permite escoger e para que u, quede estrictamente por debajo del valor M
en todo J,{). Para ello observemos que

ue(z,t) = u(z,t) + e(z — 20)> <m+el? si (x,t) € 50 (4.108)

Si elegimos € = (M — m)/2L? entonces

M
supuc(z,t) <m +el? = +m

<M= ue(xo,to)
8,9 2

y esto entra en contradiccién con que el hecho de que u, satisface (4.107),
porque ya habiamos mostrado la validez del principio del méximo cuando vale
esa desigualdad. ¢

Corolario 4.9. El minimo de u en ) se alcanza sobre 0,().

PRUEBA. Si A es un conjunto cualquiera del plano (z,t) entonces

iIfllf u(z,t) = — sg‘p(—u(x, t))-

Si u es una solucién de la ecuacion del calor entonces también lo es —u y
podemos aplicarle el principio del maximo para concluir

—infu(z,t) = sup(—u(z,t)) < sup(—u(z,t)) = — inf u(z,t). <
Q Q X Q2

Corolario 4.10. El mdazimo de |u| en § se alcanza en 0p)

PRUEBA. Si A es un conjunto cualquiera entonces
sup |u(z,t)| = max {sup u(z,t), — inf u(z, t)}
A A A

y la afirmacién que queremos probar se obtiene como consecuencia del princi-
pio del miximo para u y el corolario 4.9.

Ejercicio 4.53. * Hallar el mdximo y el minimo de u(z,t) en [0, 1] X [0, 1], sabiendo
que es una solucién del problema

u(:c,O) =.’L‘(].—.CL')2, z € [07 1]7
u(0,t) = u(1,t) = 2 — t/9, t € [0,00),
u(2,1) = uze(,1), (2,t) € (0,1) x (0, 00).

Calcular el maximo de |u| en [0, 1] x [0, 1].

El principio del mdximo y sus corolarios permiten obtener un resultado de
unicidad de soluciones para la ecuacién del calor. Una consecuencia directa
del corolario 4.10 es este nuevo corolario:
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Corolario 4.11. La dnica solucidn del problema de Cauchy-Dirichlet para la
ecuacion del calor up = ugzy en Q = (0,L) x (0,00), con dato inicial ug(xz) =0
y dato lateral nulo es la solucion trivial u = 0.

De este hecho se deduce la unicidad de las soluciones, al igual que hicimos
para la ecuacién de ondas. En efecto, si u1 y us son dos soluciones de la ecua-
cion del calor con los mismos datos de contorno su diferencia es una soluciéon
con dato de contorno 0, por lo tanto

up —ug = 0.

En consecuencia, 41 y us son la misma solucion.

Los razonamientos que hemos presentado prueban la parte de unicidad
del siguiente teorema de existencia, unicidad y regularidad de soluciones del
problema de Cauchy-Dirichlet para la ecuacién del calor:

Teorema 4.5. Siug es una funcién continua en [0, L] tal que u(0) = u(L) = 0,
entonces existe una unica funcion continua

u:[0,L] x [0, +00) = R,
de clase C? en (0,L) x (0,+0c0), que satisface

wi(x,t) = Ugyp(z,t), (z,t) € (0,L) x (0,+00),
U(.’L‘,O) = UO(m)a T € [OaL]a
u(0,t) = u(L,t) =0, te€0,+00),

Ademds u es de clase C*° en (0,L) x (0,+00).

En la seccién anterior mostramos la existencia y regularidad de una solucién
para datos iniciales ug que admitian un desarrollo en serie de senos cuyos
coeficientes daban lugar a una serie absolutamente convergente. Tal como se
enuncia en el teorema, existe una solucién para cualquier dato ug continuo que
se anule en £ = 0 y z = L, pero omitiremos la prueba de este hecho.

Con las mismas técnicas que usamos para la ecuacién del calor puede
probarse un principio del méximo para la ecuacién de Laplace. A continuacién
formulamos un ejercicio con este resultado. Hacerlo ayudard a repasar los
argumentos que presentamos hasta ahora.

Ejercicio 4.54. * PRINCIPIO DEL MAXIMO PARA LA ECUACION DE LAPLACE
Consideremos un conjunto 2 C R? abierto y acotado.

1. Utilizar las técnicas de la prueba del teorema 4.4 para mostrar que si u(z,y) es
una funcién continua en ) que satisface la ecuacién de Laplace

Ugz + Uyy =0 (4.109)

en (Q, entonces supg ¢ = supyq u. Concluir que supg |u| = supyq |ul-
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2. Sea g una funcién continua definida sobre el borde de 2. Mostrar que el pro-
blema de hallar una funcién u continua en €2, de clase C? en , tal que (4.109)
se satisface en Q y u = g en 91 tiene a lo sumo una solucién.

Observacién 4.6.1. La segunda parte del ejercicio anterior nos dice que no
es posible imponer el valor de u y sus derivadas en el borde de Q2 si queremos
que u satisfaga la ecuacién de Laplace en el interior. HEsto es asi porque el
resultado de unicidad que alli aparece implica que u queda determinada una
vez que se conoce su valor en el borde, cosa que no deja margen alguno para
pretender fijar ademads sus derivadas. [ )

El principio del maximo permite mostrar algunas propiedades adicionales
de las soluciones.

Proposicién 4.12 (Comparacién de soluciones). Siu y v son soluciones
del problema de Cauchy para la ecuacion del calor, con dato lateral nulo y
datos iniciales

U(:L',O) :IU'O(:L')’ U($,0) :UO(:E)’
que satisfacen ug < vg, entonces u < v.

PRUEBA: La diferencia u — v es una solucién de la ecuacion del calor que tiene
dato inicial

UO—U()SO

y se anula en los extremos de la barra. Por lo tanto el maximo de v — v en
02 es menor o igual que 0. El principio del mdximo asegura entonces que
el maximo de u — v en todo {2 también lo es, asi que u — v < 0 en todo el
conjunto 2, lo que implica u <wv. <

Ejemplo 4.6.2. Siresolvemos la ecuacién del calor en [0, L], con dato lateral
nulo y dato inicial ug que satisface

0 < ug(z) <sin (7)),

podemos asegurar que la solucién u satisface

7 \2
0 <wu(z,t) < e (2) " sin (%) .

Esto es cierto por el resultado de comparacién de soluciones que acabamos
de probar, y porque la funcién que aparece en el miembro de la derecha del
ultimo par de desigualdades es la solucién de la ecuacién del calor con dato
inicial sin (%) &
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Observacién 4.6.3. DEPENDENCIA DE LAS SOLUCIONES DE LA ECUACION
DEL CALOR RESPECTO AL DATO INICIAL

Es posible cambiar el punto de vista desde el cual miramos la ecuacién del
calor en el conjunto Q = (0, L) x (0,00), y considerar que al fijar dato lateral
nulo y resolverla con un dato inicial ug estamos produciendo una aplicaciéon

uo — u = T'(up)
que a cada funcién continua ug, definida en [0, L] y tal que
UO(O) = uO(L) = 03

le hace corresponder la solucién u del problema de Cauchy-Dirichlet que tie-
ne ug como dato inicial. De este modo, la ecuacién del calor define una aplica-
cién T del espacio

V = {ug € C([0, L}); u(0) = u(L) = 0}

en el espacio vectorial W formado por las funciones continuas y acotadas
definidas sobre el conjunto 2 = [0, L] x[0, 00)). Sireescribimos el corolario 4.10
en términos de las normas del supremo obtenemos

[[ull oo (@) < llwollzec (jo,2) (4.110)

que debe verse como un resultado de continuidad de 7. Vamos a cerrar esta
observacién con un ejercicio.

Ejercicio 4.55. ** Mostrar que el mapa T es lineal. Mostrar que si ug, es una
sucesién de funciones de V' que converge uniformemente en [0, L] a una funcién wug
entonces ug estd en V' y T(ug,,) converge uniformemente en 2 a T'(ug).

En resumen, hemos mostrado que el problema de Cauchy-Dirichlet (4.70)
para la ecuacién del calor tiene una tunica solucién, y que esta depende de
manera continua del dato inicial ug respecto a las normas || - ||« del espacio de
las soluciones y del espacio de los datos. Por lo tanto, el problema de Dirichlet
para la ecuacién del calor estd bien puesto respecto a estas normas. [

Observacion 4.6.4. EL FLUJO ASOCIADO CON EL PROBLEMA DE CAUCHY-
DIRICHLET PARA LA ECUACION DEL CALOR

Si consideramos que al resolver el problema de Cauchy-Dirichlet para la ecua-
cién del calor en el intervalo [0, L], con dato inicial ug, estamos dando para
cada ¢ > 0 una funcién u(-,t) que representa el perfil de temperaturas en
el instante ¢, podemos considerar que la soluciéon de este problema nos lleva
a definir un flujo en el conjunto de las funciones continuas sobre [0, L]. En
efecto, para cada pareja (ug,t), formada por un dato inicial ug y un tiempo
t > 0, obtenemos una nueva funcién ®(ug,t) definida por la férmula

b (up, t)(z) = u(z,t), z€]l0,L],
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donde u(z,t) es la solucién del problema de Cauchy-Dirichlet para la ecuacién
del calor con dato ug. Esta funcién @ es el flujo asociado con la ecuacién
del calor, que, a diferencia de lo que ocurre con los flujos asociados con las
ecuaciones diferenciales ordinarias, sélo estd definido para ¢ > 0.

Ejercicio 4.56. *

1. Probar, utilizando la unicidad de soluciones de la ecuacién del calor, la propie-
dad de semigrupo

®(ug,t + s) = ®(®(uo,t),s), t,s>0.

2. Probar, utilizando el principio del maximo para las soluciones de la ecuacién
del calor, que se satisface

1®(uo,t) — ®(vo, 1)l < lluo — volloo, &> 0.

Vale la pena destacar que la desigualdad que aparece en la segunda parte
del ejercicio anterior puede interpretarse como un resultado de dependencia
continua respecto al dato inicial ug para el flujo ®. En efecto, si tomamos una
sucesion de datos iniciales ug 5, que convergen a ug en el sentido de que

lim |lugn — ollee =0
n—oo

entonces podemos concluir que, para cualquier ¢ > 0, la sucesién de funciones
®(ugp,t) converge respecto a la norma || - ||oo, €s decir uniformemente sobre

el intervalo [0, L], a ®(ug,t). [ )

El principio del maximo no es la dnica forma de probar la unicidad de
soluciones para el problema, del calor. Presentamos a continuacién un ejercicio
que apunta a dar una prueba alternativa.

Ejercicio 4.57. ** Utilizar la integral de energia

I(t) = /0 " 2(o.1) da

para dar una nueva prueba de unicidad de soluciones al problema de resolver la
ecuacién del calor en [0, L]. Hacerlo para los dos tipos de condiciones de contorno
con las que hemos trabajado hasta ahora. Trabajar a nivel formal, sin tratar de
justificar que se puede derivar respecto al tiempo I(t) derivando dentro del signo
de integracién. Una prueba completamente rigurosa de este hecho se dard en el
ejercicio 5.21, pagina 386.

Vale la pena subrayar que el principio del maximo nos permitié probar la
unicidad de soluciones y obtener la propiedad de comparacion de la proposi-
cién 4.12 y las propiedades de continuidad de la aplicaciéon que a cada dato wuyg
le asigna la solucién del problema de Cauchy-Dirichlet. Vimos que también es
valido para la ecuacién de Laplace y otras ecuaciones elipticas y parabdlicas
(entre ellas algunas no lineales) satisfacen alguna forma de este principio. Un
ejemplo aparece en nuestro préximo ejercicio.
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Ejercicio 4.58. ** Consideremos una funcién ¢ : R — R positiva y una funcién
continua
u: [O,L] X [to,tl) — R,

que es de clase C? en el interior de su dominio y satisface allf la ecuacién diferencial

Ut = Ugg + SO(U)

Consideremos ademds Q y 9, como en el enunciado del teorema 4.4. Mostrar que u
alcanza su valor minimo en J,(2.

Para terminar, vamos a estudiar ahora las ecuaciones u; = uz, + u. Esto
nos dara la oportunidad de poner en practica las técnicas que hemos aprendido
al estudiar la ecuacién del calor. El término adicional +u debe interpretarse
como un término que agrega o absorbe calor, cosa que puede ocurrir, por
ejemplo, por el efecto de reacciones quimicas en la regién en la que ocurre
el proceso de difusién. Como la temperatura tiene un cero absoluto tiene
sentido concentrarse en soluciones no negativas de la ecuacién del calor. En
los préximos tres ejercicios trabajaremos en 2 = (0, L) x (0, 00) y supondremos
que el dato inicial es

o0

uo(z) = 3 || i ('%”x)  zelo,I),

k=1
y que se satisface ), |by| < oo.
Ejercicio 4.59. * Consideraremos el problema,
Up = Ugy — U (4.111)
en (), con dato inicial ug > 0 y dato lateral nuloen x =0y x = L.

1. Hallar una solucién del problema usando el método de separacién de variables,
o suponiendo que puede escribirse como una serie de senos con coeficientes
que dependen del tiempo. Mostrar que las férmulas que se obtienen por este
procedimiento efectivamente definen una solucién del problema.

2. Mostrar que las soluciones de (4.111) no pueden tener un minimo negativo en (2.
Concluir que la solucién u(z,t) es no negativa.

3. Estudiar el comportamiento asintdtico de la solucién cuando ¢t — oo.
Ejercicio 4.60. * Consideraremos el problema
Up = Ugg + U (4.112)
en ), con dato inicial ug > 0 y dato lateral 0.

1. Hallar una solucién del problema, y demostrar que efectivamente es solucién.

2. Estudiar el comportamiento asintético de la solucién u(xz,t) cuando ¢ — oo.
Discutir segin L asumiendo que el coeficiente b; del desarrollo del dato inicial
en serie de senos es mayor que cero (en el capitulo 5 veremos que esta condicién
se satisface si ug > 0 y no es idénticamente nulo).
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3. Probar que u > 0. No es posible mostrar que las soluciones de (4.112) no tienen
minimos negativos como hicimos en el ejercicio anterior. Se sugiere observar

que si u es solucién de (4.112) entonces e~*u es una solucién de la ecuacién del
calor.

Ejercicio 4.61. ** Usar el truco indicado en la ltima parte del ejercicio anterior
para mostrar un resultado de unicidad de soluciones para las ecuaciones u; = uz,; £ u.
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En este capitulo presentaremos una introduccién a la teoria de las series
trigonométricas o series de Fourier, y estudiaremos el problema de representar
una funcién periédica definida sobre R en forma de una serie de senos y
cosenos. Como un caso particular de esta teoria, discutiremos la cuestion de
expresar una funcién continua definida sobre un intervalo [0, L] de R como
una, serie de senos o de cosenos.

Nuestro enfoque de las series de Fourier estard basado en una imagen
geométrica muy util y elegante, que puede obtenerse introduciendo el producto
interno

L
(f.9) = /  J@)gla)da

en el espacio de las funciones continuas y periddicas de periodo 2L. En la
seccion 5.1 discutiremos las ideas geométricas asociadas con la representacion
en serie de Fourier de una funcién periddica. El producto interno con el que
trabajaremos, y la interpretaciéon geométrica correspondiente, tienen sentido
en el espacio vectorial formado por las funciones para las cuales

L
1£]l2 = / Playis

es finita. Llamaremos L?([—L,L]), o simplemente L?, a este conjunto de
funciones, que contiene a todas las funciones continuas y también a otras
funciones que no son continuas. Veremos en la seccién 5.2 que la serie de
Fourier de una, funcién f en L? converge, respecto a la norma, || - ||2, a f. Este
resultado es conocido como el Teorema de Parseval.

Nuestro interés en la representacion de funciones continuas, junto con los
argumentos que utilizamos en la seccién 4.5 para tratar la ecuacién del calor,
nos llevard a estudiar también la convergencia uniforme de las series de Fourier.
Ese sera el tema de la secciéon 5.3. La idea que preside esa secciéon es que
las funciones regulares (con muchas derivadas) tienen una serie de Fourier
con coeficientes que tienden a cero muy rapidamente, cosa que se traduce en
buenas propiedades de convergencia de la serie. Reciprocamente, cuando la
serie de Fourier converge rapido a f pueden obtenerse buenas propiedades de
regularidad de la funcién limite. Un hecho destacable es que para que la serie
de Fourier de una funciéon f converja uniformemente es suficiente que tenga
derivada primera g en el espacio L? de funciones de cuadrado integrable. En
realidad es suficiente que esta derivada exista en un sentido débil, que no es
equivalente a la nocién clasica de derivada.
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5.1 La geometria de las series trigonométricas

Nos ocuparemos ahora de estudiar la representaciéon de funciones més o menos
generales, definidas sobre un intervalo de la recta, como series de senos y de
cosenos. Recordemos que, motivados por el interés en resolver la ecuacion del
calor, en la seccién 4.5 nos enfrentemos a la necesidad de expresar funciones
continuas, definidas sobre un intervalo [0, L] de R, como una serie de senos o de
cosenos. Ademsds, al buscar una expansién de este tipo surgian naturalmente
una, serie de problemas de anilisis, algunos de los cuales aparecen resenados
en la observacion 4.5.4, pagina 327.

Observacidén 5.1.1. Supongamos que podemos expresar una funciéon f defi-
nida sobre el intervalo [0, L] por una serie de senos, en la forma

— gbk sin (%x) . zel0,L). (5.1)

La igualdad anterior tiene sentido sobre el intervalo [0, L] en el que estd definida
la f. Sin embargo, si el miembro de la derecha de (5.1) converge sobre el
intervalo [0, L] entonces lo hace sobre todo R, ya que los senos que aparecen
en la serie estan definidos en toda la recta y son funciones impares y periédicas
de periodo 2L. En definitiva, el miembro de la derecha de (5.1) definird una
funcién impar y periédica de periodo 2L que es una eztension de f a toda la
recta. Notemos ademds que f admite a lo sumo una extensién a todo R que
tenga estas dos propiedades.

Un comentario andlogo vale cuando podemos expresar f en el intervalo
[0, L] como una serie de cosenos, en la forma

z) = kf;oak cos (’%%) ., zel0,L]. (5.2)

En este caso la serie definird una extensién par y periddica de f. [

La observacién que acabamos de hacer sugiere que un contexto natural para
estudiar las series de Fourier es el de las funciones periédicas. Para ser consis-
tentes con las féormulas (5.1) y (5.2) trabajaremos con funciones periédicas de
periodo 2L. Mis atin, como no queremos limitarnos a las funciones que son
pares o impares mezclaremos los senos y los cosenos para intentar desarrollar
una, funcién f definida sobre R, de periodo 2L, como

+Zakcos (—x) Zbksm (—:;) z€[0,L]. (5.3)

Notemos que el término que corresponde a k& = 0 en la serie de cosenos lo
hemos puesto aparte, porque da lugar a una constante. Es conveniente incluir
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el factor 1/2 por razones de normalizacién que aparecerdn luego, pero es pre-
ferible adelantarse e incluirlo desde ahora para no tener que cambiar luego las
férmulas. Naturalmente, el miembro de la derecha en la igualdad (5.3) debe
interpretarse como el resultado del paso al limite, en algin sentido apropiado,
en las sumas finitas

- k S k
Sn(z) = a2_0 + Zak cos (%m) + Zbk sin (%m) , z€[0,L]. (5.4)
k=1 k=1

Observacién 5.1.2. Asi como las series de senos s6lo pueden ser funciones
impares y las de cosenos pares, mostraremos mas adelante que las funciones
pares tienen series de Fourier en las que sélo aparecen los cosenos mientras que
en las series asociadas con funciones impares solo aparecen los senos, porque
si f es par (impar) todos los coeficientes by (ax) se anulan. Esta observacién
nos habilitara a aplicar nuestra teoria acerca de funciones periédicas definidas
sobre todo R para desarrollar en serie de senos una funcién f que en principio
sélo estd definida sobre [0, L]: para ello extenderemos f a todo R como una
funcién impar y periédica de periodo 2L. [

Observacién 5.1.3. En realidad los coeficientes en (5.3) dependen de la fun-
cién f y podriamos escribirlos como ag(f) y bix(f) para poner este hecho
en evidencia. Mientras no haya riesgo de confusién omitiremos la referencia
explicita a f, pero en algunos casos deberemos hacerla. Lo mismo vale para
la sucesién S, (z), que en realidad depende de f, y para la que usaremos la
notacién Sy, (f)(z) en muchas oportunidades. [ )

Observacion 5.1.4. LA FORMA COMPLEJA DE LAS SERIES DE FOURIER
Existe otra manera de escribir las series de Fourier desarrollando una funcién
en términos de las exponenciales trigonométricas

e = cosx +isinz. (5.5)

en vez de hacerlo usando los senos y cosenos. Esta expansién puede obtenerse
a partir de los desarrollos en senos y cosenos usando la férmula (5.5), ya que
podemos calcular

1
2 \" )
— 2% (ezz _ e—zw) . (5'6)

Si sustituimos todos los senos y los cosenos en (5.3) por sus expresiones (5.6)
obtenemos un desarrollo para f, en términos de las exponenciales complejas,
de la forma

f@)= Y de'T?, zelo,L). (5.7)
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Andlogamente, sustituyendo en (5.4) obtenemos

Sa@)= Y dpe'T?, ze0,L). (5.8)

k=—n

Notemos que la funcién e?® es una funcién 27-periédica en R, que toma valores
complejos, y que también los coeficientes dj tomaran valores complejos, por lo
que el marco natural para considerar desarrollos de Fourier de la forma (5.7)
es el de las funciones complejas, f : R — C, de periodo 2L. Hemos recopilado
al final de la seccién 5.2, en el ejercicio 5.10, los resultados relativos a esta
manera de escribir las series de Fourier. '

La representacién de una funcién en serie trigonométrica se parece a la
nocién de representaciéon de un vector como combinacion lineal de una base,
aunque ahora estamos considerando una “base infinita” y hace falta introdu-
cir alguna nocién de convergencia para que la “combinacién lineal infinita”
correspondiente tenga sentido. Trataremos de explotar este punto de vista,
propio de la teoria de espacios vectoriales y de naturaleza geométrica, en lo
que sigue. Trabajaremos entonces en el espacio vectorial V formado por las
funciones continuas y periédicas de periodo 2L, definidas sobre R y a valores
reales. Notemos que podemos escribir V como

V={f:R—R; f continua, f(z+2L) = f(z) Vz €R}

En este espacio consideraremos el producto interno

(f,9) = /  fa@)gla)da, (5.9)

que lo dota de una estructura geométrica en la que “longitud” de un elemen-
to f de V (un “vector”) estd dada por la norma

L
1l = / Playis (5.10)

que deriva del producto interno (5.9). La nocién de ortogonalidad o perpen-
dicularidad entre dos vectores f y g queda definida por el hecho de que su
producto interno sea nulo', es decir

(fig) =0.

El producto interno (5.9) es relevante para el problema de expresar una
funcién como una serie trigonométrica porque las funciones seno y coseno

'en el apéndice A.2 aparece una introduccién a la teoria de espacios vectoriales con
producto interno. Se recoge alli la informacién necesaria para este capitulo sobre las Series
de Fourier
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que aparecen en las series (5.3) forman una familia ortogonal respecto a este
producto interno. Para verificar este hecho tenemos que tomar dos funciones
cualesquiera de la familia en ella y mostrar que su producto interno es nulo.
Esto se reduce a una serie de cdlculos, que desarrollaremos a continuacion.
Con el fin de simplificar la notacién escribiremos

k
e (z) = cos (%w) . k=1,2,..., (5.11)

para los cosenos que aparecen en las series trigonométricas (5.3), en tanto que
para. los senos introducimos la notacién

sg(z) = sin (k%w) , k=1,2,.... (5.12)

También consideraremos la funcién constante 1 en esta discusion, que aparece
multiplicada por el coeficiente ag/2 en el primer sumando del miembro de la
derecha de la férmula (5.3) de las series de Fourier.

e La constante 1 es ortogonal a todas las ¢x, £k = 1,2,.... En efecto,
tenemos

e = oo (A2) = Lo (B2
,ck—Lcos 7%)=-sin( T2

Mas facil todavia es ver que 1 es ortogonal a las s, porque al calcular el
producto interno (1, sg) tenemos que integrar una funcién impar en un
intervalo centrado respecto al origen y el resultado es, en consecuencia,
nulo.

L
= 0. (5.13)
-L

e El mismo argumento de paridad nos dice que las funciones s; son or-
togonales a todas las ¢; respecto al producto interno (5.9), ya que el

producto
L Jjm km
(ck,sj) = / sin (fx> cos (795) dx (5.14)
—L

se anula para todo par (j, k) de ntimeros naturales porque el integrando
es una funcién impar y estamos calculando la integral sobre un intervalo
simétrico respecto al origen z = 0.

e Nos resta mostrar que cada cj es ortogonal a c; y s es ortogonal a s,
si k # j. Para ello es 1til emplear la formula trigonométrica

1
cosacosb = i(cos(b —a) + cos(a + b)) (5.15)
para manejar los productos de los cosenos, y

1
sinasinb = i(cos(b —a) —cos(a+ b)) (5.16)
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para los senos. Con esta informacion calculamos

(cor¢j) = %/LL cos (@x) +%/LLcos (@Q (5.17)

Es evidente entonces, usando otra vez el cdlculo de la integral que aparece
en (5.13), que (cx,cj) = 0si j # k. Por otra parte, si j = k el integrando
en el primer sumando del miembro de la derecha es igual a 1 y obtenemos
(ck,cx) = L. El cdlculo para el producto de los senos es casi igual. En
efecto

(Sk,85) = %/LL cos (@x) — %/LL cos (@x) . (5.18)

Como j y k son mayores o iguales que 1 el segundo sumando siempre se
anula, en tanto que el primero es cero si j # k y vale L si j = k.

Los cdlculos que acabamos de hacer permiten calcular la norma de las
funciones ¢ y si. En efecto, vimos que se satisfacen

(Ck,ck) =L, (sg,s) =L, k>1.
De esto se desprende inmediatamente que
llexll = llskll = VL.

En lo sucesivo utilizaremos permanentemente las funciones cx y sk, y nos
resultard conveniente que tengan norma igual a 1. Podemos normalizarlas
dividiendo por su norma para obtener a partir de ellas vectores de norma 1.
Haremos algo un poco distinto, en vez de normalizar las funciones dividiendo
entre v/ normalizaremos el producto interno dividiendo entre L. En concreto,
a partir de ahora consideraremos en V el producto interno

L
o) =1 [ f@as (5.19)

que tiene asociada la norma

L
Ifle =7 [ P (5.20)

Con la normalizacién que acabamos de introducir en el producto interno te-
nemos
lekllz = [lskllz =1, k=1,2,....

Si calculamos la norma de la funcién constante 1 obtenemos

1 L
m@:@n:—/lmzz (5.21)
LJj_p
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También procederemos a normalizarla, y llamaremos ¢y a la funcién que re-
sulta, de modo que tenemos

1
CO("E) = Ea

Evidentemente, ademds de satisfacer ||cg||2 = 1, la funcién constante normali-
zada cp es ortogonal a todas las c; y s con k > 1.

Nos ser4 1til resumir la discusién que acabamos de presentar en la siguiente
proposicion:

z € R. (5.22)

Proposicion 5.1. El conjunto
{ck, k=0,1,...}U{ sk, k=1,2,...} (5.23)
es una familia ortonormal respecto al producto interno (5.19).

Llegados a este punto es legitimo preguntarse para qué sirve toda esta
informacién sobre la familia formada por las funciones ¢ y s;. Para esto
conviene tener presente que el objetivo de toda esta discusién es estudiar la
representacién de una funcién f como la serie de Fourier (5.3). Habiamos
observado ya que tal representacién serd posible si podemos mostrar que la
sucesién de reducidas

Sn(f)(z) = 612_0 + Zak cos (k%JU) + Z by sin (%:v) , w€[0,L] (5.24)
k=1 k=1

converge en algtin sentido a la funcién f. Notemos que las reducidas no son
otra cosa que una combinacién lineal de las funciones

{co, ¢k, Sk3;k=1,2,...n} (5.25)

En efecto, es casi inmediato verificar que la férmula (5.24) para las reducidas
es equivalente a

n n
Sn(f) = %Co =+ Z apcCr + Z b sk. (5.26)
k=1 k=1

Por lo tanto, las reducidas S, (f) no son otra cosa que un elemento del su-
bespacio W,, de V generado por (5.25). Notemos ademds que (5.25) no sélo
genera W, sino que es ademads una base ortonormal de este subespacio de
dimensién finita.

Por otro lado, queremos que las reducidas S,, de la serie de Fourier con-
verjan a f. Ya que cada Sy, estd en el subespacio W, intentaremos ver si es
posible elegir los coeficientes de forma tal que Sy, (f) sea la mejor aprozimacion
de f por un elemento de W,. Esto sugiere que debemos proyectar f sobre W,
para calcular S, (ver el apéndice A.2, pigina xiii). Para calcular la proyeccién
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P,(f), de la funcién f sobre W,,, recurriremos a la base ortonormal (5.25) del
espacio W,,. Resulta entonces que

Pa(f) = (f.co)co + D {(Fscrder + (f, sk)si} - (5.27)

k=1

Recordemos que la interpretaciéon geométrica de las series de Fourier sugiere
escoger los coeficientes a; y by en (5.3) y (5.4) de modo que las reducidas
Sp = Sp(f) sean justamente las proyecciones P, (f). Entonces los escogeremos
de forma tal que se satisfaga

Sn(f) = Pu(f)- (5.28)

Finalmente, combinamos la expresién (5.26) de las reducidas Sy, con (5.27)
y (5.28) para concluir, igualando los coeficientes en ¢k, k > 1, que

= (f,ck) / f(z)cos (—x) de, k=1,2.... (5.29)

Anilogamente

= (f, sk) / f(z)sin (—:1:) de, k=1,2.... (5.30)

Por 1ltimo, para calcular el coeficiente ag debemos hacer

(o) / e (5.31)

1 L
-2 / Ja)da. (5.32)

Notemos que estos cdlculos explican el factor 1/2 que introdujimos en
el término de ag en (5.3). Proviene de que la normalizacién de la funcién
constante en [—L, L] es 1/ V2L, en tanto que los senos y cosenos se normalizan
con un factor 1/v/L.

A los coeficientes a y by que acabamos de introducir los llamaremos coe-
ficientes de Fourier de f. Notemos que efectivamente dependen de la funcién
f, tal como adelantamos en la observacion 5.1.3.

f

Esto implica que

Observacion 5.1.5. LINEALIDAD DE LOS COEFICIENTES DE FOURIER

El hecho de que los coeficientes de Fourier de una funcién f se calculen a
través de integrales de f implica que estos coeficientes dependen de manera
lineal de la funcién f. En efecto, tenemos

a’k(af +/89) = Cl(lk(f) +,6(],k(g), k= 0,1,2,.
be(af + Bg) = abi(f) + Pbr(g), k=1,2

para funciones f y g en V, y niimeros reales a y £, cualesquiera. [
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Ejemplo 5.1.6. Calcularemos ahora la serie de Fourier de la funcién 2L-
periddica definida por

flz)=|z|, =ze€[-L,L].

Esta funcién es continua, porque sus valores en —L y L coinciden, y, por lo
tanto, estd en el espacio V en el que estamos trabajando. El primer coeficiente

€S
1 [F 2 L 2 z?
a0 L/me L/O:’”” L2

Para los coeficientes ay, con k > 0, tenemos

_1/L|| km d_2/L km d
ak—L_Lwcos L:I: w—LOxcos L:I: T.

Integrando por partes obtenemos

2 . (kx \|* 2 [ . [k« 2L .
ap = ;—_sin (f.r) ) - H/o sin (f.r) dz = Em)2 ((—1) - 1).

Los coeficientes by son nulos, porque resultan de integrar la funcién impar

|| sin (k%w)

en el intervalo [—L, L]. Por lo tanto, la serie de Fourier asociada con la fun-
cién f con la que estamos trabajando en este ejemplo es

g + i (;:)2 ((—1)]C — 1) cos (I%T:c) : (5.33)

k=1

L
= L.
0

Es posible escribir esta serie en una forma algo més concisa, como
L 4L i 1 (25 4+ )7
5 "2 2 G T 17 cos 72

Para llegar a esta tdltima expresion tuvimos en cuenta que los coeficientes de
la serie (5.33) con k par son nulos, y escribimos los k impares como k = 25 +1,
con j natural. &

Ejemplo 5.1.7. La serie de Fourier asociada con la funcién

f@)=1L/2—l|z|, =el[-L L],

AL & L (@i+Dr
™ = (2) +1)° L '

€s

S
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Esto es una consecuencia directa del ejemplo anterior y la observacién 5.1.5.
Mostraremos luego que esta serie de Fourier converge uniformemente a f sobre
el intervalo [—L, L]. La parte dificil ser4 mostrar que el limite es justamente
f, ya que la convergencia uniforme se obtiene simplemente observando que la

serie
(o]

1
MR

es convergente y utilizando el criterio de la mayorante de Weierstrass. )

Ejemplo 5.1.8. Calculemos ahora la serie de Fourier asociada con la extensién
impar y 2L-periédica de

| =, z € [0,L/2],
f(@) _{ L—z, z€[L/21L)

Como vamos a considerar una funciéon impar todos los coeficientes a; seran
nulos. En tanto que para los by tendremos

2 [ k
= E/o f(z)sin (%x) .
Por lo tanto,

2 (L2 (kr 2 (L . (km
by = z/o z sin (f$> +7 /L/2(L — z)sin (f$> .

Estas integrales pueden manejarse haciendo integracién por partes. Los deta-
lles son faciles de completar, y conducen a
AL . km

by = (or)? sin -

La serie de Fourier que estamos buscando es entonces
4L i 1 . kr . [k«
— —sin—sin [ —xz
2 Kk? 2 L ’
k=1
que puede escribirse también como

AL i 1)7+1 . (25 + 1)7r$
72 (27 + L ’

Jj=0

Mostraremos luego que la serie de senos que acabamos de encontrar converge
uniformemente a f sobre el intervalo [0, L]. &
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Observacion 5.1.9. Tal como anunciamos en la observacién 5.1.2 y vimos en
los dos ejemplos que acabamos de considerar, la serie de Fourier asociada con
una funcién impar sélo contiene términos en las funciones seno. Esto es asi
porque las integrales que hay que calcular para determinar los coeficientes by
se anulan, porque sus integrandos son impares. Andlogamente, si buscamos la
serie de Fourier de una funcién 2L-periddica y par obtendremos una serie en
la que sélo aparecen los cosenos. Utilizaremos esta observaciéon més adelante,
para representar en series de senos o de cosenos funciones definidas en el
intervalo [0, L], extendiéndolas en forma impar o par a [—L,L] y luego de
manera, peridédica al resto de la recta real R. [

Ejercicio 5.1. * Hallar la serie de Fourier asociada con cada una de las funciones
que aparecen a continuacién.
1. Tomar L =7y f(z) =sin’z, z € R.

2. Para L > 0 cualquiera, la funcién par y 2L-periédica definida por
. (7T
f(z) =sin (f) , z€]0,L]

En la préxima seccién discutiremos la convergencia de las series de Fourier.
Vale la pena recordar una vez mas que para sucesiones de funciones hay varias
nociones de convergencia que no son equivalentes entre si. En particular,
como las series de Fourier son series de funciones, puede ocurrir que las series
converjan en algun sentido y no lo hagan en otros. En lo sucesivo trabajaremos

fundamentalmente con la norma | - ||2 en V. También con la norma || - s,
definida para una funcién f en V por
[fllo = sup |f(z)|.
z€[—L,L]

Como las funciones de V son 2L-periédicas da lo mismo tomar el supremo en
el intervalo [—L, L] que sobre toda la recta. Recordemos ademds que la con-
vergencia respecto a la norma || ||« es equivalente a la convergencia uniforme.

Para cerrar esta seccién, y a modo de preparacion para la siguiente, presen-
tamos una serie de ejercicios sobre la convergencia respecto a las normas || - ||2
Y I+ lloo-

Ejercicio 5.2. * CONTINUIDAD DEL PRODUCTO INTERNO
Consideremos dos sucesiones f,, y g, que convergen en || -||2 a f y g respectivamente.
Mostrar que

Tblggo(fn:gn) = <f; g)- (5'34)
Para hacer este ejercicio es conveniente escribir
<fnag’n> - <fag> = <fn - f;gn> - <fag _gn>;

utilizar la desigualdad de Cauchy-Schwarz para el producto interno (-, }- y el resultado
del ejercicio 2.28. (VAP
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Ejercicio 5.3. *

1. Mostrar que si una sucesién f,, de funciones de V converge a f € V respecto

a la norma || - ||, entonces también converge a f respecto a la norma || - ||2
(la nocién de convergencia asociada a la norma || - || es més fuerte que la que
corresponde a || - ||2- Q

2. Mostrar con un ejemplo que la convergencia respecto a la norma || -||2 no implica
convergencia respecto a la norma || - ||co-

Ejercicio 5.4. * Mostrar que si f, converge a f respecto a || - || entonces todos
los coeficientes de Fourier ar(f,) y br(fn) convergen a los respectivos coeficientes
de Fourier de f (sugerencia: usar la definicién de los coeficientes de Fourier y el
ejercicio 5.2). Concluir que este resultado también es cierto cuando f, converge a f
respecto a || - [|oo- Q

A continuacién proponemos una aplicacién de los ejercicios anteriores que
nos serd de utilidad mas adelante.

Ejercicio 5.5. * Consideremos dos sucesiones de niimeros reales ay, k = 0,1,2.. .,
y Bk, k=1,2,..., tales que

o
> el + Be] < oo.
k=1
1. Mostrar que la serie
oo
a k k
?0 + ; Q oS (%m) + B sin (%x) (5.35)
converge uniformemente en R a una funcién g(z), continua y peridédica con
periodo 2L (comparar con el ejercicio 2.16 de la seccién 2.2). Q

2. Mostrar que los coeficientes de Fourier de g son
ak(g):ak7 k=0,1,..., y bk(g):ﬁka k=1,2,...,

y que la serie (5.35) es justamente la serie de Fourier asociada a g. Concluir
que la serie de Fourier de g converge uniformemente y respecto a || - |2 a g. ©

3. Supongamos que los coeficientes ay y Bi satisfacen la condicién més fuerte

Zkl|ak| + kllﬂk| < 00,

k=1

donde I > 1 es un numero natural. Mostrar que el limite g de la serie (5.35)
es una funcién de clase C' en R (esto es decir que existen todas sus derivadas
hasta el orden [/ y son continuas). Q
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5.2 La convergencia de las series de Fourier en |- ||

Consideremos una funcién f en el espacio V de las funciones continuas y 2L
periédicas. Motivados por el enfoque geométrico que guié nuestra biisqueda
de los coeficientes a(f) y bp(f) vamos a estudiar la convergencia de la serie
de Fourier a f respecto a la norma ||-||2. Para ver si hay convergencia respecto
a la norma || - ||2 de la serie de Fourier asociada con f a la funcién f, tenemos
que calcular la norma de la diferencia entre f y las reducidas n-ésimas Sy, (f)
de su serie de Fourier, y ver si esta cantidad tiende a cero cuando n tiende a
infinito. En resumen, queremos saber si se satisface

Tim [|f = Sa(f)l2 = 0. (5.36)

Calcularemos ||f — Sy, (f)||2 usando la idea de que S, (f) es la proyeccién or-
togonal de f sobre el espacio vectorial W, generado por las funciones c; y sg
con k < n (ver la pgina 355 de la seccién anterior). Este hecho implica?

17115 = I1Sa(HIZ +11F = Su ()5 (5.37)
De esta igualdad deducimos inmediatamente que
152 ()3 < I1FI13- (5.38)

Recordemos ademds que la expresién de S, (f) es

Sa(f) = %Co + 3 {aker + brse), (5.39)
k=1

donde los a; y bx son los coeficientes de Fourier de f. Como la familia de
funciones ¢ y s es ortonormal la norma de S, (f) puede calcularse a partir
de los coeficientes de Fourier, por medio de la férmula

2 n
1Su(F13 = %5 5™ {lagl? + oef?) (5.40)
k=1

Con esta informacién podemos escribir la desigualdad (5.38) en términos de
los coeficientes de Fourier de f de la siguiente manera:

laol® | <
5=+ 2 Al + B} < 1711 (5.41)
k=1

Notemos que el miembro de la derecha en (5.41) no depende de n. Como en las
sumas del miembro de la izquierda sélo hay términos positivos podemos pasar
al limite cuando n tiende a infinito para obtener la siguiente proposicion.

2nuevamente remitimos al lector al apéndice A.2 por los detalles
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Proposicién 5.2 (Desigualdad de Bessel). Los coeficientes de Fourier

ak:ak(f)7k:0a17"'a bk:bk(f)ak:172a"'7

de una funcion f en V satisfacen la desigualdad

+ 10} < IIF113, (5.42)

conocida como desigualdad de Bessel.

La desigualdad de Bessel asegura que la serie de los cuadrados de los coe-
ficientes de Fourier de una funcién de Ly es convergente, y como el término
general de una serie numérica convergente tiende a cero obtenemos el siguiente
corolario:

Corolario 5.3 (Lema de Riemann-Lebesgue). Los coeficientes de Fou-
rier ax y by de una funcion de V tienden a cero cuando k tiende a infinito. En
particular estdn acotados, en el sentido de que eziste una constante M (que
no depende de k, pero si de f) tal que |ag| < M y |bx| < M para todo valor
de k.

Ejercicio 5.6. * Mostrar que ninguna funcién de V tiene asociada la serie de

Fourier
En ! cos k—ﬂx
log &k L)’
k=10

La segunda importante consecuencia de (5.37) es que podemos calcular la
norma de la diferencia entre f y S,(f) como

1F = Su(HIE = 1£13 = I1Sa(£)1I3 (5.43)

y combinando esta observacién con la férmula (5.40), que nos permite escri-
bir la norma de las reducidas S,, en términos de los coeficientes de Fourier,
obtenemos

17 = Su(h)13 = 1713 — 0L Z|a 2 - ZIW (5.44)

Recordemos que el término de la derecha en (5.44) tiene limite cuando n — oo,
ya que en las sumas todos los sumandos son positivos. Por lo tanto existe el
limite del término de la izquierda y tenemos la igualdad

Z |ak|* — Z |bx |- (5.45)

Jim |If = Su(NI5 = 11115 -
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Como la convergencia en norma de las S, (f) a f es equivalente a que el limite
en (5.45) sea 0, una consecuencia inmediata de esta férmula es que ambas
cosas son equivalentes a que se satisfaga la igualdad

2 |a0\2 - 2 - 2
1713 = 20+ 3 ol + 3 Il (5.46)
k=1 k=1

conocida como igualdad de Parseval. El teorema mas relevante de esta seccion
es el siguiente:

Teorema 5.1 (Parseval). Si f es una funcidn de V entonces la sucesion
Sn(f) converge en la norma || - ||2 a f y sus coeficientes de Fourier ay y by
satisfacen la igualdad de Parseval (5.46).

Un primer corolario del teorema de Parseval es que los coeficientes de
Fourier de una funcién determinan la funcién. En efecto, supongamos que
tenemos dos funciones f y g en V. Los coeficientes de Fourier de la diferencia
f—gson

ak(f_g):ak(f)_ak(g)’ k=0,1,..., (5 47)
bk(f_g):bk(f)_bk(g)v k=12,.... '
Por lo tanto, si las funciones f y g tienen los mismos coeficientes su diferencia
tiene coeficientes de Fourier nulos, y la igualdad de Parseval asegura entonces
que
0=|f—gl3 (5.48)
Por lo tanto la funciéon f — g es la funcién nula del espacio V, que no es otra
cosa que la funcién idénticamente nula. Por lo tanto f = g.
Un corolario inmediato del teorema de Parseval es la siguiente proposicién.

Proposicién 5.4. Si f es una funcidn de 'V tal que sus coeficientes de Fourier
satisfacen la condicion de sumabilidad

> lan(H)] +1be(f)]} < o0 (5.49)
k=1

entonces la serie de Fourier de f converge uniformemente a f.

PRUEBA: Habiamos visto al resolver el ejercicio 5.5 que la suma

o(z) = “";f ) 4 gjl ax(f) cos (’%”m) + be(f) sin (’%%) (5.50)

define una funcién g continua, de periodo 2L, que es el limite uniforme de la
serie en el miembro de la derecha y cuyos coeficientes de Fourier son exacta-
mente ay(f) y bx(f). Por lo tanto la funcién g no es otra cosa que la funcién
original f y la serie de Fourier de f converge uniformemente a f. &

Mis adelante daremos condiciones suficientes para que se satisfaga (5.49).
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Ejemplo 5.2.1. Los argumentos que acabamos de presentar muestran que la
serie de Fourier de la funcién 2L-periédica definida por

flz)=|z|, =ze€[-L,L]

converge uniformemente a f. En particular, esto implica que se satisface la
igualdad

AL & (25 + D)7
- _ = —L, L].
|z| = 5 22_ 2J+1 os( 7 %) z € [—L, L]

Ademis la convergencia es uniforme en el intervalo [—L, L]. Si evaluamos en

z = 0 obtenemos
o0
Z 2] +1)2

que nos permite calcular la suma de la serie del miembro de la derecha. &

5.2.1 El marco natural para la teoria

No es necesario limitar la teoria de las series de Fourier a las funciones que estdn
en el espacio vectorial V. En realidad, un marco completamente adecuado para
esta teorfa es el de las funciones 2L-periédicas para las que tiene sentido el
producto interno con el que estamos trabajando. Esto nos permitirad eliminar la
hipétesis de continuidad que estamos usando ahora, y extender nuestro analisis
a una clase de funciones mas amplia y que aparece bastante naturalmente en
las aplicaciones del andlisis de Fourier. Como vamos a trabajar en un espacio
en el que el producto interno (5.19), que da lugar a la norma || - ||2, estd
definido todos los argumentos geométricos presentados hasta ahora seguiran
siendo validos. El espacio en el que podemos hacer este tipo de argumentos
es el espacio vectorial

L
LQ([—L,L]) = {f :R — R, 2L-periddicas, /
-L

|f (z)|*dx < oo} ., (5.51)

que estd formado por las funciones reales definidas sobre R, periédicas con
periodo-2L, que tienen la propiedad de que la integral® de su cuadrado sobre

3hay una cierta indefinicién, completamente intencional, en esta caracterizacién de L2.
Para dar una definicién completa deberiamos decir cudl es la nocién de integral que estamos
manejando. Pero no lo haremos, porque cualquier nocién de integral que conozca el lector da
lugar a un espacio vectorial con producto interno, sobre el que es posible seguir trabajando a
los efectos que se pretenden en este texto. Esperamos que el abandono del rigor que supone
esta opcién que hemos hecho permita esquivar algunas dificultades técnicas y ayude al lector
a avanzar hacia las ideas geométricas més importantes, que pretendemos exponer en esta
seccién en un contexto suficientemente amplio como para que sea ttil en las aplicaciones.
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un intervalo de longitud 2L es finita?. Cuando no haya riesgo de confusién
escribiremos simplemente L?, en vez de usar L?([—L, L}]).

Observacién 5.2.2. La teoria puede extenderse sin mayor dificultad a las
funciones complejas y periddicas definidas sobre R. Ver el ejercicio 5.10.

Ejemplo 5.2.3. La funcién periddica, de periodo 2L, que queda definida sobre
todo R por la féormula

f($) = ‘$|a, S [_LaL]a
estd en L% siy sélo si a > —1/2. &

Podemos extender a este espacio el producto interno

L
to)=7 [ f@as (5.52)

con el que trabajibamos en el espacio V de las funciones continuas. Esto es
asi porque si dos funciones f y g estan en L? la desigualdad

(fal < 5 (7P +1ol?)

asegura que el producto fg es absolutamente integrable en [—L, L]. Por lo
tanto existe la integral que define el producto interno (5.52). También en este
contexto se satisface la desigualdad de Cauchy-Schwarz

{£:9) < I fll2llgll2, (5.53)

que es propia de cualquier espacio vectorial con producto interno®

Las consideraciones geométricas que hicimos antes siguen siendo validas
en L?, ya que sélo dependen de las propiedades del producto interno. Entonces,
para cualquier funcién de L? podemos definir sus coeficientes de Fourier por
las férmulas (5.29) y (5.30) de modo que S, (f) sea la proyeccién de f sobre
el subespacio W,,.

Para cerrar este comentario digamos que la notacién L* suele reservarse en la literatura para
el espacio que queda definido cuando la integral que aparece en (5.51 se interpreta en el
sentido que corresponde a la teoria de integracién de Lebesgue (ver la nota 4, pdgina 192).
Si se tiene en mente otra integral (por ejemplo, la de Cauchy, o la de Riemann) el espacio
resultante es mds pequeiio que lo que suele entenderse por L? en cualquier texto de andlisis.
Sugerimos al lector interesado la consulta de, por ejemplo, [DM].

“el nombre L?([—L, L]) tiene un aspecto bastante complicado pero significa lo siguiente:
la L es un homenaje a H. Lebesgue, el padre de la moderna teoria de integracién; el 2 hace
referencia al cuadrado que aparece en la integral; el [— L, L] aparece para indicar que estamos
trabajando con funciones de periodo 2L, que es esencialmente lo mismo que trabajar con
funciones definidas en [—L, L) y luego extenderlas de manera periédica a todo R

Sen realidad la férmula (5.52) no define un producto interno en L>. Esta observacién
es de naturaleza esencialmente técnica, y no alterard el desarrollo de nuestra teoria ni su
contenido geométrico. El lector interesado puede encontrar més informacién sobre este punto
en la seccién 5.3.3, pagina 382
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Ejemplo 5.2.4. Vamos a calcular los coeficientes de Fourier de la funcién
2L-periddica que estd definida en [—L,L) por la féormula f(z) = z. Esta
funcién no es continua, porque tiene un salto en todos los puntos de la forma
(2k+1)L, con k € Z, pero ests en el espacio L? que estamos considerando. Los
coeficientes se calculan rapidamente evaluando las integrales correspondientes.
Es facil ver que

1 L
aozz/_Lwdxzo,

1 [t km
= — — = =1,2...
ay L/_Lxcos<Lx) dz =0, k=1, ,

porque el integrando es impar. Las integrales

1 L
bk:f/_Lxsin(k%m)dx, k=1,2....

dan algo mds de trabajo, pero no mucho. Como el integrando es par tenemos

2 L k
b, = Z/o T sin (%x) dzx.

Para evaluar esta tultima expresion integramos por partes y obtenemos

2L
by = k—(—l)’““, k=1,2,...
™

Por lo tanto, la serie de Fourier asociada con la funcién f es
o
2L k1 . [ kT

Ejercicio 5.7. * Graficar las primeras reducidas S, de la serie (5.54). Puede ser
util hacer este ejercicio con una computadora, y observar el comportamiento de las
reducidas S,, a medida que n crece. &

Ejemplo 5.2.5. Vamos a calcular ahora la serie de Fourier asociada con la
funcion 2L-periddica que queda definida por

r@={ T TSy (59

Naturalmente, como esta funcién es impar todos los coeficientes ay son nulos.
El calculo de los by, se reduce a

bi(f) = %/OL sin (’%%) _ % (1+(051), k=12.. (556
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Por lo tanto, la serie de Fourier que corresponde a esta funcién es
o o .
2 k 4 1 25 +1
§ il (1 + (_1)k+1> sin (_ﬂx) _ = —~ _sin (Mfﬂ)
— km L (il 25 +1 L

En la figura 5.1 se ilustran la funcién f y algunas reducidas de su serie de
Fourier. Notemos que la funcién de este ejemplo, igual que en el ejemplo

4/ ()

\j

Figura 5.1: la funcién del ejemplo 5.2.5

anterior, no es un elemento del espacio V. Sin embargo, estd en L?([—L, L])
y es un calculo sencillo verificar que su norma es ||f|l2 = v/2. Q

Ejercicio 5.8. * Calcular los coeficientes de las series de Fourier de las funciones
de periodo 2L que definimos a continuacién dando su valor en el intervalo [-L, L].

1. f(z) = L/2 — z, para z € (0,L], y definida en el resto de R de forma tal
que quede una funcién L-periddica. Sugerencia: llamemos fy a la funcién del
ejemplo 5.2.5 y f1 a la del ejemplo 5.2.4. Observar que f = (L/2)fo — f1.

2. f(z) = L — z, para z € (0,L], y definida en [L,0) de forma tal que sea una
funcién impar. Sugerencia: escribirla como una combinacién lineal adecuada
de funciones cuyos coeficientes de Fourier sean conocidos para evitar calcular
las integrales.
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3. La funcién f definida por

1, z€[-L,—L/2),

f(z) = { 0, z€[-L/2,L/2),
-1, z€[L/2,L).

La desigualdad de Bessel, el Lema de Riemann-Lebesgue y el teorema de
Parseval también son ciertos para funciones de L?. Sélo hay que sustituir V
por L? en los enunciados correspondientes para obtener las versiones validas
para el espacio L2. Lo haremos a continuacién.

Proposicién 5.5 (Desigualdad de Bessel en L?). Los coeficientes
ak:ak(f)7k:0a17"'a bk:bk(f)ak:172a"'7

del desarrollo en serie de Fourier de una funcion f en L?([—L, L]) satisfacen
la desigualdad de Bessel (5.42)

Corolario 5.6 (Lema de Riemann-Lebesgue en L?). Sea f una funcion
de L*([~L,L)). Entonces sus coeficientes de Fourier aj, y by, tienden a cero
cuando k tiende a infinito. En particular, estin acotados por una constante
independiente de k.

Teorema 5.2 (Parseval en L?). Si f es una funcién de L*([—L, L]) enton-
ces la sucesion S,(f) converge en la norma || - ||2 a f, y sus coeficientes de
Fourier ay, y by satisfacen la igualdad de Parseval (5.46).

Una aplicacién de la igualdad de Parseval es el cdlculo de la norma de
una funcién de L? sumando el cuadrado de sus coeficientes de Fourier, o, al
revés, evaluar la suma del cuadrado de los coeficientes calculando la norma.
A continuacion mostramos un ejemplo de esto.

Ejemplo 5.2.6. Consideremos la funcién 2L-periédica f que queda definida
sobre todo R si para = € [—L, L) fijamos f(z) = z. Sus coeficientes de Fourier
ay, son todos nulos, y los by son

2L
= 22 (—1)kt! =1,2,....
bk k"/T( ) ) k 5 4

Fijemos L = 7 para simplificar un poco los calculos. La igualdad de Parseval
permite asegurar entonces que

™

o0
4_ 2_]‘ 2 _22
;ﬁ—nﬂb—;/ s =

—T

En conclusién, podemos evaluar la suma Y p ; 1/k* = n2/6. &

Ejercicio 5.9. * Calcular Y ;7 1/(2k + 1)? usando la identidad de Parseval.
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En realidad no sélo podemos calcular la norma de las funciones de L?
usando la identidad de Parseval. En general, es posible calcular el producto
interno entre dos funciones f y g cualesquiera de L? usando los coeficientes de
Fourier ay y bg. Esto no deberia sorprendernos porque este tipo de resultados
es conocido para espacios de dimension finita. Para obtener el resultado en un
espacio de dimension infinita es necesario hacer ademds un paso al limite que,
en este caso, esta justificado por el teorema de Parseval y por el resultado del
ejercicio 5.2.

Proposicién 5.7. Si f y g son dos funciones de L?([—L, L]) entonces
L o] [e's)
=1 [ s@ataide = 20D 4 S 0 praute) + 3o blriuto)
a k=1 k=1

PRUEBA: Si calculamos el producto interno entre las reducidas S,,(f) y Sr(9)
obtenemos

(5200, 5n0)) = ) LS 0y (Panto) + 3 be(Pbslo). (6557
k=1 k=1

Como las reducidas S, son sumas finitas, esta igualdad es una consecuencia
de las propiedades de linealidad del producto interno y de la ortonormalidad
de la familia formada por las funciones c¢; y sx. Para completar la prueba
de la proposicién trataremos de pasar al limite en (5.57) cuando n — oc. El
teorema de Parseval y la propiedad de continuidad para el producto interno
aseguran que

(f,9) = lim (S, (f), Sn(9))-

n—oo

Esto muestra que el miembro de la izquierda en (5.57) tiene limite (f, g), por
lo tanto también las sumas en el miembro de la derecha de (5.57) convergen a
(f,9). €

Vamos a cerrar esta seccién desarrollando el contenido de la observa-
cién 5.1.4 acerca de la expresion de las Series de Fourier en términos de las
exponenciales trigonométricas. Ese es el contenido de nuestro préximo ejerci-
cio.
Ejercicio 5.10. ** LA FORMA COMPLEJA DE LAS SERIES DE FOURIER

1. Mostrar que la formula

L
o) =5z [ I@as (559)

define un producto interno en el espacio vectorial complejo formado por las
funciones a valores complejos, definidas sobre la recta real R, continuas y 2L-
periddicas (con g indicamos la funcién que se obtiene conjugando g). Recorde-
mos que en el caso de espacios vectoriales complejos un producto interno debe
satisfacer

(f:9) =9, ),
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en vez de la propiedad de simetria (f, g) = (g, f).

. Mostrar que la familia

en(z) =e'T® ke (5.59)

es un conjunto ortonormal respecto al producto interno (5.58). Notar que la
eleccién del factor de normalizacién 2L para el producto interno (5.58) estd
hecha para que las exponenciales trigonométricas (5.59) tengan norma, igual
al.

. Utilizar los mismos argumentos geométrico que en el caso real para concluir

que los coeficientes de Fourier respecto a la familia ortonormal (5.59) deben
escogerse de la forma

L
do= (e =57 [ f@e oo (5.60)

(el signo de menos en la exponente de la funcién que aparece dentro de la
integral estd justificado porque para calcular el producto interno (5.58) hay
que conjugar la segunda funcién).

. Para L = 7, hallar la serie de Fourier compleja asociada con la funcién

fi(z) =sin’z, 2z €R.

. La desigualdad de Bessel y el teorema de Parseval también son ciertos para

funciones complejas, periddicas, de cuadrado integrable. Hallar la forma de
estas proposiciones para el caso complejo. Demostrar la desigualdad de Bessel.
Hallar la forma compleja de la serie de Fourier de la funcién 27-periddica que
satisface

fo(z) =2, =z €[—m, ).
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5.3 El decaimiento de los coeficientes de Fourier

En esta seccién estudiaremos la relacién entre la regularidad de una funcién f
en L? y el decaimiento de sus coeficientes de Fourier. Veremos que cuando la
funcién f es muy regular los coeficientes de Fourier tienden a 0 muy rapido, y
que, reciprocamente, cuando los coeficientes de Fourier decaen muy ripido la
funcién es regular.

Ya hemos mostrado algunos resultados en esta direcciéon. Por ejemplo, la
pertenencia de una funcién f al espacio L? implica que la serie de los cuadrados
de sus coeficientes de Fourier es convergente. También es cierto® que si tenemos

dos sucesiones numéricas ag, k =0,1,...,y bg, K =0,1,..., tales que
> " lakl® + [br]* < o0
k

entonces los ay, y by son los coeficientes de Fourier de una funcién de L?. Por
otra parte, si la sucesiéon de coeficientes de Fourier a; y by de una funcién
continua f satisface la condicion més fuerte

Z\ak\ + |bk| < o0
k

entonces su serie de Fourier converge uniformente a f. Este es el contenido de
la proposicién 5.4. Recordemos ademas que en el ejercicio 5.5, parte 3, vimos
que un mayor decaimiento de los coeficientes implica mayor regularidad de la
funcién suma.

Es interesante mencionar que la continuidad de la funcién f no implica la
convergencia uniforme de su serie de Fourier. En realidad ni siquiera implica
su convergencia puntual. De hecho, dado cualquier subconjunto finito F' del
intervalo [—L, L] es posible construir una funcién continua f tal que su serie
de Fourier no converge en los puntos de F'.

Sin embargo, el principio general de que a mayor regularidad de la funcién
le corresponde un decaimiento mas rapido de los coeficientes de Fourier, y
viceversa, es esencialmente correcto. Por ejemplo, mostraremos en esta misma,
seccién que a funciones de clase C™, con m > 1 y natural, les corresponden
coeficientes de Fourier ay y by que decaen mds rapidamente que k~"*. También
probaremos que es suficiente que f sea derivable para la convergencia uniforme
de la serie de Fourier asociada con f. En primer lugar mostraremos este
resultado para funciones de clase C', pero veremos luego que una extension
de la nocién de derivada permitird ampliarlo a funciones que no son de cla-
se C pero tienen una derivada débil en L?. En esta seccién introduciremos este

Saunque es mucho més dificil de demostrar, y exige que empleemos la integral de Lebesgue
en la definicién del espacio L2. Al respecto ver las nota 3 y 4, al pie de las paginas 364 y 192
respectivamente. Una buena referencia para estudiar la integral de Lebesgue y las series de
Fourier es el texto [DM]
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nuevo concepto de derivada débil y demostraremos la afirmacién que acabamos
de hacer.

5.3.1 Funciones con una derivada débil en L2

En primer lugar, mostraremos que cuando una funcién es regular, en el sentido
de que tiene una derivada continua, sus coeficientes de Fourier decaen mds
rapidamente que lo que puede obtenerse usando sélo la desigualdad de Bessel
(o laigualdad de Parseval) que es cierta para una clase de funciones mucho més
amplia y que incluye muchas funciones que no son derivables. Este resultado
se deduce de una sencilla aplicacion de la férmula de integracién por partes,
que permite relacionar los coeficientes de Fourier de una funcién f con los de
su derivada f'.

Consideremos entonces una funcién f, 27-periédica y de clase C! y, para
empezar, calculemos los coeficientes

L
()= 7 / fla)cos B e,

para k > 1. Al integrar por partes, utilizando el hecho de que f es derivable,
resulta

1 L

km L km
ax(f) = Ef(w) sin <f$> - % /_L f'(z)sin fmdx.

—L

Como las funciones que intervienen en el primer sumando del miembro de la
derecha tienen periodo 2L, al evaluar su incremento entre —L y L obtenemos
0. Por lo tanto

1 [t kn 1 (L, L |k«
E/Lf(a:) cos dea: = _E/Lf (a:)H sin fa:d:c. (5.61)

En resumen, se satisface

ar(f) = — bl (5.62)

Ejercicio 5.11. * Mostrar que si f es de clase C' y 2L-periédica entonces los
coeficientes by, satisfacen

L

bk(f) = Eak(f'), k= 1,2, ceee (563)

Ejercicio 5.12. * Mostrar que si f es de clase C? entonces

ak(f):_(%)2ak(f”)7 k:1727"'7
bk(f):_(%)2bk(f”)7 k:1727 (564)
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Observacion 5.3.1. Cuando una funcién tiene m derivadas sus coeficientes
de Fourier son esencialmente los de la derivada m-ésima divididos por un
factor k™. Por lo tanto, cuanto mas grande sea el ntimero m méas rapido es
el decaimiento de sus coeficientes de Fourier a medida que k& — oo. Como
los coeficientes de Fourier de f(™) tienden a cero cuando k — oo concluimos
ademadas que

lim £™ap(f) = lim E™bg(f) =0,

k—o00 k—o0
tal como habiamos anunciado en la introduccién de esta seccién. [

Observacién 5.3.2. La féormula que vincula los coeficientes de Fourier de una
funcién y los de su derivada puede obtenerse derivando formalmente la serie
de Fourier de f. En efecto, si escribimos

ag ad km ad km
flz) = 5 + Z a cos (fx) + Z b sin (f$)
k=1 k=1

y luego derivamos resulta

o0 o0

km km km km
, _ .
fi(z)= Z (—fak) sin (fm> + Z (fbk) cos (f:v> .

k=1 k=1
Al identificar los coeficientes de Fourier de f’ en esta 1ltima férmula obtenemos
exactamente (5.62) y (5.63)

Ejemplo 5.3.3. Consideremos la funcién f impar y 2 L-peridédica que satisface

Lz — 22
fla) = =5,
Es posible calcular rdpidamente sus coeficientes de Fourier, porque su derivada
es la funcién continua, de periodo 2L, que estd definida por

z € [0, L].

o)=L, wel-L,I)

2
Los coeficientes de g los hemos calculado antes, en el ejemplo 5.1.7, y valen
2L
a’k(g) = (kﬂ')z (1_(_1)k)7 bk(g) =0, k=1,2,....
Con esta informacion, los coeficientes de f resultan ser

2
ar(f) =0, bk(f):%(l—(—l)k), k=1,2,....

Naturalmente, no podemos calcular ag(f) a partir del conocimiento de ag(g),
porque cualquier funcién f que difiera de f en una constante también tendrd a

g como su derivada, pero ag(f) serd distinto de ag(f). Esto no es un problema
grave porque el cdlculo de ag se reduce a evaluar una integral. En este caso

ao(f) = 0 porque f es impar.
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Ejercicio 5.13. * Consideremos la funcién 2L-periédica que queda definida por

- , z € [0, L],
2
% %-}-:L‘) , T € [—L,O]-

Calcular sus coeficientes de Fourier. &

Ejemplo 5.3.4. Llamemos f a la funcién 2L periédica que en el intervalo
[—L, L] esta definida por f(z) = |z|. Como es bien sabido, esta funcién no es
de clase C! en R, aunque puede obtenerse calculando una integral. En efecto,
tenemos que

donde g es la funcién impar y de periodo 2L que en el intervalo (0, L] es igual
a 1. Esto es lo mismo que decir que g es la extensién 2L-periédica a toda la
recta de

_la TE [_170)7
g(z) = 0, z =0, (5.65)
1, z€(0,1].

Observemos entonces que, en algin sentido, la derivada de f es g. El andlisis
de Fourier estd de acuerdo con esta afirmacién, porque los coeficientes de
Fourier de f son

2
e

y, si consideramos f' = g, satisfacen las relaciones (5.62) y (5.63) que vincula-
ban los coeficientes de Fourier de una funcién con los de su derivada. Para ver
por qué ocurre esto concentremos nuestra atenciéon en las féormulas para los
ax(f) (todo es igual para los bg). Si revisamos atentamente los cdlculos que
nos permitieron deducir (5.62) notaremos que sélo dependen de que sea cierta
la férmula de integracién por partes (5.61). En el caso particular de las fun-
ciones f y g con las que estamos trabajando no es dificil verificar, calculando
directamente, que valen las igualdades

D11 =0, k=1,2,...,

1 [t k 1 [k L .k

T /_Lf(a:) cos fﬁa:dm = —z/_L g(m)ﬁ sin %mda:,

1k k 1 [k L k

Z/Lf(a:) sin %xdx = E/L g(ac)a Cos %xdac.
No comprobaremos ahora que esto es asi, porque haremos un cdlculo més
general dentro de poco (ver la definicén 5.66 y la proposicion 5.8). &
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La idea de que la férmula de integracién por partes es adecuada para
caracterizar a las derivadas nos permitird extender el cdlculo de derivadas a
funciones que no son diferenciables en el sentido clasico, tal como le pasa a la
funcién f de nuestro ultimo ejemplo. Vamos a introducir una definicién que
recoge esta idea y nos permite extender el cilculo de derivadas al espacio L2,
de una manera que es compatible con las férmulas (5.62) y (5.63)7.

Definicién 5.1. Diremos que una funcién g € L?([—L, L]) es una derivada
débil de una funcién f € L?([-L, L)) si para toda funcién h de clase C*,
2L-periddica, se satisface la igualdad

L L
/ F(@)W (z)dz = — / o(2)h(z)dz. (5.66)
L —-L

Es evidente, a partir de las férmulas de los coeficientes de Fourier, que esta
definicién implica que si g es la derivada débil de f entonces tendremos

a(f) = —pobele), k=12,
L
bp(f) = Eak(g) k=1,2....

Ejercicio 5.14. * Mostrar que si g es una derivada débil de una funcién de L2
entonces ap(g) = 0. En particular, la integral de g en el intervalo [—L, L] es nula.

Mostraremos ahora que la definicién de derivada débil es consistente con
la idea de que si una funcién f se obtiene integrando otra funcién g entonces g
es la derivada de f. Sabemos que esto no es estrictamente cierto en el sentido
“clasico” de derivada si g no es continua. La nocién de derivada débil es mas
flexible y permite considerar funciones g, no continuas, dentro de la integral.

Proposicién 5.8. Sean f y g dos funciones de L*([—L, L]). Supongamos que

Entonces g es una derivada débil de f.

Observacién 5.3.5. Notemos que la integral sobre [—L, L] de la funcién g que
aparecen en el enunciado de la proposicién tiene que ser nula, porque estamos
suponiendo que f es periédica de periodo 2L. Naturalmente, el resultado
contenido en el ejercicio (5.14) indica que las cosas no pueden ser de otra
manera. [

"recordemos que habiamos utilizado este tipo de ideas al introducir las soluciones débiles
de la ecuacién de Burgers. Sugerimos ver los comentarios del comienzo de la seccién 4.1.4,
pagina 292
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Observacion 5.3.6. Si g es una funcién que coincide con g salvo en un conjun-
to finito de puntos obtenemos el mismo resultado al integrar g que al integrar
g- Por lo tanto g también es una derivada débil para g. Ver la seccién 5.3.3
por mas informacién sobre este punto. [

Para demostrar la proposicion nos hard falta un pequeno lema.

Lema 5.9. Si g € L?([~L, L)) entonces

L
/ lg(z)|dz < 4o0.
L

PRUEBA: Como la funcién g estd en L? entonces también su médulo |g| lo
estd. Por lo tanto podemos escribir |g| = 1|g| y aplicar la desigualdad de
Cauchy-Schwarz

L L L
/_L l9(z)|dz < \//_L |g(:v)|2d:v\//_L ldz = V2L|glls < +00. O

PRUEBA DE LA PROPOSICION 5.8: Debemos mostrar que se satisface la igual-
dad (5.66) que aparece en la definicién de derivada débil. Para una funcién h,
de clase C! y 2L-periédica calculemos

L
j /_Lf(a:)h (z)dz.

Nos simplificard un poco las cuentas notar que da lo mismo calcular la in-
tegral en [—L, L] que en [0,2L], ya que el integrando es periédico, asi que
aprovecharemos esta circunstancia. Tenemos entonces

= /0 " ( /0 wg(s)ds) W (z)dz.

El término que proviene de f(0) desaparece porque al integrar h'(z) en un
intervalo de longitud 2L el resultado es nulo. Como la integral de |g| es finita
podemos cambiar el orden de integracion para obtener

= /0 2L ( / 2L h'(m)dx) g(s)ds = /0 " (h2L) — h(s))g(s)ds =

2L, 2L
—/ h(s)g(s)ds + h(2L)/ g(s)ds.
0 0

Como la integral de g sobre cualquier intervalo de longitud 2L es nula obte-

nemos
2L

L
I=-— h(s)g(s)ds = —/_L h(s)g(s)ds. <

0
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La proposicién 5.8 implica que la funcién g del ejemplo 5.3.4 es efectiva-
mente la derivada débil de f, dado que f se obtiene integrando g. En realidad
esta proposicion permite elaborar un método bastante 1util para hallar una
derivada débil de una funcién f:

1. en primer lugar derivemos f en los puntos en que sea derivable, despreo-
cupandonos de lo que ocurre donde no es derivable. En estos puntos
definamos g = f', en el resto pongamos g = 0.

2. calculemos luego la funcién

f(0) + /OI g(s)ds.

Si recuperamos la funcién original entonces g es una derivada débil de f.
Ejercicio 5.15. *
1. Consideremos las funciones 2L-periédicas f y g definidas por
f(z) =2%/2, g(z) ==, xz € [-L,L).
Probar que g es la derivada débil de f y calcular todos los coeficientes de Fourier
de f.

2. Calcular los coeficientes de Fourier de la funcién 2L periédica que queda definida
por
z+L, ze[-L,—L/2],
flz)=4 L/2, =ze€[-L/2,L/2],
L—-z, zel[L/2,L]

Sugerencia: tener en cuenta la parte 3 del ejercicio 5.8

Ejercicio 5.16. ** Sea f una funcién continua y 2L-periédica. Llamemos X al
conjunto donde f es de clase C' y supongamos que sélo hay una cantidad finita de
puntos del complemento de X en [—L, L]. Supongamos ademds que la funcién

_J 0 r¢ X,
g(w) B { fl($)7 TE Xa
estd en L2. Entonces g es una derivada débil de f.
Ejercicio 5.17. **

1. Sean f y g dos funciones de L? que tienen derivadas débiles f' y ¢’ en L2.
Probar que se satisface la “férmula de integracion por partes”

L L
/_ fa)g'(@)o = - /  F@oa)ds.

2. Sean f y g dos funciones de L? tales que se satisfacen las relaciones
L L

ak(f)z__bk(g)a bk(f): _ak(g)7 k=1727
km km

y ao(g) = 0. Probar que g es una derivada débil de f.
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Para este ejercicio puede ser 1til tener presente la proposicién 5.7.

Ejercicio 5.18. *** Consideremos una funcién f € L2, que ademés es continua y
tiene una derivada débil® g en L2.

1. Mostrar que

f(@) = £(0) + / o(s)ds. (5.67)
0
Sugerencia: considerar la funcién auxiliar
0, s ¢ 0,2],
e(s) =1 s, s €[0,1],

2—-s, sel,2].
Luego, para z € (0, L] definir

¥n(s) = np(ns) — np(n(z - s)),

(a pesar la férmula espantosa que las define la 1, son en realidad sencillas,
sugerimos dibujar las graficas de ¢ y las v, para verlo) y utilizar como funcién
h en la definicién de derivada débil las funciones

I (s) = /0 g (t)dt.

2. Mostrar que f es Holder continua con exponente 1/2.

NoTa: Una funcién f, definida sobre un subconjunto 2 de R (o de R"), es Holder
continua con exponente o € (0, 1) si existe una constante C tal que

If(x) = f(y)| < Clz —y|*, =z,y€.

Observacidon 5.3.7. El ejercicio anterior y la proposicién 5.8 muestran que la
funcién g es una derivada débil de f si y sélo si se satisface la férmula (5.67).
Esto podria hacernos pensar que es més natural tomar esta férmula como
definicién de derivada débil, en vez de dar la definicién 5.1. Cuando trabajamos
con funciones definidas sobre R esto es esencialmente cierto. Sin embargo, la
definicién de derivada débil basada en la férmula de integracién por partes
puede extenderse sin dificultad a dimensiones mas altas, en tanto que no es
posible hacer lo mismo con (5.67). [

Habiamos visto antes que cuando los coeficientes de Fourier de una funcién
continua f decrecen suficientemente rapido la serie de Fourier de f converge
a f uniformemente. Este era el contenido de la proposicién 5.4, y la hipdtesis
que requeriamos sobre los coeficientes de Fourier era que la serie

> {lax ()] + be(H)II}
P

8veremos luego que las funciones de L? que tienen una derivada débil “son continuas”,
pero de momento agreguemos la hipétesis de continuidad como un requisito independiente.
Ver los comentarios de la seccién 5.3.3
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fuera convergente. Probaremos a continuacién una proposicién que asegura
que esta condicién se satisface si la funcién f tiene una derivada débil en L2.

Proposicién 5.10. Sea f una funcion de L? que tiene una derivada débil
en L?. Entonces

Z{Iak )+ [bx (f)[} < oo

PRUEBA: Vamos a dar una cota independiente de n para las sumas

Z{Iak )+ 166 ()]}

Esto es suficiente para probar la proposicién. Llamemos g a la derivada débil
de f. Naturalmente, trataremos de usar el hecho de que los coeficientes de
Fourier de f se obtienen multiplicando los de g por un factor 1/k, que juega
a nuestro favor. Al usar las férmulas (5.63) y (5.62) obtenemos

Z{\ak )|+ B (F)} = = Z'a’“ Z'b’“ (5.68)

Para estimar cada una de las sumas del miembro de la derecha intentaremos
sacar partido de que tanto la serie de los cuadrados de los coeficientes de
Fourier de g, como la serie de término general 1/k% son convergentes. Esto
sugiere usar la desigualdad de Cauchy-Schwarz para sumas finitas y acotar

Naturalmente, el sumando de los by admite la estimacién

; 6% (9)] (Z bk (g ) ; (é %) ; (5.70)

No es dificil estimar cada una de las sumas que aparecen en los miembros de
la derecha de (5.69) y (5.70). Comencemos por las sumas de 1/k%. Tenemos

n 00 2
1 1 e T\ 2
Zk2<zk2:6<<§>'

Para acotar las sumas de los cuadrados de ax(g) y bx(g9) podemos recurrir a
la desigualdad de Bessel o a la igualdad de Parseval. Es inmediato concluir a
partir de ellas que

o0

n
> larlg Z @)I* < llgll3,
k=1
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Y que

n o0
D19 <D 1be(9) < lgl3-
k=1 k=1

Reuniendo todo lo que hicimos hasta ahora concluimos que para todo n > 1
podemos acotar las sumas (5.68) como

> {lar(H)] + e (HI} < Lllglla, (5.71)
k=1

y esta estimacién, independiente de n, completa la prueba. <

Corolario 5.11. Si f es una funcion continua que tiene una derivada débil
en L? entonces la serie de Fourier de f converge uniformemente a f.

Ejemplo 5.3.8. Volvemos ahora sobre la funcién f, periédica de periodo 2L,

A/ ()

\]

Figura 5.2: la funcién de los ejemplos 5.3.4 y 5.3.8

definida por la férmula f(z) = |z| para z € [~ L, L], con la que ya trabajamos
en el ejemplo 5.3.4. Como es bien sabido, esta funcién no es de clase C' en R,
aunque puede obtenerse integrando la funcién discontinua del ejemplo 5.2.5,
que resulta ser su derivada débil. Su serie de Fourier converge uniformemente
a f. Este hecho se ilustra en la figura 5.2, donde hemos representado a f y
alguna de las primeras reducidas de su serie de Fourier. Puede observarse que
el grafico de las reducidas rapidamente se aproxima al de f. &
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Ejercicio 5.19. ** Consideremos la funcién f de periodo 2L que satisface
f(x)=|z|*, =ze€[-L,L]

Mostrar que si & > 1/2 la serie de Fourier de f converge uniformemente a f.

5.3.2 7§ Otros resultados sobre la convergencia de las series de
Fourier

Los ultimos resultados de la seccién anterior aseguran la convergencia uniforme
de las series de Fourier cuando los coeficientes ay y by satisfacen la condicion
de sumabilidad (5.49). Notemos que las funciones para las que calculamos
los coeficientes de Fourier en los ejemplos 5.2.4 y 5.2.5 tienen coeficientes de
Fourier cuya serie no es absolutamente convergente. Recordemos que estos
ejemplos eran la funcién 2L-periédica definida por f(z) = z, si z € [-L, L),
cuyos coeficientes de Fourier son

2L

= (1)L k=1,2,....
T

ar(f)=0, k=0,1,..., b (f)
y la funcién ¢ impar, 2L-periédica, que vale 1 en el intervalo (0,L]. Sus
coeficientes de Fourier son

oL
ar(g) =0, k=0,1,...,b(g) :E(H(—l)k“), k=1,2,....

A continuacién presentamos un resultado que permite asegurar que las series
de Fourier de f y g convergen a f y a g fuera de los puntos en que estas
funciones presentan discontinuidades.

Teorema 5.3 (Dini). Sea f una funcion en L?*([~L,L]). Si en un punto
z € R existen los limites laterales

f(zF) = limpyo f(z + h),

F(z3) = limpgo f(z + h), (5:72)

y las derivadas laterales

. T —f(zt
D f(z) = limy, %,

D™ f () = limypg LEH=IE2),

(5.73)

entonces la serie de Fourier de f converge en ese punto al promedio entre
f(z™) y f(z7), es decir, para ese valor de x se satisface

n—oo

lim $u(7)(@) = 5(/(a™) + f(z)) (5.74)
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La prueba de este teorema puede encontrarse, por ejemplo, en el tex-
to [CJ1]. Notemos que aunque el teorema de Dini estd enunciado en una
forma bastante general en la que sélo intervienen los limites y derivadas late-
rales tiene el siguiente corolario:

Corolario 5.12. Si f es una funcion de L? derivable en z entonces la serie
de Fourier de f evaluada en x converge a f(z).

PRUEBA: Si f es derivable en un punto x entonces es continua en z y por lo
tanto

flz) = f@&™) = f(").
La derivabilidad asegura que existen las derivadas laterales y son iguales a
f'(z). Entonces podemos aplicar el Teorema de Dini para concluir que

Jim S, (f)(2) = (f(=z") + f(@7)/2=f(2). ¢

Observacién 5.3.9. El teorema de Dini permite dar una prueba alternativa
de que la serie de Fourier de una funcién de clase C' converge uniformemente
a f. En efecto, como la funcién es derivable en todos los puntos el teorema
de Dini asegura que su serie de Fourier converge puntualmente a f. Por
otra parte, como la funcién tiene una derivada sus coeficientes de Fourier
satisfacen la condicién de sumabilidad (5.49) y la serie de Fourier converge
uniformemente. Dado que el limite uniforme de la serie de Fourier s6lo puede
ser su limite puntual, concluimos que ésta converge uniformemente a f. #

Ejercicio 5.20. ** Consideremos la funcién f de periodo 27, que en el intervalo
[, ) queda definida por f(z) = e”. Calcular sus coeficientes de Fourier y la suma
de su serie de Fourier para cada z € [—m,7]. Tt

5.3.3 Las sutilezas de la teoria de las series de Fourier en L?

Habiamos anunciado en la observacién 5.2.1 que el marco mas natural para la
teoria de las series de Fourier es el espacio L?, formado por las funciones de
cuadrado integrable, en el que podemos definir el producto interno

L
o) =7 [ f@gs (5.75)

Esto es esencialmente cierto, salvo por un pequeno detalle: la férmula (5.75),
que define un producto interno en el espacio V de las funciones continuas
y 2L-periédicas, no define un producto interno en L?. Las propiedades de
linealidad y simetria siguen siendo ciertas, pero puede ocurrir que una funcién
f que no se anule idénticamente satisfaga

L
(f. f) = %/_L f(x)dz = 0. (5.76)
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Un ejemplo de esto es la funcién

fz) = { 1, sizx=2kL, k € Z, (5.77)

0, en otro caso.

Es claro que f estd en L? y no es la funcién nula, pero satisface la igual-
dad (5.76). Observemos que aunque f no sea idénticamente nula el conjunto
en el que es distinta de cero es muy chico. Es tan chico que la integral en (5.76)
no lo detecta. Esto no puede ocurrir para una funcién continua, tal como mos-
tramos en el lema A.1, ver la pigina xi del apéndice. En general, puede ocurrir
que dos funciones f y ¢ distintas satisfagan

1 L
I =9l8 =7 [ 1@ ~gla)Pdz =0, (5.75)
cosa que también es incompatible con que || - ||2 defina una norma en L2. Por

ejemplo, tal cosa ocurre cuando f es la que introdujimos en (5.77) y g = 0.
Este hecho no constituye un problema grave y puede resolverse identificando
dos funciones f y g para las que se satisfaga (5.78) tratdndolas como si fueran
la misma funcién. En realidad, si la integral (5.78) se anula el conjunto en que
las dos funciones difieren tiene que ser pequeno (ver la observacion 5.3.10, sobre
los conjuntos de longitud o medida nula) y f y g son esencialmente iguales.
Al menos son iguales en todo lo que respecta al cdlculo de integrales, porque
el conjunto en que difieren es demasiado chico como para que la operacién de
integrar pueda detectarlo®.

Observacién 5.3.10. Diremos que un conjunto E incluido en [—L, L] es un
conjunto de medida nula, o conjunto de longitud nula si tiene la siguiente
propiedad: si dos funciones f y g difieren sélo sobre E (o, equivalentemente,
son iguales en todos los puntos de [—L, L] que no estidn en E), entonces la
igualdad

L
_/LU—gﬁzo (5.79)

se satisface. Por ejemplo, un conjunto formado por una cantidad finita de
puntos es de longitud nula. En efecto, si dos funciones son iguales salvo en un
conjunto de medida nula, entonces sus integrales sobre cualquier intervalo son
iguales. [ )

Recordemos ahora que la serie de Fourier de una funcién f depende de f
sOlo a traves de los coeficientes de Fourier, que se calculan integrando la f

9desde un punto de vista algo més formal podemos expresar todo lo anterior definiendo
una relacién de equivalencia que consiste en declarar f ~ g si se satisface (5.78), para trabajar
luego con las clases de equivalencia en vez de las funciones. En realidad L* es el espacio
formado por estas clases de equivalencia. Sin embargo, preferiremos mantener esta discusién
en un tono algo més informal y evitaremos entrar en mds detalles sobre este asunto
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contra las funciones trigonométricas ¢ y si. Este hecho implica que si mo-
dificamos la funcién f en un conjunto de medida nula la serie de Fourier no
cambia, ya que este cambio no afectard a las integrales. Por lo tanto, nuestro
proposito de identificar dos funciones que sélo difieren en conjuntos de medida
nula es perfectamente compatible con la teoria de las series de Fourier. De he-
cho, esta teoria produce la identificacion automaticamente, porque funciones
que solo difieren en conjuntos de medida nula dan lugar a las mismas series
de Fourier.

Este hecho impone una cierta limitacién a los resultados de convergencia
puntual que podemos obtener para las series de Fourier. En efecto, supon-
gamos que la serie de Fourier de una funcién f converge en todo punto y
tomemos una funcién g que coincida con f salvo en un conjunto de medida
nula. La serie de Fourier de g serd la misma que la de f y no convergerd
a g en el conjunto en que g es distinta de f, asi que el mejor resultado de
convergencia puntual posible, en el marco de funciones de L?, es un resultado
que valga salvo en conjuntos de medida nula. Este es el contenido del teorema

que enunciamos a continuacién'®.

Teorema 5.4 (Carleson, 1966). Si f es una funcion de L?([—L, L]) enton-
ces su serie de Fourier converge puntualmente a f salvo en un conjunto de
medida nula.

Vamos a poner ahora en el contexto de la teoria en L? nuestros resulta-
dos sobre funciones f cuyos coeficientes de Fourier satisfacen la condicién de
sumabilidad

> {law ()] + [be(£)]} < 00 (5.80)
k=1

Consideremos entonces que f estd en L2 y se satisface (5.80). Entonces la
serie de Fourier de f converge uniformemente y, en consecuencia, su limite
es una funcién continua. Naturalmente, el limite de la serie de Fourier es f,
pero sélo en el sentido de L?2. Por lo tanto, puede ocurrir que f y la suma
de la serie difieran sobre algin conjunto de medida nula. Esto implica que
si una funcién f de L? tiene una serie de Fourier uniformemente convergente
entonces existe una funcién continua f que es igual a f salvo en un conjunto
de medida nula. Dado que estamos identificando funciones que sélo difieren en
conjuntos de medida nula no hay problema en pensar que f “es” f y concluir,

°Fs muy interesante subrayar que el teorema de Carleson data de 1966 (de hecho es el
dnico teorema que mencionaremos en este curso que es menos viejo que el autor del texto)
y trata sobre problemas que fueron formulados a comienzos del siglo XIX, cuando la teorfa
de las series de Fourier fue creada. Advertir sobre el largo tiempo transcurrido entre la
aparicién de las series de Fourier y la resolucién del problema de la convergencia puntual es
una invitacién a mencionar que las cuestiones relacionados con las series de Fourier y, més en
general, con todo el andlisis arménico, han impulsado el desarrollo del andlisis matematico
durante los dos tdltimos siglos
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en este sentido un poco més laxo que permite la teoria en L?, que f es una
funcién continua.

En particular, si f tiene una derivada débil en L? la funcién f es conti-
nua (a riesgo de aburrir recordemos que en este contexto esta afirmacién sélo
significa que existe una funcién continua f que es igual a f salvo en un con-
junto de medida nula) ya que sabemos que la existencia de una derivada débil
implica (5.80).

Pare cerrar estos comentarios vale la pena recordar que la definicién de
derivada débil estd dada en término de integrales en las que aparecen f y su
derivada débil g. Por lo tanto, esta definicién no se ve afectada si modificamos
f 0 g en un conjunto de medida nula. En otras palabras, tal como adelantamos,
si g es una derivada débil de g cualquier funcién g que difiera de g inicamente
en un conjunto de medida nula es también una derivada débil de f. En el marco
de la teoria del espacio L? las funciones g y § deben ser identificadas y vistas
como lo que esencialmente son: la misma funciéon. En realidad dos derivadas
débiles g y g de una misma funcién f sélo pueden diferir en un conjunto de
medida nula. Recurriendo al procedimiento de identificar funciones que sélo
difieren sobre conjuntos de medida nula, podemos afirmar que la derivada débil
es unica, y hablar entonces de la derivada débil, en vez de referirnos a una
derivada débil como hemos hecho hasta ahora.

5.3.4 Aplicaciones a las ecuaciones en derivadas parciales

Como primera aplicacién de la teoria que acabamos de desarrollar a las ecua-
ciones en derivadas parciales completaremos la discusién acerca de la resolu-
cién del problema de Cauchy-Dirichlet

’U,t((.’L',t)) = ’U,z(z()l',t), (‘Tat)[ EIS]OaL) X (07 OO),

u(z,0) = up(x), z € (0, L],

u(0,t) = O,O t € [0, 00), (5.81)
u(L,t) =0, t €1[0,00),

para la ecuacién del calor. En la seccién 4.5 aprendimos a resolver este pro-
blema para datos iniciales de la forma

o0
uo(x) = Zbk sin (%x) , z€]|0,L], (5.82)
k=1
para los que se satisface la condicién

o0
> 1okl < oo.
k=1

Para poder expresar la funcién ug como serie de senos debemos considerar su
extension impar y periddica, con periodo 2L, a toda la recta. Llamemos g
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a esta funcién. Los coeficientes by que aparecen en (5.82) no son otra cosa
que los coeficientes de Fourier bg(dg). Por lo tanto, la convergencia de la
serie formada por los valores absolutos de estos coeficientes es suficiente para
asegurar que

n k
u(z,t) = Z bke_(kf)zt sin (%x) , z€]0,L], (5.83)

es la Unica solucién del problema de contorno y valores iniciales para la ecua-
cién del calor que estamos considerando. Naturalmente, una condicién sufi-
ciente para obtener este resultado es que la funcién 4y tenga una derivada
débil en L2.

Observacién 5.3.11. En realidad la férmula (5.83) para la solucién de la
ecuacion del calor vale en ¢ > 0 para cualquier dato 1y continuo. Notemos que
puede no valer en £ = 0, porque la continuidad de uy no asegura la convergencia
de la serie de Fourier asociada con el dato. Sin embargo en ¢ = 0 sabemos que
u(z,0) = ug(z), de modo que ya tenemos una expresion para la solucién. Vale
la pena enunciar este resultado en la forma de una proposicién.

Proposiciéon 5.13. Sea uy una funcion continua definida sobre el interva-
lo [0,L], que satisface up(0) = uo(L) = 0. Entonces la solucion u(z,t) del
problema de Cauchy-Dirichlet 5.81 satisface

o
x k
u(z,t) = X:bk(f(kf)275 sin (%m) , z€][0,L], t>0,
k=1

donde los coeficientes by son los coeficientes de Fourier de la extension impar
y 2L-periddica de ug a toda la recta real.

A continuaciéon presentamos dos ejercicios que nos permitirdn aplicar la
férmula (5.83) para obtener alguna informacién adicional sobre las soluciones
de la ecuacién del calor.

Ejercicio 5.21. **

1. Mostrar que la integral de energia

I(t) = /OL u?(z, t)dx

es decreciente.

2. Probar que el flujo asociado con el problema de Cauchy-Dirichlet para la ecua-
ci6n del calor (ver la observacién 4.6.4) satisface

[|®(uo, ) — @(vo,t)|lL2(0,2]) < lluo — vollz2(0,L))-

Mostrar que esta férmula implica la dependencia continua del flujo respecto al
dato inicial, para la nocién de convergencia asociada con la norma || - ||2.  #
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Ya habiamos visto que el metodo de la series de Fourier permite resolver
ademds otras ecuaciones en derivadas parciales. A continuacién presentamos
nuevas aplicaciones.

Ejercicio 5.22. * Utilizar el método de las series de Fourier para resolver

Uz (2,9) + uyy(2,9) =0, (z,y) € (0,m) x (0, 7),
con las condiciones de borde:
1. u(0,y) = u(m,y) = siny, u(z,7) = u(z,0) = 0.
2. u(0,y) = u(m,y) =0, u(z, ) = u(z,0) = z(x — 7).
3. u(0,y) = u(m,y) =siny, u(z,7) = u(z,0) = z(x — 7).

Ejercicio 5.23. ** SOLUCIONES DE LA ECUACION DEL CALOR CON DATO EN L2

Consideremos el problema

ue(x,t) = ugz(2,t), (x,t) € Q=(0,1) x (0, +00),
u(0,t) = u(l,t) =0, te€]0,+00), (5.84)
u(w,O) = u0($)7 TE [07 1]7

donde ug es una funcién de L?([0, 1]).

1. Mostrar que existe una funcién continua u : [0, 1] x (0, 4+00) = R que satisface
la ecuacién del calor uy = ug, en ) (en particular, hay que demostrar que estas
derivadas parciales existen), y que tiene la propiedad de que

limu(-,t) =
tlg;U(,) o

respecto a la norma || - ||z del intervalo [0, 1]*.

2. Mostrar que hay una tnica funcién u(z,t) que es solucién del problema (5.84)
en el sentido descrito en la parte 1.

Ejercicio 5.24. ** En este ejercicio consideraremos el problema de la cuerda vi-
brante de longitud 1, con sus extremos fijos, cuyas vibraciones estdn amortiguadas.
Sea

Q=(0,1) x (0, +00).

La descripcién de este problema conduce a buscar una funcién u = u(z,t), definida
sobre el conjunto Q = [0,1] x [0,400) que satisfaga

ut(t (Z’(;)If) = uzw)(mat) — Ut (.’L‘, t)a (mat)[oel?
ulr, =ugl(x), z € |0,1],
w(#,0) = (), s € 0,1, (5.85)
u(0,t) = u(1,t) =0, t € [0,00)

1SOBRE LA NOTACION recordemos que u(-,t) es la funcién u(-,t) : [0,1] — R que a cada
z € [0,1] le asocia u(z,t)
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donde ug y vg son dos funciones prefijadas que continen la informacién sobre el estado
de la cuerda en el instante inicial, y que satisfacen

ug(0) = uo(1) = vo(0) = vo(1) = 0.
El término —u; en el miembro de la derecha de la ecuacién es el responsable del
amortiguamiento.

1. Buscar una solucién de (5.85) usando el método de las series de Fourier. Calcu-
lar la solucién formalmente.

2. Buscar hipédtesis sobre los datos ug y vg, que permitan asegurar que la solucién
hallada en 1 es efectivamente una solucién del problema (5.85). Para las partes
restantes de este problemas asumiremos que se satisfacen estas hipétesis sobre
los datos ug y vp-

3. Mostrar que la integral de energia

1
1@:A(ﬁmﬂ+@@@ww

es una funcién decreciente de ¢ y que tiende a 0 cuando t — +oo0.

4. Mostrar que se satisface ademads

lim sup |u(z,t)| =0.
tﬁwzqmu|( )|

Vamos a cerrar esta seccién con un ejercicio que vincula los dos métodos
que utilizamos para resolver la ecuacién de ondas en un intervalo [0, L]. Re-
cordemos que habiamos tratado este problema en los ejercicios 4.33, parte 4,
y 4.50'2.

Ejercicio 5.25. ** Mostrar, utilizando las f6rmulas

sinacosb = %[sin(a — b) +sin(a + b)],

sinasinb = 3[cos (a — b) — cos (a+b)],

que la solucién obtenida, en la parte 4 del ejercicio 4.33, por el método de propagacién
coincide con la solucién encontrada en el ejercicio 4.50.

2esta cuestién suscité una polémica entre Euler y Daniel Bernoulli (1700-1782) en la
segunda mitad del siglo XVIII (D. Bernoulli era hijo de Juan Bernoulli (1667-1748) y sobrino
de Jacobo Bernoulli (1654-1705)). En efecto, entre 1747 y 1748 d’Alembert (1717-1783) y
Euler (1707-1783) llegaron a la conclusién de que las soluciones de la ecuacién de ondas
debian ser funciones de la forma F(x — c¢t) + G(z + ct). En 1753 D. Bernoulli propuso,
basdndose en consideraciones fisicas, que la solucién general del problema podia expresarse
por medio de una serie trigonémetrica. Euler, a pesar de que él mismo habia resuelto algunos
casos particulares por medio de funciones trigonémetricas, se expresé contra esta posibilidad
ya que consideraba que era imposible representar una funcién general por medio de una
serie que, inevitablemente, conduce a una funcién impar y periédica. En aquella época no
se aceptaba que una expresién analitica representase una funcién apenas en un intervalo, lo
que explica el punto de vista de Euler, y harfan falta todavia los trabajos de Fourier y los
avances del analisis del siglo XIX para poder dilucidar estas cuestiones



Apéndice A
Prerrequisitos

El objetivo de este apéndice es presentar algunas cuestiones necesarias para
este curso. Se trata de tépicos que corrientemente son cubiertos en una intro-
duccién al cilculo y al dlgebra lineal. Como son temas basicos para algunos
de los desarrollos contenidos en este texto hemos preferido incluirlos en este
apéndice, dandoles un tratamiento adecuado al uso que en otras partes de la
obra se hace de estos temas.






A.1 Nociones sobre curvas y campos vectoriales

Esta seccién tiene como objetivo introducir los elementos de la teoria de curvas
y campos vectoriales que son necesarios para tratar las ecuaciones diferenciales
ordinarias. Nos limitaremos a los aspectos mas bdsicos y a fijar el lenguaje
que utilizaremos en el resto del curso. Una referencia apropiada para estos
temas es el capitulo 4 de [CJ1].

Aunque las nociones de campo vectorial y curva aparecen naturalmente al
tratar ecuaciones diferenciales en R™ con n > 2, nos mantendremos en esta
seccién en el marco n = 2 en el que es mas facil aplicar la intuicién geométrica.
Adema3s, a lo largo de este curso desarrollaremos en ese contexto la mayor parte
del trabajo con ecuaciones diferenciales .

Curvas

Recordemos que la solucién de una ecuacién diferencial X = f(X), donde X
indica un vector de R? y f es una funcién continua

f:QCcR? - R?

es una funcién

X:TCcR—>R? (A1)

de clase C*', definida sobre un intervalo abierto I, tal que para todo t € T
se satisface la igualdad X(¢) = f(X(t)). Como X(t) toma valores en R2
es posible representarla pasando a coordenadas como X (t) = (z(t),y(t)) (o
X (t) = (z1(t), z2(t)), en general cualquier otra notacién razonable para cada
una de las coordenadas es aceptable). Notemos que si X es una funcién como
en (A.1) entonces z e y son dos funciones reales, de clase C'!, definidas sobre el
intervalo I. El vector X no es otra cosa que el vector que se obtiene derivando
cada una de las componentes z e y.

Ejemplo A.1.1.
1. Si X(t) = (t,4%) entonces X (t) = (1,2¢).
2. Si X(t) = (cost,sint) entonces X (t) = (—sint, cost). &

Notemos que en la parte 1 de este tltimo ejemplo, los puntos X (t) recorren
la parsbola de ecuacién y = z2 en el plano (x,y), y cada vector X () es tangente
a esta pardbola en el punto X (¢). En el ejemplo de la parte 2 los puntos X (¢)
est4n siempre sobre la circunferencia z2 + y? = 1 y el pardmetro ¢ no es otra
cosa que el angulo que forma el vector (z,y) con el eje Oz. También en este
caso los vectores X (t) son tangentes a la circunferencia.

El hecho de que al tomar una funcién X : I C R? los puntos X (¢) recorren
una, curva en el plano es mas o menos intuitivo, al punto de que lo tomaremos

1ii



como definicién de la nocién de curva. A lo largo de este curso diremos que
una funcién X : I C R — R2, definida sobre un intervalo abierto I C R y de
clase C', es una curva parametrizada. Llamaremos curva a las imigenes de
las curvas paramerizadas. Es decir, si X es una curva parametrizada entonces
el conjunto

v ={X({);t €I} (A.2)

es una curva. En este caso diremos que 7 estd parametrizada por X, o que
X es una parametrizacion de . También utilizaremos la palabra traze para
referirnos a la imagen de una curva parametrizada. Por ejemplo, la curva -y es
la traza de la curva parametrizada X.

Ejemplo A.1.2.

1. La curva
Xi(t) = (t,t%), teR,

es una parametrizacién de la pardbola y = z2 (valga la metonimia).
También es posible parametrizar esta parabola de otra manera, por ejem-
plo con la curva parametrizada

Xo(t) = (1+t,1+2t+#%), teR.

2. Si consideramos
X3(t) = (cost,sint), t € (0,m),
obtenemos una parametrizacion de una semicircunferencia. También
X4(t) = (5, V1 —12), te(-1,1).
es una parametrizacion de esa curva. &

En este curso nos interesardn especialmente dos clases de curvas parame-
trizadas:

1. las curvas constantes, de la forma X (t) = X, para t € R que tienen la
propiedad de que X (t) siempre es nulo. Estas curvas aparecen cuando
uno encuentra una solucién estacionaria de una ecuacién diferencial, co-
mo es el caso cuando X es un punto critico de una ecuacién diferencial
auténoma.

2. Las curvas tales que X (t) nunca se anula. A estas curvas las llamaremos
curvas parametrizadas regulares. El vector X (t) es el vector tangente a
la curva en el punto X (2).

v



La razén por la que estos dos tipos de curvas concentran nuestra atencién
es que las soluciones de las ecuaciones diferenciales auténomas son curvas
constantes o curvas parametrizadas regulares.

Ejemplo A.1.3. La curva X (t) = (¢,#2), t € R, es una curva parametrizada
regular. En cambio, si tomamos X (t) = (3,1%), t € R esta curva no es regular,
porque X (0) = 0. Es interesante observar que la traza de ambas curvas en el
plano (z,vy) es la pardbola de ecuacién y = z2. La curva X (t) = (#3,¢2) no es
una curva regular. Observar que su traza es el conjunto con ecuacién z2 = 33,
que presenta cierta singularidad en el origen. &

En el ejemplo A.1.2 debe llamarnos la atencién el hecho de que en las dos
parametrizaciones de la pardbola esta curva se recorre en el mismo sentido,
en tanto que hemos cambiado el sentido en que se recorre el arco de circun-
ferencia al pasar de la parametrizacién X3 a X4. Esto corresponde al hecho
intuitivo de que una curva puede recorrerse en dos sentidos. Diremos que dos
parametrizaciones de una misma curva tienen la misma orientacion si reco-
rren la curva en el mismo sentido. Es mas o menos evidente que cualquier
curva regular tiene sélo dos orientaciones posibles. El fin de nuestra préxima
observacién es poner esta idea sobre una base un poco més sélida. Su lectura
puede omitirse en una primera aproximacién al tema.

Observacion A.1.4. Aunque la expresién “mismo sentido” tiene un significa-
do mas o menos evidente requiere una definicién si queremos introducirla en el
marco de una teoria matemadtica libre de ambigiiedades. La manera de hacer
esto para curvas regulares es la siguiente: diremos que la curvaY : J — R? es
una reparametrizacion de la curva X : J — R? si existe una funcién biyectiva
a: I — J, de clase C1, tal que o nunca se anula y que satisface

X(t) =Y(a(t), tel (A.3)

Si la derivada o es siempre positiva entonces diremos que las curvas X e Y
tienen el mismo sentido o la misma orientacién. En cambio, si o < 0 diremos
que tienen distinto sentido u orientacién. La condicién de que o' no se anule
impide que su signo pueda cambiar.

Ejemplo A.1.5. Si volvemos a las curvas de nuestro ejemplo A.1.2 encontra-
mos que podemos escribir

Xo(t) = X1(a(t)), cona(t)=1+t, t€R.

En este ejemplo es o/ = 1 y las dos curvas tienen la misma orientacién. Tam-
bién tenemos que

X3(t) = X4(aft)), con aft) =cost, t € (0,7).



En este segundo caso o/(t) = —sint < 0, parat € (0,7) y la reparametrizacion
cambia el sentido en que se recorre la curva, tal como nuestra intuicién nos

indica. &

Con esta nocién de orientacién que acabamos de introducir todas las re-
parametrizaciones de una curva regular quedan divididas de manera natural
en dos clases: las que tiene igual sentido que la curva original y las que no.
Cada una de estas dos clases constituye una orientacion para la curva. Dada
una curva parametrizada X (t), definida sobre un intervalo I = (a,b) (aqui
admitimos que a pueda ser —oo y/o b sea +o00) es muy ficil conseguir una
reparametrizacién con orientacién contraria a la de X (). simplemente defini-
mos

Y(t) =X(-t), teJ=(-b—a).
Es evidente que X (t) = Y (a(t)), donde a(t) = -ty o/ = —1 [ )

Habiamos convenido en llamar curva a los conjuntos del plano que se ob-
tenfan como imdagenes de las curvas parametrizadas. Una curva orientada es
una, curva junto con la especificacién de una de las dos orientaciones posibles.
La manera de fijar la orientacién es dar una parametrizacién de la curva que
esté en la clase que corresponde a esa orientacién.

Ejemplo A.1.6. Consideremos la parte que estd en el semiplano y > 0 de la
circunferencia 22 +y? = 1, orientada en el sentido que las x crecen. Para espe-
cificar esta orientacién podemos utilizar la parametrizacién X4, pero también
es posible hacerlo, por ejemplo, con X(t) = (cost,—sint), con t € (—m,0).
Ambas parametrizaciones inducen la, misma orientacién sobre la curva.

Como graficar curvas dadas a través de una parametrizacién

En la parte de este curso dedicada a las ecuaciones diferenciales ordinarias
auténomas pondremos énfasis en ciertos aspectos cualitativos de la teoria que
pueden ser apreciados a través de la representaciéon de las los planos de fases
asociados con ellas. Para obtener estas representaciones debemos ser capaces
de dibujar las soluciones de las ecuaciones diferenciales, que, como ya mencio-
namos, no son otra cosa que curvas parametrizadas. Veremos varias maneras
de abordar esta tarea. Una de ellas es desarrollar la habilidad de graficar en
el plano una curva parametrizada. Este procedimiento sera til cuando dis-
pongamos de una férmula para las soluciones, o al menos para alguna solucién
particular privilegiada, de las ecuaciones diferenciales. Por fortuna no es el
tnico disponible, observacién que cobra especial importancia ante el hecho de
que muchas veces es dificil, o directamente imposible, obtener una férmula
para las soluciones de una ecuacién diferencial dada.

Sin embargo, en muchos casos de interés dispondremos de férmulas, asi
que trataremos de sacarles el mayor jugo posible graficando las curvas que

vi



representan. Pensemos entonces en como graficar una curva

X(t) = (z(),y(), 1€ (ab),

donde admitimos la posibilidad de que el intervalo (a,b) sea una semirecta o
toda la recta. En general es posible obtener una representacién bastante buena
realizando alguna de las siguientes operaciones, o todas ellas si es necesario:

e Ubicar en el plano algunos puntos privilegiados. Por ejemplo, los puntos
donde z(t) o y(t) cambian de signo (puntos de corte con los ejes Oy y
Oz respectivamente) u otros puntos que puedan ser de interés.

e Estudiar el crecimiento de z(t) e y(¢), analizando el signo de  y y. En
particular, ubicar en el plano los puntos de & y/o y cambian de signo.

e Analizar el comportamiento de X (¢) cuando ¢t a y ¢t 1b.

e Intentar expresar y como funcién de z (o viceversa), al menos para algin
rango de valores de t, y utilizar las técnicas conocidas para estudiar
funciones reales de variable real.

e Cuando sea conveniente, expresar la curva (z(t), y(¢)) en otro sistema de
coordenadas.

Vamos a ver a continuacién algunos ejemplos.

Ejemplo A.1.7. Consideremos

X(t) = (eh,e*), teR.
En este caso tenemos z(t) = €' y y(t) = e?. Por lo tanto z(t) e y(t) son
siempre positivas y crecientes. Es claro que se satisface y(t) = z?(t), por lo
que la traza de esta curva esta contenida en la pardbola y = 2. Ademds

limy, o z(t) = limy, o y(t) =0,
limyy o0 () = limy—y 1 o0 y(t) = 400,

por lo que la curva X(t) es una parametrizacién del arco de paridbola y = z?

contenido en el semiplano x > 0. &
Ejemplo A.1.8. Ahora estudiaremos la curva

X(t) = (e'(1+1t),€e"), teR.

En este caso z(t) pasa de ser negativo a positivo en t = —1. Como y(—1) = e™!
encontramos que el punto (0,e~!) est4 en la traza de esta curva. Por otra par-

te y(t) es siempre positivo. Un sencillo cdlculo nos dice que z(t) = (2 + t)el,
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() = €. Por lo tanto y(t) siempre es creciente, mientras que z(t) decre-
ce en el intervalo (—oo,—2), alcanza su valor minimo z(—2) = —e~2 en
t = —2 y es creciente para valores de ¢ > —2. Cuando ¢t | —o0 se tiene
limy, oo z(t) = lmy, o y(t) = 0y limy,_ y(t)/z(t) = 0, por lo que la
curva se acerca al origen desde el segundo cuadrante, y tangente al eje O,
cuando t | —oo. En el otro extremo, tanto z(¢) como y(t) van a +o0o cuando
t T +oo, y el cociente y(t)/y(t) también tiende a cero en este caso. La in-
formacién que hemos encontrado hasta ahora es suficiente para dibujar una
buena representacién de la curva.

Otra manera de estudiarla es observar que puede despejarse ¢ = logy de
la definicién de y(t), para luego sustituir en la expresién de z. Por este proce-
dimiento obtenemos que sobre la traza de la curva que estamos considerando
debe satisfacerse

= (1+1logy)y, y>0,

cosa que nos permite graficar la £ como funcién de y. &

Ejemplo A.1.9. En el 4ltimo ejemplo de esta seccién trabajaremos con
X(t) = e *(cost,sint), t€R.

Esta curva corta el eje Oy siempre que t = 7/2 + km, con k € Z, y el eje Oz
ent = km, k € Z. Si calculamos las derivadas £ y 1 obtenemos

&= —e tcost — e tsint,

= —e tsint + e ' cost.

Es interesante observar que es mdas ficil analizar el signo de £ y g, y por
ende el crecimiento de x e y, escribiendo

T=—-z—y,

P ae (A.4)

Esto indica que z crece mientras y < —z y decrece en el semiplano y > —z. Al
cruzar la recta y = —z cambia el crecimiento de . Un anilisis similar puede
hacerse respecto al crecimiento de y y la recta £ = y. Vale la pena destacar
que esta informacién sobre el crecimiento/decrecimiento de z e y no depende
de la forma precisa de X (¢) sino del hecho de que X (¢) es una solucién de la
ecuacion diferencial (A.4). En realidad es posible conjeturar muy bien la forma
de la curva utilizando pura y exclusivamente esta informacion. Vale la pena
intentarlo, como un ejercicio que nos indica que no siempre es imprescindible
resolver una ecuacién diferencial para saber algo sobre sus soluciones.
Es ficil ver ademds que

lim (z(t),y(t)) = (0,0).

t—+00
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Combinando este hecho con la informacién que ya tenfamos resulta que X (%)
se aproxima al origen, enrollandose en sentido antihorario, cuando ¢ va a +oc.
Con estos elementos es posible conseguir una buena representacién de X ().
Una inspeccién directa de la férmula que define X (¢) nos muestra que podemos
expresar esta curva en coordenadas polares como r(t) = et, §(t) = t. Esta
representaciéon muestra que r decae rapidamente a 0 cuando t — +00 y que
limy, oo 7(t) = +00, cosa que confirma el hecho de que cuando ¢ es muy
grande en médulo y negativo X (t) estd muy lejos del origen. Por otra parte,
la coordenada angular 6 es proporcional a t, de modo que X (¢) da infinitas
vueltas alrededor del origen cuando t varia entre —oo y +o00.

Campos vectoriales

La informacién sobre campos vectoriales que daremos en esta seccién es muy
escueta y consiste esencialmente en subrayar que es posible interpretar una
funcién

f:QcR? 5 R?

como la operacién de asignar a cada (z,y) € € un vector de R?, dado jus-
tamente por f(z,y). Con esta idea en mente, el dibujo que uno debe aso-
ciar en su cabeza con la funcién f es el dominio 2 cubierto de “flechitas”
de la siguiente manera: sobre cada punto (z,y) de © ponemos el vector
flz,y) = (fi(z,y), fo(x,y)) que la funcién f produce. Recomendamos ver
la observacién 1.3.6, acerca de la utilidad de este punto de vista al tratar las
ecuaciones diferenciales.

ix



A.2 Espacios vectoriales con producto interno

En este apéndice vamos a recoger alguna informacién acerca de los espacios
vectoriales con producto interno. Presentaremos aqui lo que nos hace falta pa-
ra la teoria de las series de Fourier, sin preocuparnos por hacer una exposicién
de caricter general que puede encontrarse en la literatura especifica sobre el
tema. Por ejemplo, en el texto [He].

Si V es un espacio vectorial real, diremos que una funcién

(,): VXV =R,

que a un par (v,w) de elementos de V le asocia el nimero real (v, w) es un
producto interno si se satisfacen las propiedades:

1. LINEALIDAD RESPECTO A LA PRIMERA VARIABLE

<>\1’l)1 + )\2’1)2,’w> = >\1<v1,w) + )\2(’1)2,11)), v1,V2,W € V, )\1,)\2 (S R;

2. SIMETRIA
(v,w) = (w,v), v,w € V;
3. NO NEGATIVIDAD Y NO DEGENERACION
(v,v) >0, wveV.
Ademds, (v,v) =0 siy sélo si v es el vector nulo de V.

Ejemplo A.2.1. Si V = R? el producto interno usual entre dos vectores

T = (.1‘1,.1'2,.%'3), y= (y15y27y3)a

en ese espacio vectorial es
3
(@,9) =Y ziyi
i=1

Dejamos como ejercicio (facil) para el lector verificar que se satisfacen todas
las propiedades que debe tener un producto interno. &

Ejemplo A.2.2. Consideremos el espacio vectorial V formado por las fun-
ciones reales, continuas, periédicas de periodo 2L, definidas sobre R. Las
operaciones de suma y producto por un escalar son las usuales:

(f +9)(x) = f(z) +g(z), Mf)(z) =Af(z), z€R.
Entonces la férmula,

L
(f.9) = /  f@)gla)da. (A.5)
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define un producto interno en V. Demostremos esta afirmacién.

Notemos primero que nada que para cualquier par de funciones f y g en
V la integral estd definida y es un nimero real, por lo tanto (A.5) da lugar a
una, funcién de V x V con valores reales.

En el caso de (A.5) la linealidad respecto a la primera variable es una con-
secuencia inmediata de la linealidad de la integral, en tanto que la simetria se
obtiene trivialmente a partir de la conmutatividad del producto de nimeros
reales. Como el producto interno (f, f) es la integral de la funcién no negati-
va f? resulta evidente que tiene que ser mayor o igual que cero.

Sélo nos resta mostrar que cuando ese producto se anula entonces la fun-
ciéon f es idénticamente nula. Esto da algo mas de trabajo y requiere la
hipétesis de continuidad de f para que el resultado sea cierto.

Lema A.1. Sea f una funcion definida sobre R, real, continua, de periodo 2L
y tal que

/LL f2(z)dz = 0.

Entonces f es idénticamente nula.

PRUEBA: como f es periddica de periodo 2L sus valores en todo R quedan
determinados por sus valores en un intervalo cualquiera de longitud 2L. Por
lo tanto, si demostramos que f se anula sobre todo el intervalo [—L, L] debe
anularse en todo R. Notemos que si f toma algin valor distinto de 0 en un
punto zo del intervalo [—L, L] entonces f?(zq) es positiva. Més aiin, por la
continuidad de f esta funcién tiene que ser positiva en algin entorno de g, y
esto implica que su integral es positiva, cosa que lleva a una contradiccion. A
continuacién vamos a desarrollar este argumento. Supongamos entonces que
existe un zy € [—L, L] tal que f(z() # 0. No es ninguna pérdida de generalidad
suponer que xj estd en el intervalo abierto (—L, L). Como f(zg) # 0 entonces
f?(z¢) > 0. La funcién f2 es continua, por lo tanto existe un niimero § > 0
tal que
2(z0)/2 < f3(z), € (xo—6,z0 + ).

Por lo tanto

L To+0
/ 2 (z)da > / P(2)de > 5/2(@0) > 0. O
L x

0—0

Ejercicio A.1l. * Completar la prueba del lema anterior, considerando el caso en
que xg = £L. 3

Observacién A.2.3. La definicién de producto interno sobre un espacio vec-
torial complejo es completamente andloga a la del caso real. En un espacio
complejo el producto interno tomara valores en C y hay que sustituir la pro-
piedad de simetria por

(v,w) = (w,v) v,weV,



que nos dice que al cambiar el orden de los vectores en el producto obtenemos el
conjugado del producto original. Por ejemplo, en el espacio vectorial complejo
formado por las funciones continuas, 2L-periédicas, definidas sobre R y a
valores en C, podemos introducir un producto interno definiendo (f,g) por
medio de una ligera modificacién de la férmula (A.5), que consiste en poner
g, la funcién conjugada de g, en vez de g en la integral. [

Un producto interno (-, -) definido sobre un espacio vectorial tiene asociada
una norma', que queda definida la expresién

[oll = v {v,0). (A.6)

La parte més delicada de la demostracién de que (A.6) efectivamente define
una norma en V es probar la desigualdad triangular

o+ wl| < [loll +|lwll, v,weV,
que puede obtenerse como consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz
(v, w) < [lolllwl], v,weV.

No demostraremos aqui ninguna de estas dos desigualdades, cuya justificacion
puede encontrarse por ejemplo, en [He], pdginas 360-363.

Ejemplo A.2.4. Cuando se considera el producto interno usual en R3, Ia
norma correspondiente es el médulo o longitud

La norma asociada con el producto interno (A.5) es
L
1=y [ f2@)a.
L
Obtenemos la estimacién

/L " f@)gla)de < \/ /L ’ f?(x)dx\/ /L * ()

escribiendo la desigualdad de Cauchy-Schwarz en el caso particular que esta-
mos considerando. &

1a definicién de norma aparece en la pagina 195 de este texto
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También hay una nocién de ortogonalidad o perpendicularidad asociada
con un producto interno (-, -). Diremos que f y g son ortogonales si

<fag> =0.

Senalemos una vez mas que cuando introducimos un producto interno en un
espacio vectorial automdaticamente producimos una norma, la norma asociada
con ese producto interno, por medio de la férmula (A.6). Tal como vimos
en la seccién 2.3, una norma en un espacio vectorial conlleva una nocién de
convergencia respecto a la cual podemos definir el 1imite de una sucesiéon de
funciones f, en V.

En la teoria de las series de Fourier entran en juego los dos aspectos de
los espacios vectoriales con producto interno que menciondbamos en el tltimo
parrafo, ya que se trata de construir, a partir de argumentos geométricos basa-
dos en la ortogonalidad de cierta familia de vectores, una buena aproximacion
de cualquier funcién en el espacio vectorial formado por las funciones conti-
nuas y periédicas. En nuestra proxima seccién desarrollaremos las nociones
necesarias para aproximarse a las series de Fourier desde este punto de vista.

A.2.1 TUna nocién de aproximacién: la proyeccién

Cuando estamos trabajando en un espacio con producto interno, dados un
vector f y un subespacio W de dimensién finita hay un vector de W que es
la aproximacién éptima de f por elementos de W: la proyecciéon del vector f
sobre el subespacio W.

Aunque es probable que el lector este familiarizado con la teoria de los
espacios con producto interno solamente en el marco de los espacios de di-
mensién finita, veremos a continuacién que muchos aspectos geométricos de la
teoria son independientes de la dimensién. En particular, utilizaremos esta vi-
sién geométrica para trabajar en el espacio vectorial de las funciones continuas
y periddicas, que no es de dimensién finita.

Comencemos por recordar el Teorema de Pitdgoras en un espacio con pro-
ducto interno (aunque en una versién que Pitdgoras tal vez no reconoceria).

Teorema A.1 (Pitdgoras). Si dos vectores f y g de un espacio con producto
interno son ortogonales entonces se satisface

1F +gll* = 1I£11* + llg]I*. (A.7)

Corolario A.2. Si los vectores f;, i1 = 1,...,n son ortogonales dos a dos
entonces
n n
DY fl2 =D AP (A.8)
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La prueba de estos resultados se reduce a un sencillo cdlculo. Si W es un
subespacio de dimensién finita con base ortonormal {e;, i =1,...,n}, y f un
vector cualquiera del espacio V', entonces definimos la proyeccién de f sobre W
como

Pf= Z(f, €i)e;- (A.9)

Proposicién A.3. FEl vector Pf es la mejor aprozimacidon a f por vectores
de W, en el sentido de la norma. Es decir

— Pf|| = mi — wl|. Al
If = PS)l = min 1] - w] (A.10)
Ademds, la diferencia f — Pf es ortogonal a cualquier vector de W

PRUEBA: Comenzaremos por demostrar esta tdltima afirmacién. Como el
producto interno es lineal basta mostrar que f — Pf es ortogonal a cualquier
vector de una base de W para concluir que es ortogonal a cualquier vector de
W. Mostraremos entonces que f — Pf es perpendicular a los vectores e; de la
base ortonormal con la que estamos trabajando. En efecto, consideremos un
numero natural j, tal que 1 < j < n, y calculemos usando la definicién de Pf:

n

<f — Pf, ej) = <f7 ej) - Z(fa 6i><6i,€j>.

=1

Como los e; forman una base ortonormal el Gnico producto (e;, e;) no nulo es
el que tiene ¢+ = j y vale 1. De aqui se deduce inmediatamente que

(f —Pf,e5) =0.

Para mostrar que Pf es la mejor aproximacion tomaremos un vector

n
w = E a;€;
=1

de W y mostraremos que ||f — w|| es mayor que ||f — Pf|| si w # Pf. Como
utilizaremos la ortogonalidad y el teorema de Pitigoras haremos los cédlculos
con los cuadrados de las normas. Comencemos escribiendo

f—w=(f—-Pf)+(Pf—-w).

Notemos que
n

Pf—w="Y ((f.e:) —a)ei

i=1
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es también un vector de W, por lo tanto es ortogonal a f —Pf y de esta manera
hemos escrito la diferencia f —w como la suma de dos vectores perpendiculares.
Esto permite calcular su norma ficilmente como

If —wl* =1If = PfI? + |Pf —wl? (A.11)

También es facil calcular el cuadrado de la norma de Pf — w. Usando el
corolario del teorema de Pitdgoras y el hecho de que la base {e;, i =1,...,n}
es ortonormal tenemos

n
IPf—wl®> =" (f,e) — ail*
i=1
En resumen

If = wl®=|If = PFI>+ D[ e) —ail®> > || f — P£I*

=1

La igualdad en esta tltima expresion se obtiene si y sélo si todos los a; son
iguales a los productos (f,e;), pero esto es equivalente a que el vector w sea
exactamente Pf.

Para cerrar esta observacion extraeremos dos consecuencias mas del teo-
rema de Pitigoras. En primer lugar notemos que como f y f — Pf son
ortogonales y

f=(—-Pf)+Pf

tenemos que

IF1I? = 1If = PFIP + 1P fII*. (A.12)

1. Como los dos sumandos en el miembro de la derecha de (A.12) son no
negativos cada uno de ellos es menor o igual que | f||? (es decir, los
catetos son més cortos que la hipotenusa). En particular, utilizaremos

luego la acotacién
IPFI <11, (A.13)

que simplemente dice que la proyecciéon es mas corta que el vector pro-
yectado.

2. El teorema de Pitigoras también permite calcular que tan lejos estd f
de Pf a partir del conocimiento de las normas de f y Pf. Si despejamos
|f — Pf|? de (A.12) obtenemos

If = PFIP = I£17 = IIP£I”. (A.14)
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Apéndice B

Las ecuaciones de ondas y del
calor

En este apéndice presentamos una derivacién de las ecuaciones de ondas y
del calor a partir de sencillos modelos fisicos. Ademdas de mostrar un par
de ejemplos en el que estas ecuaciones surgen naturalmente, la imagen fisica
del problema permite ganar cierta intuicién acerca del comportamiento de las
soluciones e introducir en forma natural algunas magnitudes relevantes y ttiles
para la consideracién de estas ecuaciones.

xvil






B.1 La ecuacién de ondas

La ecuacién de ondas es un modelo para describir fendmenos oscilatorios en
diversos medios continuos. Veremos a continuacién cémo aparece cuando se
intenta analizar las vibraciones de una cuerda flexible en un plano. Utiliza-
remos un sistema de coordenadas (z,y) en el plano en el que transcurre el
movimiento. Supondremos que cuando la cuerda esti en reposo todos sus
puntos estan sobre el eje x, por lo que la variable real x representara la posi-
cién medida sobre la cuerda. Con ¢ indicaremos el tiempo. Adoptaremos la
siguiente hipétesis de trabajo: los puntos de la cuerda sélo se desplazan en la
posicién vertical que corresponde al eje y. Entonces, con u(z,t) representare-
mos el desplazamiento del punto z de la cuerda, en el instante ¢, respecto a
la posicién de equilibrio u = 0. Notemos que para cada valor fijo de t, la fun-
ci6én u(-, t), contiene la informacién sobre la posicién de la cuerda. Su derivada
respecto al tiempo u(-,t) representa el estado de velocidades de la cuerda, y
uy (-, t) las aceleraciones.

Llamemos p a la densidad lineal de la cuerda, es decir a su masa por
unidad de longitud, a la que supondremos constante. Ademds supondremos
que la cuerda esta sometida a una tensién T en la direccién horizontal, que
también permanece constante. En la figura B.1 aparece un esquema en el que
hemos representado a C y los esfuerzos que actian sobre sus extremos. Con

hu(-, 1)

Tuz(x + Az, t)

Figura B.1: la porcién C' de la cuerda y las fuerzas que actian sobre ella
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esta informacién podemos plantear la ecuacién de Newton (ﬁ = mda) para la
porcién C de cuerda que estd en el intervalo [z,z + Az], y proyectarla en la
direccién vertical. Como hemos supuesto la cuerda flexible, los esfuerzos que
actiian sobre C' a través de cada uno de sus dos extremos deben tener una
direccion tangente a la cuerda. Por lo tanto la relacién entre sus componentes
vertical y horizontal debe ser justamente w,, porque esta funcién mide la
pendiente de la cuerda. En resumen, como la componente horizontal de la
fuerza es la tensién T, la fuerza que actia sobre C en el instante ¢ es, luego
de proyectada sobre la direccién vertical,

T(uz(z + Az, t) — ug(x,t)). (B.1)

Esta fuerza debe ser igual al término

Tz+Azx
o / wn(y, ) dt, (B.2)

que es una versién continua de la suma de m X @ sobre todas las particulas
que forman la porcién de cuerda C. Si suponemos que existe uz, y que ug
es continua, luego de igualar (B.1) y (B.2), dividir entre Az y pasar al limite
cuando Az | 0 obtenemos

(2, 1) = (T/p)uzs(2,1).

Si llamamos ¢? a la constante positiva T'/p encontramos que esta ecuacién es
justamente la ecuacién de ondas

Ut — c2uM =0.

Observacién B.1.1. La funcién u,(-,t) nos da informacién sobre el estado
de deformaciones en la cuerda, y estd directamente relacionada con la energia
potencial que la cuerda almacena en el instante ¢t. La funcién wu; representa
las velocidades, por lo que u? contendrd la informacién acerca de la energia
cinética. La integral

T+Ax ) 5 o
/ (ut (y7 t) +c uw(ya t)) dy

es proporcional a la energia total (suma de las energias potencial y cinética)
almacenada en la porcién C' de la cuerda en el instante t. En la seccién 4.4 se
saca partido de este tipo de integrales para estudiar el comportamiento de las
soluciones de la ecuacién de ondas.

Ya que estamos, mencionemos que la energia de las soluciones es una bue-
na medida de su “tamano” que sugiere cudles son las normas, en el sentido
de normas en un espacio vectorial, que hay que utilizar para estudiar los pro-
blemas relacionados con la ecuacién de las ondas. Ver la observacién 2.3.7,
pagina, 198. [
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Naturalmente, la ecuacién de ondas por si s6la no es suficiente para de-

terminar las soluciones, y hace falta fijar ademds condiciones iniciales y/o de
contorno. A continuacién describimos algunos problemas de contorno para la
ecuacion de ondas que son considerados en este texto, y sus correspondientes
imégenes en términos de una cuerda vibrante.
LA CUERDA INFINITA: EL PROBLEMA DE CAUCHY PARA LA ECUACION DE
ONDAS EN R. Llamaremos asi al problema que consiste en resolver la ecuacién
de ondas con z € R, fijando valores iniciales para u y us. Se trata entonces
de buscar una funcién u : R? — R, de clase C?, que satisfaga

ug(z,t) — ugy(z,t) =0, (z,t) € R2,
u(z,0) = uo(zx), z€R, (B.3)
’u,t(iﬂ,O) = 'UO(:L')a z €R,

donde ug y vg son dos funciones conocidas que constituyen un dato del pro-
blema. En la seccién 4.3 mostramos que ug tiene que ser de clase C? y vg
de clase C; para que exista una solucién v de clase C?. Si queremos pensar
este problema en términos de la cuerda vibrante (o de otro medio continuo en
el que ocurren oscilaciones) debemos imaginar una cuerda infinita (un medio
infinito), en el que el desplazamiento inicial estd dado por ug, y el estado de
velocidades inicial por vy.

Observacién B.1.2. En principio podriamos buscar una soluciéon que esté
definida sélo para t > 0. Sin embargo, al analizar este problema —ver, por
ejemplo, la seccién 4.3 de este mismo texto— resulta evidente que la solucién
queda definida para todos los tiempos. Por esta razén escogemos todo R
como dominio temporal desde el principio. La misma consideracién vale para
los otros problemas de valores iniciales y de contorno para la ecuacién de
ondas. [

LA CUERDA SEMI-INFINITA: EL PROBLEMA DE CAUCHY-DIRICHLET PARA LA
ECUACION DE ONDAS EN [0, +00). En este caso trabajaremos en el semiplano
z > 0, y hay que fijar una condicién lateral en z = 0. Se trata entonces de
buscar una funcién continua

u: [0,40) x R = R,
de clase C? en (0,+00) x R, que satisfaga
ug(z,1) — ugy(z,t) =0, (z,t) € (0,+00) x R,

u(z,0) = ug(z), z € [0,4+00),
ut(z,0) = 1?0(1'), z € [0, +00), (B.4)
u(0,t) = g(t), teR.,

En este caso los datos, que asumiremos conocidos, son ug, vg y g. Es natural
exigir ademas las condiciones de compatibilidad

up(0) = g(0), wo(0) = g¢'(0),
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entre los datos iniciales y de contorno.

LA CUERDA ACOTADA: PROBLEMA DE CAUCHY-DIRICHLET PARA LA ECUA-
CION DE ONDAS EN [0, L]. Este problema corresponde a estudiar las vibra-
ciones de una cuerda flexible de longitud L. Es en realidad el mis cercano a
nuestra intuiciéon cotidiana, porque es un buen modelo para estudiar las vi-
braciones de, por ejemplo, una cuerda de guitarra. Para ug, vg, g1 y g2 dados,
buscaremos una funcién continua

u:[0,L] xR —- R,
de clase C? en (0, L) x R, que satisfaga

ug(z,t) — ugz(z,t) =0, (z,t) € (0,L) x R,

U(J,‘, ) = UO( ) HAS [OaL]a

’U,t(SL',O) = 'UO({E)a T e [OaL]a (B5)
u(0,1) = g1(t), t €R,

U’(L’t) = gZ(t)a teR.

Hay que pedir algunas condiciones de compatibilidad obvias entre los datos,
pero omitiremos escribirlas. Notemos que para modelar las cuerdas de guita-
rra, en las que los extremos permanecen fijos, habra que prescribir gy = g3 = 0.
PROBLEMA DE CAUCHY-DIRICHLET PARA LA ECUACION DE ONDAS EN [0, L].
Todavia vamos a formular un problema de contorno mds, que corresponde a
fijar el valor del esfuerzo al que se somete la cuerda en sus extremos en vez
de dar su posiciéon. En este caso tenemos que buscar una funcién continua u,
con derivada u, continua [0, L] x R, que sea de clase C? en el interior de este
conjunto del plano, y que satisfaga

Ut :L‘,t) - CQuzz(xat) = Oa (:II,t) € (OaL) X R’

U iE,O) = ’U,()(I), S [OaL]a

ut(:v,O) = UO((E)a T e [OaL]a (B6)
uw(Oat) = hl(t)a te Ra

wg(L,t) = ha(t), t€R.
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B.2 La ecuacion del calor

En lo que sigue consideraremos la cuestion de determinar como evoluciona la
temperatura de una barra de longitud L, a partir de una distribucién inicial de
temperaturas conocida. Supondremos que las condiciones iniciales estdn dadas
en el instante t = 0 y que queremos conocer el estado de la barra en ¢ > 0.
El primer paso para atacar este problema es construir un modelo matematico
que describa esta situacién, cosa que haremos a continuacion.

Para empezar identificaremos la barra con el intervalo [0, L] y supondremos
que la temperatura sélo depende de la coordenada x, medida a lo largo del
eje de la barra, y del tiempo t. Esta hipdtesis es equivalente a despreciar las
variaciones de temperatura en las direcciones transversales de la barra. En
definitiva, describiremos la temperatura en la barra por medio de una funcién
u = u(z,t), que estard definida para z en el intervalo [0, L] y ¢ > 0.

En el problema que vamos a tratar el intercambio de energia entre la barra
y el exterior, o entre distintas porciones de la barra, se debera exclusivamente
al fluyjo de calor. Supondremos ademds que el intercambio de calor con el
exterior s6lo ocurre en los extremos x = 0 o z = L de la barra.

Para determinar la ley que gobierna la evolucién recurriremos a algunas
hipétesis simples sobre el intercambio de calor y sobre la energia almacenada
en la barra. Si consideramos un intervalo [z,z + Az] C (0, L) en el interior de
la barra, asumiremos que la energia que estd almacenado en este pedazo de
material en el instante ¢ es

T+Azx
a(t) = / culy, t)dy, (B.7)

donde la constante positiva c es el calor especifico por unidad de longitud del
material del que estd hecha la barra. Como consecuencia del principio de
conservacion de la energia la variacién de g se debe al flujo de calor desde
el resto de la barra, hacia el intervalo [z,z + Az] a través de los puntos z y
z+ Az. Para describir este flujo recurriremos a la ley del conduccion del calor
de Fourier, que prescribe que el flujo de calor es proporcional a la derivada
de la temperatura respecto a la variable espacial. En resumen, si para cada
z € (0, L) indicamos con ¥(z,t) la cantidad de calor que estd pasando desde
la porcién de la barra que estd en [0, z) hacia el intervalo (z, L] , por unidad
de tiempo, tendremos

U(z,t) = —kug(z,t), (B.8)

donde k es la conductividad térmica, una constante que depende del material
con el que estemos trabajando. Por lo tanto, el flujo neto de calor hacia el
intervalo (z,z + Ax) es —¥(z + Az, t) + ¥(x,t), y la ley de conservacién dice
entonces que

q(t) = —¥(z + Az, t) + ¥(z,1). (B.9)
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Al escribir cada término de esta igualdad en funcién de la funcién temperatu-
ra u(z,t), utilizando las férmulas (B.7) y (B.8) obtenemos

z+Azx T+Azx
/ Cut(yat)dy = kux(x+A$,t)—kuw(w,t) = / kuwx(yat)d'y (BlO)
z z

Como (B.10) debe satisfacerse para todo z y Az concluimos que la funcién de
temperatura u tiene que satisfacer la ecuacién en derivadas parciales

cug(z,t) = kugz(z,t), z € (0,L), t>0. (B.11)

Para eliminar las constantes ¢ y k podemos realizar un cambio de variables
en t, e introducir un tiempo 7 = (k/c)t. Entonces u, = (¢/k)us = ugy. A
partir de ahora trabajaremos con esta versién convenientemente normalizada
de la ecuacién del calor. Es decir, consideraremos

Ut = Ugg, (z,t) € (0,L) x (0,400). (B.12)
Nos interesard estudiar (B.12) con una condicién inicial
u(z,0) = up(z), ze€]l0,L],

que describe el estado de temperaturas de la barra al comienzo de la evolu-
cién. Para que la evolucién posterior quede determinada hay que fijar ademés
condiciones de contorno sobre los extremos x = 0 y = L de la barra, ya
que resulta evidente que las temperaturas en el interior no serdn las mismas
si calentamos los extremos que si los enfriamos o los mantenemos aislados
térmicamente. En lo sucesivo trabajaremos con dos tipos de condiciones:

1. CONDICIONES SOBRE LA TEMPERATURA EN LOS EXTREMOS. En este
caso fijaremos el valor de la temperatura en los extremos de la barra.
Para ello daremos dos funciones continuas ©1(t) y ©2(t), definidas en
t > 0 tales que

u(0,8) = ©1(1), u(L,t) = Os(t), ¢>0. (B.13)

2. CONDICIONES SOBRE EL FLUJO DE CALOR EN LOS EXTREMOS. Como
el flujo es proporcional a la derivada u, prescribiremos dos funciones
continuas ¥y (t) y Wo(t), definidas en ¢ > 0, tales que

ug(0,1) = U1 (8), ug(L,t) = Un(t), > 0. (B.14)

A continuacién formulamos los problemas correspondientes a cada clase de
datos.

PROBLEMA DE CAUCHY-DIRICHLET. Llamaremos de esta manera al problema,
de resolver la ecuacién del calor en la barra de longitud L con temperatura
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prefijada en los extremos. Los datos serdn la condicién inicial ug(z) y las
temperaturas ©1(t) y ©2(t), que seran funciones continuas de t, en los extremos
de la barra. Buscaremos entonces una funcién

u:[0,L] x [0,00) = R,

continua en [0, L] x [0, 00) y de clase C% en (0, L) x (0, 00), que satisfaga

uz(w,t) = um(m()x ,1), (m,t)[ EIS]O,L) x (0, 00),

u(z,0) = ug(z z e |0,L],

u(0,) = ©y(t), € 0,00), (B.15)
u(L,t) = O9(t), t € [0, 00).

Naturalmente, para que pueda existir una solucién de este problema son nece-
sarias las condiciones de compatibilidad u((0) = ©1(0), ug(L) = ©2(0), entre
los datos iniciales y de contorno.

PROBLEMA DE CAUCHY-NEUMANN. Llamaremos de esta manera al problema
con flujo, o equivalentemente u,, prefijado en los extremos. En este caso los
datos serdn la condicién inicial ug(z) y dos funciones continuas Uq(t) y Wy(t)
que daran el valor de u, en los extremos de la barra. Buscaremos entonces
una funcién u : [0, L] x [0,00) — R, continua en [0, L] x [0,00), de clase C? en
(0,L) x (0,00), con derivada uy continua en [0, L] x (0,00) que satisfaga

’U,t(.’IJ,t) = umm(‘Tat)a (‘Tat) € (OaL) X (Oa OO),
U(.’,C,O) = IU'O(:L')a T e [O’L]a
Uz(oat) = \Ijl(t)a te [Oa OO),
ug(L,t) = Ta(t), t €[0,00).

(B.16)
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