Universidad de la Repiblica - Facultad de Ingenieria - IMERL.
Curso: Int. a las Ecuaciones Diferenciales.

SoLuciON — EXAMEN 24 DE JULIO DE 2024.

Ejercicio 1. Se considera la ecuacién X = AX para la matriz

A—<_1 a> con a > 0.
—a -1

1. Hallar e4*. (9 puntos)
2. Resolver la ecuacién para una condicién inicial arbitraria X (0) = (xo, y0). (8 puntos)
3. Bosquejar el diagrama de fase del sistema. (8 puntos)

Solucion.

1. Por lo visto en el curso, sabemos que si A = (_aﬁ g ) entonces

e )

At —¢ [ cos(at)  sen(at)
Por lo tanto e”™* = e (—sen(at) cos(at) )

2. Sabemos que la solucién es X (t) = eA? (ng) Por lo tanto:

X(1) = e—t< cos(at) sen(at)> <:co> _ <€ef (0 cos(at) + yo sen(at)) >

—sen(at) cos(at) ) \ yo ~t (—zq sen(at) + yo cos(at))

3. Sabemos que la matriz A tiene valores propios A = —1 4 ai. Por lo tanto, las orbitas de la
solucién seran espirales que tienden al origen, girando en sentido horario (una forma de ver el
sentido de giro es observar que si X = (1,0) entonces X = (—1,—a)). Entonces, un bosquejo del

diagrama de fase es:
y
GD X



Ejercicio 2. Para n > 2 se define la funcién f,, : [0,1] — R como en la figura:

o
Sl=t---3
S

-

8

1. Estudiar convergencia puntual de la sucesién de funciones { f,}. (9 puntos)

1 1
2. Probar que h’m/ fn # / lim f,. (8 puntos)

3. Estudiar convergencia uniforme de {f,}. (8 puntos)
Solucién.

1. Fijado = € [0,1], sea ng € N tal que para todo n > ng se cumple que 2/n < x. Luego, por
definicién de {f,} se tiene que f,(z) = 0 para todo n > ng. Lo que implica que f, — 0
puntualmente.

1 1
2. Por un lado, como f,, — 0 entonces / lim f, = / 0=0.
0 0

1 1
1 2
Por otro lado / fn = 5 . n= 1 (4rea bajo la curva). Lo que implica que h’m/ fn=1.
0 n 0
1 1
3. Si hay convergencia uniforme en [0, 1], entonces se tiene que cumplir que lim / fn= / lim f,.
0 0

Luego, por la parte 2), no hay convergencia uniforme.

Ejercicio 3. Enunciar y demostar el segundo teorema de Liapunov (Liapunov 2).

Solucion. Ver notas del curso.

Ejercicio 4.
Sea u : [0, 4+00) x [0, 7] — R continua y de clase C2 en (0, +o00) x (0,7) que verifica:

" U = Uy +u, en (0,400) x (0,7) .

w u(t,0) =u(t,m) =0, Vte][0,+00).

B = sen(nz)
w u(0,z) = Z — Vx € [0, 7).

n=1

1. Usando el método de separacion de variables, hallar un candidato a solucién que sea de la forma

+o0
u(t,z) = Z un(t, x).

0 X =0
2. Probar que — up(t,x) = —u,(t, z). Enunciar los resultados que se utilicen.
q atﬂz:ln(,) ;atn(,) q



Solucion:

1. Busquemos soluciones de la forma:

u(t,z) =T () X(x). (1)

0) w = gy +u = T ()X () = T()X"(2) + T(H)X (2) = T = TG B esta tiltima

igualdad tenemos una funcién que depende del tiempo igualada a una funcién que depende
de la posiciéon. De modo que:

d T/(t) dX”+X( ) O:>T/(t) X”+X( )= A (cte)

- = () = — = —\T) = cte).
de T dt X T X
Por lo tanto, podemos obtener el siguiente problema de dos ecuaciones diferenciales ordi-
narias en vez de una ecuacion en derivadas parciales:

X"+ (1=M)X=0
T' — AT = 0.

b) Como u(t,0) = T()X(0) = 0 = T(t) = 00 X(0) = 0. Si T(t) fuese la funcién nula

+o0
tendriamos que u(t,z) = 0, que no verifica la condicién inicial u(0,z) = Z

n=1

sen(nx)

3 - Por

n
lo tanto la opcién que nos sirve es X (0) = 0.

c) u(t,m) =T(t)X(r) =0 = X(m) = 0. Descartamos la opcién T'(t) = 0 por la misma razén
que en el caso anterior.

En resumen:

Por comodidad llamaremos A = A\ — 1. Por lo tanto la ecuacién X”(z) + (1 — \) X (z) = 0 se
transforma en X" (x) — N’ X (x) = 0. Las posibles soluciones de esa ecuacién dependen del signo
de \:

» Caso (a): X > 0.
Si M > 0 existe un o € R tal que ) = o?.

N =a? = X(x) = Ae®® + Be %,

Imponiendo las condiciones X (0) =0 y X(7) = 0 se obtiene:

X(0)=A+B=0 B o

{ X(7) = Ae®™ 4 Be—om =a=00A=B=0

La primera condicién no es vélida ya que supusimos N = o? > 0. La segunda tampo-

co es vélida ya que obtendriamos X (x) = 0 lo que resultaria nuevamente en la funcién
u(t,z) = 0. Por ende, X' no podra ser mayor a cero.



= Caso (b): X =0.
X = 0 implica que X” = 0, integrando dos veces, obtenemos que

X(zx)=Az+ B
Nuevamente, imponiendo las condiciones X (0) =0 y X (7) = 0 se obtiene:

{X(O):B:()

X(m) = Ar+B —A=B=0

Nuevamente se obtendria la solucién trivial la cual no es valida. Por lo tanto, A’ tampoco
podra ser cero.

= Caso(c): N < 0. Si X es negativo, existe algiin o € R tal que N = —a?,
N = —a? = X(x) = Acos(ax) + Bsen(ax)
Imponiendo las condiciones X (0) =0y X (7) = 0 se obtiene:

{ X0)=A=0
X(m) = Bsen(ar) =0 = B =00 sen(ar) =0

Si consideramos la primera opcién, obtenemos la solucién trivial. Si se verifica la segunda

opcién:
sen(ar) =0=ar=nt=>a=n, n € Z.
= X(z) = By, sen(nz).
Como a = n entonces N = —n? y por lo tanto A = 1 — n?.

Volviendo a la ecuacién T" — AT = 0 tenemos que T(t) = Cne(1="")t. Asi, nuestra solucién al
problema seria de la forma:

un(t,z) = X(2)T(t) = Ay Sen(naz)e(l_”Z)t, donde A,, = B,,Cy,.

+oo
Falta imponer la condicién u(0,x) = Z M. Como
n
n=1

+oo
u(0,z) = Ay sen(nx) = Z sené;m).
n=1

no es posible hallar una tinica constante A,, que verifique la condicién anterior. Como la ecuacién
Ut = Uz +u es lineal, cualquier combinacién lineal finita de soluciones serd solucién. Esto sugiere
buscar un candidato a solucién de la formas:

—+o00o 400
x) = Zun(t,m) = Z Ay Sen(nm)e(l_"Q)t.
n=1 n=1
Asi:

sen n) 1
g Ay, sen(nz) g y tomamos A, = —-
n
=1

Luego, nuestro candidato a solucién es:

Z n(nx) 6(1 n )t'

=1



2. Vamos a utilizar los siguientes resultados:

Proposiciéon 0.1
Sea {u,} una sucesién de funciones u, : X — R que verifica:

w |un(t,z)| < M, para todon € N y para todo (t,x) € X,

» la serie Y M, es convergente

Entonces existe u : X — R tal que Y u,, converge uniformemente a u en X.

Proposicién 0.2 (Derivada respecto de t)

n

Sea Sy, (t,x) = ZUk(t,x). Si:

k=1
+oo
» S, (t,x) converge uniformemente a Z Uk(t,z) en X.
k=1
 d = d
n Sy () = Z gUk(t, x) converge uniformemente a Z ﬁUk(t, x) en X.
k=1 k=1
Entonces:
d +oo +oo d
7 ;Uk(t,x) = ; ﬁUk(t,m) para todo (t,z) € X.

Observacién: Basta con pedir que S, (tg, xg) converja en algin punto (¢g, o) € X. No es nece-
sario pedir que S, (¢, z) converja uniformemente.

sen(nz)e(1=n*)t

Sea uy(t,x) = . Entonces

n2

sen(na)e(1=7")t

2

1
n2

<

|un(t, )| = :

n n

ya que |sen(z)| < 1 para todo z y e(1="")* < 1 para todo ¢ > 0. Luego, por la proposicién 0.1 ,
se tiene que Y u, converge uniformemente a una funcién w.

Sea § > 0 y t tal que t > J. Entonces se tiene que (1 — n?)t < (1 — n?)§ y por lo tanto
(1=t < (1=n")3  Fntonces:

sen(naz)e(1=n)t

2

< e(1-n?)3 para todo (¢,z) € (6, 4+00) x (0, 7).

(1-n?)

n

0
’mun(tv 1:)

“+o0o +o0o
Como la serie Z e(1=n*)9 converge, por la proposicién 0.1 la serie Z aun(t, x) converge unifor-

n=1 n=1
“+oo

memente en (J, +00) X (0, 7). Luego, aplicando la proposicién 0.2, se cumple que n Z up(t, ) =

n=1



+oo

0
Z aun(t, x) para todo (¢, z) € (0, +00) x (0, 7). Como este razonamiento vale para todo ¢ > 0,
n=1

se_concluye esa igualdad que vale para todo (t,z) € (0,400) x (0, 7).



