Teorema de Taylor

Célculo diferencial e integral de una variable

1. Introduccion

Como sabemos, si f es una funcién derivable en un punto a, la derivada de
f en a se define como el limite

) — 1 T8 = F)

La recta tangente al grafico de a en el punto (a, f(a)) es la recta de ecuacién
y = fa) + f'(a)(x - a),

es decir, es la grdfica de la funcion lineal dada por p(z) = f(a) + f'(a)(z — a).
Intuitivamente, esta funcién es la funcién lineal “cuya gréfica méas se parece a
la de f cerca del punto a”. Exploremos un poco maés esta idea.
Observemos que
It (f(x) — p(x)) = lim (f(x) ~ f(a) ~ f'(a)(x — a)) = 0.

Esto es simplemente porque f, al ser derivable en a, es continua en a. Pero
dividiendo esta expresiéon por x — a, también tenemos que

o T@) —p@) o f@) = (@)~ f ) —a)

r—a Tr—a r—a T —a

=0.

Es decir, no sélo f(x) — p(z) es pequeno para x cerca de a, sino que es muy
pequeno. Es un infinitésimo de orden mayor que x — a.

En este curso hemos visto que hay funciones no lineales con las cuales es
diffcil trabajar. Por ejemplo, es dificil calcular sus valores. (;Cudnto vale el seno
de 87 ;Y €™7) Es muy natural la idea de aprozimar estas funciones dificiles por
funciones sencillas, que entendemos mejor y con las que operamos facilmente,
como las funciones lineales. La derivada nos permite hacer esto, al menos en el
entorno de un punto. Pero no siempre la aproximacion lineal de una funcién es
suficientemente buena.

A este problema responde el Teorema de Taylor, que nos permite aproximar
funciones por polinomios. Lleva el nombre de Brook Taylor, que lo enuncié y
demostr6 en 1715. Es un teorema asombrosamente potente y ttil, dentro de la



matematica y en otras ciencias. Sin embargo, no todos los contemporaneos de
Taylor comprendieron su importancia. Se popularizo recién en 1772, cuando el
famoso matematico Joseph-Louis Lagrange lo llamé “el fundamento principal
del célculo diferencial”.

A mas de trescientos anos del articulo de Taylor, nuestra herramienta prin-
cipal de calculo es la computadora. Con ella, el Teorema de Taylor no ha hecho
sino ganar en importancia, porque este resultado estd en la base de muchos de
los algoritmos con los que nuestro software hace cuentas.

2. Definicion del polinomio de Taylor

Si f: I — R es una funcién derivable en un intervalo I, su derivada es otra
funcién f/: I — R. Si f’ es a su vez derivable, esto nos da f” : I — R. Si f” es
a su vez derivable, obtenemos [, y asi sucesivamente. Muchas de las funciones
con las que trabajamos habitualmente pueden ser derivadas tantas veces como
queramos. Son ejemplo de esto los polinomios, el seno y el coseno, el logaritmo
y la exponencial, y todas las funciones que se obtienen de éstas haciendo sumas,
productos, cocientes y composiciones.

Notacion: derivadas de orden superior

Si m es un nimero natural mayor que unoy f : I — R es una funcion
que es n veces derivable en I, llamamos f*) a su derivada de orden k,
para k =1,...,n. Por ejemplo, f' = fD y f7 = f2),

A veces nos referiremos a f como la derivada de orden 0, y escribire-
mos f = f(©).

Imaginemos que tenemos una funcién f : R — R tal que

f0) =5, f/(0)=8, f"(0)=-3,yf"(0)=1

Claramente hay una tnica funcién polinémica py de grado 0 tal que pg(0) = 5,

que es, justamente, la funcidon constante igual a 5. Hay infinitas funciones lineales

que en 0 valen 5, pero hay una sola, py, para la cual p;(0) =5y pj(0) =8, a

saber, p;(x) = 5+ 8z. Hay una dnica funcién polinémica de grado 2, p, tal que

p2(0) =5, ph(0) = 8 y p§(0) = —3, que estd dada por pa(z) =5+ 8z — 322
;,Cudl es la tnica funcién polinémica de grado 3, ps, tal que

p3(0) = 5
p5(0) = 8
p5(0) = -3y
pg'(0) = 17
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Podemos hacer esto con las derivadas en 0 hasta cualquier orden, mediante
el razonamiento siguiente.
Consideremos una funcién polinémica dada por

p(x) = ap + a1z + aga® + -+ + ana”,

y derivémosla k veces, con k < n. Al hacer esto, los primeros sumandos van a
desaparecer, pues la derivada de orden k de ag +a1x+---+ ax_12%"1 es 0. Por
otro lado, para j > k, la derivada de a;z7 es

a;j(j =1 —2)-(j —k+1)a? 7"

En esta expresién, x aparece con una potencia mayor o igual que uno. En resu-
men,
k
P () = apk! + wq(2),

donde ¢(z) es un polinomio. Por lo tanto p*)(0) = ak!.
Si queremos elegir el polinomio p para que p*)(0) = f*)(0), tenemos que

(V) : ; :
tomar ay = ;. Es decir, el polinomio

cumple que p¥)(0) = f*)(0) para todo k < n, y es el tinico polinomio de grado
menor o igual que n con esta propiedad.

Hasta aqui nos hemos limitado a mirar el valor de las derivadas de una
funcién en 0. Podemos hacer lo mismo en cualquier punto, como veremos méas
adelante. Antes, haremos una observacion.

Observacion 1. FEl polinomio
~243(z— 1)+ (z —1)?

es igual a
—4+ 2+ 22

Las dos expresiones determinan la misma funcion, pero presentan un aspecto
distinto.
La segunda corresponde a como solemos escribir un polinomio, es decir,

ap+ a1+ -+ apz”,
y la sequnda estd en la forma de un polinomio en x — 1, lo que quiere decir
bo+bi(x—1)+ -+ by(xz—1)".

Todo polinomio se puede escribir como polinomio en x — 1, y viceversa.



Nomenclatura

Sia € Ry escribimos un polinomio p(x) como
bo+b1(x—a)+ -+ by(x—a),

decimos que lo hemos escrito en la forma de polinomio en x — a.

Proposicién 1. Sean n € N, I un intervalo, a un elemento de I y
f I — R una funcion que es n veces derivable en el punto a. Entonces
existe un unico polinomio p de grado menor o igual que n tal que

M (@) = 1V (a)

para todo k =0,...,n.

Ejercicio 1. Consideremos el polinomio

") (g
P =3 g -

Para k=0,...,n, calcular p® (z). Concluir que p* (a) = f*)(a).

El ejercicio demuestra que el polinomio que se anuncia en la Proposicién 1
efectivamente existe. Para ver que es tinico, antes probaremos un lema.

Lema 1. Sea a € R. Si g(x) es un polinomio de grado menor o igual que n tal
que ¢ (a) = 0 para todo k < n, entonces q es el polinomio nulo.

Demostracion del Lema 1.

Haremos una demostracién por reduccién al absurdo.

Supongamos que q(z) = ag + a1z + - - + a,z™, y que ¢ no es el polinomio
nulo. Esto es, alguno de sus coeficientes es distinto de 0. Supongamos que

kE=max{j : 0<j<nya;#0}

Es decir, que ¢ es un polinomio de grado k, por lo que

q(x) = ag + a1z + - - - + apa”
con ay # 0.

La derivada de orden k de ¢ es constante e igual a kla,. Como q(k)(a) =0,
tenemos que ax = 0, lo cual es absurdo por cémo hemos definido k. Llegamos a
una contradiccién que surgié de suponer que ¢ no era el polinomio nulo, por lo
que q es el polinomio nulo.[]



Fin de la demostraciéon de la Proposicién 1.

Supongamos que po(x) es otro polinomio de grado menor o igual que n tal
que pék)(a) = f®)(a). Entonces, si q(z) = p(z) — po(x), para todo k < n se
cumple que ¢'®)(a) = 0. Por el Lema 1, ¢ = 0, o sea que p = po.]

Definicién 1. Sea f : I — R una funcion que es n veces derivable en
un punto a € I. El polinomio de Taylor de orden n en el punto a es el
polinomio P, (f,a) de grado menor o igual que n cuyas derivadas hasta
orden n en a son

f(a), f'(a), f"(a),..., [™(a).

Es decir, es el polinomio

Po(f,a)(x) = f(a) + ()& —a) + -+ ——(z —a)".

3. Ejemplos

En esta seccion calcularemos los polinomios de Taylor de algunas funciones
conocidas. Cuando esté claro por el contexto cudles son la funcién f y el punto
a, escribiremos simplemente P, en lugar de P,(f,a).

Ejemplo 1. f polinomica.

Si f(z) = agp + a12 + -+ - + a,a™ es una funcién polindmica, P,(f,a) = f,
cualquiera sea el punto a.
Para k < n, P.(f,0) = ag + ayx + - - - + agz®. (jVerificarlo como ejercicio!)
. Qué pasa con Py(f,a) para a # 07 Consideremos por ejemplo, la funcién
dada por
f(z)=—4+x+2°

y tomemos @ = 1y k = 1. Si escribimos f(x) como un polinomio en x — 1, queda
flx)=—2+3x—1)+ (z— 1)~

El polinomio de Taylor P;(f, 1) es el polinomio de grado 1 tal que P;(f,1)(1) =
-2y Pi(f,1)(1) = 3. Este es

P(f1)(1) = -2+ 3(z— 1) =3z — 3.

Esto no es lo mismo que —4 + x + 22 sin el término de grado 2.

En general, si f es una funcién polinémica de grado n, obtenemos el polino-
mio de Taylor de f de orden k en a escribiendo f como un polinomio en x — a
y luego borrando los términos de grado mayor que k.



Ejemplo 2. f(z) = a=0.

1
14+x’
Derivando esta funcién vemos que?

1 2

f(x) = —mv f(x) = m,--

(=1)"n!

.,f(")(x) — W

Por lo tanto

fO)=1, f(0)==1, f"(0)=2,....f™(0) = (=1)"n!
y el polinomio de Taylor de f de orden n en el punto 0 es

Po(f,0)(x) =1 —z+a? —a®+ -+ (=1) 2"

Ejemplo 3. g(z) =log(1+z), a =0.

Observemos que g(0) = 0, y que ¢’(z) = f(x), donde f es la funcién del ejem-
plo anterior. Por lo tanto, gt*)(0) = f*=1(0) para todo k > 1 y el polinomio
de Taylor de g de orden n en el punto 0 es

2 3 (_1)n71xn

X X
Po(g,0)(z) =0 —— + = — ...
(9.00@) =z~ 5+ 5 = L

Ejemplo 4. f(z) =¢*, a=0.

Como f*)(z) = f(z) para todo k > 0, resulta que f*)(0) = 1 para todo
k > 0. El polinomo de Taylor de f de orden n en el punto 0 es

2

n n k
X X X
k=0

Ejemplo 5. f(z) =sen(x), a =0.

Como sabemos, f'(z) = cos(z), f"(x) = —sen(z), f"'(x) = —cos(x) y
f®(z) = sen(x) = f(z). Por lo tanto, a partir de la derivada de orden 4, las
derivadas de f empiezan a repetirse. Por ejemplo, f(23)(z) = f"(x) = — cos(z),

porque 23 = 20+ 3 y 20 es multiplo de 4, por lo que derivar f veinte veces dara
f nuevamente.
Entonces tenemos que

0 sik espar
f®0) = 1 siel resto de dividir £ entre 4 es 1
—1 i el resto de dividir k entre 4 es 3

2 Aquellos que cursan Matemética Discreta 1, pueden demostrar esto por induccién com-
pleta.



Otra manera de escribir esto es

0 si k es par
*) Q) = .
7O { (—1)% si k es impar

Observemos que, para cualquier n, el polinomio de Taylor P,(f,0) no tiene
términos de grado par. Entonces, si n es par, P,(f,0) = P,_1(f,0), por lo que
alcanza con dar los polinomios de Taylor cuyo orden es impar.

Para n impar,

mg 1:5 _ Tg;n

Ejercicio 2. Para f(x) = cos(x) y a =0, calcular P,(f,a).

Ejercicio 3. Probar que si f y g son funciones con derivadas hasta
orden n en el punto a, entonces P,(f + g,a) = P,(f,a) + Pn(g,a).

4. El teorema de Taylor

Si f: I — R es una funcién n veces derivable en el punto a, ya definimos
su polinomo de Taylor de orden n en a. Para varias funciones conocidas, lo
calculamos. En esta seccidon contestaremos la pregunta mas importante: ;para
qué hicimos todo esto?

Habiamos dicho que la funcién lineal P (f,a), cuya gréfica es la recta tan-
gente al grafico de f en el punto (a, f(a)), “se parece” a f cerca de a. Las dos
funciones valen lo mismo en el punto a y tienen igual derivada. Tenemos la es-
peranza de que Pa(f,a), al tener derivadas hasta orden 2 iguales a las de f en
a, se le parezca aun maés, y que el parecido de P3(f,a) sea aun mayor, etc.

Los dibujos muestran las graficas de una funcién f y de sus polinomios de
Taylor hasta orden 4 en a = 1. (Para esta funcidén, f(1) = 0, pero eso no tiene
importancia). Para valores de z lejanos a a la funcién f y los polinomios son
muy diferentes. Sin embargo, cerca de a, los polinomios parecen aproximar cada
vez mejor a f a medida que crece su orden.

Esta es la gréafica de f.




Su polinomio de Taylor de orden 1 tiene como gréafica la recta tangente a la
grafica de f en el punto (a, f(a)).

Pl(f7a)

Su polinomio de Taylor de orden 2 tiene como gréfica una pardbola, que cerca
de (a, f(a)) se parece aun mas a la grafica de f.




Su polinomio de Taylor de orden 3 tiene como grafica una cibica, que se
parece aun mas.

Tenemos que hacer precisa esta nocién de aproximacion. Cuando decimos
que P,(f,a) “se parece” a f o que “aproxima” a f (para x cerca de a), lo que
estamos diciendo es que la diferencia f(z) — P, (f, a)(z) es pequena (para x cerca
de a). El teorema de Taylor nos habla, justamente, de esta diferencia, que por
su importancia tiene un nombre: el resto.

Definicién 2. Si f es n veces derivable en a, el resto de Taylor de orden
n de f en a es la funcion

R (f,a)(z) = f(x) = Pu(f, ) ().

El resto R, (f,a) es el error que estarfamos cometiendo si reemplazdramos
la funcién f por su polinomio de Taylor P,(f,a).

Observacién 2. Por como lo hemos definido, R, (f,a) vale 0 en a, y todas sus
derivadas hasta orden n también valen 0 en a.



Teorema 1 (Teorema de Taylor.). Sea f: I — R una funcion que es n
veces derivable en un entorno de a € I y tal que f™) es continua en a.

FEntonces @
o Balf,0)(@)
T—a (:E — a)"

207

es decir, el resto R, (f,a) es un infinitésimo de orden mayor que T — a.

\. J

Demostracion.

Llamaremos R, a R,(f,a). Como f es n veces derivable en un entorno de
a y P, es un polinomio, R,, también es n veces derivable en a y las derivadas
Rflo), RS),. .. ,R%"il) son todas continuas. Por hipétesis, f(™ es continua en a,
y por lo tanto también lo es RS:L).

Usaremos la Regla de L’Hopital para demostrar el teorema de Taylor. Re-
cordemos la Observacién 2, que nos dice que RY (a) = 0 para k = 0,...,n.
Como las derivadas hasta orden n de R,, son continuas en a,

lim RV (x) = R{M (a) =0 (1)

para k < n.
El limite que debemos calcular, que es

R, (z
lim 7n( ) ,
T—a (:I,‘ — a)"
es una indeterminacion de la forma %, y le podemos aplicar la Regla de L’Hopital.
Al derivar una vez, dos veces,..., n — 1 veces, seguimos teniendo una indeter-
minacién de la forma 2. Por lo tanto, podemos aplicar la Regla de L’Hopital n

0
veces, al cabo de las cuales obtenemos que

(n)
i L) g B (@)

T—a (aj — a)” z—a n!

Usando la ecuacién (1) para k = n, llegamos a que este limite es 0.00

Observacion 3. Observemos que la aprorimacion que nos da el teorema de
Taylor es local, ya que estd dada por un limite. Es decir, este teorema sélo nos
habla de cudnto se parecen la funcion f y su polinomio de Taylor P,(f,a) en
entornos, que pueden ser pequenos, del punto a.

Ejemplo 6.

Miremos f : (—=1,+00) — R dada por f(z) = 14—% Su polinomio de Taylor

de orden n en 0 es P,(z) = > ;_,(—1)F2", y define una funcién en toda la

10



recta R. Sin embargo, la funcién f estd definida unicamente para x > —1, y
lim,_,_1+ f(x) = +o0, por lo que

lim R,(z)= lm (f(z)— P.(x)) = +o0,
r——11 rz——11
pues lim,_,_+ P,(z) = P,(—1) = n.

Es decir, aunque n sea muy grande, la aproximacién de f por P, es muy
mala cuando nos acercamos a x = —1.

Observemos lo que pasa cerca de 1. El polinomio P, (1) vale 0 o 1 segtn si n
es par o impar, y f(1) = 4. Por lo tanto |R,(1)| = § para cualquier n, lo cual
muestra que en x = 1 el polinomio P, tampoco es una buena aproximacién de
f

Las imédgenes muestran a f y sus polinomios de Taylor hasta orden 4.

Maés adelante volveremos a este ejemplo para entender mejor qué pasa con
el resto R, (x) en el intervalo abierto (—1,1).

]\_}‘ . f

\ 15
La funcién f f y su polinomio de Taylor
de orden 1

Py
05 o s 1 15 2 v o5 o 05 \ s 2
f y su polinomio de Taylor f y su polinomio de Taylor
de orden 2 de orden 3

11



Py

v 05 o o5 7 s 2

f y su polinomio de Taylor
de orden 4

Para terminar esta seccién, veremos que no hay otros polinomios que apro-
ximen a f cerca de a como lo hace el polinomio de Taylor.

Proposicion 2. Sea f una funcion que es n veces derivable en un en-
torno de a y tal que f™ es continua en a. Si Q es un polinomio de grado
menor o igual que n tal que

lm 1 "R _
e (x —a)n

entonces Q = P, (f,a).

Para probar esta proposicién haremos uso del siguiente lema:

Lema 2. 1. Si P es un polinomio de grado menor o igual que n tal que

P
lim L&)

=0
z—a (x — a)” ’

entonces P es el polinomio nulo.

2. Si P y @Q son polinomios de grado menor o igual que n tales que

mhg}z (x —a)”

entonces P = Q.

12



Demostracién del Lema 2.
1. Escribamos a P como en polinomio en x — a.Tenemos que
P(x)=bo+bi(x—a)+ - +b(z—a)".

En el cociente
P(x)
(x —a)”
el denominador tiende a 0 cuando z tiende a a. Para que el cociente tienda
a cero, el numerador P(x) también tiene que tender a 0, por lo que by = 0.
Entonces

P(x)  bi4by(x—a)+---+by(x—a)"!
(r—a) (x —a) 1 :

Repitiendo el razonamiento anterior, tenemos que b; = 0. Haciendo esto
n veces, llegamos a que todos los coeficientes by, by, ..., b,—1 son iguales
a 0. Entonces Jjgn

b, = 0.

= b,. Como lim;_,, b, = 0 y b, es una constante,

2. Aplicando el inciso anterior al polinomio P — ), tenemos que P — Q = 0,
es decir, que P = Q.0

Demostracion de la Proposicién 2.
Llamemos P al polinomio de Taylor P, (f,a). Entonces

flz) Q) _ flz) = P(z)  Plz) - Qx)

(x—a)»  (x—a)" (x —a)"

Por hipdtesis

y por el Teorema de Taylor

Im ——~ =0
e (z —a)” ’

lo que nos permite concluir que

o Pl@) = Q)

r—a (I — CL)”

=0.

Por el lema anterior, esto implica que P = Q.OJ

13



Ejercicio 4. Probar que si f y g son funciones con derivadas hasta
orden n continuas en el punto a, y

Pn(f? a)(x)Pn(g,a)(x) = Zak(x - a)k7

entonces

P.(fg,a) = Zak(m — a)k.

Leamos cuidadosamente lo que pide este ejercicio. Los polinomios P, (f,a)
y P, (g, a) son polinomios de grado menor o igual que n, cuyo producto podria te-
ner (y con frecuencia tiene) grado mayor. Digamos que el grado de P, (f,a) Py, (g, a)
es N, con lo que podemos escribir

Po(f,a)(x)Pn(g,a)(z) = Z ar(z — a)*.

Por otro lado P, (fg,a) es, por definicién, un polinomio de grado menor o igual
que n. El ejercicio nos pide probar que éste se obtiene tomando el producto
P, (f,a)(z)P.(g,a)(x) y borrando todos los términos de grado mayor que n que
aparezcan en él.

Por ejemplo, si f(z) =e* y g(x) = entonces

_1

1422
1

Po(f,0)(a) = 1+a+ 22 y Pag,0)(a) =1 —a+a”.

Su producto es 1 + %xQ + %x?’ + %x‘l. El polinomio de Taylor de orden 2, en 0,

de la funcién fg(z) = 1?:; es

1
Py(f9,0)(x) = 1+ 5a*
iEl ejercicio del recuadro brinda una excelente oportunidad de usar la Pro-
posicion 2!
5. Aplicacién al calculo de limites

Observacion 4. Si f esta en las hipdtesis del Teorema de Taylor vy
Pn:Pn(faa):

Ty _fl=) — lim ((Pn(x) i Ry (z) ) — lim _Pa(z)

z—a (x —a)® zoa\(z—a)® (z—a)”

14



pues
lfm Ln(®)

z—a (;C — a)"

=0.

Esta observacién permite calcular algunos limites.

Ejemplo 7.
m sen(z) — z
x—0 ,’1,‘3
El polinomio de Taylor de orden 3 en 0 de la funcién seno es x — %. Por lo
tanto, Si f(x) = sen(x) — «, el polinomio de Taylor de orden 3 de f en el punto
0 es

3
—x
P =5
Entonces P )
Jim S0 =T, B@®)
2—0 3 z—0 3 6
Ejemplo 8.
, e 1
lim
x—0 x

Tomemos la funcién f(x) = e®” — 1. Su polinomio de Taylor de orden 2 es

z2, por lo que
2

er —1 . Py(x)

tiy o = i =1
Ejemplo 9.
) e 1
e gl +2) —=
Podemos escribir
e’ — 1 er’ — 1 22

lim ——— =1 .
250 log(14+z) —= 200 22 log(1+z) —=
Si tomamos f(z) = log(1 + x) — , vemos que su polinomo de Taylor de orden
2en 0es Pay(z) = 7%_ Por lo tanto
log(1 — P. 1
- og(l+az)—= 2(2)

I = lim = ——
20 x2 z—0 12 2

.1?2

lim ————
250 log(1+z)—z

Juntando esto con lo que sabemos del ejemplo anterior,

=2

2 2
= _ 1 == _ 1 2
lfm — = lim © < =1-(-2)=-2.
a—0log(l+x)—x 2=0 22 log(l+z)—x

15



Ejemplo 10.

. arctan(z) — T — Z2L 4 @
fm [
rz—1 (x _ 1)3

Si calculamos el polinomio de Taylor de orden 3 de la funcién arctan(z) en
el punto 1, vemos que es igual a

—1 —1)2 —1)3
P3(&I‘Ct&n,1)(x):£+x2 _ (33 - ) +(I 12) .

Por lo tanto, el polinomio de orden 3 en el punto 1 de la funcién

r—1 (v—1)32

T
= t - -
f(z) = arctan(z) 1 5 T2
es 3
z—1
Por lo tanto
T _ z—1 (1’*1)2
., arctan(z) — J 7 3 - Pa(f,1)(@) 1
fm = lim = —.
z—1 (x—1)3 z—1 (z—1)3 12

6. Forma del resto de Lagrange y estimaciéon de
errores

El Teorema de Taylor nos dice que una funcién f(x) puede ser aproximada
por un polinomio P,(f,a)(x) localmente, cerca del punto a. ;{Cudn cerca? No
lo sabemos. Como el enunciado del teorema nos da el valor de un limite, no
tenemos informacién relevante sobre cudnto se parecen f(z)y P,(f,a)(z) en un
punto x # a. Para esto, quisiéramos tener una acotacién de

Ry (f,a)(x)

que sea valida en al menos en un entorno de a cuyo tamano conozcamos. Esto nos
permitirfa hacer un célculo aproximado de valores de f(x) aun cuando x # a.
La pregunta importante que queremos responder es:

JPodemos aproximar f(x) por un polinomio en un intervalo?

Como vimos en el Ejemplo 6, no siempre podemos esperar que el poli-
nomio de Taylor P,(f,a) aproxime a la funcién f en todo su dominio. Para
f:(=1,400) = R dada por f(z) = ﬁ, el polinomio P,(f,0)(x) no se parece
a f en x = 1, aunque tomemos n muy, muy grande. Sin embargo, P, (f,0) s pa-
rece, al menos en las grificas que acompanan el Ejemplo 6, estarse aproximando

a f(z) en (—1,1) a medida que crece n.
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Ahora observemos la figura de abajo. En ella se ve la grafica de la funcién
f(z) = sen(x), y sus polinomios de Taylor en 0 hasta orden 7. El dibujo parece
sugerir que, al aumentar n, el polinomio P,(f,0)(x) se aproxima a f(x) en
un intervalo cada vez méas grande. ;jSerd cierto esto? En caso de serlo, ;nos
permitird, por ejemplo, calcular aproximadamente el nimero sen(2)?

P E }

-1

-2

Para responder a estas preguntas vamos a ver un resultado que nos dard una
expresion para R, (f,a)(z).

Teorema 2 (Forma del resto de Lagrange). Sean f: I — R una funcion
n+1 veces derivable en I y a un punto de I. Entonces, para x € I, existe
un punto ¢, entre a y x® tal que

(n+1) (¢,
Ru(fa)e) = T

9Es decir, ¢, estd en el intervalo (a,z) o en el intervalo (z,a), segin corresponda.

J

Antes de demostrar este teorema, veremos cémo es util para acotar el resto
R, (f,a)(z) para = en un intervalo. Es decir, para ver que R, (f,a)(z) es, en
valor absoluto, menor que algo que depende de a, n y, por supuesto, de cudl
sea la funcién f. Asi al aproximar f por P,(f,a), tendremos una estimacién del
error cometido.
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Ejemplo 11. Aprozimacion de la funcion seno.

Tomemos f(z) = sen(x) y a = 0. El Teorema 2 nos dice que

(n+1)
. f (C:E)zn+1

R, (z) = )
() (n+1)!
por lo que
|f(n+1)(c$)| n
Rula)| = S el

Observemos que f("*1) es, dependiendo del valor de n, la funcién sen, cos, —sen,
o — cos. En cualquier caso, y sin importar cuanto vale c,,

[F ()] < 1.
Por lo tanto,
B |£L.|n+1

|Rn ()] = [CESIE

Digamos que queremos calcular sen(2) con un error menor a 10~2. En primer
lugar, tenemos que hallar n tal que

2n+1
<1073,
(n+1)!
El valor n = 9 es el primero que cumple esto. Por lo tanto,
210
[sen(2) = Py(2)] = [Ro(2)] < T57 < 1073,
Como Py(x) = = — “’3—7 + %T - %T + ”g—?, el valor aproximado de sen(2) que

obtenemos es
Py(2) = 0,90934744268077601410934744268078.
iPor supuesto que no todas estas cifras decimales son correctas para sen(2)! Pero

este es un nimero que aproxima a sen(2) con un error menor a un milésimo.

Ejemplo 12. ;Cudnto vale e'/?, aprozimadamente?

Tomemos la funcién f(z) = e*. Es una funcién positiva estrictamente cre-
ciente, que coincide con todas sus derivadas, por lo cual para todo n > 0

f(n+1)(cé) =t <ez,

si c1 € (0, ).
Si no sabemos cuanto vale e'/2, ;de qué nos sirve esta acotacién? Sabemos
que e < 4, por lo que e'/2 < 41/2 = 2. Por lo tanto,

(n+1) _c1
f (C%) =ez2 < 27

si ey € (0, ).
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Si tomamos el polinomio de Taylor de f en 0, tendremos que

(L)) 1
"\2)  (n+1)! 2ntl T (n1)i2n

Eligiendo n = 4, (n+7})'2l = 5,% < 1073. Por lo tanto

p(\ gl 11, 11 1
“\2) " T2 o291 T o33 T 2dyl

es un nimero que aproxima e*/2 a menos de un milésimo.

Ejercicio 5. Tomemos la funcion del Ejemplo 6, es decir, f(x) = H-%

n > 0, sean P, su polinomio de Taylor de ordenn en 0, y R, = f— P, el resto.

Para

1. Calcular R, (1) con la forma del resto de Lagrange.

2. Investigar si, para x € (0,1), el valor de P,(x) aprozima a f(z) cuando n
es suficientemente grande.

3. Investigar si, para x € (—1,0), el valor de P,(x) aproxima a f(z) cuando
n es suficientemente grande.

Expansién decimal

Si calculamos un nimero a con un error menor a 1073, ;cudntas
cifras hemos calculado en forma correcta? jNo sabemos! Observemos que

ap=1-10"%y a3 =1+10"*

estén a distancia menor que 10~2 y difieren en la cifra de las unidades.
Efectivamente, ag = 0,9999 y a; = 1,0001.

Entonces, si solo podemos calcular el niimero 7 aproximadamente,
l.cémo estamos seguros de que su segunda cifra después de la coma es un
47

Recordemos como se escribe la expansion decimal. Digamos que « es
un numero entre 0 y 1, es decir, es de la forma o = 0, . ... Dividimos el
intervalo [0,1] en diez subintervalos iguales:

0 1 1 2 2 3 3 4 4 5
10| |10°10]7 [107 10|  [10710  [10°10]’

5 6] [6 7] ([7 8] [8 9 9
10°10| [10°10|7|10° 10| |10° 70| ¥ |07 |
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. . . 6 7 o2 c g
Si « estd, por ejemplo, entre 75 ¥ 75, St expansion decimal comienza con
un 6. Es decir, « =0,6. . ..

Para saber la segunda cifra decimal de «, dividimos el intervalo [16—0, 1—70]
en diez subintervalos iguales. Si « estd, por ejemplo, en el subintervalo

62 63 : : ;

(165> 166), su segunda cifra decimal serd un 2.

)4 . . 63 7 .
¢ Qué pasa si a es el nimero 7557 (Es de la forma

0,62...
por pertenecer a [%, %], o de la forma
0,63...
por pertenecer a [%, % ? iLo podemos escribir de cualquiera de las dos

maneras! En efecto,

63

100 = 0,63 = 0,629999999999999999.. . .,

donde la sucesién de nueves es infinita.
Tan cerca como queramos del %, habra otros numeros cuya segunda
cifra decimal sea 2 y ntimeros cuya segunda cifra decimal sea 3.

k
En realidad, todos los numeros que son de la forma — donde k € Z

y n € N, tienen dos expansiones decimales distintas. Son los niimeros
enteros y los nimeros que, al subdividir un intervalo de extremos enteros
[N,N + 1] primero en 10, luego en 10% luego en 103, etc., en algin
momento caen en el borde de dos subintervalitos. Pero todos los demds
numeros tienen una expansion decimal unica.

Volvamos a la pregunta original, la de si podemos, al calcular aproxi-
madamente un numero, estar seguros de algunas de sus cifras decimales.
Supongamos que sabemos que el niimero 7 esta a una distancia menor de
ﬁ de 3, 1413. Eso quiere decir que esta entre 3, 1403 y 3, 1423. En parti-
cular, estd necesariamente en el intervalo (3,14, 3,15) = (3+ 155, 3+ 4% ),
por lo que estamos seguros de que sus primeras dos cifras decimales son
1y4.

Demostracion del Teorema 2.

F4 ()

T i

Fijados a, n y x, queremos probar que R,(f,a)(z) = (x —a

para algin valor de c entre a y z.
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Definamos el nimero R por la ecuacién

R

f(.’E) = Pn(fa (1)(1’) + (’Il ¥ 1)| (il’ - a)n+1’
es decir,
1)!
R = (1(0) = Pulfa)(e))
Con esta definicién, el resto R, (f,a)(z) es igual a ﬁ(m —a)"*1. Por lo

tanto, tenemos que probar que existe un ¢ entre a y x para el cual R = f(n+1) (¢).
Consideremos la funcién definida en el intervalo entre a y = por

n+1

(@ =)

Observemos que F(z) = F(a) = f(z), y que F es una funcién derivable. Por el
Teorema de Rolle, existe ¢ entre a y = tal que F’(¢) = 0.
Calculando la dervada de F' obtenemos

n (k+1) (k)
Py = 1o+ Y (e - et ) - Sy
k=1

(n+1)
= flly)+ fT(y)(rv —y)" = fly) - (@ —y)"

(n+1)
= Wy By

Observemos que en el cdlculo anterior usamos estos dos hechos elementales:

) )
. k=0 ! k)!(y) (v — y)k = fly) + Zk:1 ! k!(y) (7 — y)k
» La suma > ,_, (f(kt:(y) (x —y)k — J(C:_)%,) (x — y)k_l) es telescépica, e

(n+1)
W @~y — f(y).

igual a

17 @)

n!

Que F'(c) = 0 quiere decir que £&(z — )" =

R = f+1(¢). Esto es lo que querfamos probar.[]

(x — )", es decir,
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