Teorema Fundamental del Calculo y métodos de
integracion

Célculo diferencial e integral en una variable

1. Introduccion

El Teorema Fundamental del Célculo es, como su nombre lo indica, el resul-
tado central de este curso. Es, ademas, el motivo por el cual el cdlculo diferencial
y el cdlculo integral se consideran un tnico objeto de estudio, e invariablemente
se ensenan juntos.

Observemos que, a priori, la integral y la derivada son objetos totalmente
diferentes. La integral es un area, y el problema del cdlculo de areas, y la idea
de aproximar las areas a calcular por la suma de areas de figuras conocidas,
ya aparecen en la matematica de la antigua Grecia. Por otra parte, la derivada
es histéricamente muy posterior. Surgié alrededor del siglo XVII, como herra-
mienta para hallar extremos y rectas tangentes a curvas, y se incorporé a la
mecanica cldsica como tasa de cambio o velocidad.

El Teorema Fundamental del Calculo nos dice, por lo tanto, algo sorpren-
dente por lo poco intuitivo: que el problema de derivar y el problema de integrar
son esencialmente problemas inversos.

Para precisar esta idea, daremos la definicién siguiente:

Definicién 1. Sea f : I — R una funcion definida en un intervalo I.
Una primitiva de [ es una funcion derivable g : I — R tal que

Jg="r

El Teorema Fundamental del Calculo nos dice que las funciones continuas
siempre tienen primitivas, y que estas primitivas se calculan integrando.

En este capitulo veremos este importante resultado, y una de sus consecuen-
cias mas importantes: podemos usar nuestro conocimiento de derivadas para
calcular integrales.



2. Teorema Fundamental del Calculo

2.1. Teorema Fundamental del Calculo: enunciado y de-
mostraciéon

Cuando tenemos una funcién f : [a,b] — R que es integrable, podemos
definir una nueva funcién F : [a,b] — R por la expresién

Pla) = /x F(t)dt.

a €T €T

La Proposicion 106 del capitulo Limites y continuidad de las notas de este
curso nos dice que la funcién F' es continua.

Ejercicio 1. Observemos que para definir F' es necesario que f sea integrable en
[a, x], para todo x € [a,b]. En este ejercicio demostraremos que si f es integrable
en [a,b], también es integrable en [a, x| para todo x € [a,b].
Para esto, fijemos x € [a,b] y definamos una nueva funcién g : [a,b] — R
dada por
o(t) = { ft) sit<z

0 sit>x

1. Sea P una particidn de [a, b] que contiene al punto x. Probar que S*(g, P)—

2. Probar que, dado € > 0, existe una particion P de [a,b] tal que S*(g, P) —
Si(g, P) < e. Concluir que g es integrable en [a,b].

3. Observar que g es integrable en [x,b], y concluir que es integrable en [a, x].

4. Probar que f es integrable en [a,x].



Ahora veremos que, en los puntos en que f es continua, F' es no solo continua
sino derivable.

~

Teorema 1 (Teorema Fundamental del Célculo, o TFC). Seqa f : [a,b] —
R una funcidon que es integrable en [a,b], y definamos F : [a,b] — R por

Flz) = /m F() dt.

Si xzg € [a,b] es un punto en el que f es continua, entonces F' es derivable
en zg y F'(xo) = f(wo)-

.

Demostracion.

Calcularemos el cociente incremental de F' en el punto xg.

f(z)

\\/

a oy xo+h T
Es
F(zo +h) — F(xo)

Y .

En la figura, toda el drea pintada es F'(xzo + h) y el drea pintada de celeste es
F(z). La diferencia F(xg + h) — F(xzq) es el drea rosada.

La derivada es el limite de este cociente incremental, es decir:



Fl(wo) = Jim h
zo+h zo
_ %5%;(/ eyl f(t)dt)
1 zo+h
= }ILILI%)E g flt)dt
1 zo+h
= lim o 5 f(@o) + (f() — f(x0)) dt
zo+h
= zlll%ﬁ (f(fﬂo)th/wo (f(t) — f(ﬂco))dt)
1 zo+h
= f(ffo)+h§bﬁ (f(t) = f(zo)) dt
f()
a zy xo+ h T

Para ver que F'(x¢) = f(xo), solo nos queda probar que

1 xo+h

lim — — =0. 1
g |00 swoyar =0 1)
Como f es continua en xg, para todo € > 0 existe § > 0 tal que |f(z)— f(zo)| < €
si |x —xo| < . Entonces, si tomamos h con |h| < d, tendremos que |f(t) — f(zo)|

es menor que € para t entre xo y xg + h. Por to tanto, para |h| < 4,

zo+h
<i [ 10 - fanlde <.

0

xo+h
S RO ERIE

0




Como ¢ es arbitrario, esto demuestra 1. [J

Observacion 1. Supongamos ahora que I es un intervalo cualquiera, no nece-
sariamente acotado, que a € I y que f: I — R es integrable en [a,x] o en [x,al,
segun corresponda, para todo x € 1.

Podemos definir F': I — R por

Fla) = /x F(2)dt.

Como es usual, cuando © < a, esto simplemente quiere decir que F(x) =
— [ f(t)dt.

En este caso, el TFC también nos dice que si xg € I es un punto de conti-
nuidad de f, entonces F es derivable en xg y F'(xo) = f(z0).

Veamoslo.

En efecto, cuando xyp > a podemos tomar b € I tal que a < g < by
aplicar el Teorema 1 a f en [a,b]. Cuando xy < a, podemos tomar b € I tal que
b < x9 < ay aplicar el Teorema 1 a f en [b,a]. Nos dice que si G : [b,a] = R
estd dada por G(z) = [ f(t) dt, entonces G'(x) = f(x0). Pero

G(z) = /b“ f@t)dt + F(x),

y €omo f; f()dt € R (es decir, no depende de ), F'(zg) = G'(zo).

Corolario 1. Sean I un intervalo y f : I — R una funcion continua. Entonces
f tiene una primitiva en I.



El corolario anterior nos dice que las funciones continuas tienen primiti-
va. Pero... jhay funciones que no tengan primitiva? ;Podremos conocer
alguna?

Tomemos la funcién f : R — R dada por

0 siz<O

f(x)—{ 1 siz>0
Supongamos que g : R — R es una primitiva de f, es decir, que g
es derivable y ¢’ = f. Como g es derivable, es una funcién continua.
Sumandole a g una constante, no modificamos su derivada y podemos
suponer que g(0) = 0.
Si a < 0, podemos aplicar el Teorema del valor medio de Lagrange a g
en [a, 0], y obtenemos ¢ € (a,0) tal que

9(0) — g(a)

8 g0 = 1) =0,

por lo que g(a) = 0. Es decir, g vale 0 en (—o0,0).
Si b > 0, podemos aplicar el Teorema del valor medio de Lagrange a g
en [0,b], y obtenemos ¢ € (0,b) tal que

g(b) — g(0)

I g = =1,

por lo que g(b) = b. Es decir, g es la funcién identidad en (0, 4+00).
Es decir,

g(m):{ 0 siz<O

z siz>0
Como g es continua en 0, g(0) = lim,_,0g(z) =0y

() = 0 siz<O0
=Yz siz>0

iPero esta funcion no puede ser la primitiva de f, porque no es una
funcién derivable!
Esto demuestra que f, en realidad, no tiene primitiva.

2.2. Primitivas de una funcion

Tomemos ahora una funcién continua f : I — R definida en un intervalo I,
que puede ser un intervalo acotado o no acotado.

El Teorema Fundamental del Célculo no nos da solo una primitiva de f. En
general, nos da infinitas. Esto es porque si a,a’ € I son dos puntos distintos, las



funciones dadas por

@)= [ 1wy Few) = [ s

son ambas primitivas de f, y en general no son iguales porque

Fule) = Fule) = [ @)t

Ejemplo 1. Dos primitivas de la funcion identidad.

Si f:R — R estd dada por f(z) = =, las funciones Fy(z) = [ tdt = ”3—22 y
Fi(z) = flxtdt = 2—2 — 3 son dos primitivas diferentes de f.

Cualquier funcién de la forma g(z) = ’”—22 + k, con k € R, serd también una
primitiva de f.

Volvamos a pensar en una funcién continua cualquiera f definida en un
intervalo I. Como habiamos dicho, el TFC nos da, para cada a € I, una primitiva
F,. Si elegimos otro punto a’, obtenemos otra primitiva que difiere de la anterior
en una constante.

Aqui surge una pregunta natural: jhabrd otras primitivas de f, que no se
obtengan sumando una constante a F,?7 Como veremos a continuacién, la res-
puesta es no.

Proposicién 1. Sea f: I — R una funcion. Si g y h son dos primitivas
de f, entonces g — h es constante.

Vamos primero a probar un lema, que es en realidad un caso particular de
la Proposicién 1.

Lema 1. Sig: I — R es una funcién derivable en un intervalo I tal que g’ = 0,
entonces g es constante.

Demostracion del Lema 1.

Sean a y b dos puntos de I; tenemos que probar que g(a) = g(b). Sin pérdida
de generalidad, supongamos que a < b. Aplicando el Teorema del valor medio
de Lagrange a la funcién g en el intervalo [a,b], tenemos que existe ¢ € (a,b)
para el cual

9(b) = g(a) = g'(c) (b — a).
Como ¢'(c) = 0, esto nos dice que g(b) — g(a) = 0, es decir, que g(b) = g(a).00



Notacién

Una notacién muy usual es la llamada notacion de Leibniz para las
primitivas, que explicaremos en este recuadro.
Cuando se escribe

@) = [ fa)da
eso quiere decir “la funcién g es una primitiva de la funcién f”.
Por ejemplo,
sen(x) = /cos(:z:) dx.
Observemos que esto no es una igualdad de funciones, porque hay

muchas primitvas de f.
Otra notacion usual es

/ f(z) dz = g(z) + C,

y eso se lee “la familia de las primitivas de f es el conjunto de las funciones
de la forma g + C', donde c¢ es una constante”.
Por ejemplo,

/cos(w) dx = sen(z) + C.

%La notacién de Leibniz, si bien es muy usual, no es muy “correcta” para los
estandares de escritura de la matematica moderna. Normalmente al escribir el signo
de igual (=), lo que estd a su izquierda es igual a lo que estd a su derecha. Por ejemplo,
la expresién “2+2 = 4” que es una igualdad entre nimeros, dice que el namero 2+ 2
es igual al nimero 4. En particular, si a la izquierda del signo “=” hay un ndmero,
a la derecha tiene que haber también un nimero. Del mismo modo, si a la izquierda
del signo “=” hay una funcién, a la derecha tendria que haber también una funcién.
La notacién de Leibniz no debe leerse de este modo.

\ J

Demostracion de la Proposicién 1:
Como gy h son dos primitivas de f, tenemos que (g—h)' = ¢'—h' = f—f = 0.
Por lo tanto, el Lema 1 nos dice que g — h es constante.[]

2.3. Derivada de funciones dadas por expresiones integra-
les

Ejemplo 2. Aplicacion directa del TFC.

Consideremos la funcién F': R — R dada por
F(x) = / t2 cos(t® — 1)e™n®) gt
0

La derivada de F es F'(z) = z?cos(z® — 1)e®) Ahora consideremos G :



R — R dada por
x
G(z) = / t? cos(t® — 1)en®) gt
1

Su derivada también es G’(z) = 2 cos(z® — 1)e %), De hecho, F y G difieren
en una constante, ya que

1
F(z) = / 2 cos(t?’ — 1)@736“(” dt + G(z).
0

Ejemplo 3.

Ahora consideremos la siguiente modificacién del ejemplo anterior. Defina-
mos la funcién H : R — R por

0
H(z) = / t2 cos(t® — 1)e™sn®) gt

Como H(x) = —F(z), suderivada es H'(z) = —F'(z) = —a? cos(z® —1)e~>(®),
Ejemplo 4. Funcion dada por una expresion integral con otros limites de inte-
gracion.

Ahora definamos J : R — R por

2

J(x) = / t2 cos(t3 — 1)e"® .
0

El TFC, por si mismo, no nos dice que esta funcién sea derivable ni nos da la
derivada de esta funcién. Sin embargo, observemos que J(x) = F(x?). Es decir,
J es la composicién de F y la funcién g : R — R dada por g(z) = z2. Por la
Regla de la Cadena, J es derivable y su derivada vale

J(z) = F'(9(z))d (z) = F'(2*)2x = (2* cos(2® — 1)€_SCH(12))2$.
Ejemplo 5.

Un tdltimo ejemplo antes de ver un resultado general. Tomemos K : R — R
dada por

K(z) = / t2 cos(t® — 1)e™sn) gt

Escribimos a esta funcién como

z? 0
K(Z‘) — / t2 COS(tS _ 1)€—sen(t) dt + / t2 COS(tg o 1)e—sen(t) dt
0 -

—x

$2 e
= / t? cos(t® — 1)e™5®) dt — / t2 cos(t® — 1)e5"® (.
0 0



Si tomamos las funciones g,h : R — R dadas por g(z) = 2% y h(z) = e %, la
funcién K nos queda
K(z) = Fog(x) = Foh(z),

siendo F', como hasta ahora, la funcién del Ejemplo 2.
La derivada de K es, por la Regla de la Cadena y el TFC,

K'(x) = F'(g(x))g'(x) — F'(h(z))h' ()

= (2% cos(z® — l)e_se“($2))2x — (7% cos(e_%_l)e_se“(eﬂz)

)(=e™).

Proposicién 2. Sean I y J intervalos, f : I — R una funcion continua
y g,h:J — I funciones derivables. Consideremos la funcion K : J — R
dada por

9(x)
K(x) :/ ft)dte.
h(z)
La funcion F' es derivable y su derivada estd dada por

K'(z) = f(9(x))g'(x) — f(h(z))h' ().

\ J

Ejercicio 2. Demostrar la Proposicion 2 usando el Teorema Fundamental del
Calculo y la Regla de la Cadena.

3. Meétodos de integracion

3.1. Regla de Barrow

Ahora veremos cémo a partir del Teorema Fundamental del Célculo surgen
los llamados “métodos de integracién”. Estos consisten en usar las propiedades
de la derivacién para calcular primitivas e integrales de funciones continuas. Se
basan en una consecuencia sencilla pero importante del TFC, conocida como la
Regla de Barrow.

s N

Teorema 2 (Regla de Barrow). Sean f : I — R una funcidn continua
en un intervalo I, a y b dos puntos de I y g : I — R una primitiva de
f. Entonces

b
/ £(t) dt = g(b) — g(a).

\. J

Demostracién de la Regla de Barrow:
Consideremos la funcién F : I — R dada por F(z) = [ f(t)dt. Entonces,
por definicién, f; f(t)dt = F(b). Como F(a) =0,

b
/ F(t)dt = F(b) — Fla).

10



Las funciones F' y g son dos primitivas de f, y de acuerdo a la Proposicién 1,
existe k € R tal que F(z) = g(z) + k, para todo x € I. Entonces F(b) — F(a) =
g(b) + k — g(a) — k = g(b) — g(a), y por lo tanto

b
/ f(t)dt = g(b) — g(a). O

Ejemplo 6.
Como la derivada de la funcién seno es la funcién coseno, tenemos que

j = sen (g) —sen(0) = 1.

/0’2’ cos(z) dz = sen(z)

3.2. Integracion por partes

El primer método de integracién que veremos es el método de integracion por
partes. Viene de una propiedad importante de las derivadas que ya conocemos,
la formula de la derivada del producto, que nos dice que

(f9)' =fg+fg.

Teorema 3 (Integracién por partes). Sean f y g dos funciones definidas
en un intervalo I, derivables y con derivadas continuas. Entonces:

b
L [P fl(@)g(x) de = f(z)g(x)| — [} f(x)g'(z)dt
2. [ f'(@)g(z)dx = f(z)g(x) - [ f(2)g(x)da

\. J

Observemos que este teorema nos dice dos cosas: cémo calcular la integral
de f’g en un intervalo y cémo calcular una primitiva de la funcién f'g.

Observacién 2. Recordemos cémo se usa la notacion [ h(x)dz. Cuando es-
cribimos H(z) = [ h(z)dz, estamos diciendo que H es una primitiva de h.
Equivalentemente, que H' = h.

11



Demostracion del Teorema 3:
Sabemos que

(f9)' =fg+ fg"

Por lo tanto,

b
/cﬂmmm+ﬂwﬂ@wx

b b
/f@M@M+/f@WMMw

Usando la Regla de Barrow, sabemos que fab(fg)'(x) dx = f(x)g(x)| , por lo

b b b
o) = [ F@g@dss [ f@g@) d ®)

Como esto es cierto para a, b € I cualesquiera, vamos a reescribir la ecuacién
(2) cambiando la notacién ligeramente:

LQ@W@M

que

que es lo que dice 1.

fumwfﬂ@ww:/VWM@ﬁ+/ﬂﬁmwﬁ, (3)

es decir,

| 1= s /.f Ndt— fagla). (@)
Por el TFC, la expresmn F f f'(t)g(t) dt da una primitiva de f'g y la
expresion G(z f f(@) dt da una prlmltlva de fg’'. Como f(a)g(a) es una

constante, G( ) + f(a)g ( ) tamblen es una primitiva de fg’. Por lo tanto, la
ecuacién 4 dice que la resta de fg y una primitiva de fg’ es una primitiva de

f'g, es decir,
[ r@g@)ds = f@gte) - [ g @ . 0

Veamos ahora algunos ejemplos de uso de la integraciéon por partes.

Ejemplo 7. fol xe® dx.

12



Para calcular fol xe” dz, aplicaremos el Teorema 3 a las funciones f y g dadas
por f(z) =e* y g(x) = x. Observemos que f’(z)g(z) = e“x. Entonces

/01 xedr = /01 f(2)g(z)dx

1 1
= @) - / f(@)g () dx
0 0
1 1
= e o_/o e’ dx
1 1
= ze¥| —e*| =1.
0 0

Ejemplo 8. fog cos(z)sen(z) d.

Tomaremos f(z) = g(x) = sen(x), con lo cual f'(x)g(z) = cos(z)sen(z).
Tenemos que

st
2

/0g cos(x)sen(z) dr = sen’(x)| — /0g sen(z) cos(z) da.

0

iLlegamos a la misma integral que al principio! Pero de esta igualdad, podemos
despejarla, y obtenemos

2/2 cos(z)sen(z) de = sen?(x)| =1
0 0

)

por lo que fog cos(z)sen(z) do = 1.
Ejemplo 9. [ sen?(z)dz.

Este ejemplo es similar al anterior, pero en vez de calcular una integral vamos
a hallar una primitiva de la funcién sen?(z). Cualquier otra primitiva se puede
obtener a partir de esta sumando una constante.

Tomaremos f(z) = — cos(x) y g(x) = sen(x).

-/senz(x) dx = —cos(x)sen(z) +/0052(x) dx
— cos(z)sen(z) + /(1 —sen’(x)) dx

= —cos(z)sen(x) + = — /sen2(x) dzx

Nuevamente podemos despejar, obteniendo

/senZ(a:) de— T cos(;)sen(x).

13



Ejercicio 3. Hallar una primitiva de cos®(z), y calcular f027r cos?(z) dz.
Ejemplo 10. Primitiva del logaritmo.

Definimos log(z) = [; 1 dt. Por el TFC, sabemos que la derivada de log(x)

es % Ahora calcularemos una primitiva de log(z). Para esto, aplicaremos el
Teorema 3 a las funciones f(z) =z y g(x) = log(z).

/log‘(:z:) de = /1 -log(x) dx
= zlog(z) — /x%dm
= zlog(z) — / 1dz = z(log(z) — 1).

3.3. Integracion por sustitucién o cambio de variable

FEl segundo método de integracién que veremos es el método de integracion
por sustitucion o cambio de variable. Viene de una propiedad importante de las
derivadas que ya conocemos, la regla de la cadena, que nos dice que

(fog)(z) = f'(g(x))d (x).

Teorema 4 (Cambio de variable). Sean g : [a,b] — R una funcidn
continua en [a,b] y derivable en (a,b), y f una funcidn que es continua
en el intervalo cerrado delimitado por g(a) y g(b).* Entonces

g(b) b
z)dx = oqg(z))d (x) dzx.
/g(a) f(@) /G(f o(#)g' (@)

%Es decir, el intervalo [g(a), g(b)] o [g(b), g(a)], segtn si g(a) < g(b) o g(a) > g(b).

\. J

Demostracién del Teorema 4:

Sea I el intervalo cerrado delimitado por g(a) y g(b). Como f es continua
en I, tiene una primitiva que llamaremos F'. Entonces, por la regla de Barrow,

g(b)
/( : f(z)dx = F(g(b)) — F(g(a)) = F o g(b) — Fog(a).

Por otro lado, la regla de la cadena nos dice que
(Fog)(x)=F(g(x))g (x) = (f o g(x))g' ()

para € I. Usando nuevamente la regla de Barrow tenemos que

[ (o g@)g/ (@) dz = F o) - Fogla). O

14



Veamos ahora algunos ejemplos del uso de este resultado.

Ejemplo 11. fog cos(x)sen(z) dx.

Esta integral ya fue calculada en el Ejemplo 9 usando el método de integra-
cién por partes, por lo que ya sabemos que vale %

Para aplicar el teorema de cambio de variable, tomemos g : [0,5] — R
dada por g(x) = sen(z), y la funcién f : R — R dada por f(z) = z. Entonces
fog(x) = g(x) = sen(zx). Como ¢'(z) = cos(z), la funcién que queremos integrar
es (fog)g'. El Teorema 4 nos dice que fO% cos(x)sen(z) dz es igual a

g(m/2)
/ f(z)dx,
g(0)

1
1

/ rdxr = —.
0 2

Ejemplo 12. fO% cos(z)sen™(x) dz, donde n € N, n > 1.

es decir, a

Aquf nuevamente podemos tomar g(z) = sen(z), cuya derivada es ¢'(z) =
cos(x). Como ahora en el integrando sen(z) aparece elevado a la potencia n,
tomaremos f(x) = ™. La funcién que queremos integrar es por lo tanto (fog)g’.

Por el teorema de cambio de variable, fog cos(z)sen™(x) dz es igual a

g(m/2)
/ f(x)dx,

g(0)

! 1
/x”dx: .

Ejemplo 13. Primitiva de h(z) = cos(z)sen®(x).

es decir, a

Tomemos la funcién del ejemplo anterior en el caso particular en que n = 3.
Si en vez de querer hallar su integral en el intervalo [0, 7] queremos hallar una
primitiva, podemos calcular F(z) = [, h(t)dt (o en realidad [ h(t)dt para
cualquier valor de a).

Eligiendo f(z) = 23 y g(z) = sen(z), tenemos que

T g(x) sen(z)
Fla) = / cos(t)sen® (1) dt = / £ dt = / 2 dt.
0 g(0) 0

Es decir,

15



Ejercicio 4. Verificar, derivando, que F efectivamente es una primitiva de la
funcion h.

Ejemplo 14. fog cos(z)e*(®) dz.

Para calcular esta integral tomaremos de nuevo g(x) = sen(z), y la funcién
f serd f(x) = e*. La integral que queremos calcular, foE cos(z)e**™(®) dz, queda

en este caso igual a
1
/ e“dr=e—1.
0

Notacién

Los ejemplos anteriores tienen en comun que en el integrando aparece
una expresiéon que depende de g(x) = sen(z) (que es sen(x), sen™(z) o
e*°"(#)) multiplicada por ¢'(x) = cos(z). Sin importar cudl sea la funcién
continua f y cudles sean los limites de integracién a y b,

g(b)

b
T n(x)) dr = ) dzx.
| costafsente)) / N

Por este motivo, al aplicar el teorema de cambio de variable suele
utilizarse una notacion diferente a la presentada en estos ejemplos. So-
lemos decir que la nueva variable es u = sen(z), y que du = cos(z) dx.
Entonces escribimos

g(b)

/ab cos(z) f(sen(z)) dx = /g(a) f(u) du.

La expresion du = cos(x) dx es solamente una notacién, pero es muy util
para recordar que al hacer el cambio de variable que consiste en cambiar
sen(z) por u, no podemos simplemente cambiar dx por du.

Ejemplo 15. f14 %dw.

Para aplicar el teorema de cambio de variable, busquemos una nueva variable
u (correspondiente a u = g(x)) de modo que du (es decir, ¢’(x)dx) aparezca
también en el integrando.

Si tomaramos u = /7, tendrfamos du = ﬁdm. Modifiquemos ligeramente
el aspecto de nuestra integral:

46\/5d 2/46\/Ed
— ar = —F azx.
e BEN:

Ahora sf estamos en condiciones de hacer el cambio de variable u = /7. jRe-
cordemos que hay que cambiar los limites de integracién! Cuando x =1, u =1
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y cuando x = 4, u = 2. Por lo tanto

2/4de—2/26“du—2(62—e)
1 2V 1 .

cos(log(14x))

Ejemplo 16. Cdlculo de una primitiva de h(x) = Trs

Calcularemos F(z) = [ %W dt, que estd definida para x € (—1, +00)
y es una primitiva de h. Haremos el cambio de variable u = log(1 + t), para el

cual du = %Hdt. Con este cambio de variable,

log(1+x) log(14+x)
F(z) = / cos(u) du = sen(u) = sen(log(1 + z)).
0 0

Ejemplo 17. fO% e2® cos(2x) da.

Para resolver esta integral aplicaremos los dos métodos de integracién que
hemos visto hasta el momento: integracién por partes y cambio de variable.

Primero haremos el cambio u = 2x. Como du = 2dx, reescribimos la integral
que queremos calcular como

™

Bl 1 2
/ e*® cos(2z) dr = / 2e%" cos(2x) dx,
0 2 Jo

que tras el cambio de variable queda

1 ™
= / e" cos(u) du.
2.Jo

Integremos ahora por partes, primitivizando el coseno y derivando la expo-
nencial:

™

/e“cos(u)du = e"sen(u)

0

— / e“sen(u) du

0 0

= 7/ e“sen(u) du.
0

Haciendo partes nuevamente, primitivizando el seno y derivando la exponen-
cial, tenemos que esto es igual a

e“cos(u)

/Oﬂ e"(—sen(u)) du

f/ e* cos(u) du
o Jo

= —"—-1- / e" cos(u) du.
0

17



De las dos ecuaciones anteriores podemos despejar

T 1
/ e“cos(u)du=—=(e" +1),
0 2

por lo que

B 1
b = (e +1).
2/0 e" cos(u) du 4(6 +1)

Hasta ahora hemos visto ejemplos en los que la funcién v = g(z) aparece
explicitamente en el integrando. Sin embargo, el teorema de cambio de variable
puede ser aplicado, con cierta astucia, en otros casos.

Ejemplo 18. Area del circulo.

1 . . . .
Calcularemos [ ~, V1 —2%dx, que es el drea del semicirculo de radio 1. {Nos
deberia dar 7! Haremos un pequeno cambio cosmético, que es cambiar el nombre
de la variable de integracién de x a u. Entonces, la integral queda:

1
/ V1 —u?du.
1

Si u fuera sen(x), tendriamos que v'1 — u? = cos(z). Intentemos hacer este
cambio de variable. Para ello, debemos tener en cuenta que du = cos(x)dx.
Entonces,

/_11 Vi-wdu= / TS cos(a) d,

para limites de integracion a y b elegidos apropiadamente. Estos deben cumplir
que sen(a) = —1 y sen(b) = 1, asi que podemos tomar a = —3 y b= J

5
La integral que queremos calcular queda

o s
2

/_iﬂdu:/_

2

v/1 —sen?(z) cos(x) dx = / cos?(z) dz.

us us
2 2

Ejercicio 5. Calcular esta integral usando el método de integracion por partes,
verificando asi que efectivamente da 7.

Ejercicio 6. El coseno hiperbdlico y el seno hiperbdlico son las funciones de-
finidas por
cosh(z) = # y senh(z) = e’
Probar que:
= cosh?(z) — senh?(z) = 1.

= cosh’(x) = senh(z).
» senh’(z) = cosh(z).
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= senh : R — R es biyectiva.
La funcion inversa de senh se llama arcsenh, que se lee arcosenohiperbdlico.
Ejemplo 19. Primitiva de /1 + z2.

Consideremos la funcién f : R — R dada por f(x) = v/1+ 22. De acuerdo
al TFC, una primitiva de f estd dada por

F(z) = /Oz V1t 2dt.

Para hallar F, haremos el cambio de variable ¢ = senh(u), con lo que dt =
cosh(u)du. Al hacer este cambio de variable, los limites de integracién cam-
biardn. En vez de ser 0 y x serdn arcsenh(0) = 0 y arcsenh(x). Usaremos en los
siguientes cédlculos las propiedades de cosh y senh que constituyen el enunciado
del ejercicio anterior.

Entonces

T arcsenh(x)
/ V1i4+t2dt = / 1 + senh®(u) cosh(u) du
0 0

arcsenh(z)
= / cosh?(u) du
0

Integrando por partes, o usando la formula de cosh, esta integral es igual a

arcsenh(z)

%(senh(u) cosh(u) + u)

)

0

y tras evaluar obtenemos

xv/1+ a2 + arcsenh(x)
F(z) = 5 .

3.4. Integracion de funciones racionales

Una funcion racional es una funciéon dada por un cociente de funciones po-
linémicas, es decir, una funcién de la forma

_ p)
R(z) = @)’

donde p y ¢ son polinomios. Hay un método general que permite hallar sus
primitivas. Esto es lo que veremos en esta seccion.

Comenzaremos recordando algunas propiedades de los polinomios a coefi-
cientes reales. Llamaremos R[z] al conjunto de los polinomios a coeficientes
reales, es decir, a las expresiones de la forma

p(r) = ap+ a1z + -+ + a,a”,
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donde n € Ny ag,...,a, € R. Si a,, # 0 decimos que p tiene grado n. Los
numeros reales ag, . . ., a, son los coeficientes de p.

Siempre que hablemos de un polinomio éste tendra coeficientes reales. Es
decir, siempre estaremos hablando de un elemento de R[z].

Si p y g son polinomios, existen polinomios ¢ y r tales que
p=cq+r,

y el grado de r es menor al grado de g. Al expresar p de este modo,
decimos que dividimos a p entre ¢. El polinomio p se llama el dividendo,
q es el divisor, c es el cociente y r es el resto.

Observemos que si el grado de p es menor al de g, quedan ¢ =0 y
r = p. Por lo tanto la divisién solo resulta interesante si el grado del
dividendo es mayor al del divisor.

3

Por ejemplo, si p(z) = 2° + 2* +22° — 42 + 1y q(x) = 2 — 2, tenemos que

p(z) = (* +z+3)qx) +2* — 2+ 1.

En este caso c(z) =22 +x + 3y r(z) =22 —o + 1.1

Un polinomio de grado n es irreducible si no puede descomponerse
como producto de polinomios de grado menor. Los polinomios de grado
1 son irreducibles, y hay polinomios irreducibles de grado 2, como por
ejemplo 22 + 1.

En R[z], no hay polinomios irreducibles de grado mayor que 2.

Todo polinomio de grado n > 1, puede descomponerse como producto
de polinomios irreducibles.

Por ejemplo, el polinomio

p(e) = ' +a* —a® + 2 -2

1Si no recuerdan cémo dividir polinomios, pueden por supuesto recurrir a youtube. Sin
embargo, es un ejercicio provechoso recordar cémo es la divisién entera y tratar de hacer un
razonamiento similar con los polinomios. Es decir, recordando lo que quiere decir

1538 |23
20 66

pueden plantear
4+t + 2% —de+1 2% — =

e intentar hacer este cdlculo guiados por su intuicién.
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se descompone como
p(z) = (x—1)(z+ 2)(952 +1).

El polinomio
q(z) = 2° — 223 4+ 227 — 32 + 2

q(z) = (x — 1D*(x +2)(z* + 1).

Observemos que ¢ tiene los mismos factores irreducibles que p, pero en ¢ el
factor z — 1 aparece dos veces.

El objetivo de esta seccién es integrar funciones racionales, es decir, funcio-
nes que son cocientes de funciones polinémicas. Antes de integrarlas, es conve-
niente expresarlas de la forma mas simple posible.

Por ejemplo, la funcién racional

20— 223 + 222 -3z +2

Bo() = a3 —ax?24ax—2

es el cociente %, donde p y ¢ son los polinomios que acabamos de descomponer
en factores irreducibles. Por lo tanto
(x —1)%(x+2) (2% +1)

Ro(@) = @-Dz+2)@=2+1) L

Si tomamos ahora %, obtenemos

ot +ad — 2%+ -2 1
P —203 4+ 222 —3x+2 -1

Ri(z) =

Ambas son funciones que sabemos integrar, cuando las escribimos en la forma
apropiada.

Ejemplo 20. Funcion racional con numerador de mayor grado que el denomi-
nador.

Si
25+t 4223 —dr + 1
R(J?): 3 )
xr° —x

el numerador de R es p(z) = 2° + 2% + 22° — 42 + 1 y el denominador es
q(x) = 23 — x. Como el grado de p es mayor que el de g, es conveniente dividir
p entre ¢, lo que nos da

p(x) = (2 + z +3)q(z) + 2 -z + L.
Ahora podemos expresar R como

24+ —a)+ai—x+1 22 —z+1
R(:z:):( ) 3 ) :x2+x+3+73 ,
T3 —x T3 —
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que es la suma de un polinomio y una funcién racional de grado més pequenio.
Si ademas descomponemos q en sus factores irreducibles, vemos que

22 —z+1

Enseguida veremos por qué esto es util, pero primero registremos esta observa-
cién:

Observacién 3. Si R(z) = % es una funcion racional y el grado de p es
mayor o igual al grado de q, dividiendo p entre ¢ podemos reescribir R como

donde ¢ y r son polinomios y el grado de r es menor que el de q.
Por lo tanto, para integrar funciones racionales es suficiente saber integrar
funciones para las cuales el numerador tiene grado menor que el denominador.

Teorema 5 (Descomposicién en fracciones simples). Sean p y q polino-
mios de coeficientes reales tales que el grado de p es menor que el de q.
Consideremos la descomposicion de q en factores irreducibles,

u

— n Nt M1 m
q(w)—rl(x) 1"'Tt S1 7S
donde r1,...,1¢ son los factores irreducibles de grado 1 y s1,...,S, son

los factores irreducibles de grado 2. Entonces, la funcion racional

p(z)
R(z) = —=
q(z)
se descompone en ny + -+ +ng +mq + -+ + my sumandos, que son de
la forma
e
ri(z)*’

dondea € R y1 <k <n;, odela forma

br +c
si(z)k’

donde a,b e R y1 <k <m;.

Veamos qué quiere decir esto en la practica.

Ejemplo 21. Denominador q(z) = (v + 2)(x — 1)(z — 5).
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El denominador se descompone como producto de polinomios irreducibles
de grado 1, y ningtn factor estd repetido. En este caso,

p(ﬂ?) ay a2 as

q(z) _:10—1—2—’—31:—1—%(310—1—5)7

donde a1, a2 y az son ntimeros reales que dependen, por supuesto, de quién sea
p.

Ejemplo 22. Denominador q(x) = (x + 2)(x — 1)(x — 5)3.

En este caso, el denominador se descompone como producto de polinomios
irreducibles de grado 1, y el tercer factor aparece tres veces. Esto se vera reflejado
en la descomposicién en fracciones simples de la forma siguiente:

p(x) ai as as a4 as
= + + + + :
glz) z+2 z—-1 (x+5) (z+5)?2 (z+5)3
donde aq,...,as son nimeros reales que dependen, por supuesto, de quién sea
p.

Ejemplo 23. Denominador q(x) = (z + 3)(2? + 1).

En este caso, en la descomposicion en fracciones simples hay dos sumandos,
uno por cada factor irreducible de q. Tiene la forma:

p(x) a bx + ¢

q(z) Tr 3 @y r

Ejemplo 24. Denominador q(x) = (x + 3)%(2? + 1)3.

Este polinomio tiene los mismos factores irreducibles que el del ejemplo

anterior, pero cada uno aparece varias veces. En la descomposicién en fracciones

simples de Z E;g hay ahora 5 sumandos:

p(z
q(x

El objetivo de este curso no es aprender a integrar todos los sumandos que
pueden aparecer en la descomposicién en fracciones simples. Esto puede hacerse,
y hay métodos generales que permiten hacerlo en todos los casos. Por lo tanto,
si tuviéramos que integrar una funcién racional cualquiera, podriamos hacerlo?,

siempre y cuando lograramos descomponer su denominador como producto de
polinomos irreducibles®.

) ! n as bixz + 1 box + o bsx + c3
) 43 (@+3)2 2241 (22+1)2 (224 1)3

2Es laborioso pero facil.
3{Esto no siempre es facil!
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Volvamos al Ejemplo 23, donde la descomposicién en fracciones simples que
se obtiene nos queda asi:

a . br + ¢
r+3 2241
Esta funcién es
1 T
+b ,

a +c
x+3 x2+1 22 +1

donde, recordemos, a,b y ¢ son niimeros reales.
Por lo tanto, para integrarla, alcanza con conocer:

= Una primitiva de %ﬁ
€T
241"

= Una primitiva de

» Una primitiva de 7.

Ejercicio 7. = Una primitiva de w—i?’ es log(x + 3). Se obtiene apli-

cando el teorema de cambio de variable, tomando como nueva va-
riable u = x + 3.

= Una primitiva de 3"~ es %log(x2 + 1). Se obtiene aplicando el
teorema de cambio de variable, tomando como nueva variable u =
2
=+ 1.

= Una primitiva de z%ﬂ es la funcion arcotangente. Se obtiene a

partir del teorema de la funcion inversa, aplicandolo a la funcion
tan.

Ejemplo 25. Primitiva de m

El polinomio ¢q(x) = 2% — 2z + 5 es irreducible. Sabemos esto porque, si
pudiera ser descompuesto como (z — a)(z — b), a y b serian raices de ¢, y ¢ no
tiene raices reales.

(,Cémo podemos calcular una primitiva de ﬁ? Conocemos la primitiva de

x%ﬂ que es arctan(z), y haremos manipulaciones algebraicas sobre la expresién
ﬁ para llevarla a algo de este tipo.

Recordemos que, para a € R, (z + «)? = 22 + 2ax + . Entonces los dos
primeros sumandos de ¢(x), que son

z? - 2x,

forman parte de un cuadrado de binomio de este tipo. Es decir,

=20+ = (r+a)
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si elegimos « y completamos el espacio en blanco adecuadamente. Como 2«
debe ser igual a —2, a = —1, y la igualdad anterior es

2 =20 +1=(x—1)>2
Entonces

) =2 -2 +5=2-2r+1+4=(r—1)* +4.

. 1
Lo que sabemos integrar es 5
expresiones se empiezan a parecer...

Si ademds, en g(z), sacamos 4 de factor comiin, tenemos que

q(z) = 4 <(x21)2+1>

y por lo tanto 2(z) Dos queda

. Lo que queremos integrar es @ Estas

1
,1)24’,4 .

!
(x—1)2+4 4(907—1)2+1'

. 1
Esto ya se parece bastante a 577, (no?

Calculemos
1 1
/17.%—1 3 dfff
(571)" +1

Haciendo el cambio de variable u = %‘1, tenemos que du = % y la primitiva
que estamos calculando es

1 1

————du,

2u?+1

que es + arctan(u). No olvidemos deshacer el cambio de variable. Hemos llegado

2
a que
1 1 r—1
m dx = 5 arctan T .
1

.Sera posible hacer esto mismo para una funcién racional de la forma @

donde ¢ es cualquier polinomio irreducible de grado 2? Si, por supuesto que si.4

4Nos alcanza con hacerlo para los polinomios mdnicos, es decir, cuyo coeficiente principal
es 1.
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Ejercicio 8. Tomemos un polinomio q(x) = 2% +bx +c sin raices reales,
es decir, tal que b®> — 4c < 0.

1. Completar cuadrados: hallar o y B reales tales que
q(z) = (z — @) + B.
Verificar que 5 > 0.%

2. Sacando B de factor comin, podemos escribir

q(x)=5<(“’\/;)2+1>.

Hallar una primitiva de ﬁ haciendo un cambio de variable apro-

piado.

“Quedaa:%y,ﬁ:c—oﬁ.

\ J

Hasta ahora, hemos visto cémo el teorema de descomposicién en fracciones
simples nos permite escribir una funcién racional como em suma de términos que
sabemos integrar y términos que aprenderiamos a integrar, si tuviéramos que
hacerlo.® Pero...;cémo encontramos la descomposicién en fracciones simples? Lo
veremos en algunos ejemplos.

Ejemplo 26.
1
Rlz)= —————
(z) (x+2)(z—1)
Buscamos nimeros A y B tales que
1 A B

= . 5
(x+2)(x—1) x+2+x—1 5)
Hagamos denominador comun en la expresién de la derecha. La ecuacién (5)

queda
1 Az —-1)+B(z+2) (©)
(z+2)(x—1) (z+2)(z—1)
Para que se cumpla, como las funciones racionales a la izquierda y a la derecha
de (6) tienen el mismo denominador, alcanza con que

1=A(x—1)+B(z+2)=(A+ B)x + (2B — A). (7)

Observemos que esta igualdad tiene que cumplirse para todos los x € R, es decir,
la funcién polinémica dada por (A + B)x + (2B — A) tiene que ser constante

5Como por ejemplo, m
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igual a 1. Por lo tanto, el término lineal tiene que tener coeficiente 0 y el término
independiente tiene que valer 1. Hallamos A y B resolviendo el sistema lineal
de ecuaciones

A+B = 0
—-A+2B = 1,
y obtenemos A = —1/3, B = 1/3. Es decir,
1 _—1/3 . 1/3

(z+2)(z—-1) x+2 -1

Ejemplo 27.
1

(x 4+ 2)(z —1)(z —5)
Buscamos numeros A, B y C tales que

1 A B C 8
(1:+2)(x—1)(1:—5)_x+2+:c—l+x—5' (8)

R(z) =

Hagamos denominador comin en la expresién de la derecha. La ecuacién (8)
queda

1 A(zf1)(x—5)+B(x+2)(x75)+0(x+2)(1771).

(x4 2)(x—1)(z—5) - (x 4+ 2)(z —1)(z —5)

(9)
Al igual que en el ejemplo anterior, para hallar A, B y C igualamos los nume-
radores, obteniendo

1=(A+B+C)x? +(—6A—3B +C)x + (54 — 10B — 20C). (10)

A, By C se obtienen como solucién del sistema lineal de ecuaciones

A+B+C = 0
—-6A—-3B+C = 0
5A—-10B-2C = 1
Ejemplo 28.
2r + 3

R@) = e -DE 15

Queremos hallar A, B y C tales que

2x +3 A L B . c
(x+2)(z—1)(z—5) x+2 x—-1 =x-5

Haciendo denominador comtun en la expresién de la derecha e igualando los
numeradores que nos quedan, obtenemos

20 +3=(A+B+C0)r* + (=64 - 3B+ C)x + (54 — 10B — 20).
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Por lo tanto, A, By C' se obtienen como solucién del sistema lineal de ecuaciones

A+B+C =
—64—3B+C
5A—10B-2C = 3

Método de la tapadita

Hay un “método” para hallar rapidamente los coeficientes que apare-
cen en la descomposicion en fracciones simples. Para entenderlo, miremos
la ecuacién (5), que es una igualdad de funciones racionales. Si multipli-
camos a ambos lados por (z — 1), obtenemos

1 Alxz-1)
z+2  x+2

+ B.

Cuando evaluamos esto en x = 1, nos queda 1_%2 = B, es decir B=1/3.
Andlogamente, si multiplicamos la ecuacién (5) por x + 2, obtenemos

1 B(z +2)

= A _—

x—1 L
y evaluando en z = —2 obtenemos ﬁ = A, es decir, A= —1/3.

Este truco se llama “método de la tapadita”’porque se aplica asi:
tomamos
1
G+ AE-1)

que es la funcién que queremos descomponer en fracciones simples. Ta-
pamos el factor x + 2 del denominador, y evaluamos lo que queda (es
decir, ﬁ) en la raiz del factor que hemos tapado, es decir, en x = —2.
Esto nos da —1/3, por lo que en la descomposicién aparece

_1/3
x4+ 2

Ahora tapamos el factor x — 1 en el denominador, y evaluamos lo que
queda en la raiz de z — 1, obteniendo 1/3. En la descomposicién aparece

1/3
x—1

Como ejercicio, verificar que este “método” también funciona para los
otros dos ejemplos que vimos, y pensar por qué.

. Es recordar esto mads facil que resolver un sistema lineal de ecuacio-
nes? Probablemente no, pero este es un truco muy popular que se incluye
en estas notas a pedido del publico.
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Ejemplo 29.
2z 43

M Gy

En este ejemplo, buscamos una descomposicién de la forma

2+ 3 A +B:U+C’ (1)
(r+2)(x2+1) z+2 22+1°

Esta ecuacién es igual a

27 + 3 _ (A+B)z?+ 2B+ C)z + (A +2C) (12)
(x+2)(z2+1) (z +2)(2? +1) '

Al igualar los numeradores, nos queda el sistema lineal que debemos resolver
para obtener A, By C:

A+B = 0
2B+C
A+2C =
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