Derivadas

Célculo diferencial e integral en una variable

1. Introduccion

El concepto de derivada es central en este curso, y evoca inmediatamente
la idea fisica de wvelocidad. Aparece constantemente en las ciencias naturales y
sociales, asociado a la idea de variacién o cambio. Sin embargo, la nocién de
derivada es relativamente reciente en términos histéricos: es debida a Newton y
Leibniz, quienes la formularon en el siglo XVII.

Por qué la derivada es tan tardia? Porque recoge ideas y técnicas que se
elaboraron a lo largo de mucho tiempo y que tienen diversos origenes. En el Re-
nacimiento, los europeos se familiarizaron nuevamente con la matemaética de los
antiguos griegos —que fueron, ante todo, grandes geémetras—, y aprendieron el
algebra que se habia desarrollado en el mundo islamico mientras Europa estaba
en el medioevo. Estas dos ramas de la mateméatica —el dlgebra y la geometria—
confluyeron en la década de 1630 en la geometria analitica, inventada inde-
pendientemente por Pierre de Fermat y René Descartes, que permitié expresar
objetos geométricos (tales como curvas, superficies, regiones, trayectorias) me-
diante ecuaciones algebraicas. Esto abrié la posibilidad de explorar problemas
geométricos mediante calculo simbdlico.

La derivada fue usada por diversos matematicos para resolver problemas
geométricos antes de ser bien comprendida, y antes de ser definida como la
conocemos hoy. Esto es comtun al desarrollo de muchos conceptos matemaéticos.
Fermat, tratando de encontrar maximos y minimos de funciones, observé que
éstos se dan en puntos en los cuales la tangente a la grafica es horizontal. Las
ideas de Fermat fueron retomadas por varios mateméticos' que querfan, mas
generalmente, encontrar la recta tangente a una curva en un punto cualquiera.
Isaac Barrow, maestro de Newton, se dio cuenta de que las tangentes a una curva
estaban relacionadas con el drea encerrada por ésta. Este intenso trabajo generd
un conjunto de métodos analiticos que permitian resolver diversos problemas
geométricos.

Newton y Leibniz, en forma independiente, comprendieron que todos es-
tos métodos tenian una idea subyacente comtin, y asi descubrieron la derivada.
Ademas, formularon una nueva teoria que englobaba mucha matemédtica exis-
tente bajo dos conceptos centrales: el de derivada y el de integral. Como ya habia
intuido Barrow, estos conceptos, lejos de ser independientes, son en cierto modo

1Entre ellos Johann Hudde, René Descartes, John Wallis, Isaac Barrow, René Sluse y
Christian Huygens.



“duales”, como dos caras de una misma moneda. Expresaron esta idea en lo que
hoy conocemos como el Teorema Fundamental del Cdlculo, que demostraron con
argumentos rigurosos. Es por todo esto que consideramos a Newton y a Leibniz
los creadores del Célculo Diferencial e Integral.

Asi, por increible que parezca y en contra de lo que indica el sentido comun,
la nocién de derivada no fue principalmente motivada por la mecédnica clasica.
Hasta el siglo XVII la velocidad habia sido ampliamente estudiada por numero-
sos y destacados fisicos desde tiempos de Aristételes, y notoriamente por Galileo
Galilei. Sin embargo, fue Newton? quien unificé las leyes de la mecédnica, cldsica
y expreso esta ultima en términos del cédlculo, haciendo del calculo diferencial e
integral y la mecanica clasica dos disciplinas inseparables. Nuestra comprensiéon
del célculo esta sin duda muy influida por esta sintesis.

Dedicaremos esta segunda mitad del curso a entender la derivada, y su intima
y fascinante relacién con la integral.

2. Definicién de la derivada

2.1. Velocidad

Pensemos en un movimiento unidimensional. Un movimiento unidimensional
es un movimiento que podemos pensar, a los efectos de modelarlo matematica-
mente, que ocurre en una dimension.

Un ejemplo es el de un automévil que circula a lo largo de una carretera
recta. Si designamos el tiempo con la variable ¢, la posicion en la carretera es
una funcién de ¢, que llamaremos f(t). La siguiente gréfica mide el tiempo en
minutos y la posicién en kilémetros, y nos dice que, por ejemplo, el auto estéd
en el kilémetro 43 a los 25 minutos de haber partido.
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2En su obra Philosophie Naturalis Principia Mathematica (Principios Matematicos de la
Filosoffa Natural), publicada en 1687.



. Es importante que la carretera sea recta? No, para nada. Si la carretera no es
recta, miramos la misma grafica y constatamos que ésta describe perfectamente
el movimiento. Los kilémetros se miden a lo largo de la carretera, y decir que
a los 25 minutos de haber salido el auto esta en el kilémetro 43 tiene perfecto
sentido.

Asi, un movimiento unidimensional puede ser, por ejemplo, el de un auto en
una carretera, el de una corredora en la rambla de Montevideo, el de un carrito
en su riel de la montana rusa, o el de una manzana que cae verticalmente desde
la rama de un drbol. Todos ellos pueden ser modelados por la funcién f(t).

Volvamos al auto de la grafica. ;Cudl es su velocidad media entre los mo-
mentos ¢t y t + At? Para calcularla, tenemos que dividir la distancia recorrida
(f(t+ At) — f(t)) entre el tiempo transcurrido (At), es decir,

U, = W km/min.
Observemos en la figura que la velocidad media es la pendiente del segmento
rojo.
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Para calcular la velocidad instantdnea en ¢, tenemos que calcular la velocidad

media en lapsos [t,t + At] cada vez méds cortos. En realidad, la velocidad ins-
tantanea en el momento ¢ es un limite:

P G-V ()

Aim At km/min. (1)

2.2. Pendiente de la recta tangente

Sea f : [a,b] — R una funcién, cuya grifica se muestra en la figura. Consi-
deremos el siguiente problema geométrico: dado un punto xy € [a,b], jcudl es
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(min)



la recta tangente al correspondiente punto de la grafica (xo, f(z0))?

Para determinar una recta en el plano, alcanza con saber su pendiente y
un punto por el que pasa. En nuestro caso, ya tenemos el punto, (zo, f(z9)), y
vamos a determinar la pendiente.

Si tomamos un punto z € [a, b] cercano a xg, el segmento que une (z, f(z))
y (w0, f(w0)) tiene pendiente?

f(z) = f(z0)
T—z0

Para hallar la pendiente de la recta tangente, tenemos que hacer que z esté
cada vez mds cerca de zg. Es decir, la pendiente de la tangente a la grafica en
el punto (xg, f(xg)) es el limite

fin 4 (@) = f(@o) 2)
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Este limite podria no existir, como no existe en el caso de la siguiente figura.
Pero, si el limite existe, es la pendiente de la recta tangente.

Haremos un cambio de variable para expresar el limite (2) de un modo
ligeramente distinto. Escribimos

r=ux9+ h,

es decir, llamamos h a la diferencia  — zg. Entonces, decir que x — xg equivale
a decir que h — 0. El limite (2) queda asi:

. f(zo+h) — f(zo)
Ho h ‘ 3)

3Recordemos que si en una recta tenemos dos puntos pg = (z0,%0) ¥ p1 = (z1,91), la

pendiente de la misma es % = #=vo,
T x1—x0
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Para esta funcién, no existe la recta tangente a la gréfica en (xo, f(x0)).

2.3. Limite del cociente incremental

Observemos los limites dados por las ecuaciones (1) y (3). Las variables que
aparecen en ellos tienen nombres distintos, pero por lo demas, son iguales.

En general, si tenemos un intervalo I C R y una funcién f : I — R, decimos
que el cociente incremental de f en un punto = € I es

f(z+h)— f(z)
e (4)

Definicién 1. La derivada de f en el punto x es el limite

Cuando este limite existe y es finito, decimos que f es derivable en z. En
caso contrario?, decimos que f no es derivable en .

Decimos que una funcién f es derivable si es derivable en todos los puntos
de su dominio.

Veremos mas adelante resultados que nos van a permitir calcular facilmen-
te las derivadas de “funciones dadas por férmulas”. Por “funciones dadas por
férmulas”nos referimos a funciones que se pueden obtener haciendo sumas, pro-
ductos, cocientes y composiciones de funciones polinémicas, exponenciales, lo-
garitmicas y trigonométricas. Sin embargo, siempre hay que recordar que la
derivada es, por definicion, el limite del cociente incremental. Esta definicion es
aplicable a una clase mas grande de funciones, y serd usada constantemente en
lo que resta del curso.

4Es decir, si el limite es infinito o no existe.



Como ya dijimos, la derivada de f en un punto zg es la pendiente de la
tangente a la gréfica de f en el punto (xq, f(zo)). ;Cémo hallamos la ecuacién
de esta recta?

Una recta en el plano (a menos que sea vertical) tiene ecuacion

Yy=mx—+n,

donde m es la pendiente. Entonces, la tangente a la gréfica de f en (g, f(z0))
sera una recta de ecuacion

y = f'(zo)x +n,
para algin n € R que tenemos que determinar. Como esta recta pasa por el
punto (zo, f(x0)), debe cumplirse que

f(@o) = f'(z0)zo +n,
por lo que despejando n obtenemos
n = f(xo) — f'(x0)wo.
Resumimos estos célculos en el siguiente recuadro:

Si f es derivable en zq, la recta tangente a la grafica de f en el punto
(z0, f(z0)) es la recta de ecuacién

y = f(zo) + f'(z0)(z — x0).

2.4. Continuidad de las funciones derivables

Terminaremos esta seccién con una propiedad importantisima de las funcio-
nes derivables: son continuas. Mas concretamente, tenemos la siguiente propo-
sicién:

Proposicién 1. Sean I un intervalo de R, x un punto interior a I y
f:I — R una funcién. Entonces, si [ es derivable en x, es continua en
x.

Demostracion: Para probar que f es continua en x, tenemos que ver que
lim f(z+ h) = f(x),
h—0

0 equivalentemente que

lim f(z+h) = f(z) = 0.

Observemos que como f es derivable en x, existe limp_¢ !
f ($+h’1—f (z)

y por
es acotada para h en un entorno reducido de

(z+h)—f(@)
h

lo tanto la expresion
0.



Entonces

lm f(z+h) — f(z) = 1im LEFD=S@ g

h—0 h—0 h ~~~
N———~——"tiende a 0
acotado

Observacion 1. Podria ocurrir que exista

lim flx+h) - f(ff)'
h—0+ h

Diremos que es la derivada en x por la derecha. Con el mismo argumento que
demuestra la Proposicion 1, si existe la derivada por la derecha de f en x en-
tonces f es continua a derecha en x. Del mismo modo se define derivada por la
izquierda.

Cuando el dominio de f es un intervalo cerrado [a,b], podemos hablar de la
derivada en a por la derecha y de la derivada en b por la izquierda.

3. Calculo de derivadas

3.1. Primeros ejemplos

Calculemos, a partir de la definicién, la derivada de algunas funciones sen-
cillas.

Ejemplo 1. Derivada de la funcion constante

Tomemos ¢ € R y la funcién constante f : R — R dada por f(z) = c.
Calcularemos la derivada en un punto z.

oy - e S ) — ()
fllx) = hmf

h—0
cC—2¢C

= lim
h—0 h

= im0 =0
h—0
Es decir, f'(x) = 0 para todo = € R.
Ejemplo 2. Derivada de la funcion identidad

Tomemos la funcién identidad f : R — R, es decir, la funcién dada por

fz) =x.

Su derivada es

! — 1/
f(z) Lim W
B h,merhfx
T RS0 h
= my =l



Ejemplo 3. Derivada de la funcion cuadrdtica

Tomemos la funcién f : R — R dada por f(z) = 2.
Su derivada es

f(x) = lim

= lim(2z + h) = 2z.
h—0

Ejemplo 4. Derivada de la funcion potencial

Tomemos n € N mayor o igual que 1, y la funcién f : R — R dada por
f(z) = ™. Calcularemos su derivada en un punto z.

Para esto, recordemos antes la férmula del binomio de Newton, que dice que
para dos ntumeros reales a y b

n
(a+d)" chakb”_k,
k=0

n!
donde c} es el nimero combinatorio ¢} = =R

Entonces
+h) — f(2)
/ — 1/ (x
(@) hl—% h
n n
= lim 7($ +h)
h—0 h
_ lim ZZ:O ngkhn_k —a"
h—0 h
n—1 n
i ko G
h—0 h
n—1 hnfk
= lim ik
h—0



Es decir, f'(x) = na" ! para todo x € R. Esto coincide con lo que nos dio
el célculo paran =1y n = 25.

Ejemplo 5. Derivada de la funcion logaritmo en 1.

Sea f : (0,+00) — R dada por f(z) = log(z). Calcularemos f'(1), es decir,

. fA4+h)—f1) ., logl4+h) ., 1 /1+h 1
/ = —_—mm —_— —_— —_—
£ = Jim h = iy ) T

Consideremos primero el caso en que h > 0. Tomando la particién P = {1,1 +
h}, tenemos que las sumas inferior y superior para la integral f11+h % dt son,
respectivamente, S, (f, P) = H_Lh y S*(f, P) = h, por lo que

1 10g(1-i—h)<1
1+h h -

log(

. . 1+h . .
Por el teorema del sandwich, limj,_,o+ %) = 1. Haciendo un razonamiento

analogo para h < 0 se llega a que lim;,_,o- w =1, por lo que

log(1+ h)
/ 1 = 1, —_— = 1.
S ==
Ejercicio 1. 1. Probar que para todo x > 0 y h € (—x,+00)% el cociente

1

I log(z+h)—log(x)
h z+h "

imcrementa, estd acotado entre % Y

2. Probar que para todo x > 0 la funcion logaritmo es derivable en x y
log/(z) = 1.

Ejemplo 6. Derivada de la funcion seno en 0.

Ahora calcularemos la derivada de la funcién f : R — R dada por f(x) =
sen(z) en x = 0. Es decir, el limite

P0) = tig SO 1O) g, sentt)

h—0 h h—0 h

Para eso, observemos la siguiente figura, en la que se representa en el circulo
trigonométrico a un dngulo h > 0. El punto A es A = (1,0), el punto B es
B = (cos(h),sen(h)), el punto B’ es B’ = (1,tan(h)) y el punto O es O = (0,0).
Si llamamos Fj al tridngulo AOB, F5 al sector angular determinado por los
puntos A, O y By F3 al tridngulo AOB’, es claro que

area(F1) < area(Fz) < drea(Fs). (5)

5En realidad, cuando z = 0 y n = 1 la férmula anterior no es vélida, porque no podemos
hacer 0°. Sin embargo, ya vimos directamente que la derivada de f(z) =z en z = 0 da 1.
SEs decir, h es tal que z + h > 0.



sen(h) E

El angulo h, que hemos tomado positivo, estd medido en radianes, y un
radidan es una proporcién % del angulo completo. Por lo tanto, el angulo h es
una proporcion % del dngulo completo y el area de F; es

h

area(Fy) = o
i

ST,

pues 7 es el drea del circulo. Por otro lado, drea(Fy) = sen(h)/2 y drea(F3) =
tan(h)/2. Por lo tanto, la ecuacién (5) dice que

sen(h) _h _ 1sen(h)
<-—< =
2~ 27 2cos(h)
Multiplicando por ﬁ esto queda
1< h < 1
~ sen(h) ~ cos(h)
Tomando los inversos,
h
1> ser;L( ) > cos(h),

y como limy, ,q cos(h) = 1, el teorema del sandwich nos dice que lfmy,_, g+ Senh(h)

1. Usando que la funcién que a cada = asigna el cociente sen(z)/x es par, con-
cluimos que

sen(h)
"0)=1i =1.
F(0) = lim —
Ejercicio 2. 1. Verificar que la funcion coseno es deriwvable en 0 y calcular

su derivada cos’(0).



2. Usando las igualdades trigonométricas

cos(z +y) = cos(x)cos(y) — sen(z)sen(y)

sen(x +y) = cos(z)sen(y) + sen(x) cos(y)

probar que cos y sen son derivables en R, y que sen’(z) = cos(z) y cos'(z) =
—sen(x).

Un comentario “circular”

En el calculo anterior se dijo que un radidn es una proporciéon de
% del dngulo completo. Esta no es la definiciéon habitual de radian.
Sin embargo, con esta definiciéon se puede ver que, si 7 es el adrea del
circulo*, el drea de un sector angular de dngulo h es h/2, que es lo que
hemos usado.

Asi, lo anterior puede considerarse una demostraciéon de que
limy, g % = 1. ;Cémo podriamos calcular, usando esto, la longitud
de la circunferencia? No hemos definido en este curso la longitud de una
curva, pero podemos pensar que la longitud de la circunferencia es el
limite de los perimetros de los n-agonos regulares inscriptos cuando n
se hace cada vez mas grande. El perimetro del n-dgono regular se pue-
de calcular como ejercicio, usando un poco de trigonometria. ;A qué se
aproxima este perimetro cuando n crece? jPara ver que se aproxima a
27, tenemos que usar justamente que limy,_q % = 1! Es decir, usamos
este limite para ver que la longitud de la circunferencia es 2.

Una vez que sabemos que la longitud de la circunferencia es 2w, po-
demos ver que el arco de circunferencia determinado por un radidn tiene
longitud 1-lo que normalmente se presenta como la definicién de radidn.

iPero que la longitud de la circunferncia es 27 es algo que sabemos
de toda la vida! ;Cémo lo sabemos? Porque nos lo dijeron en la escuela,
pero nunca nos explicaron realmente por qué es cierto. Si usamos este
dato para calcular el limite del Ejemplo 6, y usamos este limite para
“demostrar” que la longitud de la circunferencia es 27, estamos haciendo
un razonamiento circular.

*Estamos tan acostumbrados a trabajar con el nimero m que, cuando lo vemos,
no nos despierta ninguna suspicacia. Pero, jqué es 7?7 Una definicién posible, y de las
mas razonables, es decir que es el area del circulo de radio 1.

Ejemplo 7. Una funcion continua que no es derivable.

La Proposicién 1 nos dice que si una funcién es derivable en un punto,
entonces es continua en ese punto. §Sera cierta la afirmacién reciproca? Es decir,
jserd cierto que si una funcién es continua en un punto, también es derivable?

No, la vida del estudiante de cédlculo no es tan placida. Para ver esto, consi-
deremos la funcién valor absoluto f : R — R dada por f(z) = |z|, cuya grafica

11



aparece en la figura. Esta funcién es continua en todos los puntos de R, y vamos
a ver que no es derivable en 0.

Si pensamos en que la derivada se puede interpretar geométricamente como
la pendiente de la recta tangente a la gréfica, parece claro que la gréafica de f en
0 no admite una recta tangente. Sin embargo, la derivada es, por definicion, el
limite del cociente incremental. Para ver que no existe f'(0), tenemos que ver
que no existe el limite del cociente incremental.

El cociente incremental de f en 0 es

i LSO
h—0+t h
Cuando h < 0, esto vale _Th = —1, por lo que
lim W =FO) _
h—0— h

Por lo tanto, no existe limy,_.q M7 es decir, f no es derivable en 0.

Un comentario sobre funciones continuas no derivables

Hay incluso funciones continuas en todos los puntos que no son deri-
vables en ninguno de ellos. El primer ejemplo conocido es la “funcién de
Weierstrass”, y data del siglo XIX.

Lejos de ser funciones raras, las funciones continuas no derivables en
ningtn punto son muy abundantes, y muy utiles en muchas aplicaciones
de la matemdtica. Se usan, entre otras cosas, para modelar fendmenos
tan diversos como el movimiento de las moléculas en un gas y el precio
de activos financieros.

12



3.2. Un ejemplo que desafia la intuiciéon

Recordemos la funcién f : R — R dada por

xsen% six#£0
f(x):{ 0 2 siz=0

Es continua en 0. El cociente incremental de f en 0 es

f(h) = £(0) _ hsen(1/h) - 0
h h

= sen(1/h),

que no tiene limite cuando h tiende a 0, por lo que f no es derivable en 0.

o

Observemos la figura. La grafica de la funcién f estd comprendida entre las
de las funciones |z| y —|z|, dos funciones continuas que valen 0 en 0. Por eso,

cerca de 0, hay un sandwich
—lz| < f(z) < |a]

que nos permite ver la continuidad de f en 0.

Consideremos ahora a una parienta cercana de f, que es la funcién dada en

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8.

13



Al igual que f, esta funcién es continua en 0. (jVerificarlo como ejercicio!)
El cociente incremental de g en 0 es

g(h) —g(0)  h2sen(1/h) —0

. = Y = hsen(1/h),

por lo que

'(0) = 1
g'(0) Lim

g(h) —9(0) _ . _
= }Lli% hsen(1/h) = 0.

Observemos la figura. La gréafica de la funcién g estd comprendida entre las
de las funciones 22 y —z2, es decir,

—2? < g(z) < 2

Tanto —22 como z? son funciones derivables en 0, y su derivada vale 0. Dicho

de otro modo, las pardbolas y = —z2 e y = 22 tienen recta tangente en el punto
(0,0), que es la recta horizontal y = 0.

. Tiene sentido decir que la grifica de g tiene recta tangente en (0,0), y que
esta es la recta horizontal y = 07 jQuién sabe! Pero si tiene sentido decir que
g es derivable en 0 y que ¢’(0) = 0, porque la derivada es el limite del cociente
incremental, y lo acabamos de calcular.

Esta funcién desaffa nuestra intuicién geométrica de la derivada como pen-
diente de la recta tangente. Es un ejemplo elegido para mostrar que la derivada,
tal como la definimos, es un concepto un poco méas general. Es por ejemplos co-
mo este que usamos dibujos de funciones sencillas y razonamientos geométricos
para entender las ideas y los razonamientos nuevos, pero siempre nos remitimos
a las definciones y a los resultados ya demostrados para demostrar (es decir,
justificar rigurosamente mediante razonamientos 1égicos) teoremas.

3.3. Algebra de derivadas

Como la derivada es un limite, las propiedades que conocemos de los limites
nos permiten calcular derivadas.

Proposicion 2. Si f y g son dos funciones definidas en un intervalo I
y derivables en un punto x, entonces f + g y fg también son derivables
enx. Sig#0 en I, la funcion f/g también es derivable en x. Estas
derwadas valen:

1. (f+9)(2)=f(2)+4 ()
2. (f9)'(x) = f'(2)9(z) + f(2)g' (2)

1 () P~ 1)@
5 ( ) (=) @)

g

Esto nos da una familia importante de ejemplos de funciones derivables.
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Ejercicio 3. Las funciones polindmicas son derivables, y la derivada de p(x) =

aop + a1x + agw? -+ + apx™ es p'(r) = a1 + 2azx + 3azz® + -+ + naa" L

s

Ejercicio 4. La funcion tangente tan : (=5, %) — R es derivable, y su derivada

es
1

t ! = =1 t 2 .

an’(z) cos2(2) + tan*(x)

Ejercicio 5. Demostrar que (f + g)'(z) = f'(z) + ¢'(x), usando la linealidad
del limite.

Vamos a demostrar la segunda y la tercera afirmacién de la Proposicion 2.

Demostracion de 2.
El cociente incremental para la funcion fg es

fle+h)gle+h) - fle)g(z) _ flet+h)gle+h) - fle)gle+h)+ fe)g(z+h) - fl@)g(x)

h h

wg(z )+ fx)

gz +h) —g(x)
5 .

Lo que hemos hecho es, en el numerador del cociente incremental, sumar y
restar f(z)g(xz + h). Luego, agrupamos los sumandos convenientemente y apli-
camos la propiedad distributiva.

Tomando limite,

o) = yim 1O R~ J)e)
o fE )~ @)

g(z+h) —g(z)
h—0 h '

lim g(z + h) + /() lim

Por la Proposicién 1, limy_,g g(x + h) = g(x), y
(f9)(z) = [f(x)g(x)+ f()d (). O

Demostracion de 3.

Vamos a calcular la derivada de la funcién 1/¢g. Luego podemos usar la
férmula de la derivada del producto que acabamos de demostrar aplicindola a
fla=1-(1/g).

Observemos que el cociente incremental de 1/g en el punto x es

G g _ @) —gle+h) 1
h N h g(x + h)g(z)’

que cuando h — 0 converge a

(;)'@;):_ glo) (6)

Ejercicio 6. Usando 2 y la ecuacion (6), terminar la demostracidn de 3.
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Observacion 2. FEl conjunto
V={p:I >R/ ¢ esuna funcién derivable en x}

es un espacio vectorial.

Segiin la Proposicion 2, (f +g) (z) = f'(z) + ¢ (x) y (cf) (x) = cf'(x) para
toda constante c. Esto nos dice que la funcion T : V — R dada por T(f) = f'(z)
es una transformacion lineal.

3.4. Regla de la cadena

Cuando escribimos una funcién “dada por una férmula”, como por ejemplo

p:R = R
p(x) = sen(log(z’ +3))

estamos, en general, haciendo sumas, productos, cocientes y composiciones de
funciones mas sencillas. Para poder derivar una funcién asi, lo que nos falta
es saber cémo derivar una composiciéon de funciones. El resultado que nos dice
cdémo hacer esto se conoce como Regla de la Cadena.

s N

Teorema 1. (Regla de la cadena)

Sean I y J dos intervalos de R, zg un puntode I yg: I —Jyf:J—R
dos funciones tales que g es derivable en xog y f es derivable en g(xo).
Entonces, la composicion f o g es derivable en xy y su derivada es

(fo 9)/(350) = fl(g(fco))gl(xo)~

\. J

Ejemplo 9. Derivada de ¢ (x) = log(z? + 3).

Esta funcién es la composicién ¢ = f o g, donde f : (0,400) = R, f(x) =
log(z) y g : R — (0,+00), g(z) = 22 + 3. Ambas funciones son derivables en
todo su dominio, y por la Regla de la Cadena ¢’ (x) = f'(g(z))¢'(x). Es decir,

1

2x.
x2+3 v

V() =

Ejemplo 10. Derivada de ¢(z) = sen(log(z? + 3)).

Esta funcién es la composicién ¢ = h o4, donde h : R — R, h(x) = sen(x)
y 9 es la funcién del ejemplo anterior. Ambas funciones son derivables en todo
su dominio, y por la Regla de la Cadena ¢'(z) = h/(¢(z))y'(z). Es decir,

2z

¢'(@) = cos(log(a” +3)) 5=

Daremos primero una idea de la demostracion de la Regla de la Cadena,
para luego escribir una demostracion rigurosa.

16



Idea de la demostracion del Teorema 1:
El cociente incremental de f o g en el punto zq es

flg(@o + h)) — fg(x0))
’ )

Si lo multiplicamos y dividimos por g(z¢ + k) — g(zo), obtenemos

flg(zo + 1)) = flg(zo)) _ flg(xo+h)) = fg(x0)) g(zo+h) — g(zo) )
h g(zo + h) — g(z0) h '
El segundo factor es el cociente incremental de g en xg, que cuando h tiende a
cero converge a g'(zg).

Por otro lado, como g es derivable en g, es también continua en zq (por la
Proposicién 1). Entonces, cuando h — 0, tenemos que g(zg+h) — g(zg), o sea,
g(zo + h) — g(zo) — 0. Si lamamos k al incremento k = g(z¢ + h) — g(z0)7, el
primer factor de (7) nos queda

f(g(xo) + k) — g(x0)
; .

y k — 0 cuando h — 0. Por lo tanto,

1t 1 9(0) + k) — g(20)
h—0 k

= [(g(x0))-
Tomando limite del cociente incremental (7), tenemos que
(f ©9)'(zo) = f'(g(w0))g' (wo)-

El problema con esta idea es que cuando dividimos entre g(zo + h) — g(zo)
en la ecuacién (7), no tuvimos cuidado de no dividir entre cero. Es decir, podria
pasar que para valores de h # 0 la diferencia g(xo + h) — g(x) fuera igual a 0.

Por este motivo, en la demostraciéon de la Regla de la Cadena tomaremos
una funcién auxiliar que a primera vista puede parecer un tanto artificial, pero
que evitara este problema.

Demostraciéon del Teorema 1:
Consideremos la funcién ¢ definida en un entorno de 0 dada por

h)— .
Moot ITll) i g(ag+ h) # g(x0)

p(h) =
f'(g(z0)) si g(zo+h)=g(xo)

Ejercicio 7. Verificar que

para todos los valores de h, y que limp,_,0 p(h) = f'(g(x0)).

"Hay que tener presente que k depende de h.
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Tomando limite con A — 0 en la ecuacién (8), nos queda que

(f ©9)'(w0) = f'(g(x0))g (x0),

que es lo que queriamos probar. [

3.5. Teorema de la funcién inversa

Recordemos que si una funcién f : I — J es biyectiva, su inversa es una
funcién g : J — I tal que fogy go f son la funcién identidad, es decir,

foglx)=a Ve eJ 9)

gof(x)=ua Vxel (10)
En esta seccién, I y J seran siempre intervalos en R. Vamos a considerar las
preguntas siguientes:

o Si f es derivable en I, ses g derivable en J?

e FEn caso afirmativo, ;como se calcula la derivada?

Antes de abordar este problema, recordemos algunas particularidades que
tienen las funciones biyectivas entre intervalos de R.

Si Iy J sonintervalosde Ry f: I — J es continua y biyectiva, entonces
es estrictamente creciente o estrictamente decreciente.

En el capitulo de continuidad de las notas, ya se vio (Proposicién 97) que si
f es sobreyectiva y estrictamente mondtona (es decir, estrictamente creciente o
estrictamente decreciente), entonces es biyectiva. Lo que aqui estamos diciendo
es que éstas son las tnicas funciones continuas y biyectivas entre intervalos.

Ejercicio 8. Demostrar la afirmacion del recuadro amarillo, con los siguientes
pasos como guia:

1. Suponer que f no es ni estrictamente creciente ni estrictamente decre-
ciente. Probar que en este caso existen x,y,z € I tales que v < y < z

y
o f@) < fly) y f(2) < f(y) o

o f(x)> fly) y f(2) > fly)

2. Suponer que parax < y < z se tiene que f(x) < f(y) y f(2) < f(y), ya que
el otro caso es andlogo. Probar que existe X € (f(x), f(y)) N (f(y), f(2)).8

8Recordar el Corlolario 88 de las notas de Continuidad, que dice que la imagen por una
funcién continua de un intervalo es otro intervalo.
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3. Usando el Teorema de los valores intermedios,” probar que existen w, €
(x,y) y wa € (y,2) tales que f(wy) = f(wz) = A. Concluir que f no es
biyectiva.

En este ejercicio se usaron dos corolarios del Teorema de Bolzano, que es
un teorema fundamental sobre las funciones continuas. Dar un ejemplo de una
funcion biyectiva entre dos intervalos de R que no sea continua y que no sea
estrictamente mondtona.

Una funcién biyectiva f y su inversa g tienen graficos con la siguiente pro-

piedad geométrica:

Si f: I — J es biyectivay g:J — I es su inversa, entonces el grafico
de g se obtiene a partir del de f haciendo una simetria axial que tiene
como eje a la recta y = x.

Esto se ve, por ejemplo, en las gréficas de las funciones exponencial exp :
R — (0, +00) y logaritmo log : (0, +00) — R.

log()

9Corolario 87 de las notas de Continuidad.
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exp

Veamos por qué es cierto en general. El gréafico de f es el conjunto

Gr(f)={(z,y) el xJ /y=f(z)}.

La simetria axial de eje y = = lleva un punto (z,y) en el punto (y,x), por lo
que la imagen de Gr(f) por esta simetria es el conjunto

X={(y,z)eJxI/y=[f(z)}
Como g es la inversa de f, lo podemos escribir como

X=A{(y,z)eJ xI/g(y) ==},

y esto es exactamente el gréfico de g.
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Volvamos a las preguntas que motivaron esta seccion.

o Si f es derivable en I, ses g derivable en J?

e FEn caso afirmativo, ;como se calcula la derivada?

La respuesta viene dada en el siguiente resultado, que se llama Teorema de
la Funcién Inversa.

Teorema 2. (Teorema de la funcién inversa) Sean I y J intervalos de
R, f: I — J una funcion continua y biyectiva que es derivable en un
punto xg que es interior a I y g:J — I la inversa de f. Si f'(xg) # 0,
g es derivable en yo = f(xo) y su derivada vale

, _ 1
9W) = Fatoy

\. J

Antes de demostrarlo, vamos a tratar de entender geométricamente lo que
nos dice este teorema.

0= 9u0) (vo00)

Yo = f(wo)

Yo = f(x0)

(o, o)

L 1 (20,00)

y.al /

/ zo / W k)

Miremos, en la imagen, el punto (xg,y0) = (xo, f(xo)) del gréfico de f.
La funcién f es derivable en zg si el grafico tiene recta tangente en el punto
(w0, f(x0)) y si esta recta tangente no es vertical.'® En este caso la derivada
1/ (z0) es la pendiente de esta tangente. Llamamos r a esta recta.

En este caso, el punto simétrico (yo,20) = (Yo, 9(yo)) del grafico de g tiene
recta tangente, que se obtiene simetrizando r respecto de y = x. Llamamos r’ a
esta recta. Entonces r’ es vertical si y s6lo si r es horizontal, es decir, si y s6lo
si f'(x0) = 0. Cuando f’(zo) # 0, la recta r’ tiene pendiente m

Lo anterior nos indica que si f es derivable en zg y f/(z9) # 0, entonces g es
derivable en yo = f(x0), y su derivada es % = m, que es exactamente

lo que dice el Teorema de la funcién inversa.

10Porque si la tangente es vertical, el limite del cociente incremental es infinito.

21



Demostracion del Teorema de la funcién inversa.

Supongamos que f es estrictamente creciente, ya que el caso en que es es-
trictamente decreciente es andlogo. En este caso, g también es estrictamente
creciente.

Ejercicio 9. Demostrar que si f : I — J es estrictamente creciente, su inversa
g:J — I también lo es.

Vamos a ver en primer lugar que la inversa g de f es continua en yo = f(zo).
Tomemos ¢ > 0. Como xy es interior a I, existen z1 € (zg —e,20) NI y
xo € (xg,x0 +€) N I. Al ser f estrictamente creciente, f(z1) < yo < f(z2).
Tomemos § > 0 tal que (yo—9,yo+0) C (f(x1), f(z2)). Como g es estrictamente
creciente, para todo y € (yo — 6,50 +6), 9(y) € (x1,22) C (9(y0) — &, 9(y0) + ).

Usaremos esto para probar que g es derivable en yy. La derivada de g en yq

es
1 9W) —9(y0)
Y—Yo Y — Yo
Llamando z a ¢(y), tenemos que f(z) = y y podemos escribir el cociente
incremental como
—g(y) _ _ x—xo
f@)—vo  f(x) — f(20)
Como g es continua en yg, lim,_,,, g(y) = xo, por lo que la derivada de g en yo
queda

g 2% 1 _ 1
e=ao f(z) — flxo)  f'(zo)  f'(g(yo))

Lo anterior demuestra que g es derivable en yq y calcula su derivada. Sabien-
do que g es derivable, hay una forma sencilla de calcular su derivada usando la
regla de la cadena, que es 1til para recordarla. La vemos en el siguiente recuadro.

.0

Como fog(y) = y, derivando de ambos lados tenemos que (fog)'(y) = 1.%
Por la regla. de la cadena, (1 o g (30) = f'(9(y0))¢' (o), por o que

, - 1
9W0) = Fatoy

%f o g es la funcién identidad, que es derivable en todos los puntos de J. Por lo
tanto, la igualdad (f o g)’(y) = 1 es cierta para y € J aun si f y g fueran sélo
derivables en xq e yo, respectivamente.

Ejemplo 11. Derivada de la funcion exponencial.

Consideremos la funcién exponencial exp : R — (0,+00), que es la inversa
de log : (0, +00) — R. Ya sabemos que log’(z) = L para todo = > 0. Entonces,
por el teorema de la funcién inversa,

log'(exp(y)) exp(y)

exp’(y)
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Es decir, la funcién exponencial (exp(y) = e¥) es igual a su derivada.

3.6. Regla de L’Hopital

Una aplicacién muy tutil de las derivadas al calculo de limites es la Regla de
L’Hopital, que nos permite calcular muchos limites “indeterminados”. Esto es,
cociente de dos infinitésimos o de dos infinitos. En esta seccién sélo la vamos a
enunciar, y daremos su demostracién mas adelante.

s D

Teorema 3 (Regla de L’Hopital I). Sean f y g dos funciones derivables
en un intervalo (a,b) excepto posiblemente en un punto xg, y tales que
limy—p, f(z) =0 y limy sy, g(x) = 0. Si ¢'(z) # 0 en un entorno de xg
y existe lim, ., f'(x)/g'(x), entonces también existe lim, ., f(z)/g(x)

Y
i 1@ _ o @)
o g(a) = ()

J

Observacion 3. La Regla de L’Hopital I sigue siendo cierta si en lugar de
tomar limite cuando r — xy tomamos un limite lateral x — :1:3' oxr = xy, €

incluso si tomamos limite cuando x — £oo.

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 12. Aplicacion de la regla de L’Hépital a un limite indeterminado de
la forma 0/0.

Consideremos el limite
e —1

1{ :
250 sen(x)

Es un limite indeterminado de la forma 0/0. Aplicando la regla de L'Hépital,

262m

250 cos(z)
Ejemplo 13. jHay que verificar las hipdtesis!

Consideremos el limite

6z — 2
im =4
x—12x — 1
Este limite no es indeterminado. Si no observamos esto, podemos caer en la
tentacién de aplicar la regla de L’Hopital, y llegar a la conclusién errénea de
que

= lim - = 3.
z—12x — 1 z—1 2

Ejemplo 14. La Regla de L’Hopital no resuelve todos los problemas.

23



Consideremos el limite

x

. (&
llmw—)OJr )
xT

que es un limite indeterminado de la forma 0/0. Aplicando la regla de L’Hépital,
tenemos que

Esto es correcto, pero no ttil. Si seguimos aplicando la regla de L’Hopital, este
limite solo “empeora”’, en el sentido de que el grado del denominador crece.

La regla de L’Hopital también funciona para indeterminaciones de la forma

Teorema 4 (Regla de L’Hopital II). Sean f y g dos funciones de-
rivables en un intervalo (a,b) excepto posiblemente en un punto x,
y tales que limg_,,, f(x) = oo y lUm, ., g(x) = Foo. Si existe
lim, ., f'(2)/g'(x), entonces también existe lim, ., f(x)/g(z) y

/

lim =0 = :
v=a0 g(z)  wow g'()

\. J

Observacion 4. La Regla de L’Hopital II sigue siendo cierta si en lugar de
tomar limite cuando x — x¢ tomamos un limite lateral x — xj o x — xy, e
incluso si tomamos limite cuando x — oo.

Ejemplo 15. Aplicacion de la regla de L’Hépital a un limite indeterminado de
la forma oo/o0.

Consideremos el limite

el/x

1
S0+ log(x)

Aqui, lim,_,+ e'/* = 400 y lim,_,o+ log(z) = —oo, por lo que este limite es
indeterminado. Por la regla de L’Hopital,

8=

e

’ 3

fm .
a0+ log(w)  z—o0+ 1 x50t T

4. Teorema del valor medio

Del mismo modo en que vimos algunos teoremas importantes relativos a
funciones continuas en un intervalo [a,b],!! veremos en esta seccién teoremas
importantes relativos a funciones que son derivables en un intervalo. El principal,
y que da nombre a la seccién, es el Teorema del valor medio de Lagrange.

Hntegrabilidad de funciones continuas, Teorema de Bolzano, Teorema de Weierstrass.
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4.1. Extremos relativos

Sea f : I — R una funciéon con dominio en un intervalo I. Recordemos que
f tiene un mdzimo absoluto en un punto xzg € I si f(x) < f(xg) Vo € I. La
definicién de minimo absoluto es analoga.

Una nocién similar, pero local, es la de mdximo relativo que damos a conti-
nuacion.

Definicién 2. La funcion f : I — R tiene un mdzimo relativo en xg € I
si existe un entorno U de xq tal que f(x) < f(xo) Yz € UNI.

La funcion f : I — R tiene un minimo relativo en yg € I si existe un
entorno U de yo tal que f(x) > f(yo) Vz € UNI.

f(z)

Yo

Si tiene un mdzximo relativo en o O Un minimo relativo en Zo decimos
)
que tiene un extremo relativo en Zo-

. 7

Claramente, si f tiene un méaximo absoluto en x(, en particular tiene un
maximo relativo. En la figura podemos ver una funcién que tiene un maximo
relativo que no es absoluto.
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Para funciones derivables, tenemos la proposicion siguiente:

Proposicién 3. Sean f : [a,b] — R una funcion y xg € (a,b). Si f tiene
un extremo relativo en xo y es deriwable en xq, entonces f'(xzg) = 0.

Demostracion:
Supongamos que f tiene un méximo relativo en xg, ya que el caso en que
tiene un minimo es andlogo. Sea U un entorno de f, contenido en (a, b), tal que

f(z) < flao) Yz €U
Para z € U, x > xg, el cociente incremental
f(@) = f(2o)
T — xg
es menor o igual que 0, porque f(z) — f(xzo) <0y x — 29 > 0. Por lo tanto,

@) = f(ao)

Tz T — o

<0. (11)

En forma andloga, para x € U, x < xg, el cociente incremental
f(@) = f(xo)
Tr — X
es mayor o igual que 0, por lo que

o £@) = fo)

> 0. (12)
TT) T — Zo

Como f es derivable en z, los limites (11) y (12) son iguales y valen f’(z).
Esto nos dice que, f'(xg) <0y f'(xg) > 0, por lo que f/'(z¢) =0. O
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Como siempre, es importante tener en cuenta las hipotesis de esta proposi-
cién, a saber, que f es derivable en el punto xg en que tiene el extremo y que xg
es interior al dominio de f. Cuando estas hip6tesis no se cumplen, la proposicién
no vale, como se ve en los dibujos. En uno de ellos hay un extremo en un punto
en el que la funcién no es derivable, y en el otro hay un extremo en un punto
que no es interior al dominio de la funcién.

f(x) f(x)

El reciproco de esta proposicién no es cierto, como muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 16. La derivada puede anularse en un punto donde no hay un extremo.

Sea f : R — R dada por f(z) = 2. Esta funcién es derivable en todo su
dominio, y es estrictamente creciente. Su derivada es f'(z) = 322, por lo que
f'(0) = 0. Sin embargo, f no tiene un extremo relativo en 0.

4.2. Teorema de Rolle

Teorema 5 (Teorema de Rolle). Sea f : [a,b] — R una funcion continua
en [a,b] y derivable en (a,b) tal que f(a) = f(b). Entonces existe ¢ €
(a,b) tal que f'(c) = 0.

Este teorema nos dice que para una funcién derivable, si f(a) = f(b), hay
algin punto de la grafica donde la tangente es horizontal. Este punto no tiene
por qué ser Unico, como se ve en la figura.

f(@)

=Y .
R ——
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Demostracién.

Consideremos primero el caso (muy particular) en que f es constante, es
decir, f(z) = f(a) para todo = € [a,b]. En este caso f'(z) = 0 en todos los
puntos, por lo que el teorema vale.

Nos queda en caso en que f no es constante. Como f es continua en [a, b],
el Teorema de Weierstrass nos asegura que tiene maximo y minimo absolutos.

Los extremos absolutos pueden darse en el interior de [a,b] o en el borde
de [a, b], pero como f(a) = f(b), algiin extremo absoluto tiene que darse en un
punto de (a,b). En efecto, si el maximo absoluto se da en a también se da en
b, y como f no es constante el méaximo y el minimo no coinciden. Esto asegura
que el minimo se da en algin punto de (a,b). Lo mismo pasa si en a y b hay un
minimo.

Sea entonces ¢ € (a,b) un punto donde hay un extremo absoluto. Entonces,
como f es derivable en ¢, f'(¢) =0. O

Si f:]0,T] = R es la posicién de un mévil que se mueve en una dimen-
sién, la condicién f(0) = f(T) significa que la posicién inicial es igual
a la posicion final. El teorema de Rolle nos dice que, en un movimiento
unidimensional, si la posicién inicial y la posicién final coinciden, hay un
momento intermedio en que la velocidad es igual a cero.

4.3. Teorema del valor medio de Lagrange

El teorema del valor medio de Lagrange se demuestra a partir del de Rolle,
y es méas general. Dice lo siguiente:

Teorema 6 (Teorema del valor medio de Lagrange). Sea f : [a,b] — R
una funcion que es continua en [a, bl y derivable en (a,b). Entonces existe
c € (a,b) tal que

\. J

Observemos que el cociente w es la pendiente del segmento que une
los puntos (a, f(a)) y (b, £(b)) de la grafica de f. Llamemos s a este segmento.
Lo que nos dice este teorema es que hay un punto ¢ € (a,b) para el cual la
tangente a la grafica de f en (¢, f(c)) es paralela al segmento s. Al igual que en
el teorema de Rolle, este punto podria no ser tnico. (Si f es una funcién lineal,

todos los puntos cumplen esto).
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Si f:]0,T] = R es la posicién de un mévil que se mueve en una dimen-
sion, el cociente v = w es la velocidad media. Lo que nos dice
el teorema de Lagrange es que hay un momento intermedio en que la
velocidad instantdnea es igual a v.

Supongamos, por ejemplo, que un auto que circula por la ruta interbal-
nearia pasa por el peaje Pando a las 3 de la tarde y por el peaje Solis
a las 3:20. La distancia entre ambos peajes es de 48,6 km, y el auto la
recorri6 en 20 minutos, es decir, en 1/3 de hora. La velocidad media es

por lo tanto
48, 6km
1

sh

U= = 145,8 km/h.

La velocidad méxima permitida es 110 km/h. ;Es correcto que al llegar
al peaje Solis el auto sea multado? jClaro que si! El teorema del valor
medio de Lagrange nos asegura que en algin momento entre las 3:00 y
las 3:20 la velocidad instantdnea fue de 145,8 km/h, lo cual supera en
mucho la velocidad méxima permitida.

Demostracion del Teorema 6.

La imagen que ilustra el teorema de Lagrange es similar a la que ilustra el
teorema de Rolle, pero “torcida”. La idea de esta demostracion consiste en tomar
una funcién auxiliar “enderece” a f, de modo de poder aplicarle el teorema de
Rolle.

f(a)@mmmmmmmnm

S
O@mmmmcccccccccccccccckaccaaa

C@mmmmmmmmmmmmmmem———-

Observemos, en la figura, la grafica de f y el segmento s, que une los puntos
(a, f(a)) y (b, f(b)). El segmento s es la grifica de una funcién lineal h : [a, b] —
R.
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La derivada de h es constante e igual a la pendiente de s, es decir, es f(bl)) fa)
Ademsds, la funcién g : [a,b] — R que es la diferencia g = f — h cumple g(a )
g(b) = 0. Es decir, g estd en las hipdtesis del teorema de Rolle. Por lo tanto,
existe un punto ¢ € (a,b) tal que ¢’(¢) = 0. Como ¢'(c¢) = f'(¢) — h'(c), esto
quiere decir, que f'(c) = h'(c) = f(b) f(a) .0

Observacién 5. La funcidn h que tomamos estd dada por h(z) = W(z—
a) + f(a). Lo unico que nos importa de ella es que es una funcidn lineal con

f(b) f(a)

derivada , por lo que con cualquier funcion asi se puede hacer el mismo

argumento.'?

Observacion 6. El Teorema 5 es un caso particular del Teorema 6. En efecto,
cuando f(b) = f(a), el cociente W vale 0, y en el punto intermedio c
dado por el teorema de Lagrange se cumple que f'(c) = 0.

4.4. Demostracién de la Regla de L’Hopital

En esta seccién daremos (jal fin!) una prueba del Teorema 3, la Regla de
L’Hopital 1.

Lema 1. Observemos que, bajo las hipdtesis del Teorema 3, existe un entorno
reducido de xo donde g(x) # 0.

Demostracion.

Sabemos por hipétesis que existe un entorno de g donde ¢'(z) # 0. Es decir,
existe 6 > 0 tal que ¢'(x) # 0 para todo = € E*(x,J).

Supongamos que en todo entorno reducido de zy hay ceros de la funcién g.
En particular, existe yo € E*(xo,d) tal que g(yo) = 0. Sea 61 = d(zo,¥0), ¥
observemos que d; < d. Existe y2 € E*(zg, d1) tal que g(y1) = 0.

Si yo e y1 son ambos mayores que xg, tenemos que xg < y1 < Yo < Tg + 0.
La funcién g es derivable en el intervalo (y1,¥o), continua en [y1,yo] y g(y1) =
9(yo) = 0. Por el teorema de Rolle, existe ¢ € (y1,yo) tal que ¢'(c) = 0. Esto es
absurdo porque, por hipédtesis, no hay ceros de ¢’ en E*(xg, ).

Si yg e y1 son ambos menores que g, haciendo un argumento analogo tam-
bién llegamos a una contradiccion.

Si (yo — o) (y1 — xo) < 0, tomemos dy = d(xg, y1). Existe yo € E*(z0,02) tal
que g(y2) = 0. De los tres puntos yo, y1 e y2, dos deben estar del mismo lado
de xg, y podemos aplicarles el razonamiento anterior. [

Demostracion del Teorema 3.
Las funciones f y g pueden no estar definidas en xg, por lo que consideramos
las nuevas funciones con dominio (a,b) dadas por

F(x):{ flx) stz

0 six =z

12; Por qué para cualquier funcién lineal h con derivada W

(f =h)®)?

se cumple que (f—h)(a) =
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() { g(x) siz#xo

0 six=xg

Son continuas en zy. Fijemos x € (a,b),  # xy. Supongamos que x > g, ya
que el otro caso es andlogo. Sea

h:[zg,z] = R

la funcién dada por
hy) = F(y)G(z) — G(y) F(x).

Entonces h es continua en [z, 2] y derivable en (x¢, z). Ademds, h(x) = h(zg).
Por el teorema de Rolle, existe ¢, € (g, ) tal que h/(c;) = 0.

Como 1'(y) = F'(y)G(z) — G'(y)F(x) = f'(y)g(x) — ¢'(y) f(x), esto quiere

decir que
fea) _ f(=)

g(ca)  gla)’

Cuando =z — xg , Cp — xg , por lo que tomando limite de ambos lados de esta
igualdad tenemos que

13

z—ad g'(cz) B z—zd g'(z) B z—ad (z)

fled) _ o F@) o f@)
)

De forma anéloga probamos que

o e o f@) @)

TTy g/(cw) TT gl(x) TT g(l“)’

y esto concluye la demostracion. [

No demostraremos la Regla de L’Hopital II que sirve para las indetermina-
ciones de la forma 2. Se demuestra haciendo un cambio de variable (astuto) a

partir de la anterior.

5. Crecimiento y clasificacion de extremos

5.1. Crecimiento y signo de la derivada

El Teorema del valor medio de Lagrange tiene muchas consecuencias geométri-
cas importantes para las funciones derivables. Una de ellas es que nos indica
cuiando una tal funcién crece, decrece o permanece constante.

Proposicion 4. Si I C R es un intervalo y f : I — R es una funcion
derivable tal que f'(x) =0 para todo x € I, entonces [ es constante.

13 Verificarlo!
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Demostracién.

Para ver que f es constante, tenemos que demostrar que para cualquier par
de puntos a,b € I, f(a) = f(b). Tomemos entonces a,b € I con a < b. La
restriccién de f al intervalo [a, b] estd en las hip6tesis del Teorema 6, por lo que
existe ¢ € (a,b) tal que

f®) = fa) = f'(e)(b - a).
Como f’(¢) =0, esto nos dice que f(b) = f(a). O

Recordemos que f es creciente en un intervalo I si para todo par de puntos
x,y € I con z < y se cumple que f(z) < f(y). Decimos que es estrictamente
creciente si para todo par de puntos z,y € I con z < y se cumple que f(x) <
f(y). La definicién de funcién estrictamente decreciente es anéloga.

s "

Teorema 7. Sean I C R wun intervalo y f : I — R es una funcion
derivable.

1. Si f'(x) > 0 para todo x € I, entonces | es estrictamente creciente.

2. Si f'(x) < 0 para todo x € I, entonces | es estrictamente decre-
ciente.

\. J

Demostracion.

Demostraremos lo primero, ya que lo segundo es analogo.

Tomemos a,b € T con a < b. La restriccién de f al intervalo [a, b] estd en las
hipétesis del Teorema 6, por lo que existe ¢ € (a, b) tal que

f®) = fa) = f'(c)(b - a).
Como f’(c) > 0, esto nos dice que f(b) > f(a). O

Ejemplo 17. Estudio del crecimiento a partir del signo de la derivada.

Consideremos la funcién f : R — R dada por f(x) = 2® — 322 — 92 + 5. La
derivada de f es

f'(x) =32> — 62 — 9 =3(x — 3)(z + 1).
Por lo tanto,
e f’ seanulaen —1 yen 3.
e f/ es positiva en (—oo, —1) U (3, +00).
e f’ es negativa en (—1,3).

De lo anterior podemos concluir que f es estrictamente decreciente en (—1,3),
que es estrictamente creciente en (—oo,—l) y que también es estrictamente
creciente en (3, +00).
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Ejercicio 10. Sea g : (—o0, —1)U(3, +00) — R la restriccidn de la funcion f del
ejemplo anterior al conjunto (—oo, —1)U (3, 4+00). 4Es g una funcién creciente?

Ejemplo 18. La condicion dada en el Teorema 7 para que f sea estrictamente
creciente es suficiente, pero no necesaria.

Para ver esto, consideremos la funcién f : R — R dada por f(z) = 2°. Es

estrictamente creciente, y f/(0) = 0.

En el Teorema 7 se pide que f’ sea positiva (o negativa) en un intervalo.
Veremos en el siguiente ejemplo que si f' > 0 en un punto, esto no es suficiente
para garantizar que f crece en un entorno de ese punto.

Ejemplo 19. Funcion con derivada positiva en un punto que mo es creciente
en un entorno del punto.

Consideremos la funcién f : R — R dada por

1 2 1 -
_f sz+atsen(2) siz#£0
f(””)_{o siz=0

Esta funcién es derivable en R — {0} porque se obtiene haciendo sumas, pro-
ductos, cocientes y composiciones de funciones derivables. También es derivable
en 0 (ver el Ejemplo 8), y f/(0) = 15.

Para x # 0,

Ejercicio 11. Demostrar que para todo € > 0, la derivada f’' toma wvalores
positivos y negativos en el intervalo (0,¢€).

33



Observemos que en R — {0} la derivada f’ es continua. Por lo tanto, el
Teorema de conservacién del signo nos asegura que si f'(zg) > 0 en un zg # 0,
entonces hay un entorno de zy donde f’ > 0.

Del ejercicio y de la observacién anterior podemos concluir que en (0, ¢) hay
subintervalos donde la funcién f crece y donde la funcién f decrece. Por lo tanto,
a pesar de que f/(0) > 0, no hay ningtin entorno de 0 donde f sea creciente.

5.2. Clasificacion de extremos a partir del signo de la de-
rivada

Definicién 3. Sea f una funcion que es derivable en un punto xg de su
dominio. Si f'(xg) =0, decimos que xo es un punto critico de f.

Usando esta definicién, podemos reescribir la Proposicién 3 diciendo que si
f i ]a,b] = R es derivable en x¢ € (a,b) y f tiene un extremo relativo en o,
entonces xo es un punto critico de f.*4

Hasta ahora, vimos cémo el signo de f’ nos sirve para estudiar el crecimiento
de f en los intervalos que no contienen puntos criticos. Ahora veremos lo que el
signo de f’ nos dice sobre los puntos criticos de f. Comenzaremos con un par
de ejemplos.

Ejemplo 20. Clasificacion de extremos.

Retomemos la funcién del Ejemplo 17, es decir, la funciéon f : R — R dada
por f(x) = 23 — 322 — 92 + 5. Ya hemos visto que su derivada se anula cuando
x = —1y cuando x = 3, y hemos estudiado el crecimiento de f en los intervalos
(—00,—1), (—1,3) y (3,40).

. Qué podemos decir de los puntos -1 y 37 Como en esos puntos f’ vale 0, de
acuerdo a la Proposiciéon 3 podria haber en ellos extremos relativos.

Observemos que para x < —1 la funcién f crece, y a partir de —1 empieza
a decrecer. Por lo tanto, en el punto x = —1 la funciéon f tiene un méximo
relativo. Para —1 < z < 3 la funcién f decrece, y a partir de 3 empieza a crecer.
Por lo tanto, en el punto x = 3 la funcién f tiene un minimo relativo.

Ejemplo 21. Identificacion de un punto critico que no es un extremo.

Consideremos ahora la funcién f : R — R dada por f(z) = 23— 322 +3z—1.
Su derivada es f'(z) = 32% — 6z + 3 = 3(z — 1)2.
Por lo tanto,

e f’ se anula unicamente en 1.
e [’ es positiva en (—oo,1) U (1, 4+00).

De lo anterior podemos concluir que f es estrictamente creciente tanto en
(—00,1) como en (1,+00). {Qué pasa en x = 1?7 La funcién f crece para = < 1,
y también para x > 1. Por lo tanto, en el punto critico 1 no hay ni un méximo
ni un minimo relativo.

14 Atencién: es fundamental para que esta proposicién sea cierta que xg # a y xg # b.
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5.3. Clasificacion de extremos con la derivada segunda

Decimos que una funcion f es dos veces derivable en un intervalo I si es
derivable en I y su derivada, f’, es a su vez derivable en I. La derivada de f’ se
denota por [,y se llama derivada segunda (o derivada de orden dos) de f.

Como la derivada de f nos habla del crecimiento y decrecimiento de f, la
derivada segunda nos habla del crecimiento y decrecimiento de f’. Veremos una
primera aplicacién de este fenémeno en la clasificacién de los extremos relativos

de f.

Teorema 8. Sea f : [a,b] = R es una funcidn dos veces derivable en
(a,b) y tal que f" es continua. Sea xq¢ € (a,b) un punto critico de f.

1. Si f"(zo) > 0, entonces f tiene un minimo relativo en xg.

2. Si f"(xg) < 0, entonces f tiene un mdximo relativo en .

\ J

Demostracion.

Demostremos el primer inciso, ya que el segundo es analogo.

Como f"(xzg) > 0y f” es continua, por el Teorema de conservacién del signo
existe § > 0 tal que f” es positiva en (xg — d, g+ d). El Teorema 7 nos dice por
lo tanto que f’ es estrictamente creciente en ese entorno.

Como f'(z9) = 0, lo anterior implica que f’ < 0 en (g — d,z9) y f' > 0 en
(20,20 + 0). Es decir, f decrece a la izquierda de x( y crece a la derecha de x.
Concluimos que f tiene en zy un minimo relativo. O

Ejemplo 22. Clasificacion de extremo usando la derivada sequnda.

Consideremos nuevamente la funcién f : R — R dada por f(z) = 2% — 322 —
9z + 5. La derivada de f es

fl(x) =32% =62 —9=3(x—3)(x+1),

por lo que los puntos criticos de f son -1 y 3. La derivada segunda de f es

1" (x) = 6 — 6,
que por ser una funcién polindmica es continua. Como f”(—1) = —=12 < 0y
17(3) = 12 > 0, concluimos que f tiene un mdximo relativo en z = —1 y un

minimo relativo en z = 3.
Ejemplo 23. ;Qué pasa cuando f"(x9) =07%

El criterio anterior no nos dice lo que pasa en un punto critico g cuando
1" (xo) = 0. En este caso, la derivada segunda no sirve para clasificar el punto
critico. Vedmoslo en los siguientes ejemplos.

Consideremos las funciones f1, fo y f3 definidas en R por

filz) =23, fox) =2, f3(x) = —a™.
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Para todas ellas, 0 es un punto critico. Es decir, f{(0) = f5(0) = f4(0) = 0.
Ademés, para todas ellas, la derivada segunda se anula en 0. Es decir, f{'(0) =
1! _ 1 —

2(0) = ££(0) = 0.

fi(z) f3(x)

Observemos que fs tiene un maximo relativo en 0, f3 tiene un minimo rela-
tivo en 0, y f3 no tiene extremo relativo en 0.

Resumamos brevemente lo que sabemos sobre la clasificacién de extremos,
en el siguiente recuadro.

Si tenemos una funcién f : [a, b] — R continua, el Teorema de Weierstrass
nos asegura que f tiene maximo y minimo absolutos. Es decir, hay al
menos dos puntos de [a, b] donde f presenta un extremo relativo.

Si ademds f es derivable en (a,b), los extremos relativos que se den
en puntos de (a,b) deben darse en puntos criticos. Por lo tanto, para
encontrar los extremos relativos, buscamos primero puntos xg € (a,b)
tales que f'(x¢) = 0. Estudiando el signo de f’ en un entorno de xg, a
veces podemos determinar si en xg hay un maximo relativo, un minimo
relativo, o si no hay un extremo relativo.

Si ademds f’ es derivable en (a,b) y f” es continua, a veces podemos
determinar si en un punto critico g tenemos un méaximo o un minimo,
mirando el signo de f”'.

Ejemplo 24. Busqueda y clasificacion de extremos para una funcion definida
en un intervalo cerrado.

Consideremos la funcién f : [0,3] — R dada por
f(z) = 3z* — 162 4 302 — 242 + 3.
Su derivada es

f/(z) = 122° — 4822 + 60x — 24 = 12(x — 1)*(z — 2),
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por lo que los puntos criticos de f en (0,3) son 2z = 1 y & = 2. La derivada
segunda de f es
f"(z) = 3622 — 96z + 60.

Como f”(2) > 0, podemos concluir que f tiene en & = 2 un minimo relativo.
Sin embargo, f”(1) = 0, por lo que la derivada segunda de f no nos sirve para
determinar si en x = 1 hay o no un extremo. Sin embargo, si miramos el signo
de f/, vemos que f' < 0en (0,1) y en (1,2), por lo que f es decreciente en estos
intervalos. De esta informacién si podemos concluir que f no tiene un extremo
enz = 1.

Veamos qué pasa en los puntos 0 y 3, ya que, al ser [0, 3] el dominio de f,
podria haber extremos relativos en esos puntos aunque no se anule la derivada.
Como f’ < 0en (0,1), ahi la funcién f es estrictamente decreciente, por lo que
f tiene un méximo relativo en 0. Andlogamente, como f’ > 0 en (2,3), ahi f es
estrictamente creciente, por lo que f tiene un maximo relativo en 3.

., Qué pasa con los extremos absolutos? El minimo absoluto de f debe darse
en el tinico punto en que hay un minimo relativo, es decir, en x = 2. Por lo
tanto el minimo absoluto de f es f(2) = —5. El mdximo absoluto puede darse
enz =0o0enz =3 Como f(0) =3y f(3) = 12, el maximo absoluto es

£(3) = 12.

37



