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Las respuestas deben estar correctamente argumentadas. Se debe incluir el razon-
amiento utilizado para obtener cada resultado.
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Solucion

Ejercicio 1

(a)

Definir subgrupo.

Dado un grupo (G, X, eg), un subconjunto H C G es un subgrupo de G, si cumple:

(i) (cerrado con la operacién): si h, h € H, entonces h x h € H,
(ii) (neutro): eq € H.

(iii) (cerrado por inversos): si h € H, entonces h™! € H.

Enunciar y demostrar el Teorema de Lagrange.
Teorema de Lagrange: Si G es un grupo finito y H < G, entonces |H| divide a |G].

Ver la prueba en las notas del curso: Teorema 3.8.1 (Teorema de Lagrange).

1 2 3 1 2 3
Sea H < Ss, tal que o1 = 09 = estan en H. Probar que H = Ss.
3 q 1 (1 3 2) Y 02 <3 9 1) q 3

Como H C Ss, para probar que H = S3 basta con probar que |H| = |Ss].
Por el Teorema de Lagrange: |H| divide a |S;| = 3! = 6. Es decir: |H| € {1,2,3,6}.

Queremos probar que |H| = 6. Para esto vamos a descartar los otros valores.

1 2 3
Como H es subgrupo de Ss, sabemos que eg, = L 9 3 € H. Por lo tanto, ya tenemos

tres elementos distintos en H: 0,09 y eg,. Es decir: |H| > 3.

Si conseguimos otro elemento g € H, distinto a los tres que ya tenemos, vamos a tener

|H| > 3; por lo que tendrd que cumplirse |H| = 6. Un candidato a este cuarto elemento es



la composiciéon g = g1 0 05 € H. Esta composisién es:

1 2 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3
g =01 009 = o =13 2 1 = .
1 3 2 3 21 2 31
2 31

Este elemento es distinto a los tres que ya tenfamos. Por lo tanto |H| = 6.

Una prueba alternativa, que no utiliza Lagrange, consiste en: afirmar que H C S35 por ser
subgrupo; expresar cada elemento de S3 como composicién de elementos de H; y argumentar
que todos estos elementos pertenecen a H por ser cerrado por la operacién (dado que H es

un subgrupo).
Ejercicio 2
(a) Sea f: G — K un morfismo entre dos grupos finitos.

(i) Enunciar una propiedad que relacione los ordenes del nicleo y de la imagen de f.

Los érdenes del nticleo y de la imagen de f cumplen la siguiente relacion:

[Im(f)|[ker(f)] = |G|, (1)

Este resultado es el Teorema de érdenes (Teorema 3.9.8 de las notas del curso).

(ii) Probar que para todo elemento g € G, se cumple: o(f(g)) | o(g).

Esta es la Proposicién 3.9.3 de las notas del curso. Dado ¢ € G, sabemos que ¢g°9 = eq;
donde o(g) es el orden del elemento g. Aplicando f a ambos lados, y usando propiedades

de morfismos, se obtiene:

90(9) —ex=>f (90(9)) _ f(ec) PN (f(g>>0(g) — ex.

Esto implica que o(f(g)) | o(g). En esta ultima implicancia utilizamos el siguiente

resultado: h* = e < o(h)|k. Proposicién 3.7.8 (numeral 4) de las notas del curso.

(b) Hallar todos los morfismos no triviales entre D3 y Zs.

Por la parte (a), (ii), sabemos que cualquier morfismo f : D3 — Zs, debe cumplir:

o(f(g)) | o(g), ¥ g € Ds.

El grupo diedral D3 se compone de 6 elementos: 3 simetrias s;, y 3 rotaciones ;. El orden

de estos elementos es:
o(s;) =2, Vi, o(r;)=3,V7
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Por otro lado Zy = {0,1}, con: 0(0) = 1y o(1) = 2. De estos dos valores, el tinico que
divide a 3 = o(r;), es 1 = 0(0). Por lo tanto, la tinica opcién para las rotaciones es tomar:

f(r;) = 0. Es decir: todas las rotaciones deben pertenecer al niicleo del morfismo f.

Por otro lado, para cada simetria tenemos dos opciones: f(s;) =0, o f(s;) = 1. Si asignamos
todas las simetrias al elemento neutro de Z,, obtenemos el morfismo trivial. Por lo tanto,
alguna de las simetrias debe ser asignada al 1. Esto implica que el morfismo debe ser
sobreyectivo: |Im(f)| =2 = |Zs|.

Reemplazando estos valores en la relacién de la Ecuacién (1), se obtiene el orden que debe

tener el nucleo:
[ Im(f)||ker(f)| = |G| < 2|ker(f)| =6 < [ker(f)] = 3.

Como ya tenemos las 3 rotaciones en el niucleo, esto implica que no podemos asignar mas

elementos al niicleo. Entonces todas las simetrias deben se asignadas al 1.

Por lo tanto: si existe un morfismo no trivial f : D3 — Zo, este debe ser de la forma:
f(T]):G,\V/j, f(sl):Ta\V/Z

Resta ver que esta asignacién de valores es un morfismo. Es decir, tenemos que probar que
se cumple: f(goh) = f(g) + f(h), para todo g,h € D3. Tenemos 4 posibles casos. Para

comprobar la igualdad en cada caso, conviene recordar que se cumple:
riorj:rk, SiOSj:T'k, SiOTj:Sk, TiOSjZSk.

Usando esto:

o f(sios;)=f(re) =0=1+1= f(s:) + f(s))
o f(siory)=f(si) =T=T+0=f(s;) + f(r))
o f(rios;)=f(si) =1=0+1=f(ri)+ f(s))
o f(rior;) = f(ri) =0=0+0= f(r:) + f(r))
Ejercicio 3
(a) Definir raiz primitiva médulo n.
Dado un n € Z*, un entero g € {1,...,n} es raiz primitiva médulo n, si (g) = U(n). Es

decir: g es un generador del grupo multiplicativo U(n).



(b) Probar que si p es un nimero primo impar y v una raiz primitiva médulo p, entonces r* = r®

(mod p) si y solo sia=0b (mod p—1).

a

r*=r" (modp) < rr =1 (modp)er* =1 (modp) < ofF)|(a—0b).

Como r es una raiz primitiva médulo p, y p es primo, se tiene: o(7) = |U(p)| = ¢(p) =p — 1.

Por lo tanto:

r*=7r" (mod p) < o(F)|(a —b) < (p—1)|(a—b) < a=b (modp—1).

(¢) (i) Probar que 5 es raiz primitiva mddulo 43.
Queremos probar que 5 es un generador de U(43). Esto equivale a probar que o(5) =
|U(43)]. Como 43 es primo: |U(43)| = ¢(43) = 42.
El Teorema de Lagrange garantiza que o(5) | |U(43)| = 42. Como 42 = 2 x 3 X 7, esto
equivale a decir que: o(5) € {1,2,3,6,7,14,21,42} = Div, (42). Haciendo cuentas:

5'=5 (mod43), 5> =25=25 (mod 43), 5° =125=39 (mod 43),

59 =39 x 39 (mod 43) = (—4) x (—4) =16 (mod 43),
5 =16 x 5=37 (mod 43),

5 =37 %37 (mod 43) = (—6) x (—6) =36 (mod 43),

521 =37 x 36 (mod 43) = (—6) x (=7) =42 (mod 43).

Como todas estas potencias son no congruentes con 1, se concluye que ninguna es el

orden de 5. Por lo tanto, la tnica opcion es: o(5) = 42.

Otra opcidn es utilizar la Proposicién 4.1.4 (numeral 4) de las notas del curso. Como

42 = 2 x 3 x 7, este resultado garantiza que basta con probar que 5 # 1, para todo

42 42 42
&

—,—, — ¢ =121,14,6}.
S T

(ii) Calcular logs 39 € Zys.
Por definicién, k = log; 39 (mod 42), si cumple: 5* = 39 (mod 43). Por lo tanto, para

hallar k£, podemos ir probando hasta obtener una potencia que cumpla la congruencia:
5'=5=5 (mod43), 5°=25=25 (mod 43), 5° =125=39 (mod 43).

Por lo tanto: log; 39 =3 (mod 42).



(iii) Determinar si la siguiente congruencia tiene solucion k € Z, y en caso afirmativo hallar
una solucion: 5™ =39 (mod 43).
Por la Parte (c,ii), sabemos que 5° = 39 (mod 43). Por lo tanto, buscamos k € Z, tal
que: 5°"% = 53 (mod 43). Por la Parte (b), esto equivale a que se cumpla: 27k = 3
(mod 42). Esta es una ecuacion diofantica: 27k — 42y = 3. Como med(27,42) = 3, que
divide a 3, sabemos que la ecuacion tiene solucién entera. Dividiendo entre 3 de ambos
lados de la ecuacién, esta equivale a: 9k — 14y = 1. Es facil ver que una solucion de
esta diofantica es: (k,y) = (—3,—2). Por lo tanto: £k = —3 (mod 14) = 11 (mod 14).



