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Pregunta 1

Sea (M, d) un espacio métrico y Xi,..., X, € M una coleccién finita de subconjuntos com-
pactos. Demuestre que tanto [ J; ; X; como (), X; son subconjuntos compactos de M. ;Qué
ocurre con las operaciones anteriores si se considera una coleccién arbitraria de subconjuntos
compactos de M? (10 puntos)

Pregunta 2

Sea Br la 0-algebra de Borel en R (esto es, la o-dlgebra generada por los abiertos de R segtin la
topologia usual).

(a) Demuestre que Br coincide con la o-algebra en R generada por todos los intervalos de la
forma [a, b] (con a < b). (4 puntos)

(b) Sea C el conjunto de Cantor. Describa la construccion de C'y concluya que C' es un con-

junto boreliano de R (es decir, C' € Bg). (4 puntos)
(c) Calcule la medida de Lebesgue de C. (2 puntos)
Pregunta 3

(@) Sea £ C R un conjunto medible Lebesgue, f: E — R una funcién medible Lebesgue y
g: R — R una funcién continua. Demuestre que g o f es también una funcién medible
Lebesgue. (5 puntos)

(b) Dé un ejemplo de una funcién h: R — R continua en casi todas partes para la cual no
existe una funcién continua g: R — R tal que h = g. (5 puntos)



Pregunta 4

(a)

(b)

(©)

Sea {E;}?°, una coleccién de subconjuntos de R medibles Lebesgue y disjuntos dos-a-dos
(estoes, E;NEj = (sii# j). Demuestre que

HU?:l Ei = Z HE%"
i=1

(2 puntos)

1 size A,

Notacién: [[4(x) := { 0 sizcR— A

Para {E;};°, como en la parte (a), considere la sucesioén de funciones {u,: R — R}>°,
dada por

Up = I[U;{lzl E;-

Demuestre que {u, }5° ; es mondtona creciente y que converge puntualmente a I, donde
E =, E;. (3 puntos)

Sea f: R — R una funcién no negativa, medible Lebesgue, e integrable (estoes, [ f < c0).
Considere la o-dlgebra M, formada por los subconjuntos de R medibles Lebesgue, y
defina la funcién p: M, — R mediante

u(E) = / f, paratodo E € M.
E

Demuestre que ;1 es una medida sobre M. (5 puntos)

Sugerencia: Para demostrar la o-aditividad, puede ser til aplicar el Teorema de la Con-
vergencia Monétona a partir de la parte (b).
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