Capitulo 8

Polinomio de Taylor

8.1. Polinomio de Taylor y limites

Nomenclatura y notacion:

» Polinomio de McLaurin: es el polinomio de Taylor alrededor de 0.

» Infinitésimo: decimos que una funcién f es un infinitésimo de orden n en un punto a si

i S
f(x)—>0cuandox—>ayademas)1clgtllm—

» P,(f,a): es el polinomio de Taylor de orden n de la funcién f en el punto a.

1. El polinomio de McLaurin de orden 4 asociado a una cierta funcién f es 3 — 5x + 4x? —
x% - 2x*. Calcular £(0), f'(0), f”(0), f”(0), f4(0).

2. Calcular el polinomio de Taylor de grado n de la funcién f en el punto a en los siguientes
casos:

a x):x4—x3+2,a:0 a=1,n=2 b) mismo polinomio pero n =4
y p p

c) f(x)=sin(x),a=1m,n=6 d) f(x)=tan(x),a=0,n=4
e) f(x)=e,a=0ya=1,n=4 f) f(x)=log(x),a=1ya=en=4

?) f(x):loi(x),azl,nzél h f(x)=¢ ,a=0ya=2n=4

i) f(x):LXe_tzdt,azl,n:3 i) f(x):J;X —dt, a=1,n=3
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3. Considere la funcion f(x) = xcos(x) — sin(x).
a) Encontrar el polinomio de McLaurin de orden 5 de f.

b) Analiza si f presenta extremo relativo en x = 0.

c) Calcular el limite:

lim
x—0* x5

4. Calcular los siguientes limites usando polinomios de Taylor:

—log(1+ log(1+x)—
g lim X08UEX) g log(l+Y) “senx
x—0 x? X—0 x? 4+ 4x3
¢ lim cosh(x) ; cos(x)
x—0 X
) lim senx—xcosx’ 250
x—0t xa
¢) lim e¥—1—-x%/2+senx—2x £ 1im log(1 +x) —x —x2/2
x—0 1—cosx—x2/2 x—0 tgx —senx

5. Calcular los siguientes limites usando polinomios de Taylor:

a) lim M b) lim 11 ¢) lim XT
x—=0  sin’(x) x—0x e*—1 x—1
_ log(sin(x) log (")
d) lim ————— e) _ =
x—71/2 (T(—2X)2 x—0 (log(l +x))2

6. Determinar los valores de los parametros (a, b, y/o ¢, segin corresponda) para obtener
un infinitésimo del mayor orden posible para x — 0. Hallar la parte principal.

a) a(e®—1)—bx>—x b) x+asenx+btgx ¢) €* senx—(ax+bx>+cx3)

ax + bx?

d) log(l+x)- T

7. Sea Q un polinomio de grado n.

a) Probar que P,,(Q,a)(x) = Q(x) para todo m > n.
b) Sea a raiz de Q de multipilicidad k. Probar que P,,(Q,a) = 0 si m < k y a es raiz de
P,.(Q,a) con multiplicidad k si m > k.
8. Sean f,g:R — R dos funciones n veces derivables.

Probar que
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a) Py(f +8a)=Py(f,a)+Py(g,a)

b) Pu(fga)=Yioax(x~a)* donde P,(f,a)P(g,a) = Lo ax(x — a)*

c) Py(f =Py(f,0),0)=0

d) Si h(x) = f(3x), P,(h,a) = ¥.{_, 3%ai(x — a)* donde P,(f,3a) = Y }_, ax(x — 3a)k
)

Py(f,0) 0 Py(g,a)(x) = Lilo ax(x —a)

9. Hallar el desarrollo de McLaurin de orden n de las siguientes funciones:

a) 5 i " b) (x> +x)e” c) log(l-x) d) xz—;ﬁ
e) e*—cos(x) f) sen(x)cos(x) g) sen’(x) h) 1-x
10. a) Calcular P,(f,0) para la funcién f(x) = I —1x2'
Sugerencia: escribir N —1x2 =17 ix +7 _l:_x para algun par a, b e R.

b) Calcular el P,(f,0) para la funcién f(x) = log( L+x )

1-x
X3
11. Consideremos la funcion: f(x) =e* —x—2+cosx — —
a) Encontrar el polinomio de McLaurin de orden 4 de f.
b) Analizar si f presenta un extremo relativo en 0.
c) Calcular, discutiendo segun a € R”, el limite:

lim flx)

x—0+t x&
12. Sea f : R — R una funcién n veces derivable, tal que existe k < n para el cual f(a) =
(@) = f(@) = .. = f¥a) = 0y fH+1)(a) = 0.

Probar las siguientes afirmaciones:

a) Existe ¢: R — R continua, tal que g(a) = 0y f(x) = (x —a)* 1 g(x).
b) Si k+1 es impar, entonces f no tiene un extremo relativo en a.

¢) Si k+1 es par, entonces f tiene un extremo relativo en a. Ademas si f**1)(a) > 0
entonces f tiene un minimo relativo, mientras que si f**1)(a) < 0 tiene un maximo
relativo.
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8.2. Resto de Taylor y aproximaciones

1. Sea f : R — R una funcién 2 veces derivable tal que
- F(0)=0,f(1)=1
= f(0)=£"(1)=0
Probar que existe c € [0,1] tal que [f”(c)| > 4.

2. Aproximaciones racionales

En este ejercicio basta con dar una forma de encontrar la aproximacién, no es necesario
hallarla explicitamente.

a) Dar una aproximacién racional del nimero e con un error menor a 1074,
b)

c
d) Dar una aproximacion racional del niimero log(1,2) con un error menor a 1074,

Dar una aproximacién racional del ntimero sin(2) con un error menor a 1074,

Dar una aproximacion racional del nimero V8 con un error menor a 1074,

3. Aproximacimaciones de integrales
Sea f : R — R, la funcion definida por f(t) = et

La idea de este ejercicio es aproximar el valor de la integral jol f(t)dt

a) Dar una particién equi-espaciada de forma que S*(f,P) - fol f(t)dt <107, Sugeren-
cia: revisar la prueba de que una funcién monoétona es integrable.

b) Dar un 7 tal que Uol Pn(f,O)(t)dt—folf(t)dt‘ <10

4. a) Usando el polinomio de McLaurin de orden 3 de sen(x), hallar una aproximacion
de la solucién no nula a la ecuacién x? = sen(x).

b) Llamemos r a la aproximacion de la parte anterior. Ver qué estimacion da una cal-
culadora de r2 y sen(r).

c) Demostrar que:
r? —sen(r)| < 0,05

5. Acotaciones uniformes

a) Sea f : R — R una funcién C™ (es decir con derivadas de todos los ordenes).
Probar que si existe M tal que |f"(x)| < M Vn, entonces para todo x e Ry € > 0
existe n € N que verifica que |P,(f,0)— f(x)| <e.

_ 1 ]
b) Sea W : R — R definida por W(x) = {e 7 sixe(-1,1)
0 en otro caso

Probar que P,(W,-1) = 0 para todo n. Deducir que las derivadas de W no estan
acotadas,
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8.3. Complementarios

1. Calcule los siguientes limites

a) lim
x—at xZ _ a2
_ _ 4
b) lim (cos(x) 1)(10g(51 +x)—x)—x
x—0 X
) 1 1 log(x+1)
) ;lcl—%(l-l_x) (x(x+ 1) %2 )
1 1—cos(x)
d) lim(cos(x)+ sin(x))% e) lim ( sm(x))
x—0 x—0 X

2. Encontrar una funcién f : R — R derivable que no tenga derivada segunda en 0 y que
verifique |f (x)| < x3.

3. Sea f : R — R una funcion de clase C? (dos veces derivable con derivada segunda conti-
nua).

Definimos la funcion ¢ : R — R como

Probar que ¢ es de clase C!.

Probar que si f es de clase C2 entonces ¢ es de clase C?
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