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® Sea X(t), t> 0, un proceso de Markov que tiende “fuertemente” a entrar en el
subespacio de estados Q4 y que “raramente” entra en el subespacio Qg.

® Interesa la probabilidad, “muy baja”, de que X(t) entre en Qg antes que en Qy .
® E| sistema es tal que, seguro para algin > 0, X(t) va a visitar Q4, Qg 0 ambos.




X(0)

® Sea 1y el instante en que X(t) entra en Q4 (o regresa a Q4 si X(0) € Qy).
® Sea 15 el instante en que X(f) entra en Qg.

El pardmetro de interés es entonces: §{ =P{15 < 14}




® Splitting es una técnica que clona o multiplica trayectorias que se acercan a Qg
al enfrar a un subespacio Q* O Qg (con frontera L*), creado con esta finalidad.

® De este modo se estimulan las trayectorias que se acercan a Qg .




® Clonar es iniciar trayectorias nuevas a partir de un punto de cruce como P.

® | as trayectorias nuevas arrancan con el mismo estado de la original en P.

® | a concatenacién del framo anterior y el posterior a P es equivalente a una
Unica trayectoria iniciada en X(0) y finalizada en Q4 o en Qp.




Introduccion

® E| procedimiento se aplica recursivamente, clonando trayectorias al cruzar las
fronteras Ly,L,,L3 de un conjunto de subespacios como €1 D 2, D Q3 D Q.
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® E| tratamiento matemdtico se simplifica si se analiza el proceso X(t) a través de
una Funcion de Importancia, h, de una dimensién:

h:Q — R siendo, por ejemplo, Q4 ={x € Q:h(x) <0} y Qg={xe€Q:h(x)>{}
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® En los modelos de interés h(X(t)) tenderd “fuertemente” a caer por debajo de
0y “raramente” pasard por arriba del limite o umbral ¢.

® El evento raro h(X(t)) > ¢ es equivalente a X(t) € Qg.
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® Monte Carlo Crudo: Nro. de trayectrorias exitosas/Nro. total de trayectrorias.

e Si{ <1, la estimacion por Monte Carlo Crudo puede resultar inviable.
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® E| espacio de h se particiona mediante los umbrales ¢4, ¢, ..., definiendo asi un
conjunto de subespacios anidados (tales como Ly, Lp, ..., sobre Q).

® E| pardmetro de interés sigue siendo § =P{15 < 74}
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® E| cruce de los umbrales ¢4, ¢, ..., equivale al cruce de las fronteras de los
subespacios Ly, L, ..., definidos en Q.

® Toda vez que en una trayectoria ocurre el evento {7, < 74}, la misma es clonada.



/2

ZZ peesesesssssasass P e e B B B B B B B B 8 B B B S S D B S EE E O S S o e aSEEaee

/700 N A N U

"
0 }
T 7
® E| cruce de los umbrales ¢4, ¢, ..., equivale al cruce de las fronteras de los
subespacios Ly, L, ..., definidos en Q.

® Toda vez que en una trayectoria ocurre el evento {7, < 74}, la misma es clonada.
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® E| cruce de los umbrales ¢4, ¢, ..., equivale al cruce de las fronteras de los
subespacios Ly, L, ..., definidos en Q.

® Toda vez que en una trayectoria ocurre el evento {7, < 74}, la misma es clonada.
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* Dy={m <74}

® D, ={1, < 14}. Siocurrié6 D,, también ocurrié Dy  — D, C Dy
® Dy = {1 < 14}. Siocurrié Dy, también ocurrié Dy_1 — Dx CDy_1 C---CDy CDy




En un caso general con n umbrales, ¢, 45, ..., £, =¥, el evento de interés es D,.

Es simple probar que P{Dn} =P{Dn|Dp_1} P{Dp_1}:

P{DpNDp_1}

P{OnlDn-1}B{Dn-1} = =55

P{Dp_1} =P{DnNDy_1} =P{Dn}

La férmula puede extenderse del siguiente modo:

P{Dn} = P{Dn ‘Dn—1}]P>{Dn—1}
= P{Dn ‘Dn—1}]P>{Dn—1 ‘Dn—Z}P{Dn—Z}

P{Dn} =P{Dn|Dn—1} P{Dp_1|Dn_2} --- P{D2|D1} P{D1} =¢
p Pn-1 P2 =]




§=p1p2p3
® p; =P{D;}: la probabilidad de cruzar ¢; antes de caer por debajo de O.

® p, =P{D,|D;}: la probabilidad de cruzar ¢, antes de caer por debajo de O,
habiéndose cruzado ¢; sin haber caido por debajo de O.




¢ = P{On|Dpt} P{On-1|Dn_z} --- P{DaI01} P{Dy} = klj1 o

Pn Pn—1 P2 P1

“pk es la probabilidad de que, habiéndose superado el umbral kK —1 sin
caer por debajo de O, se supere el umbral k sin caer por debajo de 0.

que puede leerse también como:

“pk es la probabilidad de que, una trayectoria iniciada en el umbral k —1
supere el umbral k.

Es posible probar, y esta es la base fundamental de Splitting, que:

N n

c:g B — E{{}=¢

Luego, es simple construir un estimador insesgado de § a partir de un conjunto de
estimadores por etapa, pi, k=1,...,n.



¢ =P1P2P3
® Es necesario obtener una estimacién por cada etapa.

® | as trayectorias se aprovechan para hacer estimaciones MC crudo por etapa.
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® | a condicién esencial de Splitting es N > Ry, k=1,...,n. Ello garantiza la
clonacion de trayectorias en uno o mds puntos de cruce por umbrales.
® | as dos variantes de implementacion mds conocidas son:
® Fixed Splitting
N N
K = o, > 1, eventualmente *—a> 1, Vk > 1.
Rk Rk

Hay un factor de clonaciéon por nivel, eventualmente el mismo para todos
los niveles. El nimero de trayectorias iniciadas en cada punto de cruce es
una constante.

® Fixed Effort

Nk = Fx > 1, eventualmente Ny =F > 1, Vk > 1.

El factor de clonacién por nivel se ajusta para que el nimero total de
trayectorias iniciadas desde cada umbral hacia el siguiente (esfuerzo) sea
una constante.



En cada variante se puede desarrollar la expresién de la estimacion:
® Fixed Splitting

T o Ty
=00z 03 n—1 No
(nfl) Rﬂ . p 0 .
= < si el factor de clonacién por nivel es el mismo

Ry Rz R Ry
- F1 F, F3 No
_FRiRa---Rn1 Rn

< si el esfuerzo por nivel es el mismo
F(n=1) No



® En fodos los casos el objetivo es que R, > 0. Si R, = 0 la estimacién arroja
¢ =0, valor muy probablemente lejano a la realidad.

® Es necesario, por lo tanto, elegir adecuadamente el ndmero de umbrales y los
factores de clonacién.

® | a variante Fixed Splitting tiene asociado un riesgo de explosién combinatoria en
el nlmero total de trayectorias generadas. Fixed Effort es una alternativa
disefiada justamente para salvar este inconveniente.

® £l cdlculo de la varianza del estimador es complejo en todos los casos y
depende del modelo y de los pardmetros elegidos. No es posible asegurar una
ventaja a favor de ninguna de las dos variantes presentadas.
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® Sistema: cola M/M/1, tasa de arribos A, tasa de servicios u.
® Q: el nimero de clientes en espera.

e (. la probabilidad de que el nimero de clientes en espera supere la cota M
antes de que la cola vuelva a vaciarse.
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® Sistema: cola M/M/1, tasa de arribos A, tasa de servicios u.

® Q: el nmero de clientes en espera.

e (. la probabilidad de que el nimero de clientes en espera supere la cota M
antes de que la cola vuelva a vaciarse.
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