Leslie Murray

Facultad de Ciencias Exactas, Ingenieria y Agrimensura
Universidad Nacional de Rosario
Rosario, Argentina

Octubre, 2023



Definicién. Una v.a. continua, X, tiene una Distribucion Exponencial de pardmetro 4,
lo que notaremos X ~ Exp(1), si su funcién de densidad de probabilidad (fdp) es:

_at
fx(T)Z{ée ;ig AeR, 1>0.

A partir de esta definicién,

e su funcién de distribucién acumulada (fda) es:

A= [ _nanar={ 57 120
® su media .
E{X} = 17
® v su varianza
ViX) = o5



fx(1)

Fx(t

—




fx(1)

® Valores aleatorios ajustados a una distribucién exponencial son reales positivos.

® | os fiempos ajustados a una distribucién exponencial estdn “mayormente” cerca
de cero y “raramente” lejos o muy lejos de cero.
® Estfos valores son apropiados para modelar tiempos, por ejemplo:
® Tiempos de espera.
® Vida (til de componentes.
® Tiempos entre fallas.
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Si A es "grande”, la variable genera valores “chicos”

x(1)

Si A es “chico”, la variable genera valores “grandes”




Tipicamente, una v.a. con distribucién exponencial sirve para modelar el tiempo
transcurrido hasta un evento que puede ocurrir “en cualquier momento”.

EJEMPLOS:

® E| fiempo transcurrido desde el inicio del funcionamiento de un componente
hasta su primera falla.

® E| fiempo transcurrido hasta el arrivo de un paquete IP a un servidor de una red.

O

Se dice que un evento puede ocurrir “en cualquier momento” cuando, habiendo
tanscurrido un tiempo sin que ocurra, las condiciones no cambian significativamente
resultando, por lo tanto, tan probable que ocurra en el instante presente como en
cualquier instante futuro. Y esto vale para cualquier instante de observacion.




® X ~Exp(A) es el tiempo transcurrido hasta la falla de cierto componente.
® E| componente no ha fallado hasta el tiempo 1: X > .
® /Cudl es la probabilidad de que falle entre 1y f+4dt?
« P{t<X<t4+dinX>T
P{t <X <t4+dt|X>1} = { POX> T )
P{t < X < t4dt}
T O PX>1)
fx(t)dt

= m =h(t)dt

Definicién. La fasa de fallas, h(t):

x(1)
h(t) = ————
® 1—Fx(1)
es un pardmetro Gtil para explicar una importante propiedad de la distribucién
exponencial.

P{ANB} _P{AAB}
P{B} _  P{B}

) Recordar que: P{A|B} =




En definitiva, si
P{t < X <t4dt| X >t} =h(t)dt

el pardmetro h(t) permite determinar la probabilidad de que un componente que ha
sobrevivido hasta 7, falle.

Dado que X sigue la distribucién exponencial:

n(#) = fx(1) _le*}”‘

T1-Fx(f) e =d

Finalmente, siendo h(t) constante, la probabilidad de que un componente que ha
sobrevivido hasta f, falle, es la misma cualquiera sea 1.

Esta es una de las formas de poner en evidencia la ausencia de memoria de la
distribucién exponencial. Ofra es a fravés de la siguiente propiedad.



Propiedad: La Distribucién Exponencial no fiene memoria,

P{X >1t+s|X>1t} =P{X>s}
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Propiedad: La Distribucién Exponencial no fiene memoria,

P{X >1t+s|X>1t} =P{X>s}
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Si 1 modela el tiempo transcurrido desde el inicio hasta la ocurrencia de un evento:

® Cualquier instante t “es como un cero”, siempre que el evento no haya ocurrido
antes de t.

® Cualquiera sea t, la probabilidad de que un evento ocurra luego de los préximos
s segundos es la misma de que ocurra luego de los primeros s segundos.




Propiedad: La Distribucién Exponencial no fiene memoria,

P{X >1t+s|X>1t} =P{X>s}

® Sea X ~ Exp(A) el tiempo transcurrido hasta la ocurrencia de un evento

® No habiendo ocurrido el evento hasta , la probabilidad de que ocurra en los s
segundos siguientes es igual a la probabilidad de que ocurra en los primeros s
segundos.

® Si el evento es la falla de un componente, la propiedad puede leerse como:
“sano y nuevo, es lo mismo”.

P{X>t+SAX >
P{X>t+s|X> 1} = DX THSAX> T}

P{X >t}
_ P{X>t+s}
T OP{X>1}
1—Fx(t+s) e Mt+s) a
S TTRm e ¢ ~Px>s



EJEMPLO 1: La vida Gtil de una motherboard es, en promedio, de 10 afios. ¢Cudl es la
probabilidad de que una motherboard dure mds de 15 afios?

E{X}=1/A=10 — A =0.10
P{X >15} =1—Fx(15) = e ¥/10 = 0.22

O

EJEMPLO 2: Si la misma motherboard ha durado 10 afios, ¢cudl es la probabilidad de
que dure 5 mds?
P{X >5} =1—Fx(5)=e>/1° = 0.60

La distribucién “no recuerda” que han pasado 10 afios y sélo cuenta los 5 que hay
por delante.



Propiedad 1. Sean X; ~ Exp(A;) y X> ~ Exp(A;). Si X; y X, son independientes, la
v.a. ¥ =min{X1,X,} es exponencial de pardmetro A; + A,.

Fy(t)=1-P{¥Y >1}
=1-P{X; >1TAX> >1} < yaquesi min{X;,Xo}>1,X1 >ty X,>t
=1-P{X; > 1} xP{X5 > 1}

=1—e Ml x gt

=1—e (the)t que es la fda de una exponencial de pardmetro A; + A,
O

Es simple extender la propiedad al caso de n v.a.

EJEMPLO 3: Si X; ~Exp(4;), i=1,...,n—1 son los instantes de falla de n
componentes que fallan de forma independiente, la primera de las fallas ocurrird en
un instante distribuido segln una v.a. exponencial de pardmetro Zf:’f A



Propiedad 2. Sean X; ~ Exp(A;) y X> ~Exp(A;). Si X; y X> son independientes.
¢Cudl es la probabilidad de que X; < X5?.

Siendo ¥ = (X1,X2), por la independencia enfre X1y Xz: fy(x1,x2) = fx,(x1) x fx, (x2).
Luego, P{X; < X} es la integral de fy(xq,x2) sobre el drea A ={(xy,x2) : x1 < x> }:

P{X; <X} = /A i (y) dy
.
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Andlogamente, P{X; < X5} = /1 . Luego si, por ejemplo, X1 y X, son los instantes

de falla de n componentes que follan de forma independiente, la v.a. que identifica el
primer componente en fallar, tiene una funcién de masa de probabilidad discreta con
probabilidades proporcionales a las ftasas.

Es simple extender la propiedad al caso de n v.a.



EJEMPLO 4:

Xl X4
X2 X5
d
Xi~Exp(4), i=1,...,5, son los tiempos hasta la primera falla de cada enlace.
¢Cudndo fallard el primer enlace?
® | a primer falla ocurrird en un instante distribuido exponencialmente con tasa
S=M+2+A3+2A4+2s.
¢Cudl serd el enlace que fallard en ese instante?

® Cada enlace tiene una probabilidad A;/S, i=1,...,5, de ser el primero en fallar.

El criterio se mantiene para las fallas sucesivas.



Dado un conjunto de v.a. de distribucién conocida, aln si son idependientes, no es
trivial la determinacién de la fdp de la suma de todas las v.a. del conjunto.

® | a suma de n v.a. independientes con distribucién normal también sigue una
distribucién normal.

® | a suma de n v.a. independientes con cualquier distribucién sigue una
distribucién “aproximadamente” normal (se convierte en normal si n — o).

® | a fdp de la suma de n v.a. independientes con cualquier distribucién es la
convolucién entre las fdp de las n v.a. sumadas.

® | a fdp de la suma de n v.a. independientes con distribucién exponencial,

fx, = Aie=d. i=1,..n, con A # MV, K, tiene la siguiente forma:
n n —/1 5%
Pt +x,) = (TTA | X ——
i=1 J=1 H /'Lk—
k=
k

Nota: Este resultado serd de gran utilidad en algunas secciones siguientes.



® Una v.a. con Distribucién Exponencial sirve para modelar periodos de tiempo que
pueden concluir “en cualquier momento”.

® | a Distribucién Exponencial no tiene memoria — la probabilidad de que un
periodo de tiempo modelado mediante una distribucuién exponencial dure s
segundos luego de franscurrido un tiempo cualquiera, es la misma que la
probabilidad de que dure s segundos al comienzo.

® Siendo X; ~Exp(4;), i=1,...,n los instantes de falla de n componentes que
fallan de forma independiente, entonces:
® ¢| primer componente en fallar lo hard al cabo de un tiempo con
distribucién exponencial de pardmetro Y7, A;.
® cada componente tiene una probabilidad 4;/ Y, 4;, i=1,...,n de ser el
primero en fallar.
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