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5.- Método de Dantzig & Wolfe.

Para detallar este método consideramos
primeramente el siguiente modelo de P. Lineal:

Min  c'X (5.1)
s.a. AX =Db
XeX

donde A es una matriz cualquiera que define las
restricciones complicadas del problema y X un
poliedro acotado que reune las restantes
restricciones lineales del problema.



Denotando por xi,....xt los vértices de X, para
cada xe X se cumple:

X = A X+ A X2+ - + AXE

con escalares A,>0, 1,20, ..., A>0 tales que:
M +A,++A =1

De este modo el problema (5.1) es equivalente a
resolver el siguiente Problema Maestro:

Min (CT™xX1H)A, + (CTX2)A,+ = + (CTXYA, (5.2)
s.a. (AxXHA,+ (AX?A,+ -+ (AXHA, =b
At Ay + -+ A =1
A20, A,>0, ..., A,>0.



Sea B una matriz de base asociada a una solucion
basica factible del Problema Maestro.

Sean o y o las respectivas variables duales
asociadas a las restricciones en (5.2), entonces:

[0 o] =c;'B? Cg. Vector de costos basicos

Las condiciones de optimalidad q9que deben
verificarse para cada variable no-basica ; son:

(c™)—[o" a][AXI]=(c™X) —0"(AX) —a=(CT-0"A)X) —a >0

[ 1]



Para verificar lo anterior no es necesario conocer
todos los vertices del poliedro X, pues basta con
resolver el siguiente Subproblema:
Min (cT —'A)X — a (5.3)
s.a. xeX

En efecto, si xk es el vértice donde se alcanza la
solucion optima del Subproblema y se cumple:

(cT—0'A)XkK—a >0,

entonces todos los otros vértices le verifican vy
hemos alcanzado la solucidon optima al problema.



En caso contrario, tenemos una nueva columna para
el Maestro Reducido asociada a la variable no-
basica A, que entra a la base del nuevo problema.

En el contexto del Simplex Revisado, se calcula el
vector y, para determinar la variable que deja la
base. Este determina la columna de la variable
entrante A, como combinacion de las actuales
columnas en B, resolviendo: By, = [AXK]

[ 1]
y Se sigue con una nueva iteracion del método.



Algoritmo.

0. Obtener una solucion factible inicial del P. Maestro, que
define un Maestro Reducido con las columnas dadas.

1. Calcular coeficientes de Ila funcidon objetivo del
Subproblema, que define el costo reducido de la solucion.

2. Resolver el Subproblema. En caso de tener un valor
optimo positivo STOP. En caso contrario, obtener nueva
variable basica para el Maestro Reducido (nueva
columna a ser incorporada en el Maestro Reducido).

3. Resolver el P. Maestro Reducido. En el contexto del
M.Simplex esto pasa por determinar qué variable basica
deja la base y obtener el vector de precios duales. Ira 1.




Ejemplo. Resolveremos el siguiente problema de

Programacion Lineal mediante el

descomposicion de Dantzig & Wolfe:

Max 4x; + 2X, + 06X,

s.a. 3X; + X, + 4Xx3 <17
1<x; £3
1<Xx, <3
1<X3 <3.

método de



El problema puede expresarse como:

Min —4x, —2X, — 6X;
s.a. 3xq4 + X, + 4x;3 <17
xeX

donde X={ (X{,X,,X3)eR> [ 1=x,< 3, 1=x,53, 1=x,<3} €s
un poliedro acotado.

Asi, denotando por x!, x2,..., xt los vértices de X, se
tiene la siguiente representacion para cada xeX:

X = A x +A,x2+ =+ A xt

con escalares no-negativos tales que: A +i,+ +i=1.




El problema puede expresarse como:

Min ¢t (A, x!+ A, x%2 + -+ Ax"

sa. AARxI+Ax2+--+AxY) <17
M+t -+ =1
720, 1,20, ..., A 20

Con c™=[-4 -2 6]y A=[3 1 4]equivale a resolver:

PROBLEMA MAESTRO (PM):
Min (cTxD)A, + (€TxX2)A, + -+ + (CTxYA,
s.a. (AxHYA, + (AxH\,+ -+ (AxHA, +s, =17 (®)
Mt At A =1 (a)
720, 4,20, ..., 1,20, $,>0.



Siendo B la matriz de base asociada a una solucion
basica factible de (PM), entonces:

[®@ o] =cg™B’ cg: vVector de costos basicos

Las condiciones de optimalidad que deben
verificarse para cada variable no-basica %, son:

(c™x) — [0 a][AxI] = (c™x)) — 0(AX) —a = (CT—wA)X —a >0

[ 1]

Lo que se verifica resolviendo el SUBPROBLEMA:

(SP) Min (cT— 0A)X —a
s.a. xeX



En el caso del ejemplo:

(SP) Min (4-30)x,+ (=2 — @)X, + (-6 — 4®)X; — o
s.a. 1=x,=3, 1sx,53, 1=x3<3.

Notar que el poliedro de las restricciones posee 8
vertices, pero estos se iran generando. Para tener
una base inicial factible de PM se necesitan 2
variables basicas pues hay dos restricciones. Nos
daremos la variable de holgura (s,) y A, asociada a
un vertice inicial, por ejemplo x1=(1,1,3)T.



Primera iteracion.
Variables basicas s, y A, (x1=(1,1,3)T)

Ax'=[3 1 4]x'=16 ¢™'=[-4 —2 _6]x! = _24
B=[1 16] Bxg=[17] s,=1 A&, =1 BT[w]=[ 0]

[0 1] [ 1] [a] [-24]
®=0 o=-24

Como c¢'— oA = [-4,-2,-6] el Subproblema corresponde a:

(SP) Min —4x, —2x,—6x; + 24
s.a. 1=x,23, 1=x,53, 1=x;<3.

Su solucion es x?=(3,3,3)7
Como v(SP)=-12 se incorpora a la base A,.



Con x2=(3,3,3)" calculamos
Ax?=[3 1 4]x>=24

Seresuelve By,=[24] con B=[1 16]
[ 1] [0 1]

De donde y,=][ 8]
[ 1]
Ello determina la variable que deja la base al calcular
A, =min{ 1/8 , 1/1 } = 1/8 de donde deja la base s;.




Segunda iteracion.
Variables basicas A, (x'=(1,1,3)") y A, (x?=(3,3,3)")
Ax2 =24 c™x?2=[-4 -2 —6]x?=-36

B=[16 24] Bxg=[17] A=7/8 %,=1/8 BT[w]=[-24]
[ 1 1] [ 1] [a] [-36]
®=—-3/2 a=0

Como ¢T— @A = [-4 -2 -6] + (3/2)[ 3 1 4] =[1/2-1/2 0]

(SP) Min x,/2 —X,/2
s.a. 1= x,=3, 1=x,=3, 1=x,<3.

Una solucion optima x3=(1,3,3)7
Como v(SP)= -1 se incorpora a la base A,.



Con x3=(1,3,3)" calculamos
Ax3=[3 1 4]x3=18

Se resuelve By,=[18] conB =[16 24]
[ 1] [1 1]

De donde y;=[3/4]
[1/4]
Ello determina la variable que deja la base al calcular
Ay = min{(7/8)/(3/4) , (1/8)/(1/4)} =1/2 deja la base A,.




Tercera iteracion.
Variables basicas A, (x'=(1,1,3)") y A5 (x3=(1,3,3)")
Ax3=18 c’™x3=[4 -2 —6]x3=-28

B=[16 18] Bxg=[17] X,=1/2 X3=1/2 B'[w]=[-24]
[ 1 1] [ 1] [a] [-28]
o= -2 o=8

Comoc™—wA=[4 2 6]+2[3 14]=[2 0 2]
(SP) Min 2x, + 2x; —8
s.a. 1=x,23, 1=x,53, 1=x;<3.

Una solucion 6ptima x#=(1,3,1)7
Como v(SP)=-4 se incorpora a la base A,.



Con x#=(1,3,1)" calculamos
Ax4=[3 1 4]x4=10

Se resuelve By,=[10] con B=[16 18]
[1] [1 1]

de donde y,=[4]
[-3]
Ello determina la variable que deja la base al calcular
A= min{(1/2)/4 ,. } = 1/8 deja la base A,.




Cuarta iteracion.
Variables basicas A5 (x3=(1,3,3)T) y A, (x4=(1,3,1)7)
Axt=10  cTx¢=[4 2 _6]x*=_16

B=[18 10] Bxg=[17] A;=7/8 1,=1/8 BT ]=[28]

[ 1 1] [ 1] [a] [16]
o= -3/2 o=-1

Comoc™—wA =[4 —2 —6]+(3/2)[3 1 4]=[1/2 —1/2 0]

(SP) Min x,/2+ -X,/2 + 1
s.a. 1=x,23, 1=x,53, 1=x;<3.

Una solucion optima x4=(1,3,1)7
Como v(SP)=0 alcanzamos la solucion optima de PM.



Alcanzada la solucion optima de PM en las
variables ;, se puede entonces obtener la
solucidon en las variables originales de acuerdo a:
X*= AT+ A2+ Ax3 + A x4 + L+ X
= Ox' +0x2+ (7/8)x3 + (1/8)x* + ... + Oxt
=(7/8)(1,3,3) + (1/8)(1,3,1) = (1, 3, 11/4)
Por lo tanto la solucion 6ptima es:
X* 4= X*=3 X3=11/4

Con un valor optimo: v(P)= 53/2



Problema de Transporte con multiples productos.

El problema consiste en decidir cuantas unidades
trasladar de multiples productos desde ciertos
puntos de origen a ciertos puntos de destino.

Dados los costos unitarios de transporte,
restricciones de capacidad, la oferta y demanda
para cada uno de los productos, el problema
consiste en minimizar los costos de transporte de
modo de satisfacer la demanda por Ios dlstlntos
productos.




Variables de decision.

T;, ,- unidades transportadas desde el origen i al destino |

del producto p

Mln ZZEO JED ZPEP C',J,p Tla_]ap

S.a.
ZJ'ED Ti,jp < Sip para ieO; peP
ZieO Ti,j,p = dj,p para jeD; peP
ZpeP Ti,j,p < Iimiti,j para ieO;jeD

T;,,20 1€0;jeD; peP




En AMPL el modelo descrito y una instancia
particular del mismo estd en los archivos
MULTI.MOD y MULTI.DAT.

& AMPLIDE . -‘ ‘
File Edit Window Help
0
5. Current Directory = O [ Console ||t B~ri~= 0O TRANSPMOD | [A] TRANSP.DAT 52 | [A] TRANSP.RUN =0
v @ AMPL -
. ampl: include TRANSP.RUNj; - param: ORIG: supply := # defines set "ORIG" and param "supply”
C:\Users\Victor Albormoz\Documentsicu CPLEX 12.6.1.8: sensitivity — GARY 1488
2/ eflamplmod display=2 ) CLEV 2600
No LP presolve or aggregator reductions. PITT 2588 ;
ejzampl.dat
=/ g2ampl.med Tteration Dual Objective In Variable out param: DEST: demand := # defines "DEST" and "demand”
=| ej2ampl.run 1 37708 .000000 18 FRA 968
= STEEL.DAT 2 61100 . 60000 x9 DET 1200
STEELMOD ?1 :::xmm Ki; \I\_J)I\: igg
= . X
= STEELT.DAT 5 94008 . 660008 19 STL 17e@
|5/ STEELT.MOD 5 101600 . 660050 x5 = FRE 1180
|Z] TRAMSP.DAT 7 lleees.eoeeee x7 LAF leee ;
2/ TRANSP.MOD 8 191406 . 600E00 X6
2] TRANSP.RUN 9 19506, BocRaR 15 param cost:
18 195806 . a0ae00 x11 FRA DET LAN WIN STL FRE LAF :=
11 195806, 2ocRe0 21 GARY 39 14 11 14 16 82 8
12 196206 . 600000 x14 CLEV 27 9 12 9 26 95 17
CPLEX 12.6.1.8: optimal solution; objective 196208 PITT 24 14 17 13 28 99 28 ;
12 dual simplex iterations (@ in phase I)

suffix up OUT; B
suffix down OUT;
suffix current OUT;
Trans [*,*] (tr)
CLEV  GARY PITT 1=

DET  12ee @ 2
FRA L] @ 968
FRE 2 1188 2
LAF 488 380 388
LAN [1=1c) @ 2
STL L] @ 178e

WIN 4pa @ 2

H

Trans.down Trans.current Trans.up 1=
CI1FV NFT -1e420 9 11 sia
< | . r < 3




Implementacion del algoritmo de Dantzig y Wolfe
en AMPL, aplicado al mismo problema de
transporte para multiples productos puede
consultarse en multi1.mod, multi1.run y multi1.dat

[ Firefox - ] AMPL -- loop2 examples index page _ ‘ oo

& [ https/wwaw.ampl.com/NEW/LOOP2/indexhtml - ||| ¥4~ Google Pl B
2 =

INDEX TO EXAMPLES

LOOPING AND TESTING 2:
implementing algorithms through AMPL scripts

Script Uses Implements

cutl.run s 2a Gilmore-Gomory column generation procedure for the cutting-stock (roll trim) problem

cut2.run Same as cut1.zun, but using an alternative arrangement wherein problems are defined immediately before before their members are declared

guts.zrun z:z:.‘-\-j’:_:d Same as cutl.run, but with better formatting of output

maleil.run | maleil.mod | Dantrig-Wolfe d for a multi di ion problem, using a single subproblem =
multil.dat

USRS Same as multil.zun, but using the same repeat loop for both phase I (infeasible) and phase II (feasible).

maloiz.run | mult:i2.med | Same asmultil.run, but using a separate subproblem for each product: subproblems are represented in AMPL by an indexed collection of named
multi2.dat
DUIEZ.A5E | problems

s SR W Same as multi2. run, except that the separate subproblems are realized by changing the data to a single AMPL named problem
multid.dat

stochl.run | stochl.mod | Benders d ion for a stochasti ing variant of a multi-period production problem (see Exercise 4-5)
stoch.dat
stoch2.run | zzoch2.mod | Same as steehl.zun, bui using a separate subproblem for cach scenario; subproblems are represeated in AMPL by an indexed collection of named

stoch.dar | o oblems

stoch3.run w Same as stech2. run, except that the separate subproblems are realized by changing the data to a single AMPL named problem
Stoch.

trnlocl.run trnlocl.mod Benders d: Graihe e (el et e )
revised! Eznloc.dat [
= = | e |- : frvealle=n problem: LP rel bound is poor, and has the ity property so no impi

trnloc2.dat
———— | can be made

tznloc?h.run | trnloclo.mod | Same as tralocZa. run, but model has upper limits on the ship variables: LP relaxation bound is still poor, but subproblem does ot have the integrality
TIRLoCZ AT | ooperty and considerable improvement is made

Same as zrnloczb. run, but model has 0-1 - LP el bound is good. but subproblem has the integrality property and no




Dantzig & Wolfe propusieron originalmente esta
idea aplicada a problemas de programacion
lineal con una estructura de restricciones bloque
angular que se detalla a continuacion.




Consideremos el siguiente problema de Progra-
macion Lineal:

Min cfoy + oy + -0 + r:;“,r:rfi.
s.a Ayry + Aosxo + + Az, = b
Dyxq < d
Dg.ﬁ‘(‘g < f]?g (54)
Dz, < d,
T1 T r, =2 U

donde z; € R". b € R" d. € R™  A; de

mo X n; y D; de m; X n,;.




Dado lo anterior, el problema (5.4) es equiva-
lente a (5.1) tomando

X = {JI.-' c [R" / T = (:;,{.-’1. Tow.. ., ;Iqu. €X; € ){g }

donde
X; ={x; € R" / Diw; < d;, x; > 0}

con A una matriz de moxn, A =[A; Ay -+ A
VI="ny+ T Ny




Por simplicidad suponemos que cada conjunto
X, es acotado.

; p -I'Lj , .
Denotamos por ;. x5, .. .. x.' los vértices del

poliedro X, coni1=1.....q
Entonces, para cada x; € X

ti

‘.
Li = Z N Z A =1 N >0 Y
j=1

j=1




De este modo
T o T F, f? I.: I-:,_'l . f?
c; i = ¢ (Do NEy) = Zj_llr* z! )\

A+~ — A.f X2 Jaady i
Aimi = Ai(Q_ 7 ANay) = Zj_ll Ajz] )\

Asi el problema (5.4) equivale al siguiente P.M.:

Min Z"'j"_llrl DN+ o+ Z"'.f"_llr z) )\
s.a

SN 4+ S (AN =

EPY :

A >0, - A >0

(5.5)



Supongamos que tenemos una solucién basica
factible del problema (5.5) en las nuevas varia-
bles )\f . v que la matriz de base asociada a esta
solucion es 3.

Como antes. denotamos por w € R0y a =

‘... o) € R? los multiplicadores asocia-
(\ 1 _;_J P
dos a las restricciones de (5.5) entonces:

W -
( ) = cpB~!
Cx



Las condiciones de optimalidad que deben sa-
tisfacerse para cada A/ no-bdsica son:

0<cla! — (w! al) ( ) =cde!l —wl Ax! — a
€,

Para determinar si existe o no un costo reducido
negativo, se resuelve el siguiente subproblema:
Min (¢! — u;T;"L-‘J X

L .
S.a ri € X, (5.6)



Denotamos por x; la solucion optima del sub-
problema, con valor éptimo (¢! — w’ A;)z”,

Si se cumple que

(¢! —w" Azl —a; >0

] —_—

entonces, todos los otros vértices de X; verifi-
can la condicion de optimalidad. Si esto ultimo
ademas se cumple para cada 1 = 1,....q, el
metodo se detiene pues hemos hallado la solu-
cion optima.



En caso contrario, existe un vértice % que
da origen a un costo reducido negativo para la
respectiva variable A que entra a la nueva base
v se sigue con el Simplex.




Implementacion del algoritmo en AMPL, usando
varios subproblemas para el ejemplo del
problema de transporte con multiples productos
ver archivos multi2.mod, multi2.run y multi2.dat

[ Firefox™~ ] (] AMPL -- Ioop? examples index page _ ‘

€ [1]. hitps/wwew.ampl.com/NEW/LOOP2/indexhtmi
\> /

INDEX T0 EXAMPLES

LOOPING AND TESTING 2:
implementing algorithms through AMPL scripts

Script Uses Implements.

cutl.run cutl.mod Gil G column i dure for the cutting stock (roll trim) problem
cut.dat

cut2.run cut2.mod Same as cut1.run. but using an alternative arrangement wherein problems are defined immediately before before their members are declared

Zutd.run Same as cutl.zrun, but with better formatting of output

multil.zun | multil.aod | Dantzig Wolfe d for a multi. d ion problem, using a single subproblem =
multil.dat

mulvila.run | multil.mod | Same asmultil.run, but using the same repeat loop for both phase I (infeasible) and phase IT (feasible)
multil.dat

multiz.run multiz.mod

Same as mulcil.run, but using a separate subproblem for each product; subproblems are represented in AMPL by an indexed collection of named.

multi2.dat
miEi2.dat | problems

muleis.run Same as malti2. run, except that the separate subproblems are realized by changing the data to a single AMPL named problem

stochl.run stochl.mod
sToch.dat

Benders fora

variant of a multi-period production problem (see Exercise 4-5)

aliE il ey mcgﬂ Same as stocnl.run, but using a separate subproblem for each scenario: subproblems are represented in AMPL by an indexed collection of named
Stoch.dat

problems
stochs.run | stoch3.mod | Same as stoch2.run, except that the separate subproblems are realized by changing the data to a single AMPL named problem
stoch.dat
trolocl.run | tralocl.mod | Benders ds for a locati problem (original model in trnioc.mea)
evised! Trnloc.dat
Ernl run | crnlocza.med |1 for a locati problem: LP rel bound is poor, and subproblem has the integrality property so no improvement
trnloc2.dat i T

trnlocZb.run | trnloc2d.mod | Same as trnlocZa.run, but model has upper limits on the Ship variables: LP relaxation bound is still poor, but subproblem does not have the integrality
EERIGE2GEE | property and considerable improvement is made

Sarme as srnloszb. run, but model has 0-1 i LPrel bound is good, but subproblem has the integrality property and no

=




CONTENIDOS

6. Conclusiones, Extensiones y palabras finales



6.- Conclusiones, extensiones y palabras finales.

Como hemos comentado, existen problemas de
gran tamano donde la presencia de restricciones
con una determinada estructura facilita su
resolucion al emplear metodos de
descomposicion.

Sin  embargo, hemos revisado uUnicamente
tecnicas clasicas de descomposicion en
modelos de programacion lineal.




Otros métodos de descomposicion incluyen a:
L-Shaped decomposition method of van Slyke & Wets (1969).
Generalized Benders Decomposition of Geoffrion (1972).
Simplicial decomposition of von Hohembalken (1977).
Cross Decomposition of van Roy (1983).

Horizontal Decomposition of Meijboom (1986).
Lagrangean decomposition of Guignard and Kim (1987).
Local Decomposition of van de Panne (1987).

Nested Decomposition, Robinson (1989).

Stochastic Decomposition, Higle and Sen (1991).



Column Generation in IP, Vanderveck and Wolsey (1996).
L-Shaped Method for IPSP, Caroe and Tind (1998).
Branch-and-price, Barnhart et al. (1998).

Benders and BFC for 0-1 mixed SP, Escudero et al. (2007).
Two-Stage Column Generation, Salani and Vacca (2008).
Stochastic Scenario Decomposition (MSSP), Higle et al. (2010)
Cluster Benders Decomposition, Aramburu et al. (2012).
Primal-dual column generation method, Gondzio et al. (2013).
Bi-objective column generation algorithm, Moradi et al. (2015).

Benders method for bilevel programs, Bagloee et al. (2016),
Fontaine and Minner (2017) and Che et al. (2019).




Existen numerosos problemas c
la toma de decisiones y 0

ue contribuyen a
ue pueden ser

abordados con modelos de optimizacion, pero
cuya resolucion plantea desafios algoritmicos.

Los Meétodos de Descomposicion proveen
técnicas numeéricas de optimizacion para resolver
adecuadamente problemas de gran tamano.



Y TECNICAS DE DESCOMPOSICION
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