Determinacion de
parametros

La identificabilidad estructural de un modelo puede definirse
de la siguiente manera: dada la estructura de un modelo y
datos perfectos (en el sentido de que no tienen error) de las
variables ¢es posible llegar a un Unico conjunto de valores de
parametros?

Pero supongamos ahora que la concentracion se mide con un sensor lineal y = ycCy

siendo el parametro y. desconocido. Ahora tenemos tres parémetros y el salto de la
e D . .

respuesta a t infinito es y¢ D—MAC," con lo cual no se pueden identificar los tres

parametros. Si se pueden identificar las combinaciones 8, =D + k y 6, = ycD
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Supongamos un modelo dindmico

dx
at - flx,0,u,t) x(t=0) =x X=variables de estado

y= variables de salida
U=variables de entrada
6= parametros

y=g0x6,ut)

Para un conjunto dado de mediciones (con su correspondiente ruido de
medicidn experimental), estimar los parametros desconocidos del
modelo (vector 8).

P.ej. supongamos un CSTR con una reaccién de primer orden A > B .. Del balance de
masa

dCy

dar = D(CA,in - CA) —kCy
Los pardmetros a determinar serian D y k. Supongamos que tenemos medidas de C, y
Cyin- Entonces, por ejemplo haciendo un escalén en la entrada tendremos una

respuesta
D —(D+k)t
Cal®) = Cao + e ACin(1 e )
At = oo la concentracién de salida habrd aumentado ﬁACm y COMo conocemos
AC;y, sabremos también -2 Considerando otro punto, p.ej. el 63% de la respuesta

D+k
corresponde a t = D+k y por lo tanto de ambos puntos podemos calcular ambos
pardmetros D y k. El modelo es identificable.

Si el modelo es lineal

dx
dt
yi(r.8) = C(B)x(r,8)

A(R)x(t, 7)) + B(B)u(t), x(0,8) = xp(#)

Se puede caracterizar por su funcién de transferencia:

H(s,0) = C@)(sI — A@©)) ' B©)
En el ejemplo anterior His) = b con a=D+k
sta b=DorycD

Como generalizacidn, si la funcién de transferencia es de orden n se pueden
determinar 2n parametros.

Para sistemas no lineales lo anterior funciona como condicidn suficiente, pues en un
entorno adecuado cualquier sistema se puede aproximar a uno lineal.



Alternativas para la estimacion de pardmetros

* Ensayoy error
* Métodos estadisticos:
* Frecuentista (mdaxima verosimilitud, minimos cuadrados, regresién
no lineal, etc.).
* Bayesiano (Metropolis-Hasting, Markov Chain Monte Carlo
(MCMC), muestreo de importancia, etc.).
* Pragmatico/hibrido (que emplea algunos elementos de las dos
escuelas de pensamiento anteriores, por ejemplo, el método
bootstrap, métodos Montecarlo, etc.).

La estimacion puede inter

punto de vista estadistico: p.ej. si las
bser ycon 6n normal, entonces

es un estimador de maxima probabilidad s

o= 2

También pued un
funcién objetivo: .
J@=X(v-a)

=)

la siguiente

Derivandoe igualandoa cero ) (z)

se obtiene

Pasos preliminares en la estimacion de pardmetros

-Seleccidn de subconjuntos de datos para estimacion y validaciéon. Un primer

subconjunto se utiliza para obtener los parametros y el otro para validar el modelo

con esos parametros. Es fundamental que los subconjuntos sean
independientes.

-Seleccién de los parametros a ser estimados. A veces el analisis de la estructura

del modelo nos lleva a identificar los pardmetros o grupos de parametros a

estimar. P.ej. si tenemos una combinacién de parametros como (@ V)%
elegimos uno de ellos para estimar (p.ej. 1) y fijamos los valores de los

otros dos. En caso de cambiar estos Ultimos no seria necesario recalcular p.

-Estudios de sensibilidad

-Problemas numéricos puede obligar a reestructurar el problema de estimacion
de pardmetros subdividiéndolo en problemas menores (p.ej. estimar primero
coeficientes estequiométricos y luego coeficientes cinéticos).

11
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Un ejemplo introductorio: estimar el valor medio de un set de datos

N
En bloque, se consideran todos los datos a la vez Y :ﬁz Y

=1

Método recursivo, se va expandiendo el set de datos durante el
cémputo; las estimaciones intermedias convergen hacia la
solucién que se obtiene en bloque cuando se tienen todos los
datos 4,=0

N 1
& =du—@a-w)

Método iterativo, se dispone de todos los datos pero se va
actualizando la estimacion en pasos sucesivos

Supongamos un modelo no lineal y= N

donde fes el parametroa ser estimado

Planteamos la funcién objetivo 3(6)- ZN:(Y. -3, )2 _ i(y‘ _ XI,,)z

=) =)

Como no es fécil de despejar puede usarse un método iterativo:

iy‘ In(x )% = iln(x‘ e

Método frecuentista

* En el problema de estimacion de pardmetros solemos definir

estimadores de parametros, 8, para distinguirlos de los verdaderos
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parametros del modelo, 6. En el contexto de la estimacion estadistica

los pardmetros se consideran desconocidos, y se utilizan métodos

estadisticos para inferir su valor real.

« Se trata de encontrar estimadores, 0, a partir de un conjunto dado

de mediciones, y.

* Los pardmetros del modelo Ose tratan como verdaderos y fijos, pero

sus correspondientes estimadores, 8, se tratan como variables
aleatorias.

y=f(0)+¢ con £ xN(0,0)



Los errores de medida son definidos con una distribucién de
probabilidad, normalmente la distribucién normal N, con media Oy
desviacion estandar . Con estas suposiciones la funcion de maxima
verosimilitud (“likelihood”) es
2
1 y-7®)
L(y,0) = ———ex; (—7
Y o\2m s 202

La estimacion mds probable de #se encuentra en aquellos valores
de los parametros que minimizan la funcién de verosimilitud

f:ming L(y,0)

La solucidn a este problema se suele encontrar mediante algoritmos de
optimizacién, como el simplex, algoritmos genéticos, simulated annealing, etc.

13

La estimacién de pardmetros habitualmente se formula como un problema de
minimizacién, siendo la funcion objetivo a minimizar:

N

J(8) = Z()-,(H} — T Qi) — vi)

i=l
en laque y;ey; (8) son vectores de N valores medidos y predicciones del modelo
en tiempos t; (i = 1 a N) respectivamente, y Q; es una matriz cuadrada con
coeficientes de ponderacion.

El valor esperado de la funcién objetivo para un conjunto de pardmetros
ligeramente diferente del 6ptimo viene dado por:

N . 4 N
— iy iy c
. ~ ogT A T J . .
E|J(H +36)] = 86 (— () Qi(—=(1;)]68 + r(Ci Q)
166 +89)] [,2. ST Qi () ; i0;
en la que C; representa la matriz de covarianza del error de medicién (Q; se suele
elegir como C, y el segundo término se reduce a un escalar).

15

Otra alternativa es la estimacion Bayesiana que tiene en
cuenta las funciones de densidad de probabilidad

9(0‘7):% p(0)

También pueden utilizarse otras funciones objetivo, por, €j., la
desviacion absoluta, minimizar el maximo error absoluto, el
nimero de cambios de signos en los residuales, la
autocorrelacién, etc.

17

22/5/2024

El método de los minimos cuadrados es un caso especial del método de
maxima verosimilitud en el que se supone que las mediciones son
independientes e idénticamente distribuidas con una desviacién gaussiana
tipica conocida, o. La funcién de verosimilitud equivale a minimizar la
siguiente funcién de costo (o funcién objetivo):

2
sonoy = 3 O=IO)

14

N . P N
— dv ay c
. — onT A T ] . .
3 +30)] = —(f; — d + r
E[J(B +80)] = 56 [FZI(”H(r, ) QJ{JHH. )18 ,Z 1r(C; Q)
Maximizar el término entre [ ] maximiza la diferencia entre J (8 + 66) y J (6) o, en otras

palabras, garantiza que el ajuste de un conjunto de parametros ligeramente diferente
del mejor conjunto de parametros sea significativamente peor.

Matriz de informacién de - ay

 — - Toa
Fisher = E 5 (i) Q,["H(r,n
i

Esta matriz es, de hecho, la inversa de la matriz de covarianza del error de
estimacion del pardmetro del mejor estimador lineal insesgado:

ay av _
e @i !
af ag

i=l
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6nde - Cuandoel modelo es lineal en los
parametros, en general se puede escribir

vi=4'0

N
SiplanteamosWis  J(0)=Y wi(y, - 9,(0)}

=

¥ la estimacion de parametros

0-[Swad | Swoa

Eemplo: 85 _ s g Lxs mx
dt v

1
dS =X;$, H
==2| -Ds,, +DS, il g=
Y, o), wi +DS 4, [ v>< } [m}

18
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Las no li i ican la estil on de para . Pej.
ds 1
—=DS, -DS-= X
at in v Hinax
dX
o= DX X

es o lineal en los parémetros Yyt

Pero redefiniendo ¢

1
y o 0= b

el sistema queda escrito en forma lineal respecto a los
pardmetros, més allé de que se pierda el significado fisico.

o Hpnax : 0-10R7

oor K, : 200 mg/L
coo Erroren S: +- 10 mg/L
o Erroren p: +- 5%

S e

)

o oos o; oos om oos

0.107h" Hnax : 0.083-0.104h"
Ky :131-297mg/L

Mgyt
K,

240 mg/L

En general paralas estimaciones numéricas se parte de un valor
inicial. Es con unabuen imacioninicial para
evitar errores numéricos y acelerar el calculo.

En lamedida de que sea posible considerar conocimiento previo.

«Sise cuenta con una delos pard lineales no es
importante tener una buena aproximacion para los quesi son lineales.
Pej. si hay queajustar y(t)=6e ™
Y se sabe que 0,~6 , podemos obtener una aproximacin de 0, usando
minimos cuadradoscon  J ~3°[y, ~ge

« Recurrir a una reparametrizacion para dejar el sistema en formalineal

« Estimar en etapas. Pej. si hay que estimar los parametrosde r ke /'S
y tenem r i

K.S
tomando logaritmos tenemos un sistema lineal  log(K,

—log(k)-ET,

y pueden extraerse valores de ky de E para la aproximacién nicial

« Simplificar el modelo

003

20

22

24
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Aveces se transforma el modelo para que quede lineal (Obs. No es una
linealizacion en el sentido de Taylor). La méas conocida es la
6n de Li Burk para la i6n de Monod:

s
H= b

K, +S

La nueva expresion es lineal en las nuevas variables 1/Sy 1/u.
Pero estas nuevas variables ya no mantienen la caracteristica de ser
“ e i en forma normal”

También se puede trabajar con el
Optimizacion no lineal usando sistema s
el solver de Ex::el, partiendode H ’M
M =0.15y K, =300
donde los parametrostienen el
mum- o0issiros mismo significado que en L-B perola
4= 20930923316 optimizacién es no lineal

s mo modelo (mu-modi2

9920197684 mum = 010080444
7 5= 201609551

o o o o
S0 0018413603 00195833 1SASBAEDS
100 0031793468 003296109 136335606
150 0.0I00S7241 0025654 62715306
200 0049806122 004981647 10707610
250 005904118 005549187 125976605
30 0064533 006005293 20071605
350 0060281796 006379851 123673605
400 0068141524 006692937 146932606
450 0065856524 006956535 138893605
500 0075050825 007186685  101374E05
S50 0075321132 007IBE 217024606

(mu
s mu o moddo  modh2
o o o o
50 0018413803 002003192 26183606
100 0031793468 003342217 26527606
150 0040057241 0.04300414 B68A2E06
20 0009806122 005020022 15532607
250 005906118 005580267 104STEDS
30 0064533 006026859 18015605
350 006026179 00639611 13537605

600 0073539695 007558424 418016606 400 0068141526 006702917 1250706
S50 QOSSN QOTIBIE  AGIONEOG 50 0065858524 006961531 14113605
700 008156004 00784839 943743606 500 0075050825 007103798 10322005
750 007445488 007970712 271675605 290 00731192 007364 2421700

sumax 0000126281 600 0073539695 007545153 36SIE06

650 0078387371 007634005 2094706
700 0081556004 007826349 10841E05
750 007445438 007944785 24532605

suma = 000012538

Restricciones de desigualdad

- Funciones de penalizacién
J

on esricon = s resricion * 2, penazacion.
7

Donde en general la funcion de penalizacion es deltipo T

«
9,(0)

penaizacin

sin restr, Para asegurar que la

con aunvalor pequefio respecto a
izacion sea pequefi d la region permitida

- Transformacién de parametros, p.ej.
= ton{ %20 Oous ~ O
2 OO

OO+ O 0,222

Cuando solo se necesitan puede




lineales - En general se parte de una

estimacion inicial, se integran las ecuacionesy se verifica si se cumple o
no cierto criterio de ajuste; en caso de que no se cumplase vuelvea

reiniciar la iteracién con un nuevovalor.

Elmayor peligro es caer en optimos locales.

Algoritmos que usan la informacién de la derivada:

- Steepest descent
- Gauss-Newton
- Levenberg-Marquardt
- Quasi-Newton

Algoritmos que son independientes de la derivada:

- Rosenbrok
-Brent
- Simplex (Nelder-Mead)

Algoritmos de minimizacién global:
- Grilla
- Simulated Annealing
- Genetic Algorithms
- Controled Random Search

25

Estimacion de los pardmetros de los procesos de oxidacion
de amonioy nitrito a partir de datos de ensayos batch. —

NH*+§o 20N, + Hy0 + 2H*
4 2 2 2 2

_ 1 noo _
NO;™ +50,— NO;

AOO = Ammonia Oxidizer Organisms
NOO = Nitrite Oxidizer Organisms

27

Se realizan ensayos batch aerébicos. Se realizaron dos ensayos por lotes de la siguiente manera: (i)
ensayo 1 con adicion de amonio de 20 mg NH4-N L-1y un inhibidor (azida sédica) para suprimir la

actividad de NOO. (i) ensayo 2 con amonio anadido de 20 mg NH4-N L-1 sin ningtn inhibidor. En ambos

ensayos, tanto el pH como la ra se

a7,5y25°C
ensayos por lotes, el amonio, el nitrito y el nitrato se miden cada 5 minutos, mientras que el oxigeno

disuelto se mide cada minuto. Los datos recogidos se muestran en la figura 5.2.

25

9

Durante ambos

Time (h)

29

- paep. . oeenss sose cossen
z —ssssesenns o 1O,N 7 2
z w5,
= g -
) Es
% 2 ..
g .
= N e
= 2

!

i6 Dlﬂ 24

Time h)

Ejemplo practico de

determinacion de parametros

26
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Table 5.1 The ifcation modelstructure using from Sin et a, 2008)
Variables—C S 5 S S ™ Yocn Rates
Processes || mgNL'  mg0ul’ mgNL' _ mgNL'  mgQoDL'  mgCODL' 9
400 growth - I ! 1 200 . My M, X
grow T — Yaom e+ M- Masoa * Xaco
400 decay 1 -1 bace * Xazo
L4 1
OO grawth o - 1 e - My - Moo * Xuoo
Voo Yaoo
00 decay 1 -1 brioo - Nowo
Aeration 1 KLa-(S,*-5,)
S o
Mg — M . M, =}
T arRaoa . 2 SovKaaco O So7Kanoo

28

Utilizaremos primero los datos de la prueba 1 (sin actividad de NOO)

bAOO

Elensayono fiado para medir el decaimiento por lo que

Conjunto de medidas:  y=[NH4 NO2 DO]

Subconjunto de pardmetros: 6=[Ya00 HMax*® K00 Koaool

Vamos a minimizar la suma de cuadrados de los errores, por ejemplo, con un

método de busqueda directa (Nelder-Mead)

30
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Lo primero que hacemos es cargar los datos experimentales y parémetros ya conocidos: Si conocemos algtin valor de literatura o estimacion previa podemos usarlos como
valores semilla y con ellos determinar los limites superior e inferior de los

parametros

b, Ko_aob iz
13
14
15
16
17 k <5 1
188 %p_init t mum_aob_init b
19 e inferior d paramet

20 p_inf [ 17

21 mit perior de 103 paraime

22 p sup = [0.21 2.10 1.00 1.45];

23 p_init = (p_inf + p_sup)/2:

31 32

Definimos la funcién que queremos optimizar: se integra con el set de pardmetros la
funcién que contiene las derivadas en el tiempo,

Cargamos las condiciones iniciales: Lgjfunction y = der_f(x,t,p,pl)
2 Snh=x(1); So=x(2); Sno2=x(3); Xaob=x(4);
3
o L. L 4 Yaob=p(1); mum_acb=p(2); Ks_acb=p(3); Ko_acb=p(4);
25 % condiciones iniciales Slb_acb = p1(1); kLa = pl(2); So_sat = pl(3);
26 Snh0 = 20; % mgN/L é
27 500 = 8; % mgO2/L 7J¢ Petersen matrix
28 Sno20 — % mgN/L g K = [-1/Yacb  (i- Yaob) 1/Yaocb ;
29 Xaob0 = 75; % mgVSS/L 0 s
30 =0 = [SnhO So0 Sno20 XaobO]; 11
=1 12 rate
13| r = [mum_acb*Xacb*Snh/ (Snh+Ks_aob) *So/ (So+Ko_aob) 7
14 b_aob*Xacb;
15 kLa* (So_sat So)l:
16
17| y =5
18 Lendfunction

33 34

se calcula el error respecto a los datos experimentales y la funcién a optimizar en este

caso es minimos cuadrados del error:
Y ahora estamos en condiciones de realizar una bisqueda directa

"1Bfunction J = cost (p, z,pl,x0)

2 o

3t _exp — z(:,1)/60/24; $ t en d (el o 1] esta e 32 % busqueda directa con fminsearch

4 33 p_opt = fminsearch(@(p) cost(p,z,pl,x0),p init)
5 Yacb=p (1) mum acb=p(2)+ Ks_aob=p(3); Ko_acb=p(4): 34

6|b_acb = pl(1); kLa = pl{2); So_sat = pl(3):

2

8 |x = lsode(@(x,t) der_f(x,t,p,pl),x0,t_exp);

9 p_opt =

10fe = x(:,1:3) - z(:,2:4); e = e(z);
11T = e'*e;
12 Lendfunction

0.1348 1.3475 0.4832 0.7030

35 36



Una vez hallado el set de parametros dptimos podemos graficar:

37

Otra alternativa es usar optimizacion cuadratica no lineal, ya que el comando
sgnonlin nos permite obtener mas informacion, ademas del vector éptimo.

39
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La matriz de covarianza es una matriz cuadrada de (pxp) dimensiones. Los
elementos diagonales de la matriz son la varianza de los estimadores de los
pardmetros, mientras que los elementos no diagonales son la covarianza
entre cualquier par de estimadores de parametros.

Los intervalos de confianza (la diferencia entre los estimadores y los
verdaderos valores de los parametros), siguen una distribucién t de Student

0,_a=0+ t,‘fff, diag cov(8)

CO‘U(S' 3,) Esta correlacion lineal oscilard entre [-1 1] e indica si el
= v estimador del parametro es identificable de forma tnica (en el
J 0o, 0o, caso de que el coeficiente de correlacion sea bajo) o si esta

correlacionado (si el coeficiente de correlacion es alto).
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La solucidn al problema de optimizacién anterior proporciona la mejor
estimacion de los valores de los parametros. El siguiente paso es evaluar
la calidad de los estimadores de los parametros. Para esto se requiere la
estimacion del intervalo de confianza de los valores de los parametrosy la
correlacion lineal por pares entre los parametros.
cov(d) = s2(F'-F)~'  donde F=M
a6 .
6=06
Donde s? es la estimacion no sesgada de o2 obtenida a partir de los
residuos de la estimacion de parametros:

S ( 9) n =ndmero total de mediciones
2= min\Y) p = nimero de pardmetros estimados

n_ - = grados de libertad
p $1aly,8) = valor minimo de la funcién objetivo
F = matriz Jacobiana, evaluada en 6 = § .

40

Para la estimacion de incertidumbres nos sirve lsgnonlin, porque nos devuelve el
residuo normalizado y el jacobiano, con los cuales podemos calcular la varianza
de los errores y la covarianza de los paréametros:
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intervalos de confianza 95% intervalos de confianza 95%

8 —

Snhd, Sno2 (mgh/L)
S
So02 (mgO2/L)
o

0 02 04 06 0B 1 12 14 0 02 04 06 08 1 12 14
t{h) t(h)
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Supongamos que en nuestromodelo  y; = fj(8) + & donde g; x F
donde F es una distribucién cualquiera.

Estimamos los parémetros minimizando 6 : minglly — f(8)||?

Definimos F como la distribucién de probabilidad de muestreo de £ asi:

.1
F=; en &=, —fi(8) i=12.,n

La muestra bootstrap, y*, se genera segin
yi* =f,(8) +&* donde & «F

El error de medicidn, g%, se simula mediante un muestreo aleatorio con
sustitucion a partir de los residuos originales.

a7

44
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También podemos calcular los margenes de error:

El método “bootstrap”

* El método de método de estimacion de maxima verosimilitud supone
que la distribucién de los errores sigue una distribuciéon normal
(gaussiana). Sin embargo, en muchas aplicaciones practicas esta
condicidn rara vez se cumple.

* El método bootstrap trabaja con la distribucion real de los errores de
medicion, que se propagan a los errores de estimacion de los
parametros utilizando un esquema Monte Carlo.

« Se utiliza el conjunto de datos original D(0) con sus N puntos de
datos, para generar cualquier nimero de conjuntos de datos
sintéticos D3(1);D5(2);...., también con N puntos de datos. El
procedimiento consiste simplemente en extraer N puntos de datos
con sustituciones a partir del conjunto D(0).

Repitiendo el procedimiento de muestreo anterior M veces, se generan M
conjuntos de datos: D5(1), D5(2), D%(3), ... D$(M). Cada conjunto de datos
sintéticos, Ds(j), permite obtener un nuevo estimador del pardmetro 6(j)
mediante el mismo método de minimizacion:

0;: mingllDS() — fF(OII* con j=1,2,....M

Obtenemos una matriz de estimadores de parametros (M x p) que
puede representarse como un histograma e interpretarse utilizando
parametros frecuentistas comunes como la media, la desviacién tipica y el
percentil del 95 %.

La matriz de covarianza y correlacion puede calcularse utilizando la propia
A(M x p). Esto proporciona toda la informacién necesaria sobre la
calidad de los parametros.
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Los primeros pasos son igual que antes; calculamos ademas los

residuos:

B2l residuos
53/ resid = x(:,
54 figure())
85 subplot (311)
56 plot(t_e, resid(:, ),
57 xlabel( ) rylabel (
58 | subplot (112)

590plot (t_e, resid(z,)),
60 xlabel( ) rylabel (
61 subplot (117)

62 plot (t_e, resid(z, 1),
63 xlabel( ) rylabel (

)

) +1egend (
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pkg road optim

[p_opt, RESNORM, res,

lagnonlin(8(p) cost2(p,z,pl,x0),p_opt,p_inf,p

n = length(t_e); m = 3;

x1l = x;

nboot % o

for i = boot
onesam ceil (n*rand(n,m));
rsam - res(onesam); %
% = x1(:,1:2) + rsam; % g
pp(i,:) = lsqnonlin(&(p) co:
bootsam(:,:,i) = x; % guard

endfor

p_mean = mean(pp)

p_std = std(pp)
p_cov = corr(pp)
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