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Ampliaremos la discusión del Método de

Benders al caso en que el Subproblema

propuesto no tenga solución para todos los

valores de las variables originales del problema

maestro en la descomposición propuesta.

Consideramos nuevamente el problema:

Max cx +  qy

s.a.  Ax ≤  b

Tx + Wy ≤  h

x≥0, y≥0.



El modelo anterior puede ser reformulado

equivalentemente como:

Max cx +    Max qy

s.a.  Ax ≤ b             s.a. Wy ≤ h  ̶ Tx

x≥0 y≥0

siempre que para cada x≥0, con Ax≤b, el

problema interior: Max qy

s.a. Wy ≤ h – Tx

y≥0

posea solución óptima.



Si lo anterior ocurre, ya hicimos la deducción del

método obteniendo el Problema Maestro y el

Subproblema a que da origen este método de

descomposición.

¿Qué ocurre sino?

El caso de interés ocurre cuando el problema

proyectado es infactible.

Si fuese un problema no-acotado también lo sería

el problema original.



Si el dual del problema proyectado es un

problema no-acotado, por teoría de dualidad en

PL el problema será infactible.

El dual del problema interior corresponde a:

Min (h  ̶ Tx) u  

s.a. WTu ≥ q

u≥0,

y si es un problema no-acotado, el conjunto de

soluciones factibles {u/WTu≥q, u≥0} es un conjunto

no-acotado y su valor óptimo ̶  (para un x dado).



Un conjunto no-acotado está caracterizado no

solo por sus vértices u1,u2,…,uI sino que también

por sus direcciones extremas d1,d2,…,dL.

Para el caso del conjunto {u / WTu≥q, u≥0 }, sus

direcciones extremas son todos aquellos vectores

d tales que WTd≥0 y d≥0.



La existencia de direcciones extremas permite

que cada elemento de un poliedro se escriba en

términos de sus vértices y direcciones extremas.

Así, para todo elemento de {u / WTu≥q, u≥0 }

u = 1u
1 + 2u

2 + ... + tu
t  + µ1d

1 + µ2d
2 + ... + µldl

con escalares 10,…, t0, µ10, µ20, …, µl0  

tales que 1+ 2+ ... + t = 1.



Volvamos al problema interior y su dual:

(SPP)  Max qy (SPD)  Min (h  ̶ Tx)u

s.a. Wy ≤ h  ̶ Tx s.a.    WTu ≥ q

y≥0 u≥0

Así entonces, el problema (SPP) tendrá solución

siempre que se cumpla: 0 ≤ (h ̶ Tx)dl para cada

dirección extrema dl del poliedro dual, con

l=1,2,…,L (Lema de Farkas-Minkowski) .



Definiendo el conjunto:

K = { x / 0 ≤ (h  ̶ Tx)dl , l=1,2,…,L}

se cumpliría entonces que el problema:

Max cx +  qy

s.a.  Ax ≤  b

Tx + Wy ≤  h

x≥0, y≥0.

es equivalente a:

Max cx +    Max qy

s.a.  Ax ≤ b             s.a. Wy ≤ h  ̶ Tx

xK y≥0

x≥0



y también equivalente a:

Max cx  +    Min  (h  ̶ Tx)u

s.a.  Ax ≤ b             s.a.    WTu ≥ q

xK u≥0

x≥0

que con la notación ya introducida, equivalente a:

Max cx  +    mini=1…,I { (h  ̶ Tx)ui }

s.a.  Ax ≤ b

xK

x≥0



Empleando como antes una reformulación en

términos de un modelo lineal, agregando la

variable z, el problema anterior da origen al

siguiente Problema Maestro:

(PM) Max  cx + z

s.a.  Ax = b 

z ≤ (h-Tx)ui i=1,…,I

0 ≤ (h-Tx)dl l=1,…,L

x≥0.



La estrategia de resolución consiste entonces en 

resolver un Problema Maestro Reducido (PMR) 

que contiene solo aquellas restricciones de 

optimalidad y factibilidad que el propio método 

genera iteración tras iteración, digamos:

    (PMR) Max  cx + z

     s.a.  Ax = b 

    z ≤ (h-Tx)ui i=1,…,t  (t<<I)

           0 ≤ (h-Tx)dl l=1,…,r    (r<<L)

           x≥0. 



Denotando por        la solución óptima de (PMR), 

esta también será la solución óptima del 

problema maestro si y solo si cumple con todas 

las restricciones de optimalidad del mismo, esto 

es siempre que:

( )zx,

IiuxThz i ,...,1)( =−≤ (h



Lo anterior es posible de verificar resolviendo el 

siguiente Subproblema (dual):

 (SP) Min  

     s.a    WTu ≥ d 

                     u ≥ 0.

Si el problema tiene solución, denotando por ut+1    

el vértice y solución óptima de (SP), la condición 

de optimalidad del (PM) se verifica si y solo si:

kuxThz )( −

uxTh )( −

≤ (h ut+1



Si lo anterior no se cumple, hemos encontrado 

un nuevo vértice del poliedro {u / WTu≥d, u≥0 } 

que no verifica la condición de optimalidad.

Dado lo anterior, se agrega al problema 

maestro reducido (PMR) la nueva restricción:

z ≤ (h-Tx)ut+1

pasando a la siguiente iteración del método.



Por otra parte, si el Subproblema (dual):

 (SP) Min  

     s.a    WTu ≥ d 

                     u ≥ 0.

no tiene solución, se genera una dirección 

extrema dr+1, agregando al problema maestro 

reducido la siguiente restricción:

0 ≤ (h-Tx)dr+1

pasando a la siguiente iteración del método.

uxTh )( −



¿Qué ocurre en la implementación del Método 

de Benders si no disponemos de la variable de 

demanda insatisfecha en el problema de 

localización y transporte? 

Modelo:

Min iO fiBi + iO jD  vijSij

s.a.

 jD Sij ≤ oiBi  iO

 iO Sij = dj  jD

 Sij≥0, Bi{0,1} iO, jD



El modelo anterior puede ser formulado como:
 Min   iO fiBi      +    Min  iO jD  vijSij 

 s.a.   Bi{0,1}iO    s.a. jD Sij ≤ oiBi    iO

  BK   iO Sij = dj   jD

     Sij≥0, iO, jD

Por dualidad el problema también equivale a:
 Min   iO fiBi      +    Max  iO  (oiBi)λi + jD djj 

 s.a.   Bi{0,1}iO    s.a.  λi + j ≤ vij    iO jD

  BK    λi ≤ 0, j iO, jD



Sean (λ,)(1),…,(λ,)(I) los puntos extremos del 

conjunto de soluciones factibles del subproblema 

dual, así el problema original equivale a:

  Min   iO fiBi   +   maxp=1,…,I  {iO  (oiBi)λi
(p)

 + jD djj
(p)}

   s.a. Bi{0,1} iO

 BK

Lo anterior define el siguiente problema equivalente

  Min   iO fiBi   +   z 

   s.a. z ≥  iO  (oiBi)λi
(p)

 + jD djj
(p)  p=1,…,I  

  BK

 Bi{0,1}iO 



Si (λ,)(I+1),…,(λ,)(I+L) son las direcciones extremas 

del conjunto de soluciones factibles del 

Subproblema dual, ello define entonces el siguiente

 PROBLEMA MAESTRO

  Min   iO fiBi   +   z 

   s.a. z ≥  iO  (oiBi)λi
(p)

 + jD djj
(p)  p=1,…,I  

 0 ≥  iO  (oiBi)λi
(l) + jD djj

(l)          l=I+1,…,I+L 

 Bi{0,1}iO 



Si (Bk,zk) es la solución óptima del Problema 

Maestro Reducido, esta también lo será para el 

Problema Maestro en la medida que cumpla con: 

  zk ≥  iO  (oiBi
k)λi

(p)
 + jD djj

(p)  p=1,…,I 

Para ello se resuelve el siguiente Subproblema:

Max iO (oiBi
k)λi + jD djj

s.a. λi + j  ≤ vij    iO jD

  λi ≤ 0, j iO, jD



Si el Subproblema tiene solución óptima esta se 

alcanza en un punto extremo (λk, k) y el método 

concluye al comprobar:

  zk ≥  iO  (oiBi
k)λi

(k)
 + jD djj

(k)

En caso de no cumplirse, se agrega al Maestro 

Reducido la (nueva) restricción: 

  z ≥  iO  (oiBi)λi
(k)

 + jD djj
(k)

Si el Subproblema resulta no-acotado, es posible 

obtener una dirección extrema (λk, k) y se agrega 

al Maestro Reducido la (nueva) restricción: 

  0 ≥  iO  (oiBi)λi
(k)

 + jD djj
(k)



Los detalle de la implementación del método 
considera los archivos trnloc1d.mod, trnloc1d.run 
y trnloc1.dat:
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4.- Generación de Columnas.

Como ya se señaló en la introducción, una 

primera aplicación de un Método de 

Descomposición corresponde al uso del método 

de Generación de Columnas para el  problema de 

corte de piezas, ver NEOS

https://neos-guide.org/case-studies/sc/mfg/the-cutting-stock-problem/
https://neos-guide.org/case-studies/sc/mfg/the-cutting-stock-problem/


Notación.

W = ancho de las piezas a cortar

wi = ancho del trozo demandado i=1,…,m

bi = demanda de trozos de ancho wi con i=1,…,m

aij = número de veces que aparece el trozo de tamaño wi 

en el patrón de corte j, con i=1,…,m j=1,…,n

A=(aij)i=1,…,m j=1,…,n  matriz que reúne todos los patrones de 

corte.

aj = j-ésima columna de A, correspondiente al patrón de 

corte j=1,…,n. 

http://www-fp.mcs.anl.gov/otc/Guide/CaseStudies/cutting/index.html


Notar que un patrón de corte j es factible en la 

medida que verifique: a1jw1 + a2jw2 + … + amjwm ≤ W

Si xj representa el número de veces que se emplea 

el patrón de corte j, un modelo que minimiza el 

número total de piezas a cortar corresponde a:

 Min  x1
 + x2+ ... + xn

 s.a.  ai1x1
 + ai2x2

 + ... + ainxn  bi      i=1,…,m 

         x10, x20, …, xn0, enteros,



Al emplear el Método de Generación de Columnas 

los patrones se van generando iteración tras 

iteración al aplicar el método Simplex Revisado a 

la relajación continua del modelo anterior.
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