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® Sea X unav.a. en el espacio Q con:
® funcién de densidad de probabilidad (fdp) fx(x), si X es continua,
® densidad de masa de probabilidad P{X = x;} = p;, Vx; € Q, si X es discreta.
e Sean E{X}=pu y V{X} = E{(X —u)?} = E{X?} — u? = 62, media y varianza de
X, respectivamente.
® Interesa conocer el valor de .

® Cuando el cdlculo de u es dificil o directamente imposible, si el problema lo
permite, se puede usar en su lugar un estimador.

® Sea U el estimador Monte Carlo Estdndar o crudo de u.
¢COMO SE CALCULA 1i?

® Siendo ~{X(")}§“:1 una sucesion de lecturas u observaciones independientes de X,

e cada X() es una v.a. aleatoria en si misma llamada copia o replicacion de X.
° ~{X(")}§“:1 es, por lo tanto, una sucesién de v.a. iid.

® Llamando S, = le("), el estimador 1 se calcula como:
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V{i} es un indicador de la calidad del estimador [, véase por qué:
Intervalo de Confianza: [I},I;] = [ﬁ—za/z o/Vn,ii+2z4/, 6/v/n

u estd dentro del intervalo [Iy,I,] con probabilidad 1— a.

Error Relativo: ER =

o/vn
R

ER es proporcional al tamafio del Infervalo de Confianza y por lo tanto
es un indicador de qué tan cerca de u puede estar [i.

Ambos indicadores estdn determinados por V{fi} = ¢°/n

La varianza del estimador estdndar sélo puede bajarse a costa del incremento de n.



Siendo 1 el estimador Monte Carlo Estdndar de i, es de inferés encontrar otro
estimador, llamémosle [i*, con las siguientes propiedades:

« E{i'} =E{ii} =p
o V{u"} < V{u}
Una serie de replicaciones del estimador f, visto como v.a., podria ser la siguiente:
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En tanto una serie de replicaciones del estimador i* podria ser:

i

[
T
A3ty Ajn 20




Hay gran cantidad de métodos de Reduccién de Varianza para hacer estimaciones
eficientes de la media, u, de una variable aleatoria X. Por ejemplo:

Muestreo de Importancia. Se modifica la distribucién de probabilidad de la
variable cuya media se quiere estimar, procurando encontrar una distribucién
que de lugar a un estimador con menor varianza. Al final se corrige el resultado.

Variables Antitéticas. Se modifica el método de muestreo para conseguir
correlacién negativa entre muestras. La estimaciéon realizada a partir de
muestras negativamente correlacionadas, tiene menor varianza que la estdndar.

Monte Carlo Condicional. Se condiciona la v.a. cuya media es de interés a otra
v.a. del modelo. Sorteando adecuadamente, el estimador de la variable
condicionada tiene igual media y menor varianza que el de la variable original.

Muestreo Estratificado. Se particiona el espacio de estado en subespacios
(estratos) y se transforma la simulacién global en una simulacién por estratos.

Método basado en Cotas. A partir de cotas (inferiores y superiores) para la
funcién de estructura y para el valor a estimar, se crean una v.a. y una
distribucién de probabilidad nuevas. La v.a. nueva tiene, bajo la distribucion
nueva, igual media y menor varianza.

Se presentan seguidamente algunos.



Muestreo de Importancia



En la estimacién Monte Carlo crudo se considera (implicitamente) la probabilidad de
cada valor de X por la proporcién de veces que ese valor aparece:
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Los valores {X(/')}f:1 se sortean en forma aleatoria, luego, valores con probabilidad
baja o extremadamente baja, podrian no sortearse nunca.

Bajo defterminadas circunstancias, la presencia de valores de X con probabilidad muy
baja (evento raro) tiende a incrementar la varianza de X y, consecuentemente, de 1.

EJEMPLO 1: Sea X una v.a. en Q ={1,k} — E{X}=1xP{X=1}+kxP{X=kK}.
Se varian las probabilidades y se ajusta k para que, en todos los casos, E{X} = 5.50.

1.00 P{X=1} k  P{X=k} E{X} V{X}
1.00 0.5000 10.00 0.5000 5.50 20.25
1.00 0.6000 12.25 0.4000 5.50 30.38
1.00 0.7000 16.00 0.3000 5.50 47.25
1.00 0.8000 23.50 0.2000 5.50 81.00
1.00 0.9000 46.00 0.1000 5.50 182.25
1.00 0.9900 451.00 0.0100 5.50 2004.75
1.00 0.9990 4501.00 0.0010 5.50 20229.75
1.00 0.9999 45001.00 0.0001 5.50 202479.75
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Aqui la misma tabla anterior:

1.00 P{X=1} kK P{X=k} E{X} V{X}

1.00 0.5000 10.00 0.5000 5.50 20.25
1.00 0.6000 12.25 0.4000 5.50 30.38
1.00 0.7000 16.00 0.3000 5.50 47 .25
1.00 0.8000 23.50 0.2000 5.50 81.00
1.00 0.9000 46.00 0.1000 5.50 182.25
1.00 0.9900 451.00 0.0100 5.50 2004.75
1.00 0.9990 4501.00 0.0010 5.50 20229.75
1.00 0.9999 45001.00 0.0001 5.50 202479.75

® Cada una de las 8 lineas estd asociada a una v.a. con un espacio 2 y una
distribucién diferente, pero para todas la media es la misma.

® Sj el objetivo es estimar u =E{X}, da lo mismo hacerlo mediante la simulacién
de cualquiera de las ocho v.a.

® Sin embargo, la eficiencia de cada una de las 8 formas de hacer la estimacion
resultard muy diferente.

® | a esencia del Muestreo de Importancia estd en cambiar la distribucién de
probabilidad (cambio de medida) de una v.a. X, por otra que conserve la media y
permita estimarla en condiciones mds favorables (menor varianza, menor error).



Una forma posible de hacer el cambio de medida, es la siguiente:

p=El900} = [ 00 10 = [ 000 0D ) dx:Eh{—

J— (x)
~+o0

a condicién de que / h(x) dx =1y que h(x) > 0, Vx donde ¢(x)f(x) > O.

—oo

Luego, da lo mismo estimar u generando valores de X a partir de f y aplicarlos a
¢(X), que generarlos a partir de h y aplicarlos a ¢(X)R(X), donde R(X) = f(X)/h(X):

n §
ML= == Zq; R(XD), X~h Estdndar — ﬁ:%Zq&(x(’)), X~ f
=

Las varianzas son:

oo

V{00} = [ 0002 () dx—EF{9(X)}

—oo

Vn{9(X) R(X)}=/ 9(x)*R(x)? h(x) ax —E7{9(X) R(X)}



Variables Antitéticas



Sean X; y X, dos v.a. con distribucién conocida,
® Si X; e X, son independientes:

V{X1£ Xz} = V{X1} + V{X;}
® Si Xy e X, "no” son independientes:
V{X1£ X5} = V{X1} +V{Xz} £2Cov{X;, X5}

Sean, 1 el estimador crudo previamente definido y 1* otro estimador crudo basado
en muestras {X(’)}j.“:1 que nho son independientes:

- V{lix(/)}
=
1 L
== vy x0
i=1

1

==Y V{X(’)}+ Y Cov{x®,xU}
h 1<i<n 1</<}<n
=V{u }+n Y Cov{x® xU)}

1<i<j<n



VI =V{i}+ 5 ¥ Covx® x()}

1<i<j<n

e Sila suma de covarianzas es negativa, V{*} < V{u}.

® | a suma contempla todos los pares (X(f),X(f)) considerando cada uno una sola
vez (notar que: Cov{X,Y} = Cov{Y,X}).

® No hace falta que “fodos” los pares tengan correlacion negativa, basta con que
“algunos” la tfengan y que los demds sean independientes.

Base del Método

El método de Variables Antitéticas consiste sortear las n muestras como n/2 pares,
a condicién de que las variables de cada par tengan, entre si, correlacién negativa.




Una forma de generar correlacién negativa entre pares de muestras es la siguiente:

Toda vez que como parte de una replicacion se use, directa o indirectamente, un
valor aleatorio uniformemente distribuido, U, en un instante futuro de la simulacién
deberd repetirse esa replicacién usando el valor (1—U) .

Si, parte de una simulacién se basa en la secuencia:
1 2 3 n
TORVORV.CRNNT.ON
en otra parte de la simulacién deberd usarse la secuencia:

1—0W1-u@ 1B 1),

) Es simple probar que dos v.a. de Bernoulli, X e ¥, generadas mediante nimeros aleatorios Uy 1—U,
respectivamente, estdn correlacionados negativamente.



EJEMPLO 1:

Xi X4
% Xs
1-C=1-2% 9000 5 ¢(x)0 = p(x? xO X0 xD x)

=

En la i-ésima replicacién se generan los cinco valores necesario de la siguiente forma:

. "o ) ’
X0 = L AU < U ~unif(0,1)  j=1,2,....,5.
0 caso contrario

La i+ 1-ésima replicacién de cada enlace tendrd la siguiente forma:

s _ 1 osi -0 <y
J 0 caso contrario

siendo UJ(/)7 Jj=1,2,...,5, los mismos de la i-ésima replicaciéon (hay que guardarlos).



Monte Carlo Condicional



Siendo X la variable cuya media interesa estimar e Y alguna otra variable del modelo,
es simple probar que:
u=E{X} =E{E{X|Y}}

® | uego, tanto X como E{X | ¥} son variables cuya media es el valor de interés.

® ;Cémo se podria hacer una simulacién de tipo Monte Carlo de E{X | ¥} y qué
ventaja o desventaja tendria sobre la simulacién directa de X?.

® SegUln una igualdad simple de probar:
VI{X} = E{V{X | Y}} + V{E{X | Y}}
luego, dado que los tres términos son positivos:
V{X} = V{E{X | Y}}

® Conviene entonces hacer la estimacién a partir de n muestras independientes de
E{X | Y} en lugar de hacerlo a partir de n muestras independientes de X.

¢Cudl es la forma de obtener muestras de E{X | ¥}?



Para obtener muestras de E{X | ¥}
* Se sortean n valores iid. de la variable Y: {y() g
* Fijando el valor de ¥ al sorteado Y(), se calcula E{X}.
* Este (ltimo cdlculo resulta ser, en realidad, E{X | Y()} = E{X | Y}().
® E| estimador Monte Carlo Condicional, en definitiva un estimador de E{X | Y}, es

entonces: ; .
~ 1 . 1 )
=Y E{X|Y}) =" Y E{x|Y"}
iz M =
EJEMPLO 2:
X
& P{X; =1} =r;
S t P{Xi:o}:%:l_r/
i=1,2,3,4,5
X2 XS

1 siXestalquesyt“no” estdn conectados _
{ 0 en caso contrario — rX)=1-9(X)




Elegimos X, para estimar 1—§ a fravés de la v.a. E{y(X) | X1 }:

X
X4 4

X Xs X2 X5

X;=0 X1=1
El mecanismo resultante es entonces:
® Sortear n valores iid. de la variable Xj, esto es {Xf/) {y
® Fijar X; al valor sorfeado, Xf/), y calcular E{y(X) | Xf/)}.
® Calcular el estimador Monte Carlo Condicional como:

i* = % i E{y(X) | X;}1) = % i E{y(x) | x{"}
i=1 =1



Se deben calcular (antes de la simulacién) y(X) si X; =0y y(X) si X; =1:

X
X4 4

X X5 X2 X5

X1:O X1:1

E{¥(X)|X; = 0} = G2 +Gaqs + G395 — 429495 — G2G3G5 — §3Gaqs +G2G3G4qs, (1)
E{y(X)|X1 =1} = 429394 + 9495 — 92G394G5. (2)

Se sortean valores para Xj, si sale O se acumula (1), si sale 1, se acumula (2).

., 1Y ;
A= Y B | X}
i=1



q E{E{y(X)X1}} V{E{y(X)1Xi}} V{v(X)}/V{E{y(X)IX1 }}
1 1.00000E+00  0.00000E+00 =
0.1 2.15200E-02  1.01506E—03 20.74
0.01 2.01950E—04  1.00910E—06 200.09
0.001 2.00200E—06  1.00099E—09 2,000.01
0.0001 2.00020E—08  1.00010E—12 20,000.00
0.00001 2.00002E—10  1.00001E—15 200,000.00
0.000001 2.00000E—12  1.00000E—18 2,000,000.00

O

® Monte Carlo Condicional es una combinacién entre simulacién y cdlculo exacto.

® De dénde esté la frontera que separa simulacién y cdlculo exacto dependerd la
precisién del método.
® A modo de ejemplo, si en lugar de condicionar contra Xi, se lo hace contra
(X1,X2):
® En cada replicacion se sortea uno de los cuatro posibles valores de (X1, X>).
® Por cada valor sorteado (X1,X>), se calcula y(X) en la red resultante.

Ahora la varianza del estimador serd mayor que en el caso anterior (mds
simulacion y menos cdlculo exacto), pero el cdlculo exacto serd mds sencillo.
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