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Practico 8

completitud

Dada una isometria f: M — M y xo € M fijo, defina la sucesién (x,,) en M mediante la siguiente férmula
de recurrencia:
Xpe1 = f(x,) paracadan > 1.

Si x¢ no es un punto fijo de f, demuestre que (x,) no converge.

(a) SeaIN =IN; UN,, donde IN; y IN; son infinitos. Dada una sucesién (x,,) de un espacio métrico M, si
existe a € M tal que
lim x,, =a= lim x,,
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demuestre que (x,) converge a a.

(b) Dé un ejemplo de una descomposicién infinita N = INy UIN, U---UIN; U --- y una sucesién (x,) no
convergente en M tal que para cada k € IN se tiene que INj es infinito y lim,¢p, x, = a para cierto
aeM.

(a) Dada (x,) una sucesién acotada en RR, sean (a,) y (b,) las sucesiones definidas por
a, =inf{x,, x,11,...} v b, =sup{x,, x,,1,... }-
Demuestre que (a,,) y (b,,) convergen. Tales valores de convergencia serdn denotados por
a=liminfx, y b=Iimsupx,.
(b) Sean f,g: B(IN,RR) las funciones dadas por

f((xy) = liminfx, y g((x,)) = limsupx,.
Demuestre que f y g son continuas.

Sea S un subconjunto denso de un espacio métrico (M, d). Dada una sucesién (x,) en M, supongamos
que existe x € M tal que
limd(x,,s) =d(x,s)

para todo s € S. Demuestre que limx,, = x.

Sean d y d’ dos métricas definidas sobre el mismo conjunto M. Demuestre que d es més fina que d’ si, y
solamente si, x,, — a (segun d) implica que x,, — a (segun d’).

Sea ) a, una serie convergente de nameros reales positivos. Si (x,,) es una sucesién en un espacio métrico
(M, d) tal que
d(xnlxnﬂ ) = ay

para todo n, demuestre que (x,) es una sucesién de Cauchy.

Sean Mj,..., M, subespacios completos de un espacio métrico M. Entonces M; U---UM,, es un subespacio
completo de M.

Demuestre que las componentes conexas de un espacio métrico completo son subespacios completos.
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Sea (M) e una familia arbitraria de subespacios completos de un espacio métrico M. Demuestre que
(N1ea M) es un espacio métrico completo.

Sea f: (M,d) — (N, p) una funcién continua entre espacios métricos para la cual existe ¢ > 0 tal que

p(f(x), f(¥)) 2 c-d(x,p)

para cualesquiera x,y € M. Demuestre que f(C) es un subespacio completo de N para todo C C M
subespacio completo de M. En particular, concluya que si M es completo, entonces F es una aplicacién
cerrada (f (F) es cerrado en N para todo F C M cerrado en M).



