Tratamiento de Imagenes por Computadora

Interpolacion y
Transformaciones Geométricas



Interpolacion

* Operacion que transforma una imagen
discreta u(i,j) (definida sobre una grilla) en
una imagen u(x,y) definida sobre un continuo.

* Busca efectuar la operacion ‘inversa’ al
muestreo.



Para que interpolar?
* Modificacion de la resolucion de la imagen

* Transformaciones geomeétricas de la imagen:
— Translaciones no enteras
— Zoom, rotacion, transformaciones afines
— Deformaciones elasticas (warpings)

* Otros (necesidad de precision sub-pixel)



* Ejemplo (muy comun en aplicaciones):

Al deformar una imagen u (dada en forma discreta)
en otra u’ (que también sera discreta) por una

transformacion T invertible, en general el punto T(/,))
no cae en la grilla (7’,)).

¢, Qué valor ponemos en u’(i’j’)?
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—> Interpolacion “para atras”: calculo T-1(i’j”), interpolo
ese valor en la imagen de origen u, y lo asigno a

u'(i’f)

T
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Nucleo de interpolacion

* Consideramos metodos de interpolacion
lineales e invariantes ante translaciones

=> convolucion de la imagen discreta u(i,j) con
un nucleo de interpolacion ¢(x,y):

i(x,y) = Y u(i, ))@dx—i,y - j)

(i,j)EZ>

* Interpolacion exacta: ¢(0,0)=1, ¢(i,/)=0 si (i,j)
en Z2\ {(0,0)}

* Veremos solo nucleos separables:
P(x,y) = p(x)p(y)



¢ Interpolar es “inventar”
informacion?

* Depende de cuanto sabemos de la
Imagen a interpolar...

Ejemplo: si sabemos que la imagen es
de banda limitada y la imagen original
discreta es un muestreo a Shannon, los
iInterpolantes seran sinc

* Las interpolaciones basadas en Fourier
las veremos mas adelante



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(b)



WAVEVE Ve

G(w)

Frequency space

W

L

Imll;

)
il TIHWWHI JH’N”

Sinc(z)
g(x)

Signal space
gl(

o







Sinc(x—5)

-
-
————
e
-
-
-

-
-
-
-
T
-
————

-
-
-
-
e

-
-.-..-....l.
-
-
-

-
-
-
-
-
-

10

10



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(b)



Analisis de interpolaciones

* Orden: la interpolacion se dice de orden
n si, para toda imagen u en L2y C-

lu—up || = o(hn),
donde u, es la imagen interpolada a
partir de las muestras {u(kh,lh)}

* Soporte: supp(e) (medida de localidad)

* Regularidad de ¢ (y por ende en
general de la imagen interpolada)
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Vecino mas cercano

@(t) = Bo(f) = Xgo5.05p(t)

* Orden 0, Soporte 1, discontinua



Bilineal
@(t) = B1(f) = Bok Bo(t)= max(1-|t],0)

g i e L
Fj, i

* QOrden 1, soporte 2, clase Co
 Monotona:

u (i, 7) 2 u,(i,j) VI, 7) = u(x,y) 2u,(x,y) V(x,y)



Bicubica

1—(a+3)[tP+(a+2)|t} si |11
¢(t)=4—-4a+8alt|-Salt] +al|t] silg|tik?2
0 Sino
o

Orden 1 en general ( 2 si a=-0.5), soporte 4, C’



Lanczos
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JIX ax/a
L(x) =1 1 x=0

0 otherwise
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Bilinear
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Transformaciones proyectivas en
el plano

* Modelizan la distorsion geometrica que
ocurre cuando un plano es visto desde una

camara

* Antes de estudiarlas, introduciremos la
nocion de coordenadas homogéneas, que
simplifican las manipulaciones algebraicas en
geometria proyectiva
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El plano proyectivo 2D

Un punto en el plano: (x,y) € IR’

Representacion homogéenea de rectas:
— Recta del plano: ax + by +c =0

T
— El vector (a,b,c)’ representa a la recta, pero la
correspondencia no €s biunivoca:

k(a,b,c)" con k=0 representa la misma recta

— Dos vectores proporcionales (no nulos) son
equivalentes. La clase de equivalencia se llama
vector homogéneo

El conjunto de clases de equivalencia de vectores
homogeneos de /R3\ {(0,0,0)} conforma el espacio
proyectivo /P2



Representacion homogenea de puntos:

— El punto (x,y) pertenece a la recta de coord
homogeneas | = (a,b,c)T ssi ax + by + ¢ = 0 ssi
(x,y,1)71=0

— Para todo k # O, para toda recta |,

(kx,ky,kK)T1 =0 ssi (x,y,1)711=0

— Consideramos entonces que los vectores

{(kx,ky, k)T, kK # 0} son todos representaciones del

punto (x,y) € IR’

— De esta manera los puntos del plano se pueden
representar como vectores homogéeneos. Un
vector homogéneo arbitrario X = (X;,X2,X3)7
representa al punto (x/xs, Xo/x3) de IRz



* Aplicaciones:

— Un punto de coord. homog. x pertenece a la recta
| ssi x11=0
— Dos rectas de coord. homog. | y I’ se cortan en el

punto de coord homog
X=1x/

— La recta que pasa por ptos de coord homog x y X’
tiene por coord homog
| =x x X



Puntos y recta en el infinito

* Interseccion de rectas paralelas
| =(a,b,c)Ty I’ =(a,b,c’)T
x=1xI=(c-c’)(b,-a,0)

— Las coord. inhomogéneas de este punto son infinitas, por lo
que x no corresponde a ningun punto finito del plano

— Rectas paralelas se intersectan en el infinito y el punto de
interseccion corresponde a la direccion de dichas rectas
(dado por la pendiente)

* El cjto de vectores homog (x;,X,,X3)T con x; # 0
representan ptos finitos de /Rz

* El espacio proyectivo /P2 se obtiene extendiendo /R2
con los puntos (x4,x,,0)7# (0,0,0)T (puntos en el
infinito, direcciones)



* El conjunto de todos los puntos en el infinito se llama
recta en el infinito, y tiene por vector homogéneo
l.=(0,0,1)T: (X1,%2,0)7l,= 0

* l.representa el conjunto de direcciones de las rectas
del plano

* Todo conjunto de rectas paralelas se intersecta en
un punto de l.



Transformaciones proyectivas

Def. geomeétrica: una homografia o proyectividad plana es
una transformacion h:/P2-> [Pz invertible tal que:
X1,X5,X3 alineados ssi h(x;),h(xX,),h(xs3) alineados

Obs: transforman rectas y puntos en rectas y puntos

Def. algebraica: una homografia plana es una trafo lineal
que actua sobre vectores homog de 3D, representada por

una matriz 3x3 invertible:
X', h, h, h13 X

' —
x,|=hy hy hy|x,

X’ =HX

Obs: X'y hy  hy  hyy X,
— H es una matriz homogénea: la multiplicacion por una
constante no nula no afecta la transformacion proyectiva
efectuada

— H tiene 8 grados de libertad (9 coeficientes — 1 factor de
escala)



. Como se transforma una recta o una
conica por una homografia H ?

— x pertenece alarectal : x711 =0

— X’ = H x, H invertible

=X =0& (HX)T=0 & xXTHT =0

= La recta | se transforma en la recta H-Tl

— X pertenece alaconicaC : x71Cx =0
=>XTCx =0 & (H'x’)7C H-'x’ =0

< X’THTCH-'x’ =0
= La conica C se transf. en la conica H-TCH-1



Correccion de la distorsion proyectiva de
la iImagen perspectiva de un plano

* ldea: dada la imagen de un plano tomada con una
camara perspectiva (e.g. fachada de edificio, cuadro
en museo), corregir el efecto de la perspectiva

* Homografia plana: 8 dof => 4 pares de
correspondencias (x,y) <-> (x’,y’) en configuracion
“general”’ (se puede ver que para que H no sea
singular, de las 4 correspondencias, no puede haber
3 puntos colineales)

* Cada correspondencia aporta 2 ecuaciones lineales

en los coeficientes de H:
* X'(h3ix + hyy + hgs) = hyyX + hypy + hyg
* Y'(hs1x + haoy + haz) = hpx + hyy + hyg
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Jerarquia de transformaciones

Jerarquia del sub-grupos del grupo proyectivo (de mas especifica a
mas general)

1. Isometrias (transf. Euclideas)

X' cosf —sinf 1| x, Q
R t

x',|=|sin@ cosf 12]x, )x

1

0" 1
0 0 1Al
3 dof; dos pares de correspondencias para estimar
la transformacion

2. Similitudes O
X' s.cosf —s.sinf@ 1l x,
{ =[ I SR t)x, cons>0

x', s.sin@  s.cos@ t2|x, |= X'= o1
0 0 1

1 —4 X':

1 1

4 dof; dos pares de correspondencias para estimar
la transformacion



3. Afinidades

1
X' a, a, t|x

A
OT

'

' — —

1) {0 0 1Al

6 dof; 3 pares de correspondencias para estimar la
transformacion

4. Proyectividades

X !hn hy, hs|x

t
l)x, con det(A) >0

At
. x, con det(H) =0
vy

Xy =1y hy hy X, [e X'=
1 \h31 h32 h33 1

8 dof; 4 pares de correspondencias para estimar la
transformacion

Obs: las transf. proyectivas no afines son las unicas
gue modifican la recta en el infinito (y por eso a
diferencia de las otras no conservan el paralelismo)



Invariantes

Las transf. proyectivas no afines son las mas generales y por
eso las que tienen menos invariantes.

Proyectivas:

- Colinealidad y concurrencia (interseccion, tangencia, ptos
de inflexion, discontinuidad de la tangente) X

- Cross-ratio |X4Xo|[X3Xa|/(|X1X3]|X2X4|)

Afines: X,
- Se agregan paralelismo, cociente de areas \
y de longitudes en direcciones paralelos
Similitud:
- Se agregan angulos, cociente de areas y de longitudes
Isometrias:
- Se agregan longitud y area
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Transf no lineales



Transformaciones no lineales
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