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SOLUCION — EXAMEN 23 DE FEBRERO DE 2024.

Ejercicio 1.

Parte 1. Fijado x € [0, 1], sea ng € N tal que para todo n > ngy se cumple que 2/n < z. Luego,
por definicion de {f,} se tiene que f,(z) = 0 para todo n > ng. Lo que implica que f, — 0
puntualmente para todo a € R.

Parte 2. Para estudiar la convergencia uniforme, calculemos

1
sup [fn(z) —0[= —.
z€[0,1] n

1
Luego, si @ < 0 se tiene que lim — = 400 y por lo tanto no hay convergencia uniforme. Si o = 0,
n—+o00 N
1
lim — =1y por lo tanto no hay convergencia uniforme. Si o > 0 se tiene que lim — =0y

n—-+oo N n—+oo N
por lo tanto hay convergencia uniforme.

Ejercicio 2. Ver notas del curso.

Ejercicio 3.
Queremos probar que:

9 2 = cos(nx)
x* =2 7rx—§+2 ——5— | , para todo z € [0, 27].
n

n=1

Eso es equivalente a probar que:

3 n

n=1

9 72 = cos(nx)
=2 =2 —— +2272 , para todo x € [0, 27].

Consideremos f : R — R, continua, y par, con derivada continua a trozos, f(z + 47) = f(z) para
todo z € Ry tal que fljg2q = x? — 27
Calculemos los coeficientes de Fourier de f:

1 27 9 27 1 3
a0 = 5 f(z)dx = / (2* — 27rx)dr = — <x — 7T£U2>
T ) _on 2 Jo ™ \ 3

donde la segunda igualdad vale porque f es par.

1 2m nwT 2 [27

a, = — f(x)cos(—)dx

27 o 2

1 2 2
= / 22 cos <%) dr — 2/ Z cos <@> dx.
™ Jo 2 0 2

Nuevamente, en la segunda igualdad usamos la paridad de f. Calculemos cada integral por separado:

= — (2% — 27x) cos <@> dx
2w 0 2



1 271 nx 27 n 8
o L[ et (e [ ren () ae - B

Por otro lado, ya sabemos que b, = 0 porque f es una funcién par.
Como f es continua en todo R y existen las derivadas laterales en todo punto, usando el Teorema
de Dini se tiene que para todo z € [0, 27]:

2

2 < 8 nx
flx)==x —27?30————1—2::—2 )cos(2>.

Sin =2k +1 se tiene que 1 4 (—1)" = 0. Por lo tanto, tomando n = 2k se tiene que

+00 +o0 I
8 nx 8 2% (2k)x cos(kx)
=1+ (-1 =) = 1+ (-1 A2 D) Pty
S s eon () =3 g (e (B ) =y
n=1 k=1 k=1
Ejercicio 4.
Busquemos soluciones de la forma:
u(t,z) =T(t)X (). (1)

Low = tUge +u=THX(x)=THX" (2) + TH)X(z) = TTI((tt)) = X”(;)(jci((m)‘ En esta tltima

igualdad tenemos una funcién que depende del tiempo igualada a una funcién que depende
de la posicién. De modo que:

daT d X"+ X T X"+ X
%?(t) = %T@) =0= ?(t) = T(w) = A (cte).

Por lo tanto, podemos obtener el siguiente problema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias
en vez de una ecuacién en derivadas parciales:

X"+ (1=ANX=0
— AT =0.

2. Comou(t,0) =T(t)X(0) =0=T(t) =0 o X(0) = 0. Si T'(¢) fuese la funcion nula tendriamos

sen(nz
que u(t,x) = 0, que no verifica la condicién inicial u(0, x) = Z (2 ) - Por lo tanto la opcién
n
n=1
que nos sirve es X (0) = 0.

3. u(t,m) =T(t)X(m) =0 = X(m) = 0. Descartamos la opciéon T'(t) = 0 por la misma razén
que en el caso anterior.



En resumen:

X'z)+(1-=XN)X(z)=0
X(0)=0
X(m)=0

T'(t) = AT(t) =0
Por comodidad llamaremos A’ = XA — 1. Por lo tanto la ecuacion X”(z) + (1 — A) X (z) = 0 se
transforma en X" (x) — N X (x) = 0. Las posibles soluciones de esa ecuacién dependen del signo de
N
» Caso (a): N > 0.
Si M > 0 existe un o € R tal que ) = o?.
N =a? = X(x) = Ae™® + Be 2.

Imponiendo las condiciones X (0) =0y X(7) = 0 se obtiene:

==a=00A=B=0

X(0)=A+B=0
X (1) = Aeo™ 4 Be—om

La primera condicién no es valida ya que supusimos X = a? > 0. La segunda tampoco es
valida ya que obtendriamos X (z) = 0 lo que resultaria nuevamente en la funcion u(t, z) = 0.
Por ende, )’ no podra ser mayor a cero.

= Caso (b): N =0.
N =0 implica que X” = 0, integrando dos veces, obtenemos que
X(x)=Az+ B
Nuevamente, imponiendo las condiciones X (0) =0y X(7) = 0 se obtiene:

{X@:BZO ~A=B=0

X(r)=Ar+ B

Nuevamente se obtendria la solucién trivial la cual no es valida. Por lo tanto, \’ tampoco
podra ser cero.

» Caso(c): X' < 0. Si )\ es negativo, existe algin a € R tal que N = —a?.

N = —a® = X(x) = Acos(ax) + Bsen(az)

Imponiendo las condiciones X (0) =0 y X (7) = 0 se obtiene:

{ X(0)=A=0
X(m) = Bsen(ar) =0 = B =0 o0 sen(ar) =0

Si consideramos la primera opcion, obtenemos la solucion trivial. Si se verifica la segunda

opcion:
sen(ar) =0=ar=nt = a=n, n €Z.
= X(z) = By, sen(nz).
Como a = n entonces \' = —n? y por lo tanto A = 1 — n?.



Volviendo a la ecuacion 7" — AT = 0 tenemos que T'(t) = Cre(l=7)t - Asf, nuestra solucion al
problema seria de la forma:

un(t, ) = X (2)T(t wsen(nz)e™)t donde A, = B,C,.

) =
_l’_
Falta imponer la condicion (0, x) Z . Como

B B = sen(n:v).
u(0,z) = Ay sen(nx) = Z —_—

3
n
n=1

no es posible hallar una tnica constante A,, que verifique la condicién anterior. Como la ecuacién
U = Ugze + u es lineal, cualquier combinacién lineal finita de soluciones sera solucion. Esto sugiere
buscar un candidato a solucién de la formas:

+oo +oo
x) = Z un(t,z) = Z A, sen(nw)e(l_"Q)t.
n=1 n=1

+

sen(nx) 1

Z Ay, sen(nx) Z:l 2 y tomamos A,, = ol
n—=

Luego, nuestro candidato a solumon es:

+oo
u(t,z) = Z sen(nx);a

Parte 2

Vamos a utilizar los siguientes resultados:

Proposicién 0.1
Sea {u,} una sucesiéon de funciones u,, : X — R que verifica:

v |un(t,z)| < M, para todon € N y para todo (t,z) € X,
» la serie ) M, es convergente

Entonces existe u : X — R tal que _ u, converge uniformemente a u en X.

Proposiciéon 0.2
Sea {u,} una sucesion de funciones u,, : X — R continuas tales que > u,, converge uniformemente
au en X. Entonces u es continua en X.

sen(na)e(l=")t

5 . Entonces

Sea uy(t,x) = p

sen(na)e(1=n*)t

n2

1
—

|un(t7 'CC)‘ = <

ya que |sen(z)| < 1 para todo z y e(™"")* < 1 para todo t > 0. Luego, por la proposicién 0.1 ,
se tiene que Y u, converge uniformemente a una funciéon u. Como los sumandos u,, son continuos,
por la proposicion 0.2 se tiene que u es continua en [0, +00) X [0, 7].

Parte 3. Vamos a utilizar el siguiente resultado:



Proposicion 0.3 (Derivada respecto de t)

Sea Sy, ( ZUkta:

+o0
» S,(t,x) converge uniformemente a Z Uk(t,z) en X.
k=1

+00
d
w Sy, (tx) = g g Uk (t,x) converge uniformemente a g dtUk (t,z) en X.
k=1 k=1

Entonces:

d X X d
p Z Up(t,x) = ; ﬁUk(t,:v) para todo (t,z) € X.
Observacion: Basta con pedir que S, (tg, zo) converja en algin punto (tg,zg) € X. No es necesario
pedir que S, (¢, z) converja uniformemente.

+o0
Ya probamos que Z un(t, ) converge uniformemente en (0, 4+00) x (0, 7).
n=1
Sea 6 > 0 y t tal que ¢ > §. Entonces se tiene que (1 —n?)t < (1 —n?)d y por lo tanto e1—nt <

(1= Entonces:

(1-n2)t
sen(nz)e
'atun(t,x) = |(1 —n?) ( )2 < 1773 bara todo (t,x) € (J,400) x (0,m).
n
+00 +oo
2

Como la serie Z e converge, por la proposicion 0.1 la serie Z —up(t, ) converge unifor-

n=1 n=1 ot

memente en (J, +00) x (0, 7). Luego, aplicando la proposicion 0.3, se cumple que En Z un(t,x) =

Z pra n(t, ) para todo (t,z) € (J,+00) x (0, 7). Como este razonamiento vale para todo § > 0, se

concluye esa igualdad que vale para todo (¢, z) € (0, 400) x (0,7).



