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Introduccion

El presente curso tiene por objetivo estudiar diversos temas relacionados con el modelado, la simulacién
y el andlisis de sistemas dindmicos provenientes de distintos dominios, principalmente de la fisica. El
curso pretende con esto brindar herramientas fundamentales para el abordaje de problemas vinculados
al control automatico en los cuales es menester contar con modelos mateméticos y con herramientas que
permiten analizar el comportamiento de los sistemas en su interaccién con los mecanismos de control que
los comandan.

En estos problemas, el procedimiento tipico comienza con la construccién de un modelo matemdtico del
que luego se estudia su dindmica mediante simulacién y/o andlisis. El proceso de construccién del modelo
se suele realizar mediante la formulacién de las leyes matemadticas que rigen los fenémenos fisicos maés
relevantes que ocurren en el sistema en cuestion. En tal caso se habla de modelado por primeros principios,
y es esta la manera de modelar sobre la que trabajaremos en el curso. Una alternativa la constituye el
modelado por experimentacion, el cual no abordaremos aqui aunque usaremos eventualmente algunos de
sus principios para completar la parametrizacién de los modelos.

Las mencionadas leyes matematicas que rigen los fendmenos més relevantes tendran forma de ecua-
ciones diferenciales (leyes de Newton, por ejemplo) o bien de ecuaciones algebraicas (la ley de Ohm, por
ejemplo) que vinculardn las distintas magnitudes del sistema. Por este motivo, trabajaremos con modelos
que, mas alla del formalismo de representacion que utilicemos, se corresponderan a sistemas de ecuaciones
diferenciales algebraicas.

Aunque en casos simples obtener modelos de sistemas de ecuaciones algebraicas a partir de las leyes
bésicas de la fisica es relativamente sencillo, en sistemas complejos con muchos componentes esto se torna
significativamente mas dificil. Por esto es que se han desarrollado distintas técnicas y herramientas de
modelado que facilitan notablemente el proceso permitiendo pensar los modelos como la composicién y
conexion de modelos mas simples. Entre estas técnicas, el modelado orientado a objetos y, particularmente,
el lenguaje Modelica se han impuesto en los ltimos anos como las herramientas més utilizadas para
formular modelos matematicos. Por lo tanto, estas técnicas de modelado constituirdn también una parte
importante del curso.

Ademaés del modelado orientado a objetos, veremos en el curso otras herramientas mas cldsicas que
permiten obtener las ecuaciones que conforman un modelo a partir de principios energéticos como son los
Bond Graphs y las ecuaciones de Euler Lagrange. Veremos también que estas herramientas en algunos
casos podran simplificar el proceso de modelado y nos facilitaran ademads la interpretacion fisica de los
fenémenos que ocurren en el sistema.

Si bien las ecuaciones diferenciales algebraicas son la forma matematica natural de describir los fenéme-
nos que ocurren en un sistema continuo, las mismas no permiten directamente estudiar sus propiedades
ni tampoco realizar simulaciones eficientemente. Tanto para propdsitos de andlisis como de simulacién
eficiente, necesitaremos utilizar modelos en Fcuaciones de Fstado que, como veremos en el curso, pue-
den obtenerse desde las ecuaciones diferenciales algebraicas ordenando las mismas adecuadamente y en
algunos casos aplicando algunos procedimientos adicionales.

En el curso también estudiaremos distintos Métodos de Integracion Numérica que nos permitiran
simular los modelos una vez que los mismos estén expresados en forma de ecuaciones de estado. Asimismo,
aprovechando esta forma de representacién, veremos métodos para analizar la estabilidad y la forma
cualitativa de las trayectorias tanto para sistemas lineales como no lineales.

La Figura 1 sintetiza entonces el procedimiento tipico que se sigue desde el reconocimiento de las
leyes que rigen los fenémenos mas relevantes de un sistema hasta su anélisis y simulacion, pasando por la
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construccién del modelo matemaético (aprovechando eventualmente herramientas de modelado orientado a
objetos o de formalismos energéticos) y por su posterior ordenamiento en forma de ecuaciones de estados.
El curso, en definitiva, pretende abarcar los principales aspectos de este proceso con el ordenamiento de
los capitulos mostrado en dicha figura.

Cap.6 Modelos con Cap.7 Sistemas
Formalismos |— Lineales
Energéticos
—> Analisis —
Sistemas
Leyes Cap.4 |Ecuaciones Cap.3 - Cap.8 No Lineales
e : . . P- Ecuaciones
Constitutivas Diferenciales de Estados
y Estructurales Algebraicas ¢ bstados
Cap.2

—> Simulacién

Cap.5 Modelos
Orientados ——
a Objetos

Figura 1: El proceso de modelado, simulacién y andlisis y su organizacién a lo largo del curso.

De esta manera, tras las definiciones y conceptos béasicos que se brindan en el Capitulo 1, en el Capitu-
lo 2 estudiaremos los principios de la simulaciéon de sistemas continuos y presentaremos los principales
métodos de integracién numérica que se utilizan en la préctica y en las herramientas de software de
simulacién mas difundidas. Luego, en el Capitulo 3 veremos como ordenar los modelos de ecuaciones
diferenciales algebraicas para transformarlos en sistemas de ecuaciones de estado que puedan analizarse
y simularse eficientemente.

En el Capitulo 4 introduciremos las técnicas béasicas de modelado para distintos dominios (circui-
tos eléctricos, sistemas mecénicos, hidrdulicos y térmicos), con sus leyes fundamentales y con distintas
estrategias para organizar las ecuaciones que surgen de dichas leyes. Tras esto, en el Capitulo 5 estudia-
remos cémo construir modelos orientados a objetos, utilizando en particular el ya mencionado lenguaje
de modelado llamado Modelica. Completando luego las metodologias de modelado, en el Capitulo 6 es-
tudiaremos dos formalismos para construir modelos a partir de fenémenos energéticos: los Bond Graphs
y las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Por ultimo, en los Capitulos 7 y 8 estudiaremos distintas herramientas de andlisis para sistemas
lineales y no lineales respectivamente. En el primer caso veremos especialmente técnicas basadas en el
analisis de la respuesta temporal y en el andlisis de trayectorias en el espacio de estado. En el caso de los
sistemas no lineales veremos técnicas de analisis que en algunos casos utilizaran linealizacién y en otros
trataran directamente con las no linealidades principalmente mediante las técnicas de Lyapunov.



Capitulo 1

Sistemas Dinamicos y Modelos
Matematicos

En este curso trabajaremos con modelos matematicos de sistemas dinamicos. En este primer capitulo
introductorio presentaremos los principales conceptos relacionados tanto a los sistemas dinamicos como
a los modelos matematicos.

El contenido de este capitulo estd principalmente basado en el libro de Peter Fritzson Introduccion
al Modelado y Simulacion de Sistemas Técnicos y Fisicos con Modelica [Fril5] y en el apunte Sistemas
Dinamicos y Modelos Matemdaticos [Junl5] de la cdtedra de Dindmica de los Sistemas Fisicos de nuestra
Facultad.

1.1. Sistemas Dinamicos

1.1.1. EIl Concepto de Sistema

La palabra sistema es utilizada de manera permanente en nuestro lenguaje cotidiano para referirnos
a diversas cosas tanto en el lenguaje coloquial como en el técnico-cientifico. En el contexto de este curso,
sin embargo, intentaremos utilizar una definicién més precisa de este concepto.

La Teoria General de Sistemas brinda multiples definiciones para el concepto. Una definiciéon bastante
habitual en la literatura [Sky05] es la siguiente: “Un sistema es un conjunto de entidades interactuantes
que conforman una unidad”.

Otra definicién muy similar proveniente de normas DIN Alemanas, establece en tanto que:

Definicién 1.1. Sistema
Un Sistema es una disposicion delimitada de entidades interactuantes.

En esta tultima definicion podemos destacar las siguientes palabras:

Delimitacién: Los sistemas tienen una frontera (espacial o conceptual) que los separa del resto del
Universo. Esto no quiere decir que no pueda haber interaccién entre el sistema y el resto, sino que
los elementos que estan fuera del sistema y que actian sobre este se reemplazan por sus acciones.
Estas acciones son vistas como entradas externas por el sistema.

Entidades Interactuantes: Son los Componentes del sistema, que pueden ser elementos, procesos o
sistemas mds simples (sub-sistemas).

Disposicién (de las Entidades): Los sistemas tienen una Estructura de manera que el funcionamiento
de los mismos no depende sélo de los componentes que tiene sino también de la manera en que dichos
componentes estan dispuestos y conectados.

De este anélisis, podemos concluir de manera equivalente que un Sistema es una entidad formada por
un conjunto de componentes y una estructura.
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1.1.2. Clases de Sistemas

Segtin los procesos que involucran, los sistemas suelen clasificarse como Fisicos (o Concretos) y Abs-
tractos (o Conceptuales). Los Sistemas Fisicos se caracterizan por su existencia en la realidad fisica
espacio-temporal y en los mismos la interaccién entre los componentes involucra el intercambio de mate-
ria, y/o energia, y/o informacién.

Los sistemas fisicos, en tanto, se pueden clasificar como dindmicos o estaticos, siendo los primeros los
que tienen capacidad de almacenar energia, materia o informacion.

Este curso estd dedicado al estudio de los Sistemas Fisicos Dindmicos, si bien en el transcurso del
mismo trabajaremos eventualmente con sistemas mas generales.

1.2. Modelos Matematicos

En las disciplinas cientificas y técnicas se trabaja con sistemas sobre los que habitualmente debemos
aplicar métodos experimentales. Esto es, debemos realizar ensayos para observar la reaccion del sistema
a los mismos y establecer leyes (generalmente mateméticas) que expliquen el comportamiento de dichos
sistemas.

Estos métodos experimentales, sin embargo, no son siempre viables. Hay distintos factores por los
cuéles muchas veces no es conveniente (o es imposible) experimentar directamente sobre un sistema.
Entre estos factores, encontramos:

Costos: Los experimentos sobre un sistema pueden tener costos que impidan su realizaciéon. Por ejemplo,
realizar un experimento en una planta industrial podria significar detener un proceso de produccién
durante varias horas, con las consiguientes pérdidas econémicas.

Riesgos: Las consecuencias del experimento pueden ser inadmisibles como por ejemplo un experimento
sobre una planta nuclear para estudiar el escape de vapor radioactivo a la atmésfera.

Experimentos Irrealizables: En ocasiones un experimento no puede ser realizado porque las acciones
involucradas son fisicamente imposibles (por ejemplo, si nos quisiéramos preguntar cudl seria el
efecto de un desplazamiento del eje magnético de la Tierra) o porque el sistema atin no existe (en
la etapa de disefio de dicho sistema, tipicamente). Este tltimo caso es muy habitual en aplicaciones
de Ingenieria.

Frente a la inconveniencia o a la imposibilidad de realizar experimentos directamente sobre los siste-
mas, se recurre a la experimentacion sobre modelos de dichos sistemas.

1.2.1. El Concepto de Modelo

Definicién 1.2. Modelo
Un modelo de un sistema es una herramienta que permite responder interrogantes sobre este ultimo
sin tener que recurrir a la experimentacion sobre el mismo.

En la practica, un modelo es una representaciéon simplificada del sistema que representa donde la
simplificacién se realiza en funcién de la o las preguntas que se quieren responder. De esta manera, un
modelo siempre involucra un sistema y uno o mas interrogantes.

1.2.2. Clases de Modelos

Mas allé de las disciplinas cientificas y técnicas, los seres humanos utilizamos cotidianamente modelos
(es decir, simplificaciones) de la realidad para poder comprender lo que nos rodea y ocurre. Estos modelos
pueden ser de distinto tipo:

Modelos mentales: Hay incontables situaciones cotidianas en las cuales utilizamos modelos mentales
para predecir lo que ocurriria ante potenciales acciones que se realicen. Por ejemplo, si sostenemos
un objeto y lo soltamos desde cierta altura, no es necesario conocer las leyes de la Fisica para saber
que va a caer al piso.
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Modelos verbales/textuales: También utilizamos cotidianamente modelos muy simplificados que ex-
presan de manera verbal o textual el comportamiento de ciertos sistemas ante diversas situaciones.
Por ejemplo, la frase “Viento del este, agua como peste”.

Modelos fisicos: Son objetos fisicos que reproducen algunas propiedades de sistemas reales para ayu-
darnos a responder preguntas sobre los mismos. Por ejemplo, un tunel de viento para el estudio de
fenémenos aerodindmicos, una reproduccién a escala del lecho de un rio para estudios hidrolégicos,
etc.

Modelos matematicos: Son modelos que describen mediante expresiones mateméticas (ecuaciones,
desigualdades, expresiones légicas) las relaciones entre las distintas magnitudes que caracterizan un
sistema.

1.2.3. Clasificacién de Modelos Matematicos

Hay diversas formas de clasificar los modelos matematicos, entre ellas encontramos:

Tiempo Continuo vs. Tiempo Discreto: La manera en la que se representa la evolucion del tiempo
en un modelo establece una pauta para su clasificacién. Decimos que un modelo es de tiempo
continuo cuando las relaciones entre las variables estan definidas para todo instante de tiempo
(dentro del intervalo de validez del modelo). Por el contrario, diremos que un modelo es de tiempo
discreto cuando las relaciones entre las variables estén definidas sélo en determinados instantes
discretos de tiempo.

Estaticos vs. Dinamicos: Un sistema se dice dindmico cuando hay relaciones entre variables que no
dependen unicamente de sus valores instantaneos sino también de valores pasados de las mismas.
Es decir, un sistema es dindmico cuando hay memoria. Por el contrario, en un sistema estdtico
todas las relaciones entre variables dependen exclusivamente de los valores instantdneos de dichas
variables. A modo de ejemplo, el modelo de un circuito eléctrico que contenga algin capacitor
y/o inductor resultard dindmico, mientras que el modelo de un circuito que contenga tnicamente
elementos resistivos serd estético.

Deterministicos vs. Estocasticos: Un modelo es deterministico si expresa matematicamente sin in-
certidumbre las relaciones entre las variables. El modelo deterministico asigna de esta forma univo-
camente valores y/o funciones ciertas y determinadas a la informacién que procesa. Por el contrario,
un modelo es estocédstico si expresa las relaciones con incertidumbre entre las variables mediante
conceptos probabilisticos usando variables aleatorias. Dichas relaciones son descriptas usando va-
riables o procesos estocdasticos.

Parametros Distribuidos vs. Parametros Concentrados: Las magnitudes que caracterizan a los
fenémenos fisicos toman valores en el tiempo y en el espacio. Si un modelo matematico conser-
va la dependencia espacio-temporal en la representacién de las magnitudos, se dice que el mismo
es de parametros distribuidos, ya que en general los coeficientes o parametros del sistema estan
distribuidos en el espacio (por ejemplo, la densidad del fluido compresible en un gasoducto o la
resistividad, inductancia y capacidad por unidad de longitud en una linea de transmisién). Los
modelos a pardametros distribuidos son, tipicamente, ecuaciones en derivadas parciales ya que invo-
lucran variacién en el tiempo y espacio que resultan en derivadas respecto a la variable temporal y
respecto a las coordenadas espaciales.

Cuando las variables de un modelo no dependen de las coordenadas espaciales o bien cuando se
reemplaza la dependencia espacial de las variables por su promedio en la regién del espacio donde
estan definidas se dice que el modelo es de pardmetros concentrados. Estos modelos dindamicos son,
tipicamente, ecuaciones diferenciales ordinarias o méas generalmente ecuaciones algebraico diferen-
ciales.

Paramétricos vs. No Paramétricos: Un modelo paramétrico esta caracterizado por un nimero finito
y determinado de pardmetros (por ejemplo, una funcién transferencia o un sistema de ecuaciones
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diferenciales). Los modelos no paramétricos, en cambio, la caracterizacién se basa tipicamente en
series de datos cuya longitud no es fija (por ejemplo, la curva de la respuesta a un escalén de un
sistema dindmico, la curva de respuesta en frecuencia de un amplificador).

Lineales vs. No Lineales: Se dice que un modelo es lineal cuando vale el principio de superposicion,
es decir que la accién de causas superpuestas provoca un efecto equivalente a la superposicién de
los correspondientes efectos.

Estacionarios vs. Inestacionarios: Un modelo se dice estacionario si estando en idénticas condiciones
en dos instantes diferentes, responde de igual manera ante idénticas acciones.

Causales vs. Acausales: Un modelo se dice causal cuando ademads de describir relaciones matemati-
cas entre las magnitudes establece relaciones de causa-efecto entre las mismas. Los Diagramas de
Bloques son la herramienta tipica de modelado causal.

1.2.4. Elementos de los Modelos Matematicos

Como ya mencionamos, los modelos matematicos formulan mediante expresiones mateméaticas (ecua-
ciones principalmente) las relaciones entre las magnitudes que caracterizan al mismo. Dependiendo de la
naturaleza del modelo en cuestion, estas expresiones matematicas pueden estar dadas de diversas mane-
ras. Sin embargo, independientemente de la representacion que utilicemos, las expresiones matematicas
involucradas siempre relacionaran magnitudes que se clasifican de la siguiente manera:

Variables Fundamentales: Son las variables que representan el tiempo y las coordenadas espaciales.

Variables Descriptivas: Son las variables que representan las magnitudes fisicas asociadas al sistema.
Entre las mismas encontramos:

Parametros: Son magnitudes constantes generalmente o pueden ser variables pero con una ley
predeterminada independiente de los procesos que puedan ocurrir en el sistema.

Entradas (Variables Independientes): Son variables descriptivas cuyas senales son indepen-
dientes de otras senales en el sistema, y no estan prefijadas. Representan acciones externas
del resto del universo sobre el sistema. En aplicaciones de control se suelen dividir en dos
categorias:

Entradas manipuladas: Entradas cuya trayectoria se puede manipular.

Perturbaciones: Entradas que son el resultado de fenémenos que estan fuera del modelo y
por lo tanto no se pueden ni manipular ni conocer a priori la evolucién de sus trayectorias.

Variables Dependientes: Son variables descriptivas cuyas senales dependen de la evolucién del
sistema. Dentro de estas encontramos a las salidas, que son simplemente variables dependientes
de interés.

Un concepto fundamental asociado a las variables que forman parte del modelo matemético de un
sistema dindmico es el de estado, que puede definirse como sigue:

Definicién 1.3. Vector de Estados

Un vector de estados es un conjunto de wvariables dependientes cuyo conocimiento en un instante
de tiempo permite calcular el valor de cualquier otra variable dependiente en dicho instante, asumiendo
conocidos los valores de las entradas en ese instante de tiempo.

Por ejemplo, en un circuito RLC (serie o paralelo) conociendo la tensién del capacitor y la corriente
del inductor (ademds del valor de alguna entrada, si la hubiera) podemos calcular cualquier otra corriente
o tensién. De esta forma, el vector formado por ambas variables seria un vector de estados. Alternativa-
mente, podriamos elegir la carga en el capacitor y el flujo en el inductor y también podriamos calcular
cualquier otra corriente o tensién del circuito, lo que muestra que hay miltiples manera de elegir el vector
de estados.

Mas ain, de acuerdo a la definicién anterior, podriamos elegir como vector de estados las cuatro
variables (tensién y carga del capacitor, corriente y flujo del inductor), lo que conduce a un vector con
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estados redundantes (ya que conociendo la tensién del capacitor podemos saber la carga y viceversa, y
lo mismo ocurre con el inductor). Efectivamente, el conjunto de cuatro variables es un vector de estados
pero el mismo no es un vector de estados minimal:

Definicién 1.4. Vector de FEstados Minimal
Un vector de estados minimal es un vector de estados que contiene la minima cantidad posible de
variables dependientes.

El niimero de variables que constituyen un vector de estados minimal determina asi el orden del
modelo matematico, definido como sigue:

Definicién 1.5. Orden de un Modelo Matemdtico Es el nimero minimo de variables dependientes con
cuyo valor quedan estdticamente determinadas todas las otras variables dependientes del modelo.

Comparando las tltimas dos definiciones, queda claro que el orden de un modelo es la cardinalidad
de cualquier vector de estados minimal.

1.3. Representacion de Modelos Matematicos

Hay diversas representaciones para los modelos matematicos, las que resultan mas o menos adecuadas
segun la naturaleza del sistema a representar y segun el problema que se quiera resolver.

En este curso trabajaremos en gran medida con modelos de pardmetros concentrados de sistemas fisi-
cos dindmicos, los que constituiran desde el punto de vista matemaético sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias (ODEs, por sus siglas en inglés) o, mds generalmente, sistemas de ecuaciones algebraico dife-
renciales (DAEs). Para las ODEs utilizaremos principalmente su representacién en forma de Ecuaciones
de FEstado.

1.3.1. Ecuaciones de Estado

Dado el circuito de la Figura 1.1, podemos plantear las siguientes ecuaciones:

R L

ur(t) — Rir(t)=0 (1.1a)
i) —ic®)=0  (Lb)

at)— Cuc(t) =0 (L1c) o) it ¢
¢(t) —ur(t) =0 (1.1d)

¢(t) = Lir(t) =0 (1.1e) Figura 1.1: Circuito RLC Serie

ug(t) —v(t) =0 (1.1f)
ur(t) +ur(t) +uc(t) —us(t) =0 (1.1g)
ir(t) —ip(t)=0  (1.1h)
ic(t) —in(t) =0 (1.1i)
is(t) —ir(t) =0 (1.1))

Si trabajamos algebraicamente sobre el sistema de ecuaciones (1.1) podemos llegar facilmente a la
siguiente representacién compacta

i) =7 o(0)
1

B0 =~ alt) — T 6(0) +us(0),

(1.2)

que tiene la forma de un sistema de Ecuaciones de Estado, en el cual las variables de estado son la carga
q(t) y el flujo ¢(t) y la variable de entrada es la tensién de la fuente ug(t).
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Puede verse facilmente que, en concordancia con el concepto de wvector de estados dado por la Defi-
nicién 1.3, conociendo ¢q(t) y ¢(t) ademds de la entrada ug(t), podemos calcular cualquier otra variable
del modelo. M4s atin, repasando la Definicién 1.4, el vector [q(t), ¢(t)] constituye un Vector de Estados
Minimal por lo que el modelo matematico es de segundo orden.

Las Ecuaciones de Estado suelen complementarse con ecuaciones de salida estaticas que calculan
ciertas variables dependientes de interés. Por ejemplo, si necesitaramos conocer las tensiones sobre la
resistencia y sobre la inductancia (ug(t) y ur(t)), podemos complementar el sistema de la Ec.(1.2) con
las siguientes ecuaciones de salida

un(t) = 2 (1

1 R (1.3)
ur(t) = =5 a(t) = 7 ¢(t) + us(t).
En casos generales, la representacién en ecuaciones de estado tendra la forma
21(t) = filz1(®), .- zn (@) ua(t), - um(t), t)
Ea(t) = fo(z1 (), .- 2n(®)ua (D), s um(t), t)
(1.4)

Tn(t) = fa(xi(t), ... zn(t),u1(t),. .., um(t),t)

donde x;(t) seran las variables de estado y las variables w;(t) serdn las variables de entrada. Observar que
esta notacién permite describir relaciones no lineales a través de las funciones f;(-) y representar también
sistemas inestacionarios a través de la dependencia directa de las f; con el tiempo ¢.
.2 o1 . . A
La Ecuacién (1.4) suele utilizarse de manera vectorial, definiendo los vectores de estado x =
T a T o
[z1,...,2,]" y de entradas u = [uq,...,un,]" y reescribiendo entonces

x(t) = £(x(¢), u(t), t). (1.5)

Ocasionalmente complementaremos las Ecuaciones de Estados con Ecuaciones de Salida como la de
la Eq.(1.3), que en el caso general tomaran la siguiente forma:

(1.6)

Yn(t) = gn(x1(t), ..., zn(t),ur(t), ..., um(t), 1)

Las Ecuaciones de salida también admiten la representacién vectorial

y(t) = g(x(t), u(t),?), (1.7)

donde y £ [y, ... ,Yp)" es el vector de salidas.
Un caso particular de las Ecuaciones de Estado ocurre cuando la funcién f es lineal y por lo tanto las
Ecs.(1.5) y (1.7) pueden reescribirse como

]T

x(t) = A(t) x(t) + B(t) u(t)

y(t) = C(t) x(t) + D(t) u(t) (1.8)

para ciertas matrices A(t), B(t), C(t) y D(t). En tal caso, diremos que el modelo matematico es lineal.
Si ademads estas matrices fueran constantes (es decir, no dependieran de t), el modelo resultarfa lineal y
estacionario.
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1.3.2. [Ecuaciones Diferenciales Algebraicas

Las ecuaciones diferenciales algebraicas, como lo indica su nombre, son una combinacién de ecuaciones
diferenciales y ecuaciones algebraicas y pueden verse como una generalizacion de las ODEs. Este tipo
de modelo matematico surge naturalmente al listar las relaciones matemaéticas que aparecen entre las
distintas variables de un sistema y por lo tanto suele ser la representacién mas simple de obtener en el
proceso de modelado.

Por ejemplo, el sistema dado por las Ecs.(1.1a)-(1.1j) constituye un sistema de ecuaciones diferenciales
algebraicas. En el mismo, podemos distinguir dos ecuaciones diferenciales, la Ec.(1.1b) y la Ec.(1.1d), y
ocho ecuaciones puramente algebraicas.

Podemos ver también que el modelo contiene relaciones que son intrinsecas a los elementos del circuito
y otras que se deben a la manera en la que dichos elementos estan conectados. Especificamente, las
Ecuaciones (1.1a)-(1.1f) se corresponden a las leyes asociadas a una resistencia, a un capacitor, a un
inductor y a una fuente de tensién. Por el contrario, las Ecuaciones (1.1g)-(1.1j) se corresponden a la
manera en que dichos elementos se encuentran conectados.

Las relaciones de un modelo matematico que son intrinsecas a los elementos se denominan Relaciones
Constitutivas, mientras que las que expresan la manera en que los elementos se conectan se denominan
Relaciones Estructurales. Como veremos méas adelante, distinguir claramente estas relaciones va a ser
fundamental a la hora de construir un modelo matematico.

De hecho, si a partir de un esquema grafico como el de la Figura 1.1 quedaran univocamente defi-
nidas cuales son las relaciones constitutivas y estructurales del modelo mateméatico, podriamos utilizar
directamente el esquema de dicha figura como representacién equivalente al sistema de la DAE (1.1). En
realidad, esto es lo que haremos més adelante cuando veamos los principios del Modelado Orientado a
Objetos.

En un caso general las DAEs tendran la forma:

fil@i(@), ... xn(8),21(8), ..., Tn(t),a1(t), ..., ar(t),ur(t), ..., um (), 1)
falxi(t), .. cymn(8),21(8), ..., Tn(t),a1(t), ..., ar(t),ur(t), ..., um(t),t) =

(1.9)

Farr(@1 (), (@), E1(E), - i (£)s a1 (D), -y ar (), wr(2), - . ., um(t),£) = O

donde las variables x;(t) serdn en principio los estados (més adelante veremos que algunas de estas com-
ponentes pueden no constituir verdaderamente estados). Las variables a;(t) serdn las variables algebraicas
y las variables u;(t) serdn las variables de entrada. Observar que, al igual que en el caso de las Ecua-
ciones de Estado, esta notacién permite describir relaciones no lineales a través de las funciones f;(-) y
representar también sistemas inestacionarios a través de la dependencia directa de las f; con el tiempo
t.

Al igual que las ODEs, la Ecuacién (1.9) suele presentarse de manera vectorial, definiendo los vectores
de estado x £ [21,...,2,]7, de entradas u £ [u1, ..., u,|T vy de variables algebraicas a £ [a1,...,a,]7 y
reescribiendo entonces

£(x(t), x(t),a(t), u(t),t) = 0. (1.10)

Como ya mencionamos, las DAEs son generalmente la representaciéon més simple de obtener cuando
buscamos construir un modelo matematico. De hecho, basta con listar las relaciones constitutivas y
estructurales de un modelo para tener una DAE sin ser necesario ningin tipo de trabajo algebraico. Sin
embargo, muchas veces no resulta simple simular o realizar analisis de propiedades directamente sobre las
DAEs. Para estos propdsitos serd conveniente convertirlas (cuando sea posible) en sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias que generalmente representaremos en su forma de Ecuaciones de Estado.

Este proceso de conversién de DAEs a ODEs se suele denominar causalizacion y tiene la ventaja de
ser completamente algoritmizable y, por lo tanto, lo puede resolver una computadora. Mas adelante en el
curso veremos como es este proceso de causalizacién y qué herramientas informaticas pueden utilizarse
para el mismo.
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1.4. Utilizaciéon de Modelos Matematicos

Cuando definimos el concepto de Modelo, dijimos que los mismos servian para responder ciertas pre-
guntas sobre un sistema evitando realizar experimentos sobre dicho sistema. En el caso mas especifico
de los modelos matematicos, estas preguntas generalmente implican predecir el comportamiento del sis-
tema ante distintas situaciones, ya sea a través de resultados cuantitativos o bien estableciendo ciertas
propiedades cualitativas.

Pueden entonces establecerse a grandes rasgos dos maneras de utilizar un modelo matematico:

Analisis Tedrico: consistente en el estudio analitico de los modelos, determinando propiedades tanto de
cardcter cualitativo (estabilidad, controlabilidad, observabilidad, etc.) como cuantitativo (a través
de la resolucién analitica de las ecuaciones de estado, por ejemplo).

Anilisis Experimental: consistente en el estudio mediante simulaciones de los modelos para también
establecer propiedades cualitativas y cuantitativas.

1.4.1. Analisis Tedrico de los Modelos Matematicos

Supongamos que queremos determinar si el transitorio que se produce al alimentar el circuito de la
Figura 1.1 con un escalén de tensién en la fuente tiene o no oscilaciones en funcién de los parametros R, L
y C. Una manera relativamente simple de hacerlo seria obteniendo un sistema de Ecuaciones de Estados
como la Ec.(1.8) (donde las matrices resultardn constantes) y calculando analiticamente los autovalores
de la matriz A en funcién de los valores de los pardmetros (ver Capitulo 7). Un procedimiento equivalente
seria obtener la Funciéon Transferencia entre la entrada y una salida y calcular los polos.

En los sistemas lineales y estacionarios (como lo es el caso del circuito de la Figura 1.1) suele ser
relativamente sencillo analizar propiedades mediante analisis tedrico, si bien para esto en general serd
necesario transformar primero el modelo dado por una DAE como la de la Ec. (1.1) en una ODE como
la Ec.(1.2). M4s adelante veremos como se puede realizar esta transformacién de manera sistemdtica y
luego, en el Capitulo 7, repasaremos algunas de las principales técnicas para realizar andlisis sobre los
modelos lineales y estacionarios.

En los sistemas no lineales, en cambio, es bastante méas complejo establecer propiedades de caracter
tedrico. De hecho, las herramientas que vimos en cursos anteriores para analizar modelos matematicos
estan restringidas a los modelos lineales y estacionarios. Més adelante, en el Capitulo 8, veremos sin
embargo que en ocasiones podremos aproximar un modelo no lineal como el de la Ec.(1.5) por uno lineal
como el de la Ec.(1.8) y obtener ciertas propiedades del modelo no lineal (como la estabilidad y la forma
de las trayectorias) a partir de las propiedades del modelo linealizado.

Sin embargo, en sistemas mas complejos o ante preguntas de cardcter mas cuantitativo las técnicas
analiticas dejan de ser convenientes y la simulacion digital resulta la herramienta mas adecuada.

1.4.2. Simulacién

El camino mas simple y directo para estudiar la evolucién de las variables de un modelo matemético
ante condiciones iniciales y entradas determinadas es la simulacion digital, que consiste en resolver las
ecuaciones del modelo utilizando algin tipo de aproximacién numérica (en el caso de los sistemas de
tiempo continuo). Al contrario que en los métodos tedricos, veremos que podemos simular directamente
sobre las DAEs ya que todo el proceso posterior a la formulacion de las ecuaciones del modelo es totalmente
algoritmizable.

La desventaja de la simulacion frente al estudio analitico es que los resultados que se obtienen son par-
ticulares para un determinado juego de pardmetros, para una determinada trayectoria de entradas y para
un determinado conjunto de condiciones iniciales. Sin embargo, dado que muchas veces las simulaciones
son muy rapidas, es posible realizarlas barriendo juegos de parametros, entradas y condiciones iniciales,
pudiendo en muchos casos establecerse resultados cualitativos a partir de multiples experimentos.

En el Capitulo 2 veremos las principales técnicas para simulacién de sistemas continuos.
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1.4.3. Limitaciones al usar Modelos Matematicos

Cuando formulamos un modelo matematico a partir de un sistema, introducimos ciertas simplifica-
ciones acordes al problema que queremos resolver y a las preguntas que queremos responder con dicho
modelo. Sin embargo, una vez obtenido el modelo matematico, las hipétesis que se utilizaron para realizar
las simplificaciones pueden no quedar explicitadas.

Por ejemplo, en el esquema del circuito de la Figura 1.1 no aparecen las dimensiones fisicas del mismo.
Por lo tanto, no podemos determinar cual serd la maxima frecuencia a la cual las leyes de la teoria de
circuitos constituyen una aproximacién vélida. Si alguien quisiera simular la respuesta de este circuito (o
analizar las propiedades tedricas) a una entrada senoidal de muy alta frecuencia, el modelo matemético en
principio lo permite. Sin embargo, dependiendo de las dimensiones fisicas del sistema real, los resultados
obtenidos podran tener o no sentido para dicho sistema.

Es un error muy comun analizar o simular el modelo de un sistema sin tener en cuenta que las
trayectorias obtenidas estén dentro del rango en el cual la aproximacion que brinda dicho modelo tiene
sentido. Por eso es fundamental en todo momento relacionar los resultados obtenidos al usar un modelo
con su correspondencia en el sistema real.

1.5. Construcciéon de Modelos Matematicos

El proceso que se realiza para obtener un modelo matematico que permita responder ciertas preguntas
sobre un sistema se denomina Modelado. Este proceso suele realizarse de diversas maneras, habiendo dos
grandes grupos de técnicas conceptualmente diferentes pero de uso complementario en la practica, como
luego veremos:

Modelado por Primeros Principios : También denominado modelado analitico, fisico, o de caja blan-
ca se basa en la obtencién de las ecuaciones del modelo a partir de leyes conocidas que rigen el
comportamiento de las componentes del sistema y de la forma en que se relacionan las mismas.

Modelado por Identificacién : Llamado también modelado por experimentacion o modelado de caja
negra, se basa en proponer un modelo matematico con una estructura determinada y luego ajustar
sus pardmetros en base a datos obtenidos mediante diversos experimentos.

Miés alla de la diferencia conceptual entre ambos procedimientos, como ya dijimos, ambos son comple-
mentarios. En el modelado por primeros principios se suele recurrir a la experimentacién para determinar
los valores de ciertos parametros. Asimismo, en el modelado por identificacién la estructura del modelo
propuesto se suele basar en cierto conocimiento de los primeros principios que rigen la dindmica del
sistema en cuestién.

1.5.1. Modelado por Primeros Principios

El proceso de construccién de un modelo matematico por primeros principios puede dividirse gene-
ralmente en las siguientes etapas:

Formulacion del problema : El primer paso para construir un modelo matematico es definir clara-
mente el problema que se quiere resolver con dicho modelo. Recordemos que un modelo se define
siempre a partir de un sistema y de un problema a resolver.

Determinacién de los fenémenos relevantes : En funcién del problema a resolver se realizan diver-
sas hipotesis simplificatorias, se definen las magnitudes que cuantifican los fenémenos relevantes y
se delimita de esta manera el sistema fisico.

Si el sistema en cuestién es un circuito eléctrico, por ejemplo, y el problema es estudiar el tiempo de
respuesta de los transitorios, muy posiblemente podremos utilizar la teoria de circuitos clésica. Si
en cambio el problema es el disenio de un disipador para dicho circuito, deberemos incluir fenéme-
nos térmicos ademads. Si el problema en cambio fuera estudiar las emisiones electromagnéticas del
circuito, tendremos que incluir en el modelo las ecuaciones de Maxwell y la teoria de lineas de
transmisién.
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Descomposicion en estructura y componentes : Para simplificar la obtencion del modelo ma-
temdtico, habitualmente buscaremos reconocer distintos subsistemas simples (componentes) de-
terminando a su vez la manera en que los mismos interactian (estructura). El resultado de esta
etapa es generalmente un esquema funcional del estilo de la Figura 1.1.

Obtencién de las Relaciones Matematicas : Una vez reconocidas las componentes y la estructura,
se deberan formular las Relaciones Constitutivas y las Relaciones Estructurales. Para este paso
bastarda con hacer un esquema con las componentes y sus conexiones si se utiliza un lenguaje de
modelado orientado a objetos como Modelica. En cualquier caso, el resultado de esta etapa serd un
sistema de ecuaciones diferenciales algebraicas como el de la Ec.(1.1) y a partir de este momento
podemos decir que contamos con un Modelo Matemdtico. Sin embargo, es posible que el mismo
no esté en la forma que lo necesitamos para resolver el problema en cuestién o incluso que ain no
conozcamos los valores de algunos parametros y sea necesario continuar con el proceso de modelado.

Manipulacién del Modelo : Hay diversos procedimientos para convertir un sistema de DAEs en otro
tipo de representacién (ecuaciones de estado, funcién transferencia, diagramas de bloques, etc.).
Estos procedimientos son completamente algoritmizables y pueden realizarse aprovechando diversas
herramientas de software.

Validacién y Ajuste de Parametros : Una vez construido el modelo matemético, se suele corroborar
mediante simulaciones que el mismo efectivamente replique el comportamiento del sistema original
bajo ciertas condiciones en las que es posible observar lo que hace dicho sistema. En esta etapa,
también se suelen obtener y ajustar los valores de ciertos pardametros del modelo para lograr que el
comportamiento del mismo sea lo més similar posible al del sistema original. Hay ocasiones en las
cuales esta etapa falla y es necesario revisar las hipdtesis simplificatorias retomando el procedimiento
de modelado desde dicha etapa.

1.5.2. Modelado por Identificacién

El modelado por identificacién se suele utilizar cuando no se conocen bien la estructura y los com-
ponentes que conforman el sistema real o bien cuando estos son demasiado complejos y por lo tanto el
modelo matematico resultante seria excesivamente complicado para el problema que se quiere resolver.

Aligual que en el caso del modelado por primeros principios, el proceso de modelado por identificacién
puede plantearse a través de una secuencia de etapas que en este caso puede resumirse como sigue:

Obtencién de Datos : En funcién del problema a resolver y de las caracteristicas del sistema, se suelen
realizar diversos experimentos que muestren el comportamiento del sistema ante distintas condicio-
nes y/o secuencia de entradas. En ciertas aplicaciones no es posible experimentar, pero se cuenta
con series de datos histéricos permiten realizar este paso. Estos datos suelen dividirse en dos sub-
conjuntos: los datos de ajuste y los datos de validacion.

Eleccion de la Estructura del Modelo : De acuerdo al conocimiento previo sobre el sistema, a lo
observado en los datos, y siempre en concordancia con el problema a resolver, se elije un conjunto
de modelos que generalmente comparten cierta estructura pero no los valores de los parametros y
que podrian representar al sistema. Por ejemplo, este conjunto podria consistir en todas las funciones
transferencias de segundo orden con respuesta subamortiguada.

Selecciéon del Modelo : Del conjunto de modelos elegido en el punto anterior, se selecciona el que
mejor replica los datos de ajuste. Este punto suele involucrar un proceso de optimizacion para la
obtencién de los parametros del modelo.

Verificacién del Modelo : Finalmente, se suele verificar que el modelo seleccionado en el paso ante-
rior tenga un ajuste aceptable respecto de los datos de validacién. Si esto falla, es probable que
haya que modificar el conjunto de modelos y/o ampliar el conjunto de datos de ajuste realizando
eventualmente mas experimentos.
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1.5.3. Modelado de Caja Gris

En la practica generalmente el modelado no se realiza siguiendo estrictamente los primeros princi-
pios ni siguiendo estrictamente las técnicas de identificacién, sino mediante una combinacién de ambos
procedimientos. Es muy comin comenzar el modelado aplicando hasta donde sea posible los primeros
principios pero dejando como incégnita los valores de ciertos parametros. Luego, se suelen disenar expe-
rimentos para obtener datos (o se pueden utilizar series de datos existentes) y a partir de estos datos, se
aplican técnicas de identificacién que permiten ajustar los valores de los parametros desconocidos.

Esta forma de proceder que combina el modelado por primeros principios con la identificacién se
denomina Modelado de Caja Gris.

1.6. Herramientas de Software para Modelado y Simulacion

El modelado de sistemas de cierta complejidad no puede concebirse hoy en dia sin el apoyo de herra-
mientas informaticas especificas, que simplifican enormemente el trabajo de construccién de los modelos
matematicos y su posterior manipulacion para obtener resultados de simulacién y analizar diversas pro-
piedades de los mismos.

Hay diversas herramientas para modelar sistemas especificos de cada disciplina (como el PSpice y sus
derivados para los circuitos electrénicos, por ejemplo) y también herramientas para sistemas generales
como Simulink.

Dada la diversidad de herramientas y la falta de compatibilidad entre las mismas, a fines del siglo
pasado la comunidad de Modelado y Simulacién decidié desarrollar un lenguaje abierto para describir
modelos que sea independiente de la disciplina y que tenga una definicién abierta que permita su utiliza-
cién en cualquier herramienta de software que desee implementarlo. Este lenguaje, llamado Modelica, es
actualmente el estandar mas aceptado para representar modelos matematicos de sistemas dinamicos.

Por ejemplo, el sistema de DAEs presentado en la Ec.(1.1) para el caso con entrada v(t) = sin(t) puede
representarse en Modelica utilizando el Cédigo 1.1. La traduccion es totalmente directa y el modelo puede
simularse utilizando cualquier herramienta de software que utilice el lenguaje Modelica.

Cédigo 1.1: Modelo de la Ec.(1.1) en Modelica

model Circuit
Real uR, iR, q, iC, uC, phi, uL, iL, uS, iS;
parameter Real R=1, C=1, L=1;

equation
uR - R * iR = 0;
der(q) - iC = 0;

q - C *uC = 0;
der(phi) - ul = 0;

phi - L * iL = 0;

uS - sin(time) = 0;
uL + uR + uC - uS = 0;
i, - iR = 0;

iCc - iL = 0;

iS - iR = 0;

end Circuit;

En particular, en este curso utilizaremos OpenModelica, una herramienta de cédigo abierto que tiene
un gran grado de desarrollo. Hay ademds herramientas comerciales como Dymola (la més eficiente y
desarrollada) y Wolfram SystemModeler, entre otras.

Mas adelante veremos que utilizando el lenguaje Modelica no sélo podremos describir los modelos en
forma de DAEs, sino también directamente a partir de sus componentes y estructuras brindando una
representacién textual o directamente grafica.
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1.7. Bibliografia Complementaria

En este capitulo presentamos sintéticamente varios temas, cuyas fuentes bibliograficas principales son
el libro de Peter Fritzson [Fril5] y un apunte anterior de la cétedra [Junl5]. Quienes quieran profundizar
sobre temas relacionados a la Teorfa de Sistemas pueden recurrir a libros dedicados al tema como [Sky05)
mientras que sobre Teoria de Modelado y Simulacién se puede recomendar el libro Theory of Modeling
and Simulation [ZMK18].

En este curso luego profundizaremos sobre otros temas (simulacién de sistemas continuos, técnicas
de modelado y técnicas de andlisis). Respecto al modelado, trabajaremos casi exclusivamente utilizando
primeros principios y en los capitulos posteriores profundizaremos al respecto. Quien quiera profundizar
sobre modelado por identificacion, la referencia bibliografica méas cldsica es sin dudas el libro de Ljung
System identification [Lju98].

1.8. Problemas Propuestos

[P1.1] Clasificacién de Modelos Matematicos

Dados los siguientes modelos mateméticos, clasificarlos segin sean (a) Estdticos o Dindmi-
cos. (b) Pardmetros Distribuidos o Concentrados. (c¢) Lineales o No Lineales. (d) Estacionarios o Inesta-
cionarios.

1. El modelo de la Ec.(1.1) suponiendo que v(t) es una entrada externa.

2. El modelo de la Ec.(1.1) suponiendo que v(t) = sin(t) no es una entrada externa, sino que es parte
del modelo.

3. El modelo de un péndulo dado por las EE/ES:

0(t) = wl(t)

w(t) = —=sin(6(t)) (P1.1a)
x(t) =1 cos(6(t))

y(t) =1 sin(0(t))

donde 6(t) y w(t) son la posicién y velocidad angular del péndulo, g es la aceleracién de la gravedad
y [ es la longitud del cable.

4. El modelo del calentamiento de una barra cilindrica de cobre debido a la circulacién de corriente
eléctrica, dado por la ecuacion:

OT (r,t) <82T(7’, t) N 1 9T(rt) N Pe(t)>

or? r or AV

= = (P1.1b)

donde T'(r,t) es la temperatura en el tiempo ¢ a una distancia r del centro de la barra, P.(t) es
la potencia eléctrica (entrada externa) que se disipa en la barra, mientras que o (coeficiente de
difusién), A (conductividad) y V' (volumen de la barra) son pardmetros constantes.

El modelo se completa con las condiciones de borde:

or(0,t) 0.0

or
0T (R,t (Pl.l(‘,)
% =k (T(R’ t)4 o Tr(t)4) — ko (T(Ra t) - Tr(t))

donde R es el radio de la barra, T,.(t) es la temperatura ambiente y los coeficientes k1 y ko son
constantes.
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5. El modelo de las Ecs.(P1.1b)—-(P1.1c) suponiendo ahora que k; = 0.

6. El modelo dado por la Ecuacién en Derivadas Parciales

Po(wy) | Pola.y)
0r? oy?

= p(z,y) (P1.1d)

que representa el potencial eléctrico en un espacio de dos dimensiones (x,y) y donde p(z,y) es la
densidad de carga (que no cambia con el tiempo).

[P1.2] Orden de Modelos Matematicos
Determinar el orden de los modelos matematicos dindamicos del Problema P1.1. En cada caso, ademas,
proponer un vector de estados minimal.

[P1.3] Orden de Modelos Matematicos 11
Determinar el orden de los siguientes modelos matematicos, proponiendo ademés en cada caso un
vector de estados minimal.

1. El modelo del circuito de La Fig.1.2, dado por la Ec.(P1.3a):

Cy e, (t) —ic, (t) =0 Ci1=— R (%
Co UCc, (t) —1Cy (t) =0
ur(t) — Rig(t) =0
ir(t) +ic, () +ic,(t) =0 (P1.3a) Figura 1.2: Circuito RC Paralelo
(t) =0
(t) =0

2. El modelo del péndulo de la Fig.1.3, dado por la Ec.(P1.3b).

z(t) —vg(t) =0
)

y(t) —vy(t) =0
m ’Um(t) + % (f) =0 (P1.3b)
m Uy (t) + yt) Fit)—mg=0

L
x(t)? +yt)> —L* =0

Figura 1.3: Péndulo

[P1.4] Relaciones Constitutivas y Estructurales

1. Clasificar las ecuaciones del modelo matematico de la Ec.(P1.3a) segiin sean constitutivas o estruc-
turales.

2. Repetir el punto anterior para el modelo de la Ec.(P1.3b).



Capitulo 2

Simulacion de Sistemas Continuos

En el Capitulo 1 mencionamos que una de las principales razones por las que se utilizan modelos
matematicos es por la posibilidad de experimentar sobre los mismos sin recurrir al sistema real. Estos
experimentos que se realizan sobre los modelos matematicos se denominan simulaciones y cuando los
modelos son de tiempo continuo y toman la forma de ecuaciones diferenciales, dichas simulaciones invo-
lucran distintas estrategias de aproximacion numérica ya que, en general, las ecuaciones diferenciales no
pueden resolverse de manera analitica.

Este capitulo, basado principalmente en el libro Continuous System Simulation [CKO06], tiene el ob-
jetivo de introducir de manera breve las bases de la integracién numérica de ecuaciones diferenciales
ordinarias y su uso en el contexto de la simulaciéon de sistemas de tiempo continuo.

2.1. Principios de la Integracién Numérica de ODEs

Consideremos a modo de ejemplo un sistema-masa—resorte—amortiguamiento muy simple como el de
la Figura 2.1, que puede representarse por el siguiente sistema de ecuaciones:

#1(t) = 22(t)

da(t) = %[—kxl(t) ~bas(t) + F(1)] 21)

donde la variable 1 (t) representa la posicién, xs(t) representa la velocidad y F(t) es la fuerza de entrada
aplicada al sistema. Los pardmetros son la masa m, el coeficiente de roce b y la constante del resorte k.

a:l(t), .fUQ(t)
—

k | F

Figura 2.1: Sistema Masa Resorte

Si queremos determinar como evolucionardn las distintas variables de este sistema a medida que
pasa el tiempo, deberemos resolver la Ecuacién (2.1). En este caso, por ejemplo, tomando pardmetros
m = b=k = 1, suponiendo que la entrada es constante F(t) = 1, y asumiendo que z1(0) = 22(0) = 0,
obtenemos la siguiente solucion:

3 3 3
x(t)=1- \/?_e_t/Q sin %t —e M2 cos £ﬁ
(2.2)
V12 s VB
x9(t) = Te 5 t
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para todo ¢ > 0. La grafica de esta solucién puede verse en la Figura 2.2

i
] S z1(1)
1.0
0.8
— ]
-~
S~— -
é\'ou
]
= ]
o4
& 4/
B /
|
0.2 ]
1/ z2(t)
0.0 - = =
-0.
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t

Figura 2.2: Solucién de la Ecuacién (2.1) del Sistema Masa Resorte

Si bien en este caso fue posible resolver de manera analitica la ecuacion diferencial y obtener asi la
evolucién de las variables en el tiempo, en general esto no sera posible. En presencia de no linealidades,
excepto casos muy simples y triviales, no es posible obtener una expresién analitica para la solucién de
una Ecuacién Diferencial Ordinaria.

En los casos lineales, atn siendo posible resolver las ecuaciones (usando la Transformada de Laplace,
por ejemplo), es muchas veces engorroso y poco practico debido a la complejidad de los cdlculos y de las
expresiones resultantes.

Por todos estos motivos, generalmente se recurre a ditintos métodos que bajo ciertas condiciones per-
miten obtener soluciones aproximadas, normalmente mediante el uso de computadoras. Estos algoritmos,
denominados métodos de integracion numérica para ecuaciones diferenciales ordinarias constituyen la
herramienta basica fundamental para la Simulacion de Sistemas Continuos.

En general, nos interesara obtener las trayectorias de un sistema de ecuaciones de la forma

.i'l = fl(xl,xg,...,xn,ul,--- ,um,t)
:.CQ = f2($17x25"'51‘n7u17"' ,Um,t)
Ty = fn(SClv:CQa-'-aznvulv"' ,um,t)

donde las z; son las variables de estado y w;(t) son las entradas. Este sistema de ecuaciones puede
reescribirse en forma vectorial como sigue:

x(t) = £(x(t), u(t),t)

donde definimos x(t) £ [z1, 22, ..., 20T, u(t) £ [ut, - ,um]T y £() 2 [f1, -+, fa] T

Para poder calcular una solucién numérica, serd necesario siempre conocer completamente el vector de
trayectorias de entrada u(t). Asumiendo entonces que este vector es conocido, no tiene sentido expresarlo
como una variable. Por este motivo, en la literatura sobre métodos de integracién numeérica se define

f(x(t),t) 2 f(x(t),u(t),t)

de manera que el efecto de las entradas queda contenido en la propia definicién de la funcién f.
En virtud de esto, el objetivo de los métodos de integraciéon numeérica serd encontrar una solucién
aproximada del sistema de ecuaciones diferenciales:

x(t) = £(x(t), ) (2.3)
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a partir de la condicién inicial conocida
X(fo) = X (24)

2.1.1. Meétodos de Euler

El método més sencillo para resolver la Ec.(2.3) fue propuesto por Leonhard Euler en 1768. Consiste
bésicamente en aproximar la derivada por el cociente incremental en la ecuacién mencionada:
t+h)—x(t
(1) ~ w ~ £(x(t), 1)
de donde despejamos
x(t+ h) = x(t) + h £(x(t),1)

Llamando entonces tj, = to+k h para k = 0,1,--- y definiendo x;, £ x(ty ), resulta la férmula de Forward
FEuler:
Xkl =Xk + h f(Xk, tk) (25)

El parametro h, que define la distancia entre dos instantes de tiempo donde calculamos la solucién, se
denomina paso de integracion. Mas adelante veremos que h podra ser constante o variable segtn el caso,
y estudiaremos formas de elegir su valor adecuado.

El algoritmo de Forward Euler es entonces trivial: dado xg y elegido un valor de h, hacemos k =0 y
utilizamos la férmula anterior para calcular x;. Luego, a partir de este valor de x; calculamos x5 y asi
sucesivamente.

El algoritmo terminard cuando lleguemos al paso en que t; = ¢y, donde el pardmetro t; se denomina
tiempo final de la simulacién. También veremos mas adelante como elegir el tiempo final.

Para el sistema masa resorte de la Ec.(2.1), el método de Forward Euler con paso h = 0.1 comenzaria
con los siguientes cdlculos:

Xo = 8:|:>f(X0,t0):|: 562:0 :|:>X1:X0+hf(X0,t0):|:0+0'1.0:|:|:0:|

o - 75 = 0.1 - C[0+01-01]
1= _0.1] = £, t1) = [1z1 —wy=1-0-0.1 0.9] =X =x1+hia,h) = {0.1+0.1.0.9] =

_[0.01

= |o.19

Esto es, de acuerdo al método de Forward Euler, x(t; = 0.1) 2~ [0 0.1]7 y x(¢2 = 0.2) ~ [0.01 0.19]7".

La Figura 2.3 muestra el resultado de continuar calculando la solucién de la Ec.(2.1) con este método
numérico usando un paso de integracion h = 0.1 y compara dicha solucién con la analitica.

Como bien puede apreciarse en la gréafica, la soluciéon numérica brindada por el método de Euler se
aproxima bastante a la solucion analitica. Mas adelante analizaremos las causas del error y como se puede
mejorar.

Otro método de integraciéon numérica muy conocido, inspirado en el anterior y que recibe el nombre
de Método de Backward Euler, reemplaza la férmula de la Ec.(2.5) por la siguiente:

Xk+1 = Xk + h f(XkJrl,tk) (26)

El método de Backward Euler tiene un pequeiio inconveniente: de acuerdo a la Ec.(2.6) para calcular
Xp+1 Necesitamos conocer Xp1.

Naturalmente, conociendo xj podemos resolver de alguna forma la Ec.(2.6) y obtener de alli el valor
de xj4+1. Por este motivo, se dice que el método de Backward Euler es un Método Implicito, ya que para
encontrar cada valor debemos resolver una ecuacion. En contraposicién, el método de Forward Euler
es un M¢étodo Ezplicito ya que cada valor de la solucién numérica queda determinado sin necesidad de
resolver ecuaciones algebraicas.

Cuando la funcién f es lineal, la resolucién de la ecuacién implicita (2.6) es muy sencilla (si bien
requiere invertir una matriz). Por el contrario, en el caso no lineal, en general necesitaremos utilizar algin
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1 (t)
z2(t)
7 8 9

Figura 2.3: Solucién de la Ecuacién (2.1) del Sistema Masa Resorte con Forward Euler (sélida) con h = 0.1 y

Solucién Analitica (punteada)

algoritmo iterativo que encuentre la solucién para cada instante de tiempo. Normalmente, se utiliza la

iteracion de Newton.

Por lo tanto, la implementacién practica del método de Backward Euler es mucho mas compleja y
computacionalmente costosa que la de Forward Euler. Mas adelante, veremos que ventajas traera que

haran que valga la pena su uso.

La Figura 2.4 muestra el resultado de calcular la solucién con Backward Euler usando un paso de
integracion h = 0.1 y compara dicha solucién con la analitica. Como puede observarse, no hay una
diferencia perceptible en cuanto a la precision si se compara con lo que obtuvimos usando Forward Euler.

z1(t)

Figura 2.4: Solucién de la Ecuacién (2.1) del Sistema Masa Resorte con Backward Euler (sélida) con h = 0.1y

Solucién Analitica (punteada)
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2.1.2. La Iteracién de Newton

Si queremos implementar de manera practica el método de Backward Euler para simular sistemas no
lineales, deberemos programar algin algoritmo que pueda despejar x;11y de la Ec.(2.6). El mas utilizado
para este propdsito, tanto para Backward Euler como para cualquier otro método implicito es la iteracién
de Newton.

Supongamos que tenemos una ecuacion algebraica

F(x)=0 (2.7)

y queremos encontrar una raiz de la misma, es decir, un valor del vector x que hace que dicha ecuacién se
cumpla. La iteracién de Newton brinda un procedimiento que, partiendo de un valor inicial x°, permite

obtener una sucesién de vectores x', x2,...,x", que bajo ciertas condiciones se aproxima cada vez més
a la solucién x. La iteracién esta dada por la férmula:
-1
OF
T =xl - [ = F(x)) (2.8)
0x |

En la préctica, las iteraciones se realizan hasta que la diferencia entre x'T! y x! se torna més pequefia
que cierta tolerancia pre-establecida.
Para el caso particular de Backward Euler, la Ec.(2.6) puede reescribirse como

Xk4+1 — Xk — h f(xk+1,tk) = F(XkJrl) =0 (29)

donde la incégnita es xx4+1 por lo que la iteracién resulta

—1
of
xﬁ:;ll =xhi — (Ih 7%l ) (Xhyr — %k — h £(xh 1, t0) (2.10)
Xp41

Sobre este procedimiento, valen los siguientes comentarios:

» Para que esta iteracién converja, es importante que la misma comience desde un punto inicial x/ 11
no muy lejano a la solucién. Por esto suele utilizarse xg 11 = Xk

= En cada iteracién debemos calcular la matriz Jacobiana % evaluada en x} ,, y luego invertir la

matriz (I — h %). Esto suele tener un costo computacional muy elevado, sobre todo cuando el
sistema es de orden alto.

= Para evitar este costo, se suele calcular la matriz Jacobiana sélo en la primer iteracion.

= Para las precisiones que se utilizan habitualmente en aplicaciones de ingenieria, el procedimiento
suele converger tras 4 o 5 iteraciones.

= Si el sistema fuera lineal, puede verse que la iteracién converge al valor exacto tras una sola iteracién.

2.1.3. Precisién de las Aproximaciones

La Figura 2.5 muestra el resultado de calcular la solucién del sistema Masa Resorte con distintos pasos
de integracién usando el método de Forward Euler. Como puede observarse,el error de la aproximacion
crece a medida que aumentamos el paso de integracién h.

Trataremos entonces de justificar tedricamente esta observacion.

Conocida la solucién analitica en un punto x(tx), podemos calcula la solucién analitica tras un paso
de integracién de valor h haciendo uso de la expansién en serie de Taylor en torno a t:

dx h? d2x h3 d3x
thar) = X(tk) + b —(t) + == —(tk) + = —(tx) + -~
X(tpt1) = x(tr) + dt(k)+2! dt2(k)+3! dtg(k)Jr
h? d2x h d3x

=x(tg) + h f(x(tk),ltk)JFE W( k) + e @(tk)Jp..

=x(tg) + h £(x(ty), tr) + o(h?)
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h =0.01

Figura 2.5: Solucién de la Ecuacién (2.1) del Sistema Masa Resorte con Forward Euler (sélida) para distintos
pasos de integracién y Solucién Analitica (punteada)

Como podemos ver en esta expresion, el método de Forward Fuler utiliza la expansion de Taylor sélo
hasta el término de h, ignorando los términos de h2, h3, etc. Dado que el método iguala la serie hasta el
término de h', se dice que es un algoritmo de primer orden.

El error que comete el método de Euler tras el primer paso es del orden de h2. Esto es, asumiendo
que se conoce la solucién analitica en ¢, el método de Euler cometers un error proporcional a h? en t; 1,
es decir, en un paso del algoritmo.

Este error (cometido tras un paso) se denomina Error Local por Truncamiento!, y en general aumen-
tard a medida que se aumente el paso de integracién. Este error siempre sera proporcional a h¥ 1 donde
N es el orden del método de integracion.

En realidad, salvo en el primer paso, no conoceremos el valor de la solucién analitica en tj. Por lo
tanto, en 41 habrda un error adicional ya que en cada caso estaremos partiendo de un valor inexacto
en tx. Por lo tanto, la diferencia que observamos entre la solucién analitica y la solucién numérica en un
instante arbitrario de tiempo no es el error local, sino lo que se denomina Error Global.

Puede demostrarse que el médximo valor que alcanza el error global tiene siempre un orden menos que
el error local. Esto es, en un método de orden N el error local es proporcional a AV *! mientras que el
méximo error global es proporcional a h™V.

En los métodos de Forward y Backward Euler, al ser ambos de primer orden, el maximo error global
resulta proporcional al paso h. Por lo tanto, si disminuimos 10000 veces el paso de integracion el error
maximo disminuird aproximadamente 10000 veces. Esto es, para realizar una simulacién 10000 veces mas
precisa necesitamos usar un paso 10000 veces mas chico, lo que implica realizar 10000 veces més calculos.

En un método de cuarto orden, en cambio, disminuir 10 veces el paso de integracién implica disminuir
10000 veces el error. Entonces, para realizar una simulaciéon 10000 veces més precisa con un método de
cuarto orden necesitamos usar un paso 10 veces mas chico, lo que sélo implica realizar 10 veces mas
célculos.

1Se habla de truncamiento ya que se puede pensar que el método trunca la serie de Taylor a partir de h2.
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Esta tltima observacién tiene una implicancia importante: cuando queremos simular con mucha pre-
cisién debemos necesariamente utilizar métodos de orden alto. De otra manera, estaremos obligados a
disminuir mucho el paso de integracién lo que implica realizar muchos pasos y por lo tanto muchos cédlcu-
los. Si bien como veremos mas adelante los métodos de orden mayor tienen mayor costo computacional
por paso, este costo se compensa al utilizar pasos mas largos obteniendo mejor precisién.

Si bien los errores de truncamiento son generalmente los mas importantes, hay aplicaciones en las que
no se pueden ignorar los Errores de Redondeo. Estos errores se deben a la representacién numérica con
un numero finito de bits en las computadoras.

Para evitar estos errores siempre se intenta trabajar con representaciones de punto flotante de 64 bits
(doble precisién), lo que permite en general despreciar los efectos del redondeo. De todas maneras, en
algunas aplicaciones que requieren gran precision se utilizan métodos de orden muy alto (para dindmica
de cuerpos celestes, por ejemplo) y los efectos del redondeo no pueden ignorarse por completo.

Una caracteristica interesante de los errores de redondeo es que, a diferencia de los errores por trunca-
miento, tienden a aumentar a medida que el paso de integracién disminuye. Una explicacién simplificada
de este fendmeno puede deducirse de observar que ocurre en la Férmula de Euler (2.5) al disminuir h.
Cuando sumamos en punto flotante un ntimero grande con uno muy pequeno, debido al redondeo, obte-
nemos nuevamente el nimero grande. Si repetimos indefinidamente la operacion, seguiremos por lo tanto
obteniendo siempre el primer nimero grande como resultado.

2.1.4. Estabilidad Numérica

Una pregunta que surge naturalmente tras analizar el error global de un método es si el mismo se
sigue acumulando indefinidamente o no a medida que avanza el tiempo de la simulacién. Observando
nuevamente la Figura 2.5, vemos que a medida que la solucién analitica se acerca a su valor final, la
soluciéon numérica tiende al mismo valor.

En otras palabras, en la Figura 2.5 vemos que la solucién numérica preserva la estabilidad y el punto
de equilibrio de la solucién analitica.

Ahora bien, jocurre esto para cualquier paso de integracién?. La Figura 2.6 muestra que ocurre si
seguimos aumentando el paso h.

Evidentemente no siempre se preserva la estabilidad. Para h = 1 perdemos la estabilidad asintética y
para h = 1.5 la solucién numérica es claramente inestable.

Veamos que ocurre si, en cambio, utilizamos el método de Backward Euler. La Figura 2.7 muestra
los resultados de este método implicito y como puede observarse, la estabilidad se preserva en todos los
€asos.

., Como podemos justificar tedricamente estos resultados?

Si aplicamos el método de Forward Euler a un sistema lineal y estacionario,

x(t) = A x(t) + B u(t) (2.11)

resulta,
Xpt1 =Xk +h (Axg+Bug) =1 +h A) xi,+h B ug

Es decir, la ecuacién en diferencias resultante tiene matriz de evolucién
Ag=({T+h A
Los autovalores Ay de A4 seran las soluciones de
det(Ag I — Ag) =det(\gq I —I—h A)=0
Si el determinante de una matriz es nulo, también lo es el determinante del producto por k!, por lo que,
det(h™* \g—1)T—A)=0
de donde resulta que los autovalores de Ay y los de A se relacionan segun:

At (Ag—1)= A
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Figura 2.6: Solucién de la Ecuacién (2.1) del Sistema Masa Resorte con Forward Euler (sélida) para distintos
pasos de integracién y Solucién Analitica (punteada)

de donde,
Ad=Ah+1 (2.12)

Es decir, los autovalores de la matriz del sistema discreto aproximado pueden calcularse directamente en
funcién de los autovalores del sistema continuo original.

Si aproximamos la solucién de un sistema estable, serd deseable que la aproximacién resulte también
estable. Para esto, debera cumplirse para todos los autovalores de A que

Ah4+1<1 (2.13)

lo que sélo ocurrird para valores pequenos de h. Esta condicién de estabilidad del método deberd cumplirse

siempre y es fundamental a la hora de elegir el paso de integracion.

El sistema masa resorte del ejemplo tiene autovalores A; 2 = —0.5 = j\/Tg. Puede verse entonces que

la condicién de estabilidad de la Ec. (2.13) se cumple sélo para h < 1, lo que corrobora los resultados de
la Fig.2.6.
Si aplicamos en cambio Backward Euler al sistema lineal y estacionario de la Ec.(2.11), resulta

Xk+1 = Xk + h (A Xp+1 + B uk+1) =
(I—hA) Xkl = Xk +h B ug4
Xk+1 = (I —h A)71 [Xk +h B uk+1]

de donde la ecuacién en diferencias resultante tiene matriz de evolucién
Ay = (I —h A)71
Los autovalores Ay de A4 seran las soluciones de

detA\g I — Ag) =detNg I — (I —h A)~H) =0
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"10 12 14 16 18 20

Figura 2.7: Solucién de la Ecuacién (2.1) del Sistema Masa Resorte con Backward Euler (sélida) para distintos
pasos de integracién y Solucién Analitica (punteada)

Si el determinante de una matriz es nulo, también lo es el determinante del producto por (1;7};;4) de
donde,
(I —h A) 1 1 1
— =det(/ (-———)—A4)=0
aa g TG s A

de donde resulta que los autovalores de Ay y los de A se relacionan segun:

det ()\d

1 1
o =
h hMX
o bien
N
CTINh
Por lo tanto, la condicién para que el resultado numérico sea estable es que
— <1 (2.14)
1—Xh '

Puede verse facilmente que cuando Re(\) < 0, la condicién se cumplird siempre. Esto es, al simular un
sistema estable con el método de Backward Euler, la solucién numérica siempre resultard estable (hecho
que corrobora lo observado en la Fig.2.7).

Esta propiedad de preservar la estabilidad numérica es la principal ventaja de Backward Euler sobre
Forward Euler. Méas adelante veremos que esta caracteristica serda imprescindible para poder simular
adecuadamente ciertos sistemas.

Entre tanto, una desventaja del algoritmo de Backward Euler es que para autovalores inestables
Re(A) > 0 puede resultar (si b es muy grande) |Ag| < 1 (estable). Es decir, la simulacién de un sistema
inestable puede resultar estable, lo cual es indeseado.

Por ejemplo, el sistema inestable

#(t) = x(t)
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tiene un autovalor A = 1. Por lo tanto, usando cualquier paso h > 2, vemos que la condicién de la
Ec.(2.14) se cumple lo que indica que la solucién numérica serd estable.

2.2. Meétodos Monopaso

Como mencionamos antes, los métodos de Forward y Backward FEuler que vimos hasta aqui realizan
s6lo aproximaciones de primer orden. Debido a esto, si se quiere obtener una buena precision en la
simulacién, se debe reducir excesivamente el paso de integracién lo que implica una cantidad de pasos y
de célculos en general inaceptable.

Para obtener aproximaciones de orden mayor, serda necesario utilizar mas de una evaluacién de la
funcién f(x,t) en cada paso. Cuando dichas evaluaciones se realizan de manera tal que para calcular
Xp+1 sOlo se utiliza el valor de xj, se dice que el algoritmo es monopaso. Por el contrario, cuando se
utilizan ademds valores anteriores de la solucién (x;—1, Xi—2, etc.), se dice que el algoritmo es multipaso.

Los métodos monopaso se suelen denominar también Métodos de Runge—Kutta, ya que el primero de
estos métodos de orden alto fue formulado por Runge y Kutta a finales del siglo XIX.

2.2.1. Meétodos Explicitos de Runge Kutta

Los métodos explicitos de Runge-Kutta realizan varias evaluaciones de la funcién f(x,t) en cercanias
del punto (xg,tx) y luego calculan xi41 realizando una suma pesada de dichas evaluaciones.

Uno de los algoritmos més simple es el denominado Método de Heun, inventado por Heun en el ano
1900. Dicho método utiliza la férmula

h
Xp4+1 = Xk + 5 (k1 + kg) (2.15)
donde

k1 = f(Xk, tk)

2.16
ko = f(xx + h ki, tx + h) (2.16)

Comparado con Euler, este método realiza una evaluacion adicional de la funcién f para calcular ks.
El beneficio que se obtiene es que el método de Heun realiza una aproximacién de segundo orden y resulta
mucho mas preciso que Euler.

Para el sistema masa resorte de la Ec.(2.1), el método de Heun con paso h = 0.1 comenzaria con los
siguientes célculos:

o=, _2_, ][]

175617:62

_[0+01-0] [0
X0+hk1_[0+0.1.1}_{0.1}:’

1-0-0.1 0.9

0+0.05-(0+0.1)] _ [0.005
0+0.05-(1+0.9)| ~ [0.095

1 1
kgf(x0+hk1,t0+h)[ 0 }[O }
h
X1 :XO+§ (k1+k2)|:

Otro método, uno de los més utilizados, es el de Runge-Kutta de orden 4 (RK4), desarrollado por
Runge y Kutta en 1895:

h
Xk+1:Xk+g (k1+2k2+2k3+k4)
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donde
k1 = f(Xk, tk)
k h
ky = f(x), + h El,tk +3)
k h
ks =f(xx +h 72,% + 5)

k4 :f(X}C + h ks, tg +h)

Este algoritmo, como vemos, utiliza cuatro evaluaciones de la funcién f en cada paso. En este caso, el
beneficio es que resulta una aproximacién de orden 4.

La Tabla 2.1 resume los resultados de simular el sistema Masa Resorte de la Ec.(2.1) con los métodos
de Euler, Heun y Runge-Kutta de orden 4. En cada caso, se reporta el maximo error obtenido en toda la
simulacién (esto es, el maximo error global). Puede notarse como en Euler el error disminuye linealmente
con el paso, mientras que en Heun lo hace de forma cuadratica y en RK4 lo hace con la cuarta potencia
del paso.

Paso Error Euler | Error Heun Error RK4
h=0.5 0.298 0.0406 48 x 1074
h=0.1 0.042 1.47x 1073 | 6.72 x 1077
h=0.05 0.0203 3.6x10"% | 4.14x 108
h=0.01 | 394%x1073 | 1.42x107° | 6.54 x 10~ 1!

Tabla 2.1: Médximo Error Cometido por los Métodos de Euler, Heun y RK4 para Distintos Pasos de Integraciéon
con el Sistema Masa Resorte de le Ec.(2.1)

Hay infinidad de métodos de Runge Kutta explicitos para diversos érdenes (incluyendo métodos de
6rdenes mayores a 10). De todas maneras, los de orden 1 a 5 son los mds utilizados en la préictica.

En lo referente a estabilidad, los métodos de RK tienen caracteristicas similares a las de Forward
Euler. Esto es, preservan la estabilidad para valores no muy grandes del paso de integracién h. Por lo
tanto, aunque la precisién sea buena, no podremos utilizar pasos muy grandes debido a los limites que
impone la estabilidad.

Por ejemplo, para el método de Heun, podemos analizar la estabilidad sobre un sistema escalar de
primer orden:

=\ x(t)

cuya solucién analitica serd estable si A < 0. Aplicando Heun, tenemos,
h
Tpt1 = T + §(k1 + ko)

h
= x5 + 5()\3% + A (zk + h Axy))

2312
=xr +h Az + 5 Tk
h2\2
=(1+h)\+ )xk
= Ad T

es decir, el autovalor discreto resulta Ay = 1+ h XA + ’Lz—v, y la condicién de estabilidad numérica es

entonces
242

2

[1+h A+ | <1

que se traduce en dos desigualdades:

1+hA+22 <1
THhA+22 >
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La primera desigualdad conduce a la condicién

2
h <= (2.17)
Al
y la segunda se cumple siempre que A < 0. En conclusién, para un autovalor real negativo, el método
de Heun dara un resultado estable cuando el paso sea suficientemente chico de manera que se cumpla la
Ec.(2.17). Este resultado es idéntico al de Forward Euler para autovalores reales negativos.

2.2.2. Métodos Monopaso Implicitos

Vimos que el método de Backward Euler era un algoritmo implicito cuya principal ventaja es preservar
la estabilidad de la solucién numérica para cualquier paso de integracién. Sin embargo, al igual que
Forward Euler, realiza s6lo una aproximacién de primer orden.

Hay diversos métodos implicitos monopaso de orden mayor que, al igual que Backward Euler, preservan
la estabilidad.

Uno de los mas utilizados es la Regla Trapezoidal, cuya definicién es la siguiente:

h
Xyl = X + B [f(xp, i) + £(Xpt1, thr1)] (2.18)

Este método implicito realiza una aproximacién de segundo orden y tiene la propiedad (al menos en
sistemas lineales y estacionarios) de que la solucién numérica es estable si y sélo si la solucién analitica
es estable.

Por este motivo, la regla trapezoidal se suele utilizar a menudo para simular eficazmente sistemas muy
oscilantes.

Si bien existen numerosos métodos implicitos monopaso, en la practica no son tan utilizados ya que
en general los métodos multipaso implicitos suelen ser mas eficientes.

2.2.3. Algoritmos de Control de Paso

Hasta aqui consideramos siempre el paso h como un parametro fijo que debe elegirse previo a la
simulacién. Sin embargo, en muchos casos es posible implementar algoritmos que cambien el paso de
integracion de forma automatica a medida que avanza la simulacién.

Los algoritmos de control de paso tienen por proposito mantener el error de simulacién acotado para
lo cual ajustan automéaticamente el paso en funcién del error estimado. La idea es muy simple, en cada
paso se hace lo siguiente:

1. Se da un paso con el método de integracion elegido calculando x;1 y cierto paso h.
2. Se estima el error cometido.

3. Si el error es mayor que la tolerancia, se disminuye el paso de integraciéon h y se recalcula xjy1
volviendo al punto 1.

4. Si el error es menor que la tolerancia, se acepta el valor de x4 calculado, se incrementa el paso h
y se vuelve al punto 1 para calcular xy42.

Si bien la idea es muy sencilla, de la descripcidon anterior surgen varias cuestiones:
= ;Como estimamos el error?

= ; Qué ley utilizamos para recalcular el paso de integracién h en cada caso?

= ; Qué valor de paso de integraciéon usamos inicialmente?

A continuacién analizaremos en detalle dichos interrogantes.
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Estima del Error

La estima del error de integracion se hace utilizando dos métodos de orden diferente. Dado xj,
calculamos, por ejemplo, xx41 usando un método de orden 4 y luego Xj41 con un método de orden 5.
Dado que un método de orden 5 es mucho mas preciso que uno de orden 4, podemos suponer que el error
en el método de orden 4 es directamente la diferencia entre ambos.

Para ahorrar célculos, se suelen buscar métodos que compartan evaluaciones comunes en las funciones,
de manera que para evaluar Xj41 puedan reutilizarse algunos de los célculos hechos para calcular xj1.

Por ejemplo, las siguientes férmulas calculan el método de Heun (2do orden) y un método de RK de
tercer orden:

kl - f(Xkatk)
kQ = f(Xk +h kl,tk + h)

h h h
ks =f -k -k —
3 (Xk+4 1+4 2,tk+2)

y luego
h
Xk4+1 = Tk + §(k1 + kg) (2.19)
- h
Xk+1 = Tk + g(kl + ko + 4k3) (2.20)
de donde puede estimarse el error como
- ki + ko — 2k3
€p41 N X1 — X1 = - 3

Este método se denominard RK23, ya que se trata de un algoritmo de Runge-Kutta de orden 2 con
estima de error de orden 3. Como puede observarse la Ec.(2.19) (Heun) y la Ec.(2.20) (RK3) comparten
las etapas de célculo de k; y ko, lo que ahorra bastante costo computacional.

Uno de los métodos maés utilizados en la practica es un RK45 denominado Runge—Kutta—Fehlberg, que
utiliza 6 evaluaciones de la funcién f para calcular dos soluciones, una de orden 4 y otra de orden 5.

Ajuste del Paso

Como vimos anteriormente, el error local que comete un método de orden N es proporcional a ANt
esto es,
err ~ ¢ KVt (2.21)

donde ¢ es una constante desconocida. Si usamos cierto paso h y obtenemos un error err, la pregunta es,
jque paso hg deberiamos usar para obtener un error tol, donde tol es la tolerancia de error que admitimos?
La respuesta a esta pregunta es lo que nos permitird ajustar el paso tanto para disminuirlo como para
aumentarlo.
Naturalmente, podemos escribir
tol =~ ¢ h)y Tt

Dividiendo miembro a miembro con la Ec.(2.21) resulta,

tol  hYT!
err  hNT1

de donde,
ho=nh (1501/67’7")N#+1

que nos brinda la férmula para ajustar el paso de acuerdo a la tolerancia admitida, al error estimado y
al paso utilizado. Esta tiltima ecuacién generalmente se modifica de manera tal que

ho = 0.8 h (tol/err) ¥ (2.22)



CAPITULO 2. SIMULACION DE SISTEMAS CONTINUOS 29

para asegurar que el paso utilizado no resulte demasiado cercano al limite tedrico de precisién y evitar

tener que recalcular pasos.
Si simulamos con esta idea el sistema masa resorte de la Ec.(2.1), utilizando el método de Runge—

Kutta—Fehlberg (RK45) que mencionamos antes, obtenemos el resultado que se muestra en la Fig.2.8.

Figura 2.8: Solucién de la Ecuacién (2.1) del Sistema Masa Resorte con Runge-Kutta—Fehlberg (sélida) con
tol = 0.001 y Solucién Analitica (punteada)

El error es inapreciable aunque las curvas difieren ya que la solucién numérica tiene muy pocos puntos
(hay sélo 25 pasos) y al graficar se perciben las rectas que unen los puntos sucesivos.

La Figura 2.9 muestra la variacién del paso de integracién. A medida que el sistema se acerca al punto
de equilibrio los pasos se hacen més grandes. Sin embargo, h no puede crecer demasiado debido a las
limitaciones de estabilidad del método.

Figura 2.9: Variacién del Paso de Integracién en la Solucién de la Fig.2.8

Algunos Parametros de los Algoritmos de Control de Paso

Los parametros que utilizan los algoritmos de control de paso son generalmente los siguientes:
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Tolerancia relativa: Es el error que se admite, expresado como fraccién de los valores de las variables.
Por ejemplo, cuando se propone una tolerancia relativa de 0.001 (un valor tipico), se estd imponiendo
que el error no debe superar el uno por mil del valor de la solucién.

Tolerancia absoluta: Cuando las variables toman valores muy cercanos a cero, la tolerancia relativa
impone un error demasiado pequeno que implicaria utilizar pasos exageradamente chicos. Por esto,
se establece este parametro adicional que es el minimo valor de tolerancia a utilizar.

Maximo paso de integracién: A veces, puede resultar que los dos métodos usados coincidan muy bien
en el valor calculado y el error estimado sea cercano a cero. De acuerdo a la férmula (2.22), en tal
caso el valor de h resultard muy grande. Por eso, se suele limitar el paso a un valor maximo.

Minimo paso de integracién: En ciertas ocasiones, es posible que no se pueda alcanzar la tolerancia
establecida sin utilizar pasos exageradamente pequenos. Esto traeria como consecuencia que se trabe
la simulacién ya que deberian realizarse un nimero demasiado grande de pasos. Por esto, se suele
limitar también por debajo el paso de integracién. Este paso minimo se suele también utilizar como
valor inicial del paso.

Intervalo de Interpolacién: Al utilizar control de paso, la solucién se calcula a intervalos irregulares
de tiempo. En muchas aplicaciones, es importante contar con la solucién calculada en determina-
dos instantes de tiempo generalmente equiespaciados. Para esto, se suelen utilizar algoritmos de
interpolacion que calculan la solucién en los instantes deseados.

2.3. Meétodos Multipaso

Los métodos monopaso obtienen aproximaciones de orden alto utilizando para esto varias evaluaciones
de la funciéon f en cada paso. Para evitar este costo computacional adicional, se han formulado diversos
algoritmos que, en lugar de evaluar repetidamente la funcién f en cada paso, utilizan los valores evaluados
en pasos anteriores.

Veremos a continuacién algunos de estos algoritmos.

2.3.1. Meétodos Multipaso Explicitos

Dentro de los métodos multipaso explicitos encontramos, entre los mas utilizados, a los métodos de
Adams—Bashforth (AB) y de Adams—Bashforth—-Moulton (ABM).
El método de AB de 2do orden, por ejemplo, estd dado por la férmula:

h
Xgp+1 = X + § (3fk - fk—l) (2.23)

donde definimos
fk é f(Xk, tk)

El método de AB de 4to orden, en tanto, es el que sigue:

Xg+1 = Xk + 2—}2 (55f;, — 59f), 1 + 37f,—2 — 9f_3) (2.24)

Como vemos, estos métodos requieren realizar una tnica evaluacién de la funcién f en cada paso.
El orden alto de aproximacion se logra utilizando la informacion de las evaluaciones anteriores de dicha
funcién.

Un problema de los métodos multipaso es el arranque. La expresion de la Ec.(2.23) sélo puede utilizarse
para calcular la solucién a partir de k = 2. Para el primer pasos no estéd definido el valor de x_; requerido
por la férmula. Similarmente, el algoritmo de AB4 de la Ec.(2.24) s6lo puede usarse a partir de k = 4
por la misma razdn.

Por este motivo, los primeros pasos de los métodos multipaso deben realizarse con algin método
monopaso de, al menos, el mismo orden de precisién. Por ejemplo, para el método de AB4 de la Ec.(2.24),
deberian darse los tres primeros pasos con Runge-Kutta de orden 4.



CAPITULO 2. SIMULACION DE SISTEMAS CONTINUOS 31

Veamos por ejemplo, el resultado de utilizar AB2 para simular el sistema masa resorte del ejemplo.
Usaremos como valores iniciales xg = [0 0] y x; = [0.005 0095], este tltimo calculado previamente con el
método de Heun. Luego,

X = [8} = f(xo,%0) = {1 fxxff :cz} B m

~ [0.005 [ w ] [0.095
X1 = [0.095} = Fiat) = {1 _— xg} - [ 0.9 ]

h 0.005 0.095 0 0.01925

Xz =x1+ 5B H—f)= [0.095] +0.05 <3 { 0.9 ] - M) = [ 0.18 ]
Otro problema de los métodos de Adams—Bashforth es que resultan estables sélo para valores muy pe-
quenos del paso de integracién. Esta caracteristica se mejora utilizando los métodos de Adams—Bashforth—

Moulton (ABM).
El método de ABM de tercer orden, por ejemplo, estd dado por la siguiente féormula

h

A 5(23&: — 16f, 1 + 5fx_2)
h

Xpy1 = Xk + E(5f,§’+1 + 8f), — fi_1)

donde £ | = f(af 1, tks1).
Este método, denominado predictor—corrector, tiene mejor estabilidad que AB3 a costa de utilizar una
evaluacién extra de la funcién f.

2.3.2. Métodos Multipaso Implicitos

Para obtener soluciones numéricas que preserven la estabilidad independientemente del paso de inte-
gracion, al igual que en los métodos monopaso, hay que recurrir a los métodos implicitos.

Los métodos implicitos més utilizados en la practica son los denominados Backward Difference For-
mulae (BDF), que son de tipo multipaso. Por ejemplo, el siguiente es el método de BDF de orden 3:

%Xk — 19—1ka1 + %kaz + 1—61 ~h-fi (2.25)
Este método tiene practicamente el mismo costo computacional que Backward Euler, ya que la ecuacion
a resolver es muy similar. Sin embargo, BDF3 es de tercer orden.

Existen métodos de BDF de hasta orden 8, si bien los més utilizados son los de orden 1 (Backward

Euler) hasta 5.

Xk+1 =

2.3.3. Control de Paso

En los métodos multipaso se puede también controlar el paso de integracién de manera similar a la de
los métodos monopaso. Sin embargo, las férmulas de los métodos multipaso son sélo véalidas asumiendo
paso constante (ya que usan valores anteriores de la solucién). Por lo tanto, para cambiar el paso en un
método multipaso hay que interpolar los ultimos valores de la solucién a intervalos regulares correspon-
dientes al nuevo paso de integracién. En consecuencia, cambiar el paso tiene un costo adicional en este
€aso.

Por este motivo, los algoritmos de control de paso en métodos multipaso s6lo cambian el paso cuando
el cambio de paso es suficientemente grande.

2.4. Algunos Casos Problematicos

Muchos sistemas dindmicos en la practica tienen modelos en sistemas de ecuaciones diferenciales que
resultan problematicos para los distintos métodos de integraciéon numérica.
Veremos a continuacién distintos casos que nos obligaran a utilizar ciertas técnicas particulares.
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2.4.1. Sistemas Stiff

Consideremos nuevamente el sistema masa resorte de la Ec.(2.1), pero ahora supongamos que el
coeficiente de rozamiento es b = 100.
Con este nuevo valor para el parametro, el sistema tiene matriz de evolucién

0 1
A‘[1 100}

cuyos autovalores son A1 &~ —0.01 y Ay &= —100.

La Figura 2.10 muestra la solucién analitica (sélo se grafica xo en este caso). En la curva de la
izquierda se ve la trayectoria completa, que se asemeja a una evolucién de primer orden (correspondiente
al autovalor lento A\; = —0.01. La curva de la derecha muestra en tanto el inicio de la trayectoria, que
también se asemeja a una evolucién de primer orden, pero mucho més rapida (correspondiente al autovalor

A2 ~ —100).

0.0001— ; T ; T ; T ; T ; T ; T ; T 7 0.0001— ; T ; T ; T ; T ; T ; T ; T ; T ; T
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10
t t

Figura 2.10: Solucién Analitica para z2 en el Sistema Masa Resorte con b = 100.

Evidentemente este sistema posee una dindmica lenta y una rapida. Los sistemas que tienen estas
caracteristicas se denominan sistemas stiff o rigidos. Como veremos, esto nos complicara a la hora de
simularlo.

Es claro que si queremos simular este sistema usando algin método de integracién, debemos hacerlo
hasta un tiempo final de al menos ¢y = 500. Ademads, si utilizamos el método de Euler, por ejemplo,
deberemos usar un paso de integracion h < 0.02 ya que de otra manera tendremos un resultado inestable
segtin la Ec.(2.13). Esto implicard que haremos al menos 500/0.2 = 25000 pasos para completar la
simulacién, lo que es absurdo dado lo simple del sistema.

La primer idea es entonces usar algin método de paso variable, como por ejemplo, el RK45 que vimos
antes. El resultado en este caso no es mucho mejor, ya que el método necesita 13604 pasos para completar
la simulacién. La Figura 2.11 muestra la evolucién del paso de integracién en dicha simulacién (se muestra
s6lo lo que ocurre hasta t = 10, luego sigue constante).

Aunque como puede verse en la solucién analitica a la izquierda de la Fig.2.10 la dindmica rapida
practicamente desaparece a partir de ¢ = 0.1, el método de RK45 nunca puede aumentar el paso de
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L o

Figura 2.11: Paso de Integracién h en la Simulacién de un Sistema Stiff con RK45.

integraciéon mucho maés alla de h =~ 0.04. La explicacién para esto es sencilla: debido al autovalor rapido
A2 = —100 con pasos de integracion mayores el método de RK4 se torna inestable por lo que el algoritmo
obtiene un error grande que lo obliga a disminuir nuevamente el paso.

Este efecto s6lo puede evitarse si usamos algoritmos que no se inestabilicen, esto es, si usamos alguno
de los métodos implicitos que presentamos.

Utilizando por ejemplo, un método implicito de RK de cuarto orden con control de error de orden 5,
con la misma tolerancia que en RK45 (0.001), la simulacién se completa en s6lo 33 pasos y se obtiene una
precisién idéntica a la anterior. La Fig.2.12 muestra la evolucion del paso de integracién en este caso. El
mismo esta sélo limitado por la precision y nunca por la estabilidad.

L

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Figura 2.12: Paso de Integracién h en la Simulacién de un Sistema Stiff con un método implicito monopaso.

Si bien una computadora moderna puede realizar 13000 pasos en un sistema sencillo en un tiempo
casi despreciable, en general los casos stiff son mucho mas severos que lo visto aqui. En el simple ejemplo
del masa resorte, si hubiéramos tenido b = 10000, RK45 necesitaria mas de 13 millones de pasos para
completar la simulacién.

En la préctica, es casi imposible simular sistemas stiff sin recurrir a algoritmos implicitos.
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2.4.2. Sistemas Marginalmente Estables

Muchos sistemas de la practica tienen nulo o escaso amortiguamiento. En tal caso, las soluciones
muestran oscilaciones sostenidas o bien que se amortiguan muy lentamente. Esta caracteristica puede
observarse en el ejemplo del sistema Masa Resorte haciendo b = 0 o tomando b muy pegeno.

Los sistemas con estas propiedades se denominan marginalmente estables y también revisten algunos
problemas para la simulacién numérica.

En el caso del sistema masa resorte con b = 0 tenemos un par de autovalores imaginarios puros
conjugados A1 2 = £7, por lo que las soluciones serdn periédicas.

La Figura 2.13 muestra la solucién analitica y el resultado de simular el sistema con Forward y
Backward Euler usando h = 0.1. Como puede observarse en la misma, la solucién numérica de Forward
Euler es inestable, mientras que la de Backward Euler es asintoticamente estable.

Figura 2.13: Sistema Masa Resorte con b = 0: Solucién analitica (sélida), Forward Euler (punteada) y Backward
Euler (linea discontinua).

Ninguna de las dos soluciones respeta la caracteristica marginalmente estable original por lo que los
resultados son cualitativamente incorrectos. Para obtener buenos resultados hay que utilizar métodos
denominados F-FEstables que preservan también la estabilidad marginal. Uno de estos métodos es la
Regla Trapezoidal que presentamos en la Ec.(2.18).

2.4.3. Sistemas con Discontinuidades

La siguiente ecuacién es un modelo muy simple de una pelotita que rebota contra el piso:
i(t) =v(t)

0(t) = — g — su(t) (k-x(t)+b-v(t))

1
m
donde
{o si 2(t) > 0
Sw =

1 en otro caso

En este modelo, estamos considerando que cuando x(t) > 0 la pelotita estd en el aire y responde a una
ecuacién de caida libre (s,, = 0). Cuando la pelotita entra en contacto con el piso, en cambio, sigue un
modelo masa-resorte—amortiguador, lo que produce el rebote.

En este caso, consideramos parametros m = 1, b =30, k = 1 x 105 y g = 9.81.
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Decidimos simular este sistema utilizando el método de RK4, durante 5 segundos, a partir de la
condicién inicial £(0) = 1, v(0) = 0. Esta situacién corresponde a soltar la pelotita desde 1 metro de
distancia del piso. Comenzamos a tener resultados decentes con un paso de integraciéon h = 0.002. En la
Fig 2.14 se muestran los resultados de la simulacién con pasos h = 0.002, h = 0.001 y A = 0.0005.

1.2

1 h=10.001 7

0.8

h = 0.0005

0.6~

-0.2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 .25
Tiempo

Figura 2.14: Simulaciéon con RK4 de la pelotita rebotando.

Evidentemente, no podemos confiar en los resultados de esta simulacién. La del paso méas pequeno
pareceria mas precisa, pero no hay manera de asegurarlo por el momento.

Mirando el comienzo de la simulacién, no hay error apreciable hasta el primer pique. Evidentemente,
el problema tiene que ver con la discontinuidad.

Veamos que ocurre en tanto si utilizamos un método de paso variable. En la Fig 2.15 se pueden
apreciar los resultados con RK23 utilizando las tolerancias relativas 1072, 10=* y 107°. De nuevo, los
resultados son desalentadores. Si bien algunos piques se resuelven bien (al menos el método hace lo mismo
con las tres tolerancias), en otros piques el error se torna inaceptable.

Tanto al usar paso fijo como al usar paso variable el problema tiene que ver con que se dieron pasos
que atravesaron la discontinuidad. Es decir, en ), tenfamos 2(t;) > 0y en ti11 resulté z(tx41) < 0. Como
la funcién f resulta discontinua entre tj y tx41, se produce un error muy grande.

La manera de corregir estos errores es evitando la situacién anterior. Para esto, si nos encontramos
con que z(tr+1) < 0 hay que volver atras y buscar el punto donde se produce la discontinuidad, esto es,
el valor de £ para el cual 2(f) = 0. Una vez detectado este punto (para lo cual puede ser necesario iterar),
se debe realizar un paso de valor h =t — t, (para llegar a dicho punto) y desde este nuevo punto reiniciar
la simulacién.

Los problemas de deteccién y tratamiento de discontinuidades son cruciales para simular correctamente
sistemas de electrénica de potencia. En estos sistemas, generalmente, las discontinuidades ocurren a
frecuencias muy grandes por lo que el uso de algoritmos eficientes para tratar con las discontinuides es
imprescindible.

2.5. Simulacién de DAEs

Como vimos en el Capitulo 1, lo primero que obtenemos durante el proceso de modelado por primeros
principios es un conjunto de relaciones constitutivas y estructurales que conforman un sistema de ecuacio-
nes diferenciales algebraicas que en su expresién general tendrén la forma de la Ec.(1.10). Recordando que



CAPITULO 2. SIMULACION DE SISTEMAS CONTINUOS 36

7" tol = 0.001

.25
Tiempo

Figura 2.15: Simulaciéon con RK23 de la pelotita rebotando.

para simular necesitamos conocer las trayectorias de entradas, esta ecuacién tomard la siguiente forma:

f(x(t),%(t),a(t), t) = 0. (2.26)

T T

Recordemos que X 2 [z1,...,7,]7 es el vector de estados y a = [a1,...,a,]T es el vector de variables
algebraicas.

Para poder simular un sistema como este utilizando alguno de los métodos numéricos que vimos,
deberfamos implementar una iteracién que a cada paso calcule el valor de %(t), para lo que se debera
despejar de la Ec.(2.26) no sélo dicho vector sino también el vector de variables algebraicas a(t) (es un
sistema de n + r ecuaciones). Esto podria hacerse con la iteracién de Newton.

Si ademéds el método de integracién a utilizar fuera implicito (como Backward Euler, por ejemplo)
deberiamos agregar otra iteraciéon de Newton por fuera para obtener xjy1. En definitiva, tendriamos un
algoritmo de simulacién del estilo

for k=0:N—-1do
. . . 0
Inicializar x;
repeat
.. . . O
Inicializar x;
repeat ‘
Calcular xfcill
o1 g1 .
until %} — % | < tol
I+1
E+1

until |x§£11 — x| < tol
end for

Calcular x

Esto es, tenemos tres iteraciones anidadas, una para avanzar el tiempo (for k), y dos iteraciones
de Newton en el interior, cada una con sus respectivos cédlculos de Jacobiano e inversién de la matriz
resultante. Por lo tanto, el costo asociado a este algoritmo podria ser prohibitivo si el tamano del problema
fuera muy grande.

Si bien en el capitulo siguiente veremos que en muchos casos podremos convertir la DAE en una ODE
simplificando notablemente el problema, hay otra solucién que puede seguirse.

De la férmula de Backward Euler de la Ec.(2.6), podemos reescribir

X1 = Xi + A (X1, t6) = x5 + h X
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y despejar
. Xk+1 — Xk
Xk+1 = 7h

y finalmente reemplazar en la DAE (2.26):

Xk+1 — Xk
f(Xk7f7ak7ﬁk) =0. (2.27)
En esta ultima ecuacién la incégnita es directamente xiy1, que puede calcularse en cada paso con la
iteracién de Newton sin necesidad de tener dos iteraciones anidadas.
Esta misma idea se puede utilizar con otros métodos implicitos (particularmente con los métodos de
BDF), y es una alternativa muy utilizada en la practica.

2.6. Implementacion de los Algoritmos en Software

Hay muchas herramientas de software que implementan los distintos métodos de integracién numéri-
ca. Hay ademds versiones de los algoritmos ya implementadas y disponibles en distintos lenguajes de
programacién (sobre todo en lenguaje C), incluyendo métodos de todo tipo: explicitos, implicitos, con
control de paso, para DAEs, etc. Entre los codigos abiertos disponibles mas populares que implementas
algoritmos de integracién numérica de paso variable se encuentran DOPRI (métodos explicitos de Run-
ge Kutta), DASSL (implicitos multipaso, para DAEs), y los CVODE, que incluyen métodos implicitos
(BDF) y explicitos (AM) multipaso. Estos cddigos se denominan solvers y son utilizados por diversas
herramientas de modelado y simulacion.

Pueden ademads implementarse facilmente los distintos algoritmos que vimos en este capitulo, sobre
todo los explicitos, ya que los métodos implicitos requieren implementar ademads la iteracion de Newton
que implica una dificultad extra. Por ejemplo, utilizando el lenguaje de Matlab u Octave, el Cédigo 2.1
implementa el método de Forward Euler.

Cédigo 2.1: Funcién de Matlab/Octave que implementa método de Forward Euler

function [t,x]=feuler(f,x0,h,t0,tf)
t=[t0:h:tf];
x=zeros (length(x0) ,length(t));
x(:,1)=x0;
for k=1:length(t)-1

x(:,k+1)=x(:,k)+h*f (x(:,k),t(k));

end

end

Notar que este algoritmo usa como entradas la funcién f que calcula la derivada del estado, la condicién
inicial xq, el paso de integracién h, el tiempo inicial o y el tiempo final de simulacién ¢¢. Como resultado,
brinda un vector fila ¢ con los instantes de tiempo donde se realizaron los pasos y una matriz x que
contiene en cada columna el valor de la solucién en el instante ;.

Si queremos simular utilizando este algoritmo un modelo Masa-Resorte como el de Ec.(2.1), deberemos
construir la funcién f(x,t) que calcula la derivada del estado x segin dicho modelo como se muestra en
el Cédigo 2.2.

Cédigo 2.2: Funcién de Matlab/Octave con el modelo de la Ec.(2.1)

function dx=masares(x,t)

m=1; b=1; k=1; Jparametros

F=1; Jentrada

der_x1=x(2);

der_x2=-k/m*x (1) -b/m*x(2)+F;

dx=[der_x1; der_x2]; Jvector de derivadas
end

Luego, podemos realizar la simulacién y graficar los resultados invocando el Cédigo 2.3.
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Cédigo 2.3: Comandos de Matlab/Octave para simular el modelo de la Ec.(2.1)

[t,x]=feuler (@masares,[0;0],0.1,0,10);
plot (t,x)

Matlab y Octave tienen también herramientas que resuelven ecuaciones algebraicas basadas en la
iteracién de Newton. Particularmente, el comando £solve permite resolver un problema de tipo F(z) = 0.
Utilizando este comando entonces, un método implicito como el de Backward Euler se puede implementar
de manera trivial usando el Cédigo 2.4:

Cédigo 2.4: Funcién de Matlab/Octave que implementa método de Backward Euler

function [t,x]=beuler(f,x0,h,t0,tf)
t=[t0:h:tf];
x=zeros (length(x0) ,length(t));
x(:,1)=x0;
for k=1:length(t)-1
F=0(z) (z-x(:,k)-h*f(z,t(k))); Jfuncion que debe ser 0
x(:,k+1)=fsolve(F,x(:,k));
end
end

Ademsds, tanto Matlab como Octave tienen implementados distintos métodos numéricos de paso varia-
ble, incluyendo ode23 y ode45 (métodos explicitos de Runge-Kutta) y ode15s que es un método multipaso
implicito similar a los algoritmos de BDF. En Octave también hay una implementacién de DASSL que
permite simular directamente DAEs.

Las herramientas de modelado y simulacién basadas en Modelica, como Dymola, Wolfram System-
Modeler y OpenModelica, cuentan con una amplia variedad de solvers y tienen ademas la ventaja de
que realizan un preproceso sobre las ecuaciones (veremos parte de ellas en el Capitulo 3) de manera que,
particularmente en las DAEs, los modelos se pueden escribir de manera mas sencillas y las simulaciones
resultan mas eficientes.

2.7. Bibliografia Complementaria

Los contenidos de este apunte estan principalmente basados en las notas de clases de la materia de
doctorado Simulacidn de Sistemas Continuos [Kof06], que a su vez estdn basadas principalmente en el
libro [CKO06] (disponible en la biblioteca de la Facultad y de la Escuela de Ingenieria Electrénica).

Por otro lado, los libros [HNWO0O0] y [HW91] son referencia obligada en la disciplina para quienes
tengan interés en las propiedades mas matematicas de los algoritmos.

Finalmente, una coleccién muy importante de algoritmos y programas para implementar diversos
métodos numéricos (no sélo para ecuaciones diferenciales, sino para problemas més generales) puede
encontrarse en el libro cldsico [PTVF07].

2.8. Problemas Propuestos

[P2.1] Forward y Backward Euler
Dada la Ecuacién Diferencial Ordinaria

z(t) = -3 z(t)+3 (P2.1a)
con condicién inicial z(0) = 0, se pide,
1. Obtener y graficar la solucién analitica.

2. Resolverla mediante el método de Forward Euler utilizando pasos h = 0.1 y h = 1. (Calcular los 5
primeros valores en cada caso).

3. Resolverla ahora mediante Backward Euler utilizando los mismos pasos que en el punto anterior.
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4. Comparar el error cometido tras el primer paso de integracion utilizando los dos valores de h en
cada método. Explicar los resultados.

5. Analizar la estabilidad numérica de las soluciones obtenidas con ambos valores de h y con ambos
métodos.

[P2.2] Método de Heun
Utilizando el Método de Heun, definido en las Ecs.(2.15)—(2.16), se pide

1. Resolver la Ec.(P2.1a) a partir de la condicién inicial 2(0) = 0 utilizando pasos h = 0.1 y h = 1.
(Calcular los 5 primeros valores en cada caso).

2. Comparar el error cometido tras el primer paso de integracién utilizando los dos valores de h.
Explicar las diferencias o coincidencias con los métodos de Euler del Problema P2.1.

3. Analizar la estabilidad numérica con ambos valores de h y comparar con lo que se obtiene usando
Forward y Backward Euler.

4. Programar en Octave o Matlab una funcién que implemente este método, similar a la del Cédigo 2.1
y verificar los resultados obtenidos en los puntos 1 y 3.

[P2.3] Regla del Punto Medio
La Regla del Punto Medio es un método de integracion de segundo orden, que tiene versiones implicitas
y explicitas. Una versiéon de este método aplicada al sistema

x(t) = f(x(t),t) (P2.3a)
tiene la siguiente definicion:
ky = f(xg, tx)
ko = f(xi + g ki, tx + g) (P2.3b)

Xp+1 = Xk + h ko
Se pide entonces
1. Clasificar este método segin sea

a) Implicito/Explicito
b) Monopaso/Multipaso

2. Utilizando este método con un paso h = 0.1, obtener la solucién hasta t; = 0.5 del sistema de la
Ec.(P2.1a) a partir de la condicién inicial 2(0) = 0.

3. Determinar para que valores del paso de integracién h la solucién numérica del ejemplo de la
Ec.(P2.1a) resulta estable.

4. Programar en Octave o Matlab una funcién que implemente este método, similar a la del Cédigo 2.1
y verificar los resultados obtenidos en los puntos anteriores.

[P2.4] Regla Trapezoidal
Repetir el Problema P2.3 utilizando la Regla Trapezoidal, dada por la Ec.(2.18), en lugar de la Regla
del Punto Medio.

[P2.5] Método de Adams-Bashforth 3
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Dado el sistema de la Ec.(P2.3a), el método de AB3 lo aproxima con la férmula

h
Xk+1 = Tk + B (23 f(Xk,tk) — 16 f(kal,tkfl) +5 f(kaz, tkfg)) (P2.5a)

Se pide entonces
1. Clasificar este método segin sea
a) Implicito/Explicito
b) Monopaso/Multipaso

2. Dado el sistema
i(t) = —2 2(t) + 4 (P2.5b)
con la condicién inicial z(0) = 0, se pide

a) Obtener la solucién numérica con el método de AB3 hasta ¢y = 0.6 con un paso h = 0.2. Si
necesita condiciones iniciales adicionales, utilice la solucién analitica:

z(t)=2-(1—e 2%

b) Comparar la solucién numérica y la analitica.

c¢) Obtener la solucién numérica con el método de AB3 hasta ty = 0.06 con un paso h = 0.02. Si
necesita condiciones iniciales adicionales, utilice nuevamente la solucién analitica.

d) Comparar los errores cometidos tras el primer paso con los dos pasos de integracién y concluya
sobre el orden del método.



Capitulo 3

Causalizacion de Sistemas de DAEs

En el Capitulo 1 vimos que las Ecuaciones Diferenciales Algebraicas son la forma maés simple en la que
se puede obtener un modelo matematico. Sin embargo, este tipo de representacién no es la mas adecuada
para simular porque en cada paso de integracién debemos resolver un sistema de ecuaciones algebraicas
que puede tener gran tamano. Tampoco es la mas adecuada para realizar anélisis de propiedades, porque
para esto necesitamos que el sistema esté en su forma de Ecuaciones de Estado o en forma de Funcién
Transferencia si fuera lineal y quisiéramos analizar la respuesta en frecuencia.

En este capitulo, que esta basado principalmente en el Capitulo 7 del libro Continuous System Simu-
lation [CKO6], vamos a ver versiones simplificadas de los procedimientos que permiten en ciertos casos
transformar sistemas de Ecuaciones Diferenciales Algebraicas en sistemas de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias y en otros casos permiten al menos reducir el nimero de variables que intervienen en las
iteraciones para calcular la derivada del vector de estados x(¢).

Estos procedimientos constituyen una parte esencial de los compiladores de los lenguajes de modelado
como Modelica.

3.1. Ordenamiento y Causalizaciéon de Ecuaciones

3.1.1. Modelos Implicitos y Explicitos

Consideremos nuevamente el circuito RLC del Capitulo 1, con el sistema de DAEs que definen sus
relaciones constitutivas y estructurales, donde v(¢) representa una funcién del tiempo conocida.

R L

ugp(t) — Rir(t)=0 (3.1a)
i) —ic®)=0  (3.1b)

qt) —Cuc(t) =0 (3.1¢) v(®) i) ¢
o) —ur(t) =0 (3.1d)

¢(t) = Lir(t) =0 (3.1¢) Figura 3.1: Circuito RLC Serie

ug(t) —v(t) =0 (3.11)
ur(t) +ugr(t) +uc(t) —us(t) =0 (3.1g)
ir(t) —ip(t)=0  (3.1h)
ic(t) —in(t) =0 (3.1i)
is(t) —ir(t) =0 (3.1j)

Si quisiéramos simular este sistema utilizando el método de Forward Euler sin realizar ningin tipo
de transformacién sobre el sistema de DAESs, tendriamos que implementar un algoritmo iterativo que sea
capaz de despejar las derivadas de los estados (y las variables algebraicas) de la Ec.(3.1), lo que constituye

41



CAPITULO 3. CAUSALIZACION DE SISTEMAS DE DAES 42

un sistema de 10 ecuaciones con 10 incégnitas. Esto ademds deberia realizarse cada vez que queremos
obtener el valor de dichas derivadas (una vez en cada paso si usamos Forward Euler).
El Cédigo 3.1 contiene dos funciones de Matlab/Octave que brindan una manera de realizar esto:

Cédigo 3.1: Funciones de Matlab/Octave con el modelo de la Ec.(3.1)

function dx=circuit_ode(x,t)
F = @(z) circuit_dae(x,z(1:2),z(3:10),t);
z0=zeros (10,1) ;
z=fsolve(F,z0);
dx=z(1:2);
end

function res=circuit_dae(x,dx,a,t)
R=1; C=1; L =1; /parametros
g=x(1); phi=x(2); Jestados
der_q=dx(1); der_phi=dx(2); /derivadas de estados
uR=a(1); iR=a(2); iC=a(3); uC=a(4); uL=a(5); ilL=a(6); uS=a(7); iS=a(8);
res=zeros(10,1); /residuo (debera ser cero)
res(1) = uR - R * iR;
res(2) = der_q - iC;
res(3) = q - C * uC;
res(4) = der_phi - uL;
res(5) = phi - L * iL;
res(6) = uS - sin(t);
res(7) = ulL + uR + uC - uS;
res(8) = il - iR;
res(9) = iC - iL;
res(10) = iS - iR;
end

La funcién circuit_dae calcula el lado izquierdo de las ecuaciones diferenciales algebraicas, es decir,
las expresiones que deben ser nulas. Estas expresiones dan como resultado un residuo res. Esta funcién
es utilizada por la funcién circuit_ode que calcula la derivada del estado de manera que efectivamente
dicho residuo sea cero. Esto ultimo lo hace utilizando la funcién fzero que calcula las raices de una
ecuacion algebraica.

Podemos entonces simular esta DAE directamente utilizando el método de Forward Euler del Cédi-
go 2.1 invocando

Cédigo 3.2: Comando de Matlab/Octave para simular la Ec.(3.1)

[t,x]=feuler (@circuit_ode, [0;0],0.1,0,10);
plot (t,x)

Si bien esto funciona, es extremadamente costoso desde el punto de vista computacional. Nuestro
objetivo entonces serd transformar este sistema de DAEs en algo equivalente al sistema de Ecuaciones de
Estado dado por

it = 1 o)
1

Bty =~ alt) ~ 7 6(t) +v(t),

(3.2)

es decir, buscaremos tener expresiones explicitas para las derivadas de los estados en funcién de los propios
estados y de las entradas.
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Una opcién para obtener expresiones explicitas estd dada por el siguiente sistema de ecuaciones

q(t)
uc(t) = Nel (3.3a)

: o(t
ir(t) == % (3.3b)
ug(t) :=v(t) (3.3¢)
ir(t) :==iL(t) (3.3d)
ic(t) =i (%) (3.3¢)
is(t) :==ig(t) (3.31)
un(t) = R in(t) (3.32)
ur(t) = ug(t) —ur(t) —uc(t) (3.3h)
i(t) = ic(t) (330
o(t) = ur(t) (3.3i)

donde el simbolo := indica una asignacidn (no una igualdad). Puede verse ficilmente que la secuencia de
asignaciones dada por las Ecs.(3.3a)-(3.3)) tiene las siguientes propiedades:

= En el lado izquierdo de cada asignacion se calcula una variable que no fue calculada previamente.

= En el lado derecho de cada asignacion se utilizan estados o bien variables algebraicas que ya fueron
calculadas previamente.

Esto implica que la secuencia de asignaciones se puede programar en cualquier lenguaje de programacion
de manera muy simple y conduce a un cédigo que permite evaluar efectivamente las derivadas de los
estados en funcién de los estados y las entradas como en la Ec.(3.2). De hecho, si utilizamos Matlab u
Octave, podemos traducir la secuencia de asignaciones en la siguiente funcion:

Cédigo 3.3: Funcién de Matlab/Octave con el modelo de la Ec.(3.3)

function dx=circuit(x,t)
g=x(1); phi=x(2); Jestados
R=1; L=1; C=1; Jparametros
v=sin(t); Jentrada
uC=q/c;
iL=phi/L;
uS=v;
iR=iL;
iC=iL;
iS=1iR;
uR=R*iR;
uL=uS-uR-uC;
der_q=iC;
der_phi=uL;
dx=[der_q; der_phil; Jwvector de derivadas
end

Esta funcién puede utilizarse junto con el método de Forward Euler del Cédigo 2.1 para simular el
sistema, y puede verse que es equivalente a la funciéon que obtendriamos si implementamos directamente
el c6digo a partir del modelo en Ecuaciones de Estado dado por la Ec.(3.2):

Cédigo 3.4: Funcién de Matlab/Octave con el modelo de la Ec.(3.2)

function dx=circuit2(x,t)
g=x(1); phi=x(2); ZJestados
R=1; L=1; C=1; Jparametros
v=sin(t); Jentrada
der_qg=phi/L;
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der_phi=-q/C-R/L*phi+v;
dx=[der_q; der_phil; Jvector de derivadas
end

Estos modelos explicitos son muchisimo maés eficientes que el del Cédigo 3.1 ya que no involucran
iteraciones para resolver los sistemas de ecuaciones.

El pasaje de la Ec.(3.1) a la Ec.(3.3) implica ordenar las ecuaciones horizontalmente (para decidir
qué variable se despeja de cada ecuacién) y verticalmente (para decidir en qué orden se realizan las
asignaciones). Veremos entonces un procedimiento que, en muchos casos, permite resolver este problema
de ordenamiento causalizando un sistema de DAEs y convirtiéndolo en una secuencia de asignaciones que
equivale a un sistema de Ecuaciones de Estado.

3.1.2. Algoritmo de Ordenamiento Horizontal y Vertical

En un caso general, tendremos un sistema de ecuaciones diferenciales algebraicas de la forma:

filxi(t), .. zn(t), 21(t), ..., Zn(t),a1(t), ..., ar(t),v1(t), ..., om(t), ) =0

Fo(@1 (), (), 51 (1), s (£)s a1 (D), -y (), 01 (E), - o (£),1) = O
(3.4)

frar(@1(t)y oy xn(8),21(8), ..., Zn(t),a1(t), ..., ar(t),v1(t), ..., 0m(t), ) =0

donde las variables z; serdn (en principio) los estados, las a; son variables algebraicas y las entradas v;
se asumen conocidas.

El objetivo serd entonces ordenar tanto vertical como horizontalmente estas ecuaciones de manera de
poder calcular las derivadas de los estados @;. Para esto, tomaremos en cuenta lo siguiente:

= Tendremos un sistema de n + r ecuaciones y n + r incégnitas.
= Las incognitas son las n derivadas de los estados y las r variables algebraicas desconocidas.
El algoritmo que utilizaremos se basara en las siguientes reglas:

Regla 1 Siuna ecuacién (E;) contiene una 4nica incégnita u; (que puede ser una derivada o una variable
algebraica), entonces:

» u; debe despejarse de (E;) (ordenamiento horizontal). Esto debe ser asi porque, de lo contrario,
no podriamos utilizar dicha ecuacién para otra cosa.

= La ecuacién (F;) despejada debe colocarse al principio (ordenamiento wertical). Esto puede
hacerse asi, ya que esta ecuacién no necesita que ninguna otra incoégnita se calcule previamente.

Regla 2 Si una incdgnita u; aparece en una unica ecuacién (E;), entonces:

» u; debe despejarse de (E;) (ordenamiento horizontal). Esto debe ser asi porque no hay otra
ecuacién para calcular u;.

= La ecuacién (F;) despejada debe colocarse al final (ordenamiento vertical). Esto puede hacerse
asi ya que la incégnita u; no serd necesaria en ninguna otra ecuacion.

Cada vez que apliquemos una de estas reglas, la incégnita que despejamos dejarda de ser considerada
incégnita y la ecuacién utilizada se removerd del sistema. De esta manera, si todo funciona bien (luego
veremos que esto no serd siempre asi), tras n + r iteraciones del algoritmo tendriamos nuestro sistema
ordenado tanto vertical como horizontalmente.

Si aplicamos entonces este procedimiento sobre el modelo del circuito dado por el sistema de DAEs
de la Ec.(3.1), en el primer paso encontramos que podemos aplicar la Regla 1 a la tercer ecuacién, ya que
esta contiene una tnica incégnita (uc(t)) que deberemos despejar de la misma y colocar arriba de todo.
Colocamos entonces a la derecha las ecuaciones causalizadas.
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ur(t) — Rig(t) =0 uc(t) = ~5
q(t) —ic(t) =0
[a(t) — C uc(®) = 0]
H(t) —ur(t) =0
¢(t) — L ip(t) =0
ug(t) —v(t) =0
uL(t) + ’LLR(t) + uc(t) — us(t) =0
in(t) —ir(t) =0
ic(t) —in(t) =0
is(t) —ir(t) =0

A partir de este punto, uc deja de ser una incdgnita (y no la representamos mds en negritas) remo-
viendo ademés la ecuacién correspondiente del sistema de DAEs.

En el siguiente paso, vemos que la incégnita ¢(t) sélo aparece en la cuarta ecuacién y podemos por
lo tanto aplicar la Regla 2, tras lo cual colocamos la ecuacién despejada al final.

0]
ur(t) — Rir(t) =0 uc(t) = =5

q(t) —ic(t) =0
P(t) —ur(t) =0
¢(t) — Lir(t) =0
ug(t) —v(t) =0
ur(t) + ur(t) +uc(t) —ug(t) =0
in(t) — in(t) = 0
’ic(t) — ’iL(t) =0

is(t) — in(t) = 0 ()= up (1)

Tras eliminar la ecuacién anterior, al avanzar a la ecuacién siguiente vemos que la misma contiene
una tunica incégnita y podemos entonces aplicar la Regla 1.
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. _qt)
ugr(t) — Rig(t) =0 uc(t) = =5
q(t) —ic(t) =0 o)
¢ ’LL(t).— T
\ o(t) — L ir(t) = 0‘
ug(t) —v(t) =0
ur(t) + ugr(t) + uc(t) —us(t) =0
ir(t) —ir(t) =0
ic(t) —ip(t) =0
is® ~in(t) =0 b(0y= s (1)

La siguiente ecuacién también contiene una tinica incégnita (ug), por lo que aplicamos nuevamente

la Regla 1.

()
ur(t) — Rir(t) =0 uc(t) = =5
q(t) —ic(t) =0 N 0)
¢ ’LL(t).— T
ug(t):=v(t)
| us(t) —v(t) = 0]
ur(t) +ur(t) +uc(t) —us(t) =0
ir(t) —ir(t) =0
ic(t) —ir(t) =0
s~ in(t) =0 b(0y= s (1)

Luego de este paso, podemos ver por ejemplo que ¢ aparece s6lo en la segunda ecuacién y aplicar la
Regla 2.

t

ugr(t) — Rig(t) =0 uc(t) == %
4 —ic® =0] in(t):= %
us(t):=v(t)

ur(t) + ur(t) +uc(t) —us(t) =0
’L'L(ﬁ) — ’iR(t) =0
ic(t) —ip(t) =0 i(8):=ic(t)
is(t) —ir(t) =0 d’)(t):: wr ()
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Continuando con este procedimiento, tras cinco pasos maés, llegamos finalmente al sistema de la
Ec.(3.3) que contiene todas las ecuaciones ordenadas horizontal y verticalmente y que, como vimos,
resulta equivalente a un sistema de Ecuaciones de Estado.

Las ecuaciones ordenadas de la Ec.(3.3) pueden utilizarse tanto para simular un sistema utilizando
una funcién como la del Cédigo 3.3 como para obtener las Ecuaciones de Estado de manera sistemética.
Esto es 1til para luego realizar andlisis sobre el modelo, utilizando las EE o la Funcién Transferencia
(asumiendo que el sistema es lineal) que se puede obtener directamente de las EE.

Dado que en cada paso del algoritmo ordenamos una ecuacién, en un caso genérico como el de la
Ec.(3.4) el procedimiento finalizard tras n+r pasos. Tanto para acelerar el proceso de causalizacién como
para generar un cédigo mas corto y eficiente para evaluar las derivadas del estado, se suelen eliminar las
ecuaciones triviales del modelo, eliminando también las correspondientes variables algebraicas.

3.1.3. Eliminacién de Ecuaciones Triviales

Las ecuaciones triviales son las que tienen la forma a; — a; = 0 (o sea, a; = a;) y en tal caso se dice
que las variables algebraicas a; y a; son alias y se puede eliminar una de ellas. En la Ec.(3.1) podriamos
eliminar las dltimas tres ecuaciones que son triviales reemplazando las corrientes por una tnica corriente
(i1, por ejemplo), lo que reducirfa de 8 a 5 el nimero de variables algebraicas.

ugr(t) — Rir(t)=0

q(t) —ir(t) =0

q(t) = Cuc(t)=0

$(t) —ur(t) =0

o(t) — Lir(t)=0

us(t) —v(t) =0

ur(t) + ur(t) + uc(t) —us(t) =0

En realidad, es posible también eliminar i;, y uz ya que ambas son iguales a dos derivadas de los estados
(podemos tratar las derivadas de los estados como variables algebraicas, pero que no se pueden eliminar).
En tal caso, el sistema se reduce a

ur(t) — R ¢(t) =0 (3.6a)

q(t) = C uc(t) =0 (3.6b)

¢(t) — L 4(t) =0 (3.6¢)

ug(t) —v(t) =0 (3.6d)

H1) + ur(t) + uc(t) — us(t) = 0 (3.60)

que solo contiene tres variables algebraicas.

3.1.4. Obtencién de las Ecuaciones de Estado

Una vez ordenado horizontal y verticalmente un sistema de DAEs, la obtencién de las ecuaciones de
estado es directa. Se puede directamente comenzar desde la primera ecuacion del sistema ordenado e ir
reemplazando las variables algebraicas por sus expresiones en funcién de los estados.

Por ejemplo, si usamos el algoritmo de causalizacién en el sistema reducido (sin ecuaciones triviales)
de la Ec.(3.6), obtenemos el siguiente sistema ordenado:
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uc(t) = 1 (3.72)

i) = 40 (3.7h)
ug(t) :=v(t) (3.7¢)
ur(t) := R ¢(t) (3.7d)

d(t) :== us(t) — ur(t) — uc(t) (3.7¢)

y podemos proceder como sigue:
uc(t) := % (estd bien porque ¢(t) es estado)
(1)

(estd bien porque ¢(t) es estado)

ug(t) :=v(t) (estd bien porque v(t) es entrada)

o(t)
R A (

ug(t) := R ¢(t) = usamos la 2da ecuacién para reemplazar (t))

us(t) —ur(t) —uc(t) =v(t) — R @ - %

©--

~
~

N

donde en el ultimo paso usamos la primera, la tercera y la cuarta ecuacién para reemplazar las variables
algebraicas en funcién de los estados. Luego, las EE son:

it = 29
o(t) =v(t) - R @7%

3.2. Lazos Algebraicos

3.2.1. Ejemplo Introductorio

En el ejemplo de la Ec.(3.1) el algoritmo de causalizacién funcioné muy bien y permitié obtener un
modelo explicito. La pregunta es ;funcionara siempre?.

Veamos ahora en la Figura 3.2 otro circuito, en principio mds simple que el anterior, junto al sistema
de DAEs que definen sus relaciones constitutivas y estructurales.

UR, (t) - R1 iRl (t) =0 (38&) R1 R2
UR, (t) - R2 iRQ (t) =0 (38b)
¢(t) —uL(t) =0 (3.8¢) . o
6(t) — Lin(t) = 0 (3.8) Figura 3.2: Circuito RL Paralelo
iL(t) +ig, (1) +ig,(t) =0 (3.8¢)
UR, (t) — UR, (t) =0 (38f)
) —un () =0 (3.8g)

Este sistema de ecuaciones diferenciales algebraicas tiene, en principio, una variable de estado (¢)
y 6 variables algebraicas (tensiones y corrientes en cada elemento) lo que constituye un sistema de 7
ecuaciones con 7 incégnitas (recordando que una de las incégnitas es la derivada del estado ¢).
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Veamos entonces qué sucede al utilizar el procedimiento de ordenamiento que vimos anteriormente.
Para esto, comenzaremos eliminando las ecuaciones triviales (las dltimas dos) y las variables algebraicas
correspondientes (ug, y ug,). Luego, observando que la derivada qﬁ aparece en una unica ecuacion,
podemos aplicar la Regla 2:

ur(t) — Ry g, (t) =0
ur(t) — Ry ig, (t) =0
$(t) —ur(t) =0

¢(t) — L ig(t) =0
i (t) + iR, (t) + iR, (1) =0 d(t) == uy(t)

La ecuacién siguiente tiene sélo una incégnita (i), por lo que podemos aplicar ahora la Regla 1.

ur(t) — Riig, (t) =0 ip(t):= @
ur(t) — Ry ig, (t) =0 L
[6(t) — Lir(t) = 0|
i (t) + iR, (t) +iR,(t) =0 H(t) :=ur(t)

Tras este segundo paso, no podemos aplicar ninguna de las reglas ya que todas las ecuaciones tienen
dos incégnitas y todas las incdgnitas aparecen en al menos dos ecuaciones. En nuestro procedimiento nos
quedaron entonces un par de ecuaciones ordenadas (la primera y la dltima) y tres ecuaciones sin ordenar:

ur(t) — Ri iR, (t) =0 in ()= @

ur(t) — R ir,(t) =0 ur(t) — Ry ig, (£)=0
uL(t) - R2 iRz(t): 0
ir(t) + iR, (t) + iR, (1)=0

iL(t) + iRl (t) + iR2 (t) =0 ¢(ﬁ) = UL(t)

Observando el resultado, es claro que nos queda un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas
(imy, iR, ¥ ur ) que deben resolverse simultdneamente. Estas ecuaciones, en este caso, constituyen lo que
se denomina un lazo algebraico.

Cuando el procedimiento de ordenamiento se encuentra en una situacion en la cudl no se puede aplicar
ninguna de las reglas porque todas las ecuaciones tienen al menos dos incognitas y todas las incégnitas
aparecen en al menos dos ecuaciones, puede verse que hay uno o més lazos algebraicos.

3.2.2. Algoritmo de Rasgado

A priori, podriamos resolver el problema implementando algo similar a lo que hicimos con el Cédi-
go 3.1. De hecho, si hacemos esto directamente sobre la Ec.(3.8) tendriamos un sistema de 7 ecuaciones y
7 incégnitas, que podria reducirse a 5 ecuaciones e incognitas tras eliminar las ecuaciones triviales. Uti-
lizando sin embargo la dltima expresién, podriamos reducir aiin mas esto a un problema de 3 ecuaciones
con 3 incégnitas.

Cédigo 3.5: Funcién de Matlab/Octave con el modelo de la Ec.(3.8)

function dx=rlcircuit(x,t)
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R1=1;R2=2;L=1; Jparametros
phi=x; Jestado
iL=phi/L;
#la siguiente funcion debe ser 0
F = @(z) rlcircuit_loop(z(1),z(2),z(3),iL);
z0=zeros (3,1);
z=fsolve (F,z0);
ul=z(1);
iR1=z(2);
iR2=z(3);
der_phi=uL;
dx=der_phi;
end

function res=rlcircuit_loop (ulL,iR1,iR2,iL)
R1=1;R2=2;L=1; Jparametros
#la siguiente funcion debe ser 0
res=zeros(3,1);
res(1)=ul-R1*iR1;
res(2)=ul-R2*iR2;
res(3)=iL+iR1+iR2;

end

Si bien esto es més eficiente que resolver un sistema de 5 ecuaciones como el que resultaria al colocar
directamente la DAE, todavia podemos hacer algo mas.

Cuando en el procedimiento de ordenamiento nos encontramos con un lazo algebraico, un truco
es suponer que alguna incégnita del lazo es conocida (aunque no lo sea), guardar una ecuacién donde
aparezca dicha incégnita y continuar el proceso de ordenamiento, colocando al final del mismo la ecuacién
que nos guardamos.

Continuando con el ejemplo anterior, si suponemos conocida la variable algebraica u; podriamos
guardar la primera ecuacién y ordenar la segunda que ahora tendria una tnica incégnita lo que permitiria
utilizar la Regla 1.

o o)
ur(t) — Ry ir,(t) =0 ir(t):= I
; ) ur(t
‘UL(t)*R2 le(t):O‘ i, ()= L(t)
Ry
ir(t) +im, (t) +ir,(t) =0 o) o= up (1)
Tras este paso, la tltima ecuacién tiene una unica incégnita y podemos aplicar nuevamente la Regla
1:
: ¢(t)
ur(t) — Ry ig, (t) =0 in(t):=—~
. ury, (t)
t)= ——=
iR, (1) s

in(t) + iR, (8) +in,(t) = 0 (1) = ur ()

En este punto, podemos ver que la ecuacién que reservamos en rojo ya no tiene incognitas, excepto
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que en realidad no conocemos ur,(t). En definitiva, el sistema ordenado seria:

in(t):= @ (3.9a)

i, (t):= uL(t) (3.9b)

iR, (t):= *ZRQ( ) —ir(t) (3.9¢)

uL(t) - Rl ’LRl (t) 0 (39(1)
() = ur(t) (3.9¢)

que tiene una dnica variable no explicita (uy). De esta forma, podemos implementar una iteracién sobre
una tunica variable que resuelva el sistema de ecuaciones algebraicas que define la derivada del estado.

La funcién de Matlab/Octave del Cédigo 3.6 brinda una implementacién de esta idea y resulta mucho
mas eficiente que la del Cédigo 3.5 .

Cédigo 3.6: Funcién de Matlab/Octave con el modelo de la Ec.(3.9)

function dx=rlcircuit2(x,t)
R1=1;R2=2;L=1; Jjparametros
phi=x; Jestado
iL=phi/L;
#la siguiente funcion debe ser 0
= @(ul) rlcircuit_loop2(uL,il);
ulL=fsolve(F,0);

der_phi=uL;
dx=der_phi;
end

function res=rlcircuit_loop2(uL,iL)
R1=1;R2=2;L=1; Jparametros
#la siguiente funcion debe ser 0
iR2=ul./R2;
iR1=-iR2-iL;
res=ulL-R1%*iR1;

end

En este procedimiento de rasgado o ruptura del lazo (tearing en inglés) se denomina wvariable de
rasgado a la variable que suponemos conocida (ur, en el ejemplo). En ocasiones se debe elegir més de una
variable de rasgado y en modelos grandes es comun que exista més de un lazo algebraico.

3.2.3. Obtencién de las Ecuaciones de Estado

Podemos avanzar incluso un paso mas y reemplazar en el sistema de ecuaciones del lazo utilizando las
variables de rasgado y luego despejarlas de manera algebraica cuando esto sea posible, lo que transforma
finalmente el sistema de DAEs en un sistema de ecuaciones de estado totalmente explicito.

Mas precisamente, lo que haremos serd reemplazar las variables algebraicas en el orden en que aparecen
en funcién de las variables de estado y de rasgado para finalmente despejar estas dltimas. En el caso del
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ejemplo, podemos proceder como sigue a partir de la Ec.(3.9):

in(t):= @ (estd bien porque ¢(t) es estado)
ig,(t):= U%Et) (estd bien porque ur (t) es variable de rasgado)
i, (t):=—ig,(t) —iL(t) = f%(;) - @ (reemplazando de la 1ra. y 2da Ec.)
ur(t) — Ry ig, (t) =ur(t) — Ry (—%(;) - @) =0 (reemplazando ig, de la 3ra Ec.)
(1) = ur(t) (3.10)
Luego, la ecuacién que habiamos guardado depende sélo de la variable de rasgado y de ninguna otra

algebraica,

ur(t) — Ry (“;T(;)@)) —0, (3.11)

de donde podemos despejar ur,(t) en funcién del estado ¢(t):

Ri ¢(t)
t) =— —. 3.12
it =5 (3.12)
Ry
Utilizando esta expresiéon podemos reemplazar la variable de rasgado en la Ec.(3.10) de donde
- Ry (1)
)= ———7-+— —=. 3.13
=5 I (313)
Ry

El procedimiento de causalizacién que seguimos puede aplicarse con cualquier sistema, independien-
temente de que sea lineal o no lineal. La diferencia que encontraremos es que en casos no lineales es poco
probable que podamos despejar la expresion de las variables de rasgado a partir de una ecuaciéon como
la Ec.(3.11) para llegar a la Ec.(3.12). Por lo tanto, en tales casos no serd posible en general obtener un
sistema de Ecuaciones de Estado explicitas. Mas atn, algunos sistemas no lineales contienen expresiones
de las cuales no es posible despejar analiticamente la variable que corresponde al ordenamiento horizontal
segun el algoritmo bésico de causalizacién y deben implementarse iteraciones aunque no haya un lazo
algebraico.

3.3. Sistemas de Indice Alto

3.3.1. Ejemplo Introductorio

Consideremos ahora el circuito de la Figura 3.3 con sus relaciones constitutivas y estructurales dadas
por la Ec.(3.14).

Ch oy (t) —ic, (t) =0 (3.14a) Ci= R =—C,
Cy e, (t) —ic,(t) =0 (3.14b)
ur(t) — Rir(t)=0 (3.14c¢) . o
in(t) +ics () + i, (£) = 0 (3.14d) Figura 3.3: Circuito RC Paralelo
ue, (t) —ugr(t) =0 (3.14e)
uc, (t) — uc, (t) =0 (3.14f)

En principio este sistema tiene dos variables de estado (u¢, y uc,) y cuatro variables algebraicas (ic, ,
icy, ir Yy ur). Dado que tiene seis ecuaciones y seis incégnitas, el modelo estaria, a priori, bien planteado.
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Sin embargo, si intentamos aplicar el procedimiento de causalizacion, podemos ver inmediatamente que
Ec.(3.14f) no tiene incdégnitas (recordemos que los estados se asumen conocidos) y por lo tanto no puede
utilizarse.

La causa del problema es bastante evidente: estamos intentando utilizar dos variables de estado (uc,
y uc,) en un modelo que es de primer orden ya que hay una ecuacién, la Ec.(3.14f), que dice que ambas
variables deben ser iguales y por lo tanto no podemos elegir independientemente sus condiciones iniciales.
En general, cuando una ecuacién se queda sin incégnitas durante el proceso de causalizacion se dice que
la misma constituye una Fcuacion de Restriccion y esto se debe a que el modelo tiene un orden menor
al numero de variables que supusimos que eran estados porque aparecian sus derivadas.

Cuando ocurre esto, decimos que el sistema de DAEs es estructuralmente singular. En un caso general,
podemos detectar la presencia de singularidades estructurales cuando al aplicar el procedimiento de
causalizacién, en algiin momento una ecuacién se queda sin incégnitas.

Dado que no podemos causalizar este sistema, una primera opcién podria ser intentar nuevamente
implementar una solucién de fuerza bruta y tratar de simular el sistema iterando sobre la DAE para
obtener la derivada del estado % en cada paso. Esta idea puede llevarse a cabo con el Cédigo 3.7.

Cédigo 3.7: Funcién de Matlab/Octave con el modelo de la Ec.(3.14)

function dx=rccircuit_ode(x,t)
F = @(z) rccircuit_dae(x,z(1:2),z(3:6),t);
z0=zeros (6,1) ;
z=fsolve (F,z0);
dx=z(1:2);
end

function res=rc_circuit_dae(x,dx,a,t)
C1=1;C2=2;R=1; Jparametros
uCl=x(1); uC2=x(2); Jestados
der_uC1=dx(1); der_uC2=dx(2); /derivadas de estados
uR=a(1);iR=a(2);iC1=a(3);iC2=a(4); Jwvariables algebraicas
res=zeros(6,1); Jresiduo (debe ser cero)
res(1) = Cil*der_uC1-iCi1;
res(2) = C2*der_uC2-iC2;
res(3) = uR-RxiR;
res(4) = iR+iC1+iC2;
res(5) = uCi-uR;
res(6) = uC1-uC2;
end

Desafortunadamente, la idea no va a funcionar. Un primer problema es que tenemos que dar dos
condiciones iniciales (el estado tiene dos componentes). Poniendo de todas formas ambas condiciones
iguales para cumplir con la tdltima ecuacion, al ejecutar

[t,x]=feuler(@rccircuit_ode,[1;1],0.1,0,1);

la funcién que resuelve las ecuaciones algebraicas de la DAE (fsolve) se encuentra con que la matriz que
debe invertir para la iteracién de Newton es singular y por lo tanto no puede resolver correctamente el
sistema.

3.3.2. Algoritmo de Pantelides

., Cémo se puede solucionar esto?. La idea bdsica, debida a Constantino Pantelides [Pan88|, es derivar
respecto al tiempo las ecuaciones de restriccién. Si ue, (t) — ue,(t) = 0, luego debe cumplirse también
que te, (t) — e, (t) = 0 por lo que agregaremos esta dltima ecuacién al sistema. Dado que ahora tenemos
una ecuaciéon mas, necesitamos también una incégnita mas, lo que lograremos decidiendo que una de las
variables de estado de la Ecuacion de Restriccién no sea mas variable de estado.
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Suponiendo entonces que uc, no es mas un estado, por ejemplo, el nuevo sistema de ecuaciones queda:

Cy e, (t) —ic, (t) =0 (3.15a)

Cy duc, (t) —ic, (t) =0 (3.15h)
ugr(t) — Rig(t) =0 (3.15¢)

ir(t) +ic, (t) +ic,(t) =0 (3.15d)
ue, (t) —ug(t) =0 (3.15¢)

uc, (1) —uc,(t) =0 (3.15f)

i, () — duc, (t) = 0 (3.15g)

En este nuevo sistema tenemos siete ecuaciones y siete incégnitas (ahora uc, es una variable algebraica).
Ademas, lo que antes llamdbamos ¢, ahora es una nueva variable algebraica duc, que representa lo que
se llama una derivada ficticia (dummy derivative en inglés). Si bien proviene de lo que era la derivada de
uc,, para el nuevo sistema es sélo una nueva variable algebraica.

Veamos entonces el resultado de aplicar el algoritmo de causalizacion sobre este nuevo sistema. Pode-
mos ver facilmente que es posible aplicar la Regla 1 a las Ecs.(3.15¢e) y (3.15f).

C1 e, (t) —ic, () =0

Cy duc, (t) —ic,(t) =0
uR(t) - R iR(t) =0

ir(t) +ic, (t) +ic, (t) =0

1}’01 (t) - duC2 (t) =0

Tras estos dos primeros pasos, la tercera ecuacién tiene una unica incognita y puede aplicarse nueva-
mente la Regla 1 para calcular ig(¢).

Cy ey (£) — iy (t) =0 UR(? = ue (i)
02 duCz (t) - iCz (t) =0 uCQ( ) - ucl( )
in(t)= 420
R

ir(t) +ic, (t) +ic,(t) =0

Uc, (t) — duc,(t) =0

Tras este paso, nos encontramos con un sistema de cuatro ecuaciones y cuatro incoégnitas, donde todas
las incognitas aparecen en al menos dos ecuaciones y donde todas las ecuaciones contienen al menos dos
incégnitas. Es decir, tenemos un lazo algebraico en las variables uc,, icy, tc, ¥ duc,.

Para continuar, utilizaremos como variable de rasgado a ¢, reservando la primera ecuacién. Asu-
miendo entonces conocida ¢, se puede despejar duc, de la Ultima ecuacion, luego i¢, de la segunda,
tras esto i¢, se obtiene de la suma de corrientes y esto deja a la primera ecuacion sin otra incégnita que
la variable de rasgado completando la ruptura del lazo.
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Esto se traduce en el siguiente sistema de ecuaciones ordenadas que contienen sélo una incégnita:

ur(t) == uc, (1) (3.16a)
ue, (t) = ue, (t) (3.16b)
) uR(t
ig(t):= Ijé ) (3.16¢)
duc, (t):= 1c, (t) (3.16d)
ic, (t):= Cq duc, (3.16e)
ic,(t)=—ir(t) —ic,(t) (3.16f)
C1 e, (t) —ic, ()=0 (3.16g)

La funcién de Matlab/Octave del Cédigo 3.8 brinda una implementacién a partir de las ecuaciones
obtenidas tras el ordenamiento y el rasgado del lazo algebraico.

Cédigo 3.8: Funcién de Matlab/Octave con el modelo de la Ec.(3.16)

function dx=rccircuit2(x,t)
C1=1;C2=2;R=1; J/jparametros
uCl=x; Jestado
uR=uCl1;
uC2=uCi;
iR=uR/R;
#la siguiente funcion debe ser 0
F = @(dot_uC1) rccircuit_loop2(dot_uCl,iR);
dot_uCl=fsolve(F,0);
dx=dot_uC1i;

end

function res=rccircuit_loop2(dot_uC1,iR)
C1=1;C2=2;R=1; Jjparametros
duC2=dot_uC1;
1C2=C2%duC2;
iC1=-iR-iC2;
#la siguiente funcion debe ser 0
res=Cl*dot_uC1-iC1;

end

Podemos también obtener de manera explicita la ecuacién de estados reemplazando las variables
algebraicas en funcién de los estados y de la variable de rasgado 4¢, en la Ec.(3.16):

(t) _ _UCH (t)

R
. . . Lt .
C1 te, (t) — 10y (t)z C1 e, (t) + uch +Cs g, (t) =0

- 02 '&01 (t)

y finalmente podemos despejar de la iltima ecuacién la expresion de la variable de rasgado

uch(t)

Uc, (t) = TR{Cr+02) (3.17)

que en este caso es directamente la ecuacién de estados.
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En definitiva, utilizando el Algoritmo de Pantelides transformamos un sistema que no puede causali-
zarse en uno que contiene un lazo algebraico.

El algoritmo de Pantelides (en una versién simplificada) se puede resumir mediante los siguientes
pasos:

= Reemplazar las variables algebraicas por sus expresiones en funcién de los estados en las ecuaciones
de restriccién (esto no fue necesario en el ejemplo).

= Derivar respecto al tiempo las ecuaciones de restriccion, agregarlas al sistema y transformar una
variable de estado en algebraica por cada restriccién.

» Al derivar, llamar #;(t) a las derivadas de los estados z;(t) y dz;(t) a las derivadas de las variables
algebraicas x;(t) que dejaron de ser estados.

= Verificar que el nuevo sistema sea causalizable. Si no lo es, se debe aplicar nuevamente el procedi-
miento.

3.3.3. El indice de perturbaciéon de una DAE

Los sistemas de ecuaciones diferenciales algebraicas que no contienen lazos algebraicos y que pueden
causalizarse completamente utilizando las Reglas 1 y 2 se denominan DAFs de indice 0. En estos casos,
el sistema puede generalmente transformarse en una ODE explicita reordenando las ecuaciones.

Cuando un sistema contiene lazos algebraicos pero puede eventualmente obtenerse la derivada del
vector de estados % sin modificar el sistema se dice que es una DAE de indice 1. Cuando el sistema no
se puede causalizar sin modificarlo, si el sistema estd bien formulado, se dice que es una DAE de indice
alto.

El circuito RC de la Ec.(3.14) constituye una DAE de indice 2 ya que fue necesario aplicar una tnica
vez el algoritmo de Pantelides para que nos quede un sistema de indice 1. Hay sistemas en los cuales es
necesario aplicar Pantelides més de una vez. Si en un sistema debemos aplicar dos veces el algoritmo para
llegar a una DAE de indice 1, entonces diremos que el sistema tiene indice 3, y asi sucesivamente para
los indices superiores.

Veamos entonces un ejemplo algo mas complejo que el anterior, consistente en el modelo del péndulo
de la Fig.3.4 dado por las ecuaciones diferenciales algebraicas de la Ec.(3.18), donde = e y representan
las coordenadas de la masa, v, y vy las velocidades horizontal y vertical y F(¢) es la fuerza que realiza el
cable en el sentido longitudinal.

z(t) —vg(t) =0 (3.18a)

Y(t) —vy(t) =0 (3.18b)

m 0, (t) ? F(t)=0 (3.18¢c)

m Uy(t) + ? Ft)—mg= (3.18d)
:E(t)2 + y(t)2 —L*=0 (3.18¢) Figura 3.4: Péndulo

Tenemos en este caso 5 ecuaciones y 5 incégnitas, pero al igual que en el ejemplo anterior, la dltima
ecuacion no contiene a priori ninguna incégnita. Esto es nuevamente esperable ya que el sistema es
claramente de segundo orden y lo estamos modelando con 4 potenciales variables de estado.

Procederemos entonces con el algoritmo de Pantelides derivando la ecuacién de restriccién, de donde
se obtiene
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@(t) —va(t) =0 (3.19a)

dy(t) — vy (t) =0 (3.19h)

m Og (t) + ? F(t)=0 (3.19¢)
mi)y(t)Jr@ F(t)—-mg=0 (3.19d)
z(t)? +yt)’ —L>=0 (3.19¢)

2 x(t) &(t) + 2 y(t) dy(t) =0 (3.19¢)

Al derivar la ecuacién de restriccién, decidimos ademds que y(¢) no sea més variable de estado por lo que
dy(t) es una derivada ficticia.

La antigua restriccién de la Ec.(3.19e) contiene ahora una incégnita y(t), que segiin la Regla 1 del
algoritmo de causalizacién deberemos despejar usando dicha ecuacién. De manera similar, la Ec.(3.19a)
contiene sélo la incégnita z(t), por lo que la deberemos despejar de dicha ecuacién. Esto dejard a la nueva
Ec.(3.19f) con una tnica incégnita dy(t) que deberemos despejar desde alli. Luego, tras los tres primeros
pasos del algoritmo de causalizacién tendremos lo siguiente:

y(t) ==/ L? — x(t)?
dy(t) —vy(t) =0 i(t) == vm:(ct()t)
m Vg (t) + ? F()=0 dy(t) == 0] i(t)

mi)y(t)—i—@F(t)—mg:O

Esta vez la ecuacién que vincula dy(t) con v, (¢) no tiene més incégnitas, lo que constituye una ecuacién
de restriccion en el nuevo sistema.

Aplicaremos nuevamente el algoritmo de Pantelides, reemplazando en primer lugar las variables alge-
braicas de la ecuacién de restriccién en funcién de las variables de estado. Para esto aprovecharemos las
ecuaciones ya causalizadas como sigue:

y(t) := /L% —x(t)? (estd bien porque z(t) es estado).
Z(t) == v, (t) (estd bien porque v,(t) es estado).
t t
dy(t) :== ) z(t) = — z(®) v (t) (reemplazando con las dos ecs. anteriores)

y(t) L2 — x(¢)?
con lo que la ecuacion de restriccién queda

dy(t) — v, (t) = %LW Ve () — vy (t) = 0 (3.20)

que depende sélo de las variables de estado. Tras este paso, eliminamos v, de la lista de variables de
estado y su derivada que era v, serd ahora la derivada ficticia dv,.
Luego, derivando la ecuacién de restriccién (3.20) obtenemos

x(t)
d <m v (1) — vy(t)> )

—h (@(t), £(t), ve (1), 02 (1)) — dvy () = 0 (3.21)
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donde h(x(t), &(t), v (t),0:(t)) es la expresién de la derivada del primer término, cuya obtencién queda
como ejercicio.
Agregando entonces la Ec.(3.21) al sistema de ecuaciones de la Ec.(3.19), tenemos

&(t) —v,(t) =0 (3.22a)

dy(t) — vy (t) =0 (3.22D)

m vz (t) + ? F(t) =0 (3.22¢)

m dvy(t) + @ F(t)—-mg=0 (3.22d)

() +yt)’ —L>=0 (3.22¢)

2 a(t) &(t) +2 y(t) dy(t) =0 (3.22f)
—h(x(t), £(t), v2(t), 92(t)) — doy(t) =0 (3.22g)

Si se aplica el procedimiento de causalizacion a este sistema, podrd verse que el mismo encontrard
un lazo algebraico en 3 variables (05(t), F(t), dvy(t)) que puede causalizarse usando como variable de
rasgado v, (t), por ejemplo, de donde se obtiene:

Z(t) = vy (t) (3.23a)
y(t) == £ L? — a2 (3.23b)

2 .
dy(t) = o) x(t) (3.23¢)
vy(t) := dy(t) (3.23d)
dvoy(t) == —h(z(t), 2(t), vy (t), 0z (t)) (3.23e)

m L

F(t) := o) (g — duy(t)) (3.23f)
m Uz (t) + 2(t) Fit)=0 (3.23g)

Dado que tuvimos que utilizar dos veces el algoritmo de Pantelides, este problema es de indice 3, algo
que es muy habitual en los sistemas mecanicos con restricciones.

3.3.4. Eleccién de las Variables de Estado

Si observamos el sistema de la Ec.(3.23) podemos ver un par de problemas. En primer lugar, el signo
de y(t) no queda bien definido. En segundo lugar, y(t) aparece dividiendo en varias ecuaciones. Mientras
asumamos que el péndulo se puede mover sin alcanzar un angulo de 90 grados respecto de la posicién
vertical, no habrd problemas ya que podemos tomar siempre la solucién positiva para y(t) y nunca ocurrira
que y(t) = 0.

Ahora bien, si hubiésemos elegido y(¢) como variable de estado en lugar de z(¢) tendriamos un proble-
ma més grave. En tal caso, el signo de z(t) no estaria definido y eso si es un problema cuando el péndulo
se mueve cerca de la posicién de reposo. Més atin, en lugar de divisiones por y(t), tendriamos divisiones
por z(t) lo que aparejaria divisiones por cero cada vez que el péndulo queda en posicién vertical.

Esto puede verse directamente en el modelo original de la Figura 3.4 donde es evidente que conocer
el valor de z(t) nos permite conocer y(t) mientras que lo contrario no es cierto ya que hay dos soluciones.
Ademds, con el péndulo en posicién vertical no es posible calcular la aceleracién horizontal 0, (t) a partir
de conocer la aceleracién vertical ©,(¢) en el modelo original de la Ec.(3.18).

Todo esto delata que nuestra eleccién de z(t) y de v, (t) como estados fue acertada. De otra forma,
hubiéramos llegado a un modelo correcto desde el punto de vista del ordenamiento pero incapaz de ser
simulado.
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En este caso, una mejor opcién hubiera sido incorporar el dngulo 6(t) a partir de la relacién z(t) =
L cos(6(t)) y elegirlo como variable de estado dejando «(t) e y(t) como algebraicas. De esta manera
desaparecerian los problemas de indeterminacién entre x(t) e y(t)

3.4. DAEs y Diagramas de Bloques

3.4.1. Diagramas de Bloques y Relaciones Causales

Los Diagramas de Bloques constituyen una herramienta para expresar relaciones matematicas de
manera grafica. Una diferencia primordial entre las DAEs y los DBs es que los tltimos, ademds de
expresar relaciones matematicas entre variables, asumen relaciones causales entre las mismas. Es decir,
dada una relacién

K al(t) — ag(t) =0

en un Diagrama de Bloques tenemos que asumir que as(t) := K aq(t) o bien que a;(t) := aigt). Estas
opciones se traducen en los dos posibles Diagrama de Bloques de la Figura 3.5.

—_— p——

K

a1 (t) az(t) az(t) 1 |a(®)
K

Figura 3.5: Dos posibles Diagramas de Bloques para la relacién K a1(t) — a2(t) = 0.

Esta falta de unicidad en la representacién de las relaciones matemadticas hace que los DBs no sean
una herramienta muy adecuada para construir modelos. De hecho, asumir una determinada causalidad
entre variables de un modelo puede provocar que luego no podamos conectar dicho modelo con otro. Por
este motivo, las DAEs y los lenguajes acausales en general son las representaciones mas adecuadas para
las tareas de modelado.

Sin embargo, los DBs son una herramienta 1til en muchos casos ya que permiten analizar de manera
simple algunas propiedades importantes de los modelos que representan. Veremos entonces como construir
de manera simple Diagramas de Bloques a partir de las DAEs y como en ese proceso de construccién
podremos vislumbrar algunas caracteristicas estructurales (como el indice de perturbacién) del modelo.

3.4.2. Procedimiento para obtener un DB desde una DAE

El procedimiento para obtener un Diagrama de Bloques desde una DAE es muy simple y puede
resumirse en los siguientes pasos:

1. Eliminar las ecuaciones triviales y los correspondientes alias (no necesario este paso, es sélo para
simplificar).

2. Elegir una variable de la DAE para comenzar y colocar una flecha en el DB con dicha variable.
Preferentemente comenzar por una variable de estado.

3. Tomar una variable del DB que no esté calculada por ningtn bloque.
4. Buscar una ecuacién de la DAE donde aparezca dicha variable teniendo en cuenta lo siguiente:

» Si la variable es un estado z;(t) usar la ecuacién z;(t) = [ @;(t).

= Si la variable es la derivada de un posible estado @;(¢) y no quedara ninguna ecuacién, usar la
ecuacién @;(t) = La;(t).
5. Agregar un bloque que calcule la variable en cuestién utilizando la ecuacién elegida. Si se usé la
ecuacién x;(t) = [ #;(t) el bloque serd un integrador mientras que si se usé i;(t) = L;(t) el bloque
serd un derivador.

6. Eliminar la ecuacién utilizada de la DAE.
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7. Si las variables de entrada al bloque agregado ya estan calculadas en el DB como salida de otro
bloque, conectarlas.

8. Si queda alguna variable en el DB que aun no es salida de ningun bloque, volver al paso 3.

Veremos entonces estos pasos sobre el modelo del circuito RLC serie de la Ec.(3.1), simplificado tras
eliminar las ecuaciones triviales.

ur(t) — R ¢(t) =0 (3.24a)

qt) — Cuc(t)=0 (3.24Db)

o(t) — L §(t) =0 (3.24c)

ug(t) —v(t) =0 (3.244)

$(t) +ur(t) +uc(t) — us(t) =0 (3.24¢)

Tomando entonces el estado ¢(t) para comenzar y colocando un integrador nos queda ¢(t) como
entrada del bloque. Utilizando la ecuacién ¢(t) — L ¢(t) = 0 para calcular ¢(t), nos queda ¢(t) como
entrada. El procedimiento completo puede verse en la Figura 3.6.

q(t) q(t)

J

q(t) q(t)

el

-
—
l

uc (t
UR(t) :
v(t) (1) (1) q(t) q(t) uc(t)
N 1 L
J Iz J C
UR(t) R

Figura 3.6: Construccién del DB a partir del sistema de DAEs de la Ec.(3.24).

Para que el DB tenga esta forma tuvimos que elegir la ecuacién ¢(t) — L ¢(t) = 0 para calcular ¢(t).
Si hubiésemos elegido la ecuacién ur(t) — R ¢(t) = 0 nos habria quedado un derivador en lugar de un
intergador en este caso. Esto no seria un problema a priori, pero muchas de las propiedades que pueden
analizarse sobre los DBs requieren que el mismo contenga sélo integradores.

Una forma maés sencilla de construir el DB es partiendo del sistema ya ordenado, como la Ec.(3.3),
colocar un integrador por cada estado y luego seguir una por una las asignaciones obteniendo las restantes
senales hacia adelante.



CAPITULO 3. CAUSALIZACION DE SISTEMAS DE DAES 61

3.4.3. Diagramas de Bloques y Lazos Algebraicos

Consideremos nuevamente el ejemplo del circuito RL que contenia un lazo algebraico, dado por la
Ec.(3.8). Eliminando las ecuaciones triviales y alias obtenemos:

¢(t) = Ry ig, () =0 (3.25a)

d(t) — Roip,(t) =0 (3.25D)

¢(t) — Lir(t)=0 (3.25¢)

in(t) +ip, () +ip,(t) =0 (3.25d)

Si seguimos el procedimiento para obtener el DB a partir de estas ecuaciones, podemos construir el
Diagrama de Bloques de la Figura 3.7. En el mismo puede verse que hay un camino cerrado entre las
variables ig, (), ir,(t) y #(t) que no pasa por ningin integrador. Dicho camino refleja el lazo algebraico
que habiamos detectado en la DAE correspondiente.

N i (1) a(t) #(t) in(t)
N\ Ri| S ¢
iR, (1) [
Ra

Figura 3.7: Diagrama de Bloques a partir de la Ec.(3.25).

En casos generales, no solo en este ejemplo, los lazos algebraicos de un sistema de DAEs se reflejan
en la presencia de un camino cerrado a través de bloques estaticos en el Diagrama de Bloques.

3.4.4. Diagramas de Bloques y Sistemas de Indice Alto

Si construimos ahora un Diagrama de Bloques para el modelo del péndulo dado por la Ec.(3.18), pode-
mos obtener el que se muestra en la Figura 3.8 donde los bloques con doble recuadro indican operaciones
no lineales. Estos bloques calculan las senales:

y(t) := /L% — x(t)?
P = o (mg—m 6,(0)
b (t) = - 200
vy q |v(t) F(t)
dt V() Vg () z(t)
J J
K [
dt [y(1)

Figura 3.8: Diagrama de Bloques a partir de la Ec.(3.18).

En este caso, independientemente de las ecuaciones que elijamos para calcular cada variable, siempre
necesitaremos bloques derivadores.

En las épocas de la computacion analdgica, la presencia de un derivador en un DB traia aparejados
problemas de ruido, ya que las simulaciones se realizaban utilizando circuitos analégicos que emulaban
los elementos de los diagramas de bloques. Si bien ese problema ya no existe, la presencia de derivadores
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hard dificil el anélisis de ciertas propiedades. De hecho, la obtencién de las Ecuaciones de Estado a partir
de un DB como el de la Fig.3.8 es tan complicada como la de obtener dichas ecuaciones a partir de la
DAE correspondiente de indice alto (ya sabemos que hay que usar un método de reduccién de indice
como el de Pantelides).

Mas alld del ejemplo analizado, vale en general que las DAEs de indice alto implican que el DB
correspondiente contendra derivadores.

3.5. Herramientas de Software para Causalizaciéon de DAEs

Distintas variantes de los algoritmos que vimos en este capitulo se encuentran implementados en las
distintas herramientas de software de modelado y simulacién. Particularmente, estos algoritmos consti-
tuyen un pilar fundamental de las herramientas que utilizan el lenguaje Modelica.

Gracias a estos procedimientos podemos utilizar directamente los modelos de DAEs sin preocuparnos
demasiado por la presencia de lazos algebraicos o singularidades estructurales.

Los compiladores de Modelica como Dymola, WoframSystemModeler y OpenModelica comienzan el
procesamiento de los modelos con un procedimiento de aplanado en caso que el modelo utilice conexiones
y otras caracteristicas orientadas a objetos (que veremos més adelante en el Capitulo 5) obteniendo un
conjunto de DAEs.

Luego, se eliminan las ecuaciones triviales y las variables algebraicas (alias) correspondientes. En
el siguiente paso se realiza la causalizacién, que sigue en parte las ideas que vimos en este capitulo.
Finalmente produce el cédigo en lenguaje C con las ecuaciones del modelo causalizadas.

Este c6digo puede ser utilizado por distintos solvers (DOPRI, DASSL, etc) de manera muy similar a
lo que hicimos nosotros cuando invocabamos desde Octave o Matlab al método de Forward Euler.

Como vimos, un problema con los sistemas de indice alto es decidir qué variables se utilizaran como
estados. Para esto, los compiladores de Modelica generan c6digo con distintas opciones y luego, durante
la simulacién, deciden cudl es la mejor (evitando divisiones por cero, por ejemplo). Esto se denomina
seleccion dindmica de estados. El lenguaje Modelica ademés brinda la posibilidad de decidir que una
variable sea tratada como estado de manera obligatoria o preferencial, o lo contrario, que nunca sea
considerada como estado.

Un modelo para el péndulo que refleja directamente la Ec.(3.18) en Modelica y que aclara que prefe-
rimos usar x como variable de estado cuando sea posible se muestra en el Codigo 3.9.

Cédigo 3.9: Modelo de la Ec.(3.18) en Modelica

model Pendulum
Real x(start=0.1,stateSelect=StateSelect.prefer),vx,y,vy,F;
parameter Real L=1,m=1,g=9.8;
equation
der (x)-vx=0;
der (y)-vy=0;
m*der (vx)+x/L*F=0;
m*der (vy)+y/L*xF-m*g=0;
x"2+y~2-L"2=0;
end Pendulum;

Utilizando OpenModelica, a partir de este modelo el compilador genera un cédigo con asignaciones
casi idénticas a las de la Ec.(3.23) y la simulacién funciona correctamente. Si cambiamos la opcién
stateSelect=StateSelect.prefer a la variable y, en cambio, aparecen distintos errores durante la
simulacién.

En OpenModelica pueden verse las ecuaciones causalizadas generadas mediante el Transformational
Debugger.
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3.6. Bibliografia Complementaria

Este capitulo, como mencionamos al comienzo del mismo, esta basado en gran medida en el Capitulo 7
del libro Continuous System Simulation [CK06]. Una descripcién mucho més detallada de los algoritmos
y su implementacién en Modelica puede encontrarse en el libro de Peter Fritzson Principles of object-
oriented modeling and simulation with Modelica 3.3: a cyber-physical approach [Frild].

Los algoritmos que vimos en el capitulo son en realidad versiones simplificadas y adaptadas de los
originales, que se basan en Teoria de Grafos. En el procedimiento de causalizaciéon que se usa en las
herramientas de software se comienza resolviendo un problema de mdximo matching entre ecuaciones e
incégnitas lo que permite detectar singularidades estructurales. Si las hubiera, se aplica el algoritmo de
Pantelides en su versién original que utiliza anélisis sobre el grafo de estructura [Pan88]. Una vez reducido
el indice, se deben separar los distintos lazos algebraicos, lo que se logra detectando los componentes
fuertemente conexos del grafo para lo que se utiliza generalmente el Algoritmo de Tarjan [Tar72] que
resuelve a la vez el ordenamiento vertical de los sistemas de ecuaciones.
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3.7. Problemas Propuestos

[P3.1] Rectificador de Media Onda
El circuito de la Figura 3.9 puede modelarse mediante el sistema de DAEs de la Ec.(P3.1a).

L
b(t) — ur(t) =0
Lin(t) - 6(t) = 0
’U,R(t)fRZ.R(t):O @ R
up(t) — g(ip(t)) =0
ug(t) — U sin(w t) =0 (P3.1a) ——
ir(t) —is(t) =0 —
ZL(t) _ iR(t) =0 Figura 3.9: Rectificador de Media Onda con carga RL
in(t) —in(t) =0 serie.
ug(t) —ur(t) —up(t) —ur(t) =0

En las ecuaciones, la funcién g(ip(t)) representa relacién Volt-Ampere (no lineal) del diodo.
Se pide:

1. Enumerar las variables de estado y las variables algebraicas del modelo.
2. Eliminar todas las ecuaciones triviales posibles y las correspondientes variables algebraicas.

3. Aplicar el algoritmo de causalizacion, detectando la posible presencia de lazos algebraicos o singu-
laridades estructurales.

4. Suponer que los pardmetros son R = 10082, L = 0.001Hy, w = 2 7 50, U = 2201/2V y que la funcién
g(ip) estd definida como

Ron i iip >0
g(ip) = { s (P3.1b)
Rog ip en otro caso

donde Ry, = 107%Q y Rog = 10%€2. Con estos valores,

a) Escribir una funcién de Octave o Matlab que represente las ecuaciones y simular el circuito
usando Forward Euler y Backward Euler con un paso de integracién h = 0.001 hasta un tiempo
final £y = 0.1.

b) Implementar la simulacién con OpenModelica y comparar los resultados. Una ley discontinua
como la Ec.(P3.1b) puede implementarse como

u_D = if iD > O then Ron * iD else Roff * iD;

5. Escribir el modelo en Ecuaciones de Estado.

[P3.2] Rectificador de Media Onda II

El circuito rectificador de la Figura 3.10 es similar al del Problema P3.1 salvo que ahora tiene una
resistencia en paralelo con el inductor. El mismo puede modelarse mediante las relaciones constitutivas
y estructurales de la Ec.(P3.2a).
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$(t) —ur(t) =0

Lir(t) —o(t) =0

ugr(t) — Rir(t) =0
up(t) —g(in(t)) =0
ug(t) —U sin(w t) =0
UR,(t) — Ra iR, (t) =0
ir,(t) —iL(t) —ir(t) =0
zs(t) ip(t)=0
ip(t) —ir,(t) =0
us(t)—uL(t)qu(t) uR,(t) =0
ug(t) —ur(t) =0

(P3.2a)
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Figura 3.10: Rectificador de Media Onda con carga
RL en paralelo.

1. Repetir los primeros tres puntos del Problema P3.1. Si hubiera un lazo algebraico, aplicar el proce-
dimiento de rasgado tomando como variable de rasgado la tensién en el diodo ip(t) y reservando

la ecuacion constitutiva del diodo.

2. Repetir el punto anterior utilizando up(t) en lugar de ip(t). ;Funciona el algoritmo con una sola

variable de rasgado? (si no funciona no es necesario seguir).

3. Repetir usando up(t) como variable de rasgado, pero reservando la ecuacién ug(t) —ur (t) —up(t) —
uR,(t) = 0. Analizar qué ocurre en este caso si en la Ec.(P3.1b) se usa el pardmetro R, = 0.

[P3.3] Polea Simple

El esquema de la Figura 3.11 representa una masa suspendida mediante un resorte a través de una
polea simple con momento de inercia J. El modelo matematico correspondiente puede caracterizarse por

las Ecs.(P3.3a). Se pide entonces:

m Oy, (t) — Fin(t) =
Ym (t) — Vy,, (1) =

S N N N N N S N N
I
R e R R = I = O = I = = I = I

(P3.3a)

i

Figura 3.11: Polea Simple.

1. Repetir los tres primeros puntos del Problema P3.1 para este nuevo sistema y explicar la causa del

indice alto en la DAE.

2. Aplicar el algoritmo de Pantelides hasta obtener un sistema de indice 1 y determinar el indice de

perturbacién de la DAE original.

3. Aplicar el procedimiento de rasgado y obtener un sistema explicito de Ecuaciones de Estado.



Capitulo 4

Técnicas Basicas de Modelado

En este capitulo trabajaremos sobre la construccién de modelos mateméaticos provenientes de sistemas
de distintos dominios, utilizando para esto técnicas basicas de modelado por primeros principios. Como
ya adelantamos en el Capitulo 1, la clave estara en la descomposicién del sistema en componentes simples
y en el planteo de las relaciones constitutivas de los componentes y de las relaciones estructurales de las
conexiones entre componentes.

Veremos entonces cudles son los componentes tipicos que constituyen los sistemas de los distintos
dominios de la fisica y como se pueden plantear las relaciones constitutivas y estructurales correspon-
dientes. Llegaremos de esta manera a plantear sistemas de DAEs que conformaran el modelo matematico
buscado.

En algunos casos construiremos también Diagramas de Bloques siguiendo el procedimiento del Capitu-
lo 3.4, lo que nos permitird analizar ciertas caracteristicas de los modelos.

4.1. Circuitos Eléctricos

Suponiendo que las frecuencias de las senales son suficientemente bajas para que las longitudes de las
ondas electromagnéticas sean significativamente mas largas que las dimensiones fisicas de los circuitos,
los modelos matematicos pueden basarse en la Teoria de Circuitos. De otra manera, deberiamos utilizar
directamente las Ecuaciones de Maxwell y recurrir a la Teoria de Lineas de Transmisién, obteniendo
ecuaciones en deriadas parciales (modelos de pardmetros distribuidos).

Haciendo entonces esta salvedad y focalizando en los modelos de parametros concentrados de la Teoria
de Circuitos, esté claro que los componentes seran basicamente fuentes, resistores, inductores y capacitores
con sus correspondientes relaciones constitutivas y que las relaciones estructurales estaran dadas por las
Leyes de Kirchhoff.

4.1.1. Componentes Basicos

Los circuitos eléctricos utilizan como variables descriptivas béasicas voltajes y corrientes, por lo que
las relaciones constitutivas de los componentes vincularan dichas magnitudes. La Figura 4.1 muestra los
componentes bésicos.

Dipolos Pasivos

Entre los dipolos pasivos basicos encontraremos los resistores, inductores y capacitores:

Resistores: Son elementos que, desde el punto de vista energético, son puramente disipativos. Su ley
constitutiva es una relacién estdtica entre la corriente y el voltaje, que en el caso lineal toma la
forma

u(t) — R i(t) = 0. (4.1)

66
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i(?) i(t) i(t)
v(t)+ R v(t)_i ¢ u

Figura 4.1: Componentes basicos de circuitos eléctricos.

En casos mas generales encontraremos leyes no lineales de la forma

g(v(t),i(t)) =0, (4.2)
donde ¢(-) serd una funcién limitada al primer y tercer cuadrante que por lo tanto cumplird ¢(0,0) =
0 (de otra manera no se trataria de un elemento pasivo).
Teniendo en cuenta esto, podemos clasificar dentro de esta categoria también a los diodos.
Capacitores: Son elementos que almacenan carga eléctrica. Su ley constitutiva es una relacién estatica

entre carga y voltaje (que implica una relacién dindmica entre corriente y voltaje). En el caso lineal
esta relacién toma la forma

C u(t)—q(t)=0

ift) ~ i(t) =0 -
de donde, si no necesitamos incluir la carga en el modelo, obtenemos
C u(t) —i(t) =0. (4.4)
En el caso no lineal, en tanto, tendremos
g(u(t),q(t)) =0 (4.5)
G(t)—i(t)=0

donde, al igual que en el caso del resistor, g(+) serd una funcién limitada al primer y tercer cuadrante
que cumplird ¢(0,0) = 0.

Inductores: Son elementos que almacenan energia en el campo magnético. Su ley constitutiva es una
relacion estdtica entre flujo magnético y corriente (que implica una relacién dindmica entre corriente
y voltaje). En el caso lineal esta relacién toma la forma

Li(t)—o(t) =0

. (4.6)
o(t) —u(t) =0
de donde, si no necesitamos incluir el flujo en el modelo, obtenemos
di(t)
L —= —u(t)=0. 4.7
) (4.7)
En el caso no lineal, en tanto, tendremos
g(i(t),o(t)) =0
(i(2), o(t)) (4.8)

o(t) — u(t) = 0

donde, al igual que en los casos del resistor y el capacitor, g(-) serd una funcién limitada al primer
y tercer cuadrante que cumplird ¢(0,0) = 0.
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Fuentes Ideales
Las fuentes ideales son dipolos activos que imponen tensiones o corrientes al resto del circuito

Fuente de Voltaje: Es un dipolo cuya tensién sigue una ley independiente de la corriente que circula
en el mismo.

Fuente de Corriente: Es un dipolo cuya corriente tiene una ley independiente del voltaje en el mismo.

Transformadores

Son cuadripolos que transmiten energia entre dos partes del sistema vinculando las tensiones y co-
rrientes.

Transformador Ideal: Un transformador ideal transmite energia entre dos subsistemas sin almacenar
ni disipar y esta caracterizado por las ecuaciones:

(4.9)

Transformadores Reales: Los modelos més realistas de transformadores incluyen diversos fenémenos
de pérdidas e inductancias. Por ejemplo, si consideramos la inductancia en el primario y secundario
de un transformador, la Ec.(4.9) se convierte en

dint)  dis(t)
U1 (t) — L1 dt - M dt =0

din(t) . dis(t) (4.10)
V2 (t) M dt — L2 dt =0

4.1.2. Relaciones Estructurales

Como mencionamos, pueden utilizarse las leyes de Kirchhoff como herramientas bésicas para plantear
las relaciones estructurales de los modelos.

Por ejemplo, para el circuito de la Figura 4.2, podemos plantear las relaciones constitutivas (4.11a)—
(4.11f) y las estructurales (4.11g)—(4.11k).

St —vp(t) =0  (4.11a)
Lip(t)—o() =0 (4.11b)
vr(t) = Rip(t)=0  (4.11c)
g( p(t),ip(t)) =0  (4.11d)
vg(t) = U sin(w t) =0 (4.11e)
’URQ( R2 ZRQ (t) =0 (4.11f)
iRy (t) — ZL( —ig(t)=0  (411g)
(t) ZD(t) =0 (4.11h) Figura 4.2: Rectificador de Media Onda con carga RL
in(t) — in,(t) = 0 (4.11) en paralelo.
vg(t) —vp(t) — UD(t) vR,(t) =0 (4.11j)
vr(t) —vp(t) =0 (4.11k)

Podemos notar que el sistema de DAEs resultante contiene 11 ecuaciones y 11 variables (entre estados
y algebraicas). Si tuviéramos un nimero distinto de ecuaciones que de variables, el modelo estaria mal
planteado.

Otra manera de plantear las relaciones estructurales es considerando directamente los potenciales
eléctricos en los nodos. Esto permite resumir todas las relaciones estructurales mediante dos reglas:
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1. Todos los puntos conectados a un nodo tienen el mismo potencial.
2. La suma de todas las corrientes entrantes a un nodo es cero.

Al trabajar con potenciales, deberemos ademads considerar explicitamente la presencia de la conexién
a tierra. Este elemento tiene una relaciéon constitutiva:

Ug(t) =0 (4.12)

donde Ug(t) es el potencial eléctrico.
Con esto, a las relaciones constitutivas dadas por las Ecs.(4.11a)—(4.11f)y (4.12), se le agregan las
siguientes ecuaciones estructurales:

is(t) —ip(t) =0  (4.13a)

in(t) —in,(t)=0  (4.13b)
iR, () —in() —ig(t) =0  (4.13¢)
in() +in(t) —ic(t) —is(t) =0  (4.13d)
vs(t) = (Ui(t) — Us($)) =0 (4.13¢)
vp(t) — (UL(H) — Us(t)) =0 (4.13f)
VR, (t) — (U2(t) — Us(t)) = 0 (4.13g)

ve(t) = (Us(t) = Ua(t)) =0 (4-13h) Figura 4.3: Circuito rectificador de media onda con

vr(t) — (Us(t) — Us(t)) =0 (4.131) carga RL con nodos de potencial eléctrico.

Ug(t) — Us(t) =0 (4.13))

Si bien el modelo que utiliza los potenciales tiene més variables algebraicas (y més ecuaciones, por lo
tanto), veremos mas adelante que su uso serd conveniente en el contexto de modelado orientado a objetos,
ya que sus leyes estructurales son mucho mas simples y no requieren de conceptos topoldgicos como serie
o paralelo.

4.1.3. Elementos de Conmutacion

En muchas aplicaciones electrénicas se utilizan elementos que ante ciertas situaciones experimentan
cambios abruptos entre estados de corte o de conduccién. La Figura 4.4 muestra un diodo y una llave
que podria representar un transistor trabajando entre corte y saturacion.

v(t) ()
ity + — i(t) + —
—>—0 o

v(t)

Figura 4.4: Elementos basicos de conmutacién.

Si consideramos que en el estado de corte estos componentes no conducen corriente y que en estado
de conduccién no tienen diferencia de potencial, es probable que tengamos problemas para causalizar las
DAEs y obtener un sistema de Ecuaciones de Estado donde podamos realizar andlisis o simular. Para
evitar estos problemas, se suele considerar que dichos elementos tienen una resistencia muy pequena en
estado de conduccién y una muy grande en estado de corte.

Teniendo en cuenta esto, pueden considerarse las siguientes relaciones constitutivas basicas:

Diodo Ideal:
’L)D(t) - RD(’UD(t)) iD(t) =0 (414&)
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donde
Ron sivp > vy (4.14D)
Rog en otro caso

RD(’UD) = {

donde v, es un pardmetro (un valor tipico podria ser 0.6V). Este modelo se corresponde al de un
resistor no lineal como el de la Ec.(4.2) donde la funcién g(-) es discontinua.

Llave Ideal:

vs(t) — Rs(s(t)) is(t) = 0 (4.15a)
donde
Ron sis=1
Rs(s) = {Roﬂ GO (4.15D)

donde s(t) es una senal de entrada que puede valer 0 (llave cerrada) o 1 (llave abierta).

La llave, definida de esta manera, se comporta como una resistencia modulada, ya que la relacién
entre las variables ig(t) y vs(t) se encuentra modulada por una sefial de entrada s(t).

Un circuito muy utilizado en muchas aplicaciones es el convertidor boost o elevador, representado en
La Fig.4.5, cuyas relaciones constitutivas y estructurales estdn dadas por la Ec.(4.16).

dve (t)

C —ic(t)=0 (4.16a) L
a >
dir(t)
L BT v (t) =0 (4.16b)
Rin(t) — vg(t) =0 (4.16¢) U —=C 2R
Rp(vp(t)) ip(t) —vp(t) =0 (4.16d) T
Rs(s(t)) is(t) —vs(t) =0 (4.160) =
vp(t)—U =0 (4.16f) a
in(t) —ip(t) =0 (4.16g) Figura 4.5: Circuito Boost o Elevador.
ir(t) —is(t) —ip(t) =0 (4.16h)
ip(t) —ic(t) —ir(t) =0 (4.161)
vp(t) —vL(t) —vs(t) =0 (4.16§)
vs(t) — vp(t) — ve(t) = 0 (4.16k)
ve(t) — vr(t) =0 (4.161)

A partir de la DAE formada por la Ec.(4.16) se puede construir directamente un Diagrama de Bloques
como el de la Figura 4.6 siguiendo el procedimiento del Capitulo 3.4. El hecho que en el DB todos los
bloques tengan bien definida su entrada y salida indica que tenemos igual ntimero de variables (senales)
que de ecuaciones (bloques). E1 DB ademds muestra la presencia de un lazo algebraico entre las corrientes
y voltajes de la llave y del diodo.

U uc (t)

O

ur(t) 1 | i@/ N us(t) /\uD(t) ip(t) N\ 1
Sz @, jj J e

i uR(t)

==

ip(t)

Figura 4.6: Diagrama de Bloques de la Ec.(4.16).
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En el Diagrama de Bloques puede verse que si consideramos que el diodo no tiene resistencia de
conduccién, no podriamos determinar la corriente i (¢) a partir de la tensién del diodo up(t), ya que en
estado de conduccién el voltaje es nulo para cualquier corriente. De manera similar, si la llave tuviera
resistencia de corte infinita, no podriamos calcular el voltaje ug(t) a partir ig(t) cuando s = 0.

Si en lugar de construir el Diagrama de Bloques hubiéramos aplicado sobre la DAE directamente
el procedimiento de causalizacion que vimos en el Capitulo 3, hubiéramos encontrado el lazo y tras
aplicar el algoritmo de rasgado tendriamos asignaciones equivalentes a las que realiza el DB. Por lo tanto,
tendriamos las mismas dificultades al considerar ideales los elementos de conmutacién.

El modelo que utilizamos para el diodo al considerar R, y Rog se denomina lineal a tramos ya que su
caracteristica Volt-Ampere esta formada por dos rectas. Un modelo més realista utiliza una exponencial
sin discontinuidades:

ip—1Ip (enr —1)=0 (4.17)

para ciertos pardmetros Iy, 7 y Vr, lo que constituye también un resistor no lineal como el de la Ec.(4.2).
Si bien este modelo no tiene las discontinuidades de la Ec.(4.14), suele ser computacionalmente més
costoso simular con una relacién no lineal tan abrupta como la que genera la Ec.(4.17).
En cualquier caso, siempre debe tenerse en cuenta la pregunta a responder para elegir el modelo més
adecuado.

4.1.4. Consideraciones sobre el orden

A priori, el orden del modelo de un circuito seria igual al nimero de componentes almacenadores
(inductores y capacitores) ya que en los mismos aparece una variable derivada que se puede tomar como
estado. Sin embargo, como vimos en el Capitulo 3.3, en ocasiones los supuestos estados pueden estar
vinculados estaticamente por ecuaciones de restriccion y en tal caso el orden se ve reducido.

Estas ecuaciones de restriccion van a aparecer cuando tengamos capacitores en paralelo, inductancias
en serie, o casos un poco mas complejos que implican que a dos o m&s almacenadores no podemos
asignarles condiciones iniciales independientes. Desde el punto de vista de las DAESs resultantes, ya vimos
que la presencia de restricciones implica que el sistema sera de indice alto.

En definitiva, el orden sera igual al niimero de componentes almacenadores menos el nimero de
ecuaciones de restriccion.

4.2. Sistemas Mecanicos

Los modelos matematicos de los sistemas mecénicos se basan principalmente en la segunda ley de

Newton:
> Fi(t) =m a(t) (4.18)

y en leyes asociadas a distintos fenémenos que habitualmente ocurren en estos sistemas (rozamiento, por
ejemplo).

Veremos entonces como plantear las relaciones constitutivas y estructurales correspondientes.
4.2.1. Modelos Mecanicos Traslacionales

Analizaremos a continuacién los modelos mateméticos de sistemas mecanicos que se mueven en una
dimension, denominados sistemas mecédnicos traslacionales.
Componentes y Relaciones Constitutivas

La Figura 4.7 muestra los componentes elementales de la mecdnica traslacional.
Describiremos a continuacion los componentes brindando sus relaciones constitutivas:
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F F.(t) k F.(t) F,(t) b Fu(t)
U (1) Trel, (1) Vrel, (1)

Figura 4.7: Componentes béasicos de la mecanica traslacional

Masa: asociado a la masa de pardametro m podemos plantear las siguientes ecuaciones:

T () — v (t) =

0
m O (t) — Fn(t) =0 (4.19)

donde z,,,(t) es la posicién, vy, (t) la velocidad y F,(t) es la fuerza neta aplicada sobre la masa.

Notar que estas relaciones constitutivas valen para cualquier masa que se mueva en una dimensién.

Resorte: asociado al resorte de pardmetro k podemos plantear la ecuacién:

k@, (1) — Fo(t) = 0 (4.20)

donde xyq, (t) es la deformacién del resorte y F.(t) es la fuerza ejercida sobre los extremos del
mismo. Notar que segin el esquema de fuerzas de la Figura 4.7 estamos considerando positiva la
deformacién cuando el resorte se estira.

La Ecuacién(4.20) se corresponde a un resorte lineal. En casos mds generales, un resorte tendrd
asociada una relacion entre deformacién y fuerza del tipo:

g(‘TTEIT(t)’FT(t)) =0. (4.21)

Amortiguador: respecto al amortiguador de parametro b tenemos la relaciéon constitutiva:

b ver, (t) — Fat) =0 (4.22)

que se corresponde a un amortiguador lineal y donde vy, () es la velocidad relativa entre los
extremos del amortiguador y Fy(t) es la fuerza que se ejerce entre dichos extremos. En este caso,
segun el esquema de la Figura 4.7, estamos considerando positiva la velocidad relativa cuando el
amortiguador se estira.

En casos mas generales tendremos

g(vrela (t)7 F, (t)) =0, (423)

relacién que permite modelar casos no lineales.

Un amortiguador puede modelar también fenémenos de friccién, que pueden depender de la fuerza
normal (lo que convertiria al amortiguador en un componente modulado).

Relaciones Estructurales

Al igual que en los circuitos, en los modelos mecénicos encontraremos dos clases de relaciones estructu-
rales. Por un lado habrd ecuaciones que vinculen posiciones y/o velocidades entre componentes (similar
a lo que ocurria con los potenciales en el caso de los circuitos). Estas ecuaciones estardn asociadas a
cuestiones esencialmente geométricas.

Por otro lado habra ecuaciones que vinculen fuerzas basadas en el hecho que todas las fuerzas concu-
rrentes en un punto sin masa deben sumar cero. Esto es de alguna manera anédlogo a lo que ocurria con
las corrientes en los circuitos.

Veremos a continuacién estas relaciones sobre un ejemplo muy simple dado por el modelo masa-
resorte-amortiguador de la Figura 4.8.
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Figura 4.8: Modelo Masa-Resorte- Amortiguador

Para vincular entonces en primer lugar las posiciones y velocidades que aparecen en los distintos
componentes, podemos plantear las siguientes relaciones estructurales:

U () — Uper, (t) =

0
Tre, (t) + Lo — 2 (t) = 0 (4.24)

donde Ly es la longitud en reposo del resorte (no confundir con la posicién inicial). De esta manera, la
segunda ecuacion estructural dice que cuando la posicion de la masa es igual a la longitud en reposo, el
mismo no esta deformado.

Por otro lado, la ecuacion que vincula las fuerzas es:

Fp(t) + Fr(t) + Fo(t) = 0 (4.25)

Luego, juntando las relaciones constitutivas de las Ecs.(4.19), (4.20) y (4.22) y las estructurales de las
Ecs.(4.24) y (4.25), obtenemos el sistema completo de DAEs:

que tiene 7 ecuaciones en 7 variables.
El procedimiento que seguimos para plantear el modelo en este caso puede resumirse en los siguientes
pasos:

1. Descomponer el sistema en componentes.

2. Plantear las relaciones constitutivas.

3. Plantear las relaciones estructurales que vinculan posiciones y/o velocidades.
4. Plantear las relaciones estructurales para las fuerzas.

Sin embargo, en el tercer paso no fuimos muy sistematicos, ya que en un caso vinculamos posiciones
(resorte y masa) y en el otro velocidades (amortiguador y masa) por lo que las relaciones estructurales
no se tradujeron siempre de la misma manera, sino que las elegimos en funcién de las variables que tenia
cada componente.

Sistematizacién de las Relaciones Estructurales

Lo maés sistemdtico serfa vincular siempre las posiciones ya que la relacién z1(t) = z2(t) implica
v1(t) = va(t) pero no al revés (por las condiciones iniciales).
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Esto implicarfa que deberfan aparecer la posiciones (o la deformacién) del amortiguador, lo que
implicard que las relaciones constitutivas del amortiguador deberian ser:

b rel, (t) — Fu(t) =0
Trel, (t) — Vrel, (t) = 0

Procediendo entonces de esta forma méds sistemaética, el sistema de DAEs quedaria como sigue:

(4.26)

m O (t) — Fp(t) =0

k Trer, (t) — Fr(t) = 0

b rel, (t) — Fu(t) =0

Trel, (t) — Vrer, (t) =0

T (t) — Tyel, (t) =0

Trel, (t) + Lo — X (t) =0
Fon(t)+ F.(t) + Fo(t) =0

contando con 8 ecuaciones e incégnitas.

En este nuevo modelo se puede ver inmediatamente que hay una ecuacién de restriccién x,,(t) —
Zrel, (t) = 0 ya que la misma vincula dos supuestos estados (y es claro ademds que el sistema es de orden
2 y no puede haber 3 estados). Esto es un problema de indice alto que puede reducirse directamente a
indice 0 aplicando una vez el algoritmo de Pantelides.

En definitiva, el precio que pagamos por utilizar relaciones estructurales mas simples que vinculan
directamente las posiciones es tener problemas de indice alto que requieren algin trabajo posterior (que
lo puede hacer un algoritmo de forma totalmente sistemética).

Ejemplo con Serie Mecanica y Fuente

Con esta forma de plantear las relaciones estructurales, veamos un nuevo ejemplo dado por el sistema
de la Figura 4.9. El mismo puede representarse directamente mediante el sistema de DAEs de la Ec.(4.27).

() — v (E) = (4.27a
m O (t) — F(t) = (4.27b
k1 @yel, () — Fry (t) = (4.27c
ky Zrel, (t) — Fry (1) = (4.27d
b vrel, (t) — Fu(t) = (4.27e

(

Fy(t) -

Trel, (t) + Lo, + Tre1, (t) + Lo, — Tm(
Trely (t) + Lo, — T (

Fo(t) + Fpy (8) + Fry (1) + Fy(

Fr (t) + Fa(
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En este sistema de DAEs puede verse que no hay singularidades estructurales y que efectivamente se
trata de un modelo de tercer orden.

Aparecié ademés aqui un nuevo componente que representa una fuente ideal debida a la fuerza de la
gravedad.

Conexiones con Posiciones Absolutas

Si bien en este tltimo ejemplo las relaciones estructurales relacionadas con las posiciones fueron mas
simples de obtener, el procedimiento sigue sin ser completamente sistematico respecto a dichas relaciones
ya que en las mismas mezclamos posiciones absolutas y relativas y el planteo de dichas relaciones requiere
analizar la geometria del esquema mas que las conexiones entre los componentes.

Una manera mas clara es definir directamente las posiciones absolutas de los puntos de conexién
de cada componente (lo que agregard variables y ecuaciones a las relaciones constitutivas del resorte y
el amortiguador). Luego, una vez definidos esas posiciones, las ecuaciones de cada conexién consistirdn
simplemente en igualar las posiciones de los puntos conectados.

Siguiendo esta idea, el modelo del amortiguador deberia ser

b rel, (t) — Fu(t) =0
:.Crela (t) — Urel, (t) =0 (428)
Trel, (t) — Lay (t) + Ta, (t) =0

donde 4, (t) y xa,(t) son las posiciones de los extremos del amortiguador. Similarmente, el modelo del
resorte sera

k e, () — Fr(t) = 0

Tyel, (t) + Lo — 2y, (1) + 24, (1) = 0 (4.29)

donde z,,(t) y x,(t) son las posiciones de los extremos del resorte y Lo es la longitud en reposo del
resorte. Luego, al conectar ambas componentes la ecuacién estructural que vincula las posiciones sera
simplemente:

Lay (t) — Try (t) =0
y algo similar valdra para cualquier conexién.

Al trabajar con posiciones absolutas, tendremos ademds que fijar una posicién de referencia (similar
a lo que hicimos en los circuitos cuando trabajamos con potenciales). Esto se puede hacer con un compo-
nente que denominaremos punto fijo que podrd modelar una pared, piso, o en general cualquier posicién
fija respecto al eje de coordenadas.

Esto es andlogo a lo que hicimos al utilizar potenciales absolutos en los circuitos. El precio que
pagaremos por esta simplificacién serd que tendremos muchas variables algebraicas (con muchos alias
y ecuaciones triviales). Sin embargo, esto no serd un problema cuando trabajemos con lenguajes de
modelado orientados a objetos como Modelica.

4.2.2. Modelos Mecanicos Rotacionales

Los modelos rotacionales siguen esencialmente las mismas leyes que los traslacionales cambiando las
posiciones y velocidades por angulos y velocidades angulares y la masa por el momento de inercia.
Componentes y Relaciones Constitutivas

El esquema de la Fig.4.10 por ejemplo muestra un sistema mecdanico rotacional que tiene dos inercias
con fricciéon contra un marco fijo, una caja de reduccién y un resorte de torsion.
Caracterizaremos entonces los componentes con sus relaciones constitutivas:

Inercia: Andloga ala masa traslacional, puede modelarse mediante la segunda ley de Newton en variables
angulares:

(4.30)
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)

b1 722,

Figura 4.10: Modelo mecdnico rotacional

donde 6(t) y w(t) representan la posicién y velocidad angular, 7 es el torque neto aplicado y J es
el parametro que representa el momento de inercia.

Resorte de torsién: Andlogo al resorte de la mecénica traslacional, se puede caracterizar por la si-
guiente relacion constitutiva:

k Orer, (t) — (1) = 0 (4.31)

donde 0,4, (t) es la deformacién angular entre los extremos del resorte y 7..(t) es el torque que se
ejerce sobre dichos extremos.

La Ec.(4.31) se corresponde a un caso lineal. En un caso general tendremos una relacién estatica
genérica entre torque y angulo:

9(bre1,. (), 7(t)) = 0 (4.32)

Amortiguador Rotacional: Similar al amortiguador traslacional, estd caracterizado por la relacién
constitutiva:

b wb(t) - Tb(t) =0 (433)

donde wy(t) es la velocidad angular a la que se produce la friccién y 7, (¢) es el torque correspondiente.

En un caso no lineal, la Ec.(4.33) toma la forma
g(wp(t); m(t)) = 0 (4.34)

Al igual que lo que ocurria en el caso traslacional, podemos explicitar el angulo para que las
relaciones estructurales vinculen los mismos agregando la ecuacion

Oy (t) —wp(t) =0 (4.35)

Caja Reductora: La caja reductora es un elemento de tipo transformador que vincula velocidades (o
posiciones) y torques idealmente sin almacenar ni consumir energia. Es andloga al transformador
eléctrico que vimos antes y su relacién constitutiva puede plantearse como

:—1 wi(t) — wa(t) =0
2 4.36
Tl(t)—:—;Tg(t):O ( )

donde wy(t) y wa(t) son las velocidades angulares a ambos lados de la caja siendo 71(t) y 72(t) los
torques correspondientes. El cociente Tt es la relacién de transformacién y el hecho que sea inversa
en el torque respecto de la velocidad nnphca que la potencia a ambos lados de la caja es idéntica.

Si decidimos utilizar posiciones para las relaciones estructurales, se puede reemplazar las velocidades
angulares w;(t) por los dngulos 0;(t) en la Ec.(4.36).

En cuanto a las relaciones estructurales, valen las mismas consideraciones que en la mecanica trasla-
cional:
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= Se igualan las posiciones o velocidades al conectar dos componentes.
= La suma de todos los torques conectados a un mismo punto es cero.

Con estas consideraciones, podemos plantear el siguiente sistema de DAEs para el sistema de la
Figura 4.10:

01(t) —wi(t) =0 (4.37a)

Jiwi(t) =7, (t) =0 (4.37h)

Oa(t) — wa(t) =0 (4.37¢)

Ja Wa(t) — 7, (t) =0 (4.37d)

k Orer, (t) — 7r(t) = 0 (4.37e)

by we, (t) — 7, (t) = 0 (4.37f)

ba wy, (1) — 76, (t) =0 (4.37g)

:—; Wy () — wry(t) = 0 (4.37h)

7r, (1) :—; Try(t) =0 (4.371)
01(t) — Orer, (t) = 0 (4.37))

wi(t) —wp, (1) =0 (4.37k)

wi(t) —wr (t) =0 (4.371)

wa(t) —wr,(t) =0 (4.37m)

wa(t) —wp, (t) =0 (4.37n)

7 (t) + 7o, () + 70, (8) + 75, (1) = 0 (4.370)
Tby () + 7y (8) + 7, (£) = 0 (4.370)

Este sistema de DAEs tendra una singularidad estructural ya que aparentemente hay 4 estados, pero las
velocidades w1 (t) y wa(t) estdn relacionadas por la caja reductora. Si aplicamos Pantelides, por lo tanto,
podemos ver que llegaremos a un modelo de orden 3 con variables de estado wi(t), 01(t) y 02(t).

En rigor de verdad, el sistema es de segundo orden. La inconsistencia se debe a que ninguna relacién
estructural vincula 6;(t) con 62(t) (sélo estén vinculadas sus derivadas) y podremos asignarles a los
angulos condiciones iniciales arbitrarias.

Por este motivo, como ya senalamos en el caso traslacional, es conveniente utilizar los dngulos para
las relaciones estructurales.

4.2.3. Modelos Roto-Traslacionales

Como indica su nombre, estos modelos combinan componentes traslacionales y rotacionales. Los com-
ponentes novedosos seran los que ejerzan de interfaz entre ambos dominios que seran de tipo transforma-
dor, ya que no almacenaran ni consumiran energia.

Pinon-Cremallera

La Fig.4.11 muestra un sistema mecdanico roto-traslacional.
Ademas de los componentes que ya vimos, encontramos un componente que ejerce de interfaz entre
ambos dominios consistente en un sistema pinon—cremallera que puede caracterizarse por la siguiente ley:

rw(t) —v(t) =

0 4.38
T(t)—r F(t)=0 (4.38)
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0

RXRXXIXIKIK

Figura 4.11: Sistema Roto-Traslacional

Al igual que antes, convendra generalmente utilizar las posiciones para las relaciones estructurales por
lo que podemos replantear las ecuaciones constitutivas reemplazando velocidades por posiciones:

rO)—xz(t)+Lo=0 (4.30)
() —r F(t)=0
donde Lg es la posicién z(t) de la cremallera cuando el dngulo es 6(t) = 0.
El modelo puede luego completarse con las relaciones constitutivas de los demdas componentes que ya
vimos y las correspondientes relaciones estructurales.
Hay ademds otros componentes que obedecen a las mismas relaciones estructurales de la Ec.(4.38)
como una polea simple, donde la velocidad de rotacion es proporcional a la velocidad de traslacion del
cable.

Biela-Manivela

La Fig.4.12 muestra otro sistema mecanico roto-traslacional con un componente de interfaz denomi-
nado biela-manivela.

Figura 4.12: Sistema Roto-Traslacional Biela-Manivela

Para deducir las ecuaciones del componente biela-manivela podemos utilizar el Teorema del Coseno,
de donde

z(t)? 4+ 1% =27 x(t) cos((t)) = L? (4.40)

que es una ecuacion que vincula las posiciones.
Por otro lado, dado que dicho componente idealmente no consume potencia, debe cumplirse que la
suma de las potencias traslacional y rotacional debe ser nula, esto es

() w(t) — F(¢) v(t) =0 (4.41)

Esta segunda ecuacion brinda un vinculo entre la fuerza y el torque, pero tiene problemas cuando las
velocidades son nulas ya que no establece relacién entre ambas magnitudes.

Una manera de evitar esto, es derivar la Ec.(4.40) respecto al tiempo para encontrar una relacién
entre v(t) y w(t):

2 x(t) v(t) — 2 r v(t) cos(d) +2r x(t) sin
(x(t) —r cos(f)) v(t) + r z(t) sin

_ ra(t) sin(
o(t) = x(t) —r cos(

[ —

~
—~
~+
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y reemplazando en la Ec.(4.41) se obtiene
T(t) (x(t) —r cos(9)) + F(t) (r z(t) sin(d)) =0 (4.42)

que junto a la Ec.(4.40) constituyen las relaciones estructurales del componente.

Una diferencia importante entre el sistema pinén-cremallera y el biela-manivela es que el primero
establece relaciones lineales entre las magnitudes, mientras que en el segundo las relaciones son no lineales.
De esta manera, la presencia de un biela-manivela resultard en un modelo no lineal.

4.2.4. Mecanica Planar

Cuando analizamos los componentes mecanico-traslacionales, lo hicimos asumiendo que el movimiento
se realizaba en una tnica dimension.

En la mecédnica planar asumimos que los objetos se pueden desplazar en dos dimensiones, pudiendo
eventualmente rotar sobre sus ejes (ejes perpendiculares al plano de movimiento).

En este caso, las leyes serdn esencialmente las mismas de la mecéanica traslacional, pero para ambas
dimensiones.

Componentes basicos y relaciones constitutivas

La Fig.4.13 muestra el modelo de un péndulo, que consiste en una masa puntual m y una barra rigida
sin masa de longitud L.

Figura 4.13: Péndulo simple

En dicho modelo podemos distinguir tres componentes:

Masa Puntual: se puede caracterizar por las siguientes relaciones constitutivas:

i(t) — va(t) = 0
3(t) — vy (t) = 0
m Uz (t) — Fp(t) =0 (4.43)
m iy (t) — Fy(t) =0

que son una extensién directa a dos dimensiones del caso de la masa que se desplaza en una
dimensién.

Fuente de Fuerza: modelando la fuerza de la gravedad, podemos caracterizarla por las relaciones cons-
titutivas:
F,(t)=0

Fy,(t)+mg=0 (4.44)
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Barra rigida sin masa: Se puede representar mediante las siguientes ecuaciones:

L sin(f) — (z2(t) —21(¢)) =0
L cos(0) — (y2(t) —y1(t)) =0
F,, (t)— F(t) sin(d) =0

F,, (t) — F(t) cos(#) =0 (4.45)
Fo (1) + Foy (1) = 0
Fyy (8) + Fy,(t) = 0
0(t) = w

donde x4 (t) y x2(t) son las posiciones horizontales de cada extremo mientras que yi(t) e y2(t) son
las correspondientes posiciones verticales. El dngulo 6(¢) es el que forma la barra con la direccién
vertical. La fuerza F'(t) es la que transmite la barra en sentido longitudinal, las Fy, (t) y Fy, (t) son
las fuerzas que transmiten los extremos en direccién horizontal y las F, (t) y F,(t) son las que
transmiten en direccién vertical.

La inclusién de la velocidad angular no es estrictamente necesaria, pero permitird utilizar § como
variable de estado, lo que serd conveniente.

Relaciones estructurales

El modelo del péndulo puede completarse con las siguientes relaciones estructurales:

x1(t
ya(t
(t) —a(t
(t) —y(t
F, (t

(t

2 (4.46)

o O O O o O

y
Fa(t) + Fa, (1)
Fy(t) + Fy, (1)

)
)
)
)
)
)

F,,

ya que agregéndola a las Ecs.(4.43), (4.44) y (4.45) se obtiene un sistema de 19 ecuaciones e incégnitas.
Naturalmente puede plantearse un modelo mucho més simple como el de la Ec.(3.18) que utilizamos
en el Capitulo 3. Sin embargo, planteando relaciones constitutivas y estructurales es posible construir
modelos mucho méas complejos ya que las relaciones constitutivas son reutilizables en cualquier contexto.
Por ejemplo, el esquema de la Figura 4.14 representa un puente gria y se puede modelar utilizando
las mismas relaciones constitutivas del péndulo, més la de la masa de la Ec.(4.19) y la del amortiguador
de la Ec.(4.26).

Figura 4.14: Puente griua
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Este modelo puede completarse con las relaciones estructurales

(4.47)

S~ N N N N N N N
I
0o o o o oo

En el Capitulo 5, en el contexto del modelado orientado a objetos, veremos una forma mas sistematica
de reaprovechar los modelos reutilizando las relaciones constitutivas y veremos también una forma mucho
maés sisteméatica de plantear las relaciones estructurales.

En estos ejemplos de mecanica en el plano no consideramos la eventual presencia de cuerpos sélidos
con momento de inercia (s6lo modelamos una masa puntual). En un cuerpo con momento de inercia,
ademds de las posiciones horizontales y verticales, aparece el dngulo de rotacién respecto al centro de
masa como tercera variable de posicién y aparece también la transmision de torque en las relaciones
estructurales.

Estos conceptos pueden también extenderse al caso de mecdnica en tres dimensiones (llamada también
mecdnica multicuerpos). En estos casos tendremos tres coordenadas espaciales y tres dngulos respecto al
centro de masa que describiran la posicién de un cuerpo en el espacio.

4.2.5. Consideraciones sobre el orden

Al igual que en cualquier sistema dindmico, el orden serd igual al niimero de condiciones iniciales que
podamos asignar arbitrariamente. Asociado a cada posicién que podamos asignar independientemente en
el modelo, tendriamos ademés la velocidad. Por esto, en general en un sistema mecanico el orden es el
doble que los grados de libertad en el sistema.

Esto, sin embargo, vale siempre y cuando asociemos cada posicién con una masa. En un punto de unién
de dos o més elementos sin masa, sin embargo, podemos asignar el valor a una sola variable (posicién o
velocidad) en el mejor de los casos ya que habra al menos una restriccién entre ambas. Por ejemplo, en un
serie mecanico como el del modelo de la Fig.4.9, en el punto de unién entre el resorte y el amortiguador
podriamos fijar la posicién inicial. Tras esto, quedard determinada la fuerza del resorte que serd igual a
la fuerza del amortiguador. Por lo tanto, quedara fijada la velocidad del amortiguador lo que nos quita
la posibilidad de fijar arbitrariamente su condicién inicial.

4.3. Sistemas Hidraulicos

Los modelos matematicos de los sistemas hidraulicos vinculan principalmente magnitudes correspon-
dientes a presiones P(t) y caudales Q(t), apareciendo también volimenes V(¢) y momentos de presién
I'(t), donde valen las relaciones:

Bajo ciertas hipotesis simplificatorias, estos sistemas se pueden analizar como circuitos hidrdulicos
andalogos a los circuitos eléctricos. En estos, el caudal juega el rol de la corriente, la presién es andloga al
potencial eléctrico, el volumen se corresponde a la carga eléctrica y el momento de presion se corresponde
con el flujo magnético.

Una hipdétesis que utilizaremos en todos los modelos (salvo que se aclare lo contrario) es que trabaja-
remos con presiones manométricas, es decir, presiones medidas con respecto a la presiéon atmosférica.
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4.3.1. Componentes Basicos y Relaciones Constitutivas

La Figura 4.15 muestra un sistema hidraulico simple, donde una bomba ideal lleva un caudal Q(¢) a
un tanque que se vacia a través de una vélvula Ry .

Rr_Qu(t)

| [— ﬂ

AP, M
Patm

Figura 4.15: Sistema hidraulico simple

En el esquema podemos reconocer los siguientes componentes:

Valvula: Representa el fenémeno de Resistencia Hidrdulica y si suponemos que el componente es lineal
tendremos la relacion constitutiva

APy (t) — Ry Qv (t) = 0. (4.48)

donde APy (t) es la diferencia de presién entre ambos lados de la vélvula, Qv (t) es el caudal y Ry
un pardmetro que modela la resistencia hidrdulica. Notar la analogia de este componente con un
resistor eléctrico.

Generalmente las valvulas hidraulicas se modelan como elementos no lineales, donde la relacién
entre la diferencia de presion y caudal esta dada por

Qv (t) — Cy /APy =0,

0, para considerar la posibilidad de caudal en ambos sentidos,
Qv (t) — Cy/|APy| sign(APy) = 0. (4.49)
Un caso més general ain estd dado por

9(APy (), Qu (1) = 0. (4.50)

En muchos casos también las valvulas suelen abrirse y cerrarse de manera controlada, lo que se
modela por una variable de apertura z(t) que puede representar la posicién de un vastago. En tal
caso, una relacién constitutiva como la Ec.(4.49) se transforma en

Qv (t) — Cu(2)V/|APy| sign(APy) =0, (4.51)

que toma la forma que se muestra en la Figura 4.16.

En el caso general, una véalvula controlada obedece a una ley del tipo
g(APy,Qv(t),z(t)) =0. (4.52)

Tanque: Considerando que trabajamos con presiones manométricas (lo que equivale a considerar nula
la presién atmosférica), podemos calcular la presién en el fondo del tanque como

Pr(t) = p g ho(t) (4.53)



CAPITULO 4. TECNICAS BASICAS DE MODELADO 83

z=1

z=0.75
z=0.5
z =0.25

Qv |

APy

Figura 4.16: Caracteristica de una Valvula Controlada

donde hp(t) es la altura de la columna de agua, g es la aceleracion de la gravedad y p es la densidad
del agua (del orden de 1000K g/m?).

La altura de la columna de agua, asumiendo que el fluido es incompresible, la podemos calcular
como

hr(t) = (4.54)

donde Vr(t) es el volumen del tanque y A es el drea de la seccién del tanque. Reemplazando hrp(t)
con esta expresion en la Ec.(4.53) y recordando que la derivada del volumen es el caudal neto que
entra al tanque Qr(t) obtenemos :

Vr(t) — Qr(t)

) — 0
Pr(t) = 22 V() = 0 (4:59)

que conforma la relacién constitutiva del tanque. Notar la analogia con un capacitor eléctrico, donde
la presién cumple el rol del voltaje y el volumen cumple el rol de la carga.

En este caso el componente es lineal porque la presién depende linealmente de la altura en la
Ec.(4.53) y la altura depende linealmente del volumen en la Ec.(4.54). Si se considera la com-
presibilidad del fluido o si el area del tanque no es constante con la altura la relacién resulta no
lineal.

En un caso general, por lo tanto, tendremos

Vr(t) — Qr(t)
g(Pr(t),Vr(t))

0
N (4.56)

Bomba de Caudal: Una bomba ideal de caudal impone un caudal @ (t) independiente de la diferencia
de presién entre la entrada y la salida. De esta forma, la relaciéon constitutiva de la bomba ideal es

Qp(t) —v(t) =0 (4.57)

donde v(t) es una funcién conocida.

4.3.2. Relaciones Estructurales

De manera similar a lo que ocurre en los circuitos eléctricos, podemos obtener las relaciones estruc-
turales con las siguientes reglas:

1. Todo lo que esta conectado a un mismo punto tiene la misma presién.
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2. La suma de los caudales entrantes a un punto es cero.

Con esto, para el sistema hidrdulico de la Figura 4.15 podemos plantear las siguientes relaciones
estructurales:

Qp(t) —Qv(t) —Qr(t) =0

4.58
Pr— APy =0 ( )

de manera que el sistema completo de DAEs, formado por las Ecs.(4.48), (4.55), (4.57) y (4.58), resulta

APy (t ) Ry Qv(t)
Vr(t ) Qr(t)
)

Pr(t) — 7 Vr(t

Qp(t) —v(t)=0
Qp(t) —Qv(t) —Qr(t) =0
Pr— APy =0

0
0
0

(4.59)

lo que constituye un sistema de 6 ecuaciones en 6 variables (5 algebraicas y una de estado).

4.3.3. Otros Componentes

La Figura 4.17 muestra otro sistema hidrdulico donde, ademaés de los componentes ya vistos, podemos
encontrar los siguientes:

Patrn

Figura 4.17: Sistema hidrdulico con inertancia y columna de agua.

Columna de Liquido: Representa la diferencia de presién entre dos puntos debida al peso del liquido.
Asumiendo que el fluido es incompresible, la diferencia de presién entre la parte inferior y la superior

de la columna estd dada por

lo que puede verse como una relacién andloga a la de una fuente de tensién constante.
Inertancia: Modela la inercia de la masa de liquido. Su relacién constitutiva es
I7(t) — APr(t) =0
Ti(t)— Iy Qr(t) =

donde APy (t) es la diferencia de presién a ambos lados del componente, Q;(¢) es el caudal, T';(t) es
el momento de presién y el parametro Iy se denomina inertancia. Este componente puede pensarse
como analogo a un inductor eléctrico.

(4.61)
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Acumulador Hidraulico: Modela algo similar a un tanque, excepto que el fluido se acumula aumentan-
do la presién por la propia compresibilidad del fluido o por la de un gas que se encuentra confinado
dentro del contenedor. Las relaciones constitutivas son

Vo(t) = Qo(t)
Cy Pc(t) — Vc(t)

0
. (4.62)

para el caso lineal, lo que resulta andlogo a un capacitor.

4.3.4. Consideraciones sobre el Orden

Al igual que en los circuitos eléctricos, el orden de los modelos mateméticos de sistemas hidraulicos
coincide en principio con el numero de almacenadores de energia: tanques, inertancias y acumuladores
hidraulicos. Sin embargo, al igual que en los circuitos, suele haber restricciones que reducen el orden.

4.4. Sistemas Térmicos

Los modelos matematicos de los sistemas térmicos suelen ser de parametros distribuidos, ya que en
muchos casos no se puede ignorar la dependencia espacial de los fendémenos involucrados, en especial la
difusion y la conveccidn.

El fenémeno de conduccién o difusién de temperatura en una dimensién, por ejemplo, se modela a
través de la Fcuacion del Calor:

oT (z,t) ” 0*T (z,t)

ot 02

que dice que la temperatura en un punto varia en el tiempo de forma proporcional a la derivada segunda
respecto al espacio (en casos de dos y tres dimensiones, la férmula es idéntica pero utilizando el Laplaciano
de T'). La Ecuacién (4.63) podria modelar, por ejemplo, la dindmica de la temperatura a lo largo de un
cable.

Por otro lado, el transporte por conveccion, es decir, por el movimiento de un fluido que transporta
su calor a lo largo de un camino (un cano, por ejemplo), se modela mediante la ecuacién:

(4.63)

OT (x,t) _ OT (x,t) (4.64)
ot Ox
donde v representa la velocidad a la que se mueve el fluido (o algo proporcional a ella).

Sin embargo, aunque ambos fenémenos ocurran distribuidos en el espacio, bajo ciertas hipotesis sim-
plificatorias se pueden concentrar en uno o més puntos. Con este enfoque de pardmetros concentrados
veremos a continuacion cémo modelar sistemas térmicos relativamente simples caracterizados por fenéme-
nos de difusién, conveccién y radiacién.

En los modelos utilizaremos como variables descriptivas de las magnitudes del sistema la temperatura
T'(t) (su unidad estard dada en grados Kelvin), el calor E(t) (en Joules) y el flujo de calor ¢(t) (en Watts,
es decir, calor por unidad de tiempo).

4.4.1. Componentes y Relaciones Constitutivas Basicas

La Figura 4.18 contiene un esquema muy simple de un colector solar.

Dentro del colector circula un fluido con un caudal Q(¢) ingresando a una temperatura T, (t). El
colector propiamente dicho estd a una temperatura T.(t) recibiendo un flujo de calor ¢4(t) debido a la
radiacion solar. En este modelo podemos plantear los siguientes componentes asociados a los distintos
fenémenos fisicos:

Capacidad Térmica: Cuando concentramos parametros podemos dividir cada objeto en uno o mas
recintos con capacidad de almacenar calor, asumiendo que en el interior de cada recinto la tem-
peratura es uniforme. En el caso del esquema de la Figura 4.18, por ejemplo, hay delimitados dos
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o] v
\ )

Figura 4.18: Esquema simplificado de un Colector Solar.

recintos: uno que contiene el fluido a temperatura T (¢) y el otro correspondiente al colector que se
encuentra a temperatura T, (t).

Asociado a cada recinto tendremos una relacién constitutiva
C T(t) —q(t) =0 (4.65)

donde C es la capacidad térmica, T (t) es la temperatura del recinto y ¢(t) es el flujo neto de calor
entrante al recinto. Notar la clara analogia entre la capacidad térmica y la capacidad eléctrica.

La capacidad térmica de un recinto puede calcularse a partir de la masa m del recinto y de la
capacidad calorifica especifica del material ¢ segin

C=mc (4.66)

En el caso del recinto que contiene el fluido a temperatura T () en la Fig.4.18, suponiendo que el
fluido tiene densidad ps y capacidad calorifica especifica c¢, y que el recinto tiene un volumen V7,
podemos calcular la capacidad térmica segun:

Cr=psVics (4.67)

Cuando se considera relevante la dependencia de la capacidad térmica con la temperatura, la ley
lineal de la Ec.(4.65) se torna no lineal. Ademds, en ocasiones se modela también la dependencia
de la capacidad térmica con la presién.

Conduccion: Al considerar pardmetros concentrados, el fenémeno de conduccion o difusién de calor se
reduce a un flujo de temperatura entre recintos (o entre recintos y el exterior) proporcional a la
diferencia de temperatura entre los mismos. Por analogia con el caso eléctrico, dicho componente
se denomina Resistor Térmico y esta caracterizado por la ley

AT(t) — R q(t) =0 (4.68)

donde AT(t) es la diferencia de temperatura, ¢(t) es el flujo de calor y R es la Resistencia Térmica.

En el colector solar de la Figura 4.18 pueden plantearse dos resistores térmicos: uno entre el fluido
y el colector y otro entre el colector y el ambiente.

La resistencia térmica depende de la conductividad de los materiales y de la geometria de los recintos
y su interfaz. Respecto a la geometria, la resistencia resulta proporcional al espesor e inversamente
proporcional a la superficie. Suponiendo que la superficie es constante a lo largo del espesor del
medio aislante entre dos recintos, la férmula de la resistencia térmica resulta:

€

Rr=373

(4.69)

donde e es el espesor, A es el drea y A es la conductividad del material.

Conveccion: El transporte de materia entre recintos, o desde el exterior hacia los recintos o desde los
recintos hacia el exterior se corresponde a un fenémeno de conveccién. El intercambio de energia
ocurre porque dicha materia ingresa o egresa transportando su calor.
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En el caso de un fluido que ingresa a un recinto con un caudal Q(¢) a una temperatura T'(¢), se
puede ver que el flujo de calor asociado sera

q(t) =pcT(t) Q) (4.70)

donde p es la densidad y c la capacidad calorifica especifica del fluido. Esta ecuacién puede deducirse
a partir de la expresion de la capacidad térmica y del hecho que el caudal es la derivada del volumen.

Para el esquema del colector de la Figura 4.18, hay dos componentes de conveccién: uno corres-
pondiente al caudal de fluido entrante al recinto de temperatura T (t) y el otro correspondiente al
caudal saliente de dicho recinto.

En modelos més detallados los canos se suelen dividir en secciones conformando varios recintos
consecutivos, de manera que el flujo de calor saliente de un recinto es el que entra al siguiente.

Radiacidon: El fenémeno de radiacion se corresponde a la emision y absorcion de energia radiante por
parte de los atomos y moléculas de los cuerpos sélidos, liquidos y gases. La radiacion esta gober-
nada por la ley de Stephan-Boltzmann, que establece que la energia emitida por una superficie es
proporcional a la cuarta potencia de la temperatura absoluta:

qt) =0 AT(t)* (4.71)
donde o es la constante de Stephan-Boltzmann, ¢ es el coeficiente de emision de la superficie, A es

el drea de la superficie y T'(t) es la temperatura absoluta en Kelvin.

En el caso del colector solar, podemos modelar entonces el intercambio de calor por radiacién entre
el ambiente y el colector mediante una ecuacién

Gea(t) = o (Te(t)* — Tu(t)*) (4.72)
para cierta constante a.

Fuente Ideal de Temperatura: En el modelo del colector, podemos considerar la temperatura am-
biente T, (t) como una fuente ideal, ya que se puede asumir que su evolucién es independiente de lo
que ocurre en el colector. Lo mismo respecto de la temperatura de entrada del fluido T, (¢). Esto
seria andlogo a una fuente de tensién en un circuito eléctrico.

Fuente Ideal de Flujo de Calor: El flujo de calor que se recibe del sol puede considerarse una fuente
ideal, ya que el mismo es independiente de lo que ocurre en el colector.

4.4.2. Relaciones Estructurales

Las relaciones estructurales en los sistemas térmicos a pardmetros concentrados se pueden pensar
como analogas a las de los circuitos eléctricos, considerando la analogia entre corriente y flujo de calor y
la analogia entre potencial eléctrico y temperatura.

Teniendo en cuenta esto, el modelo completo para el caso del colector estaria dado por el siguiente
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sistema de DAEs con 14 ecuaciones y variables:

Cr Ty(t) — qr

Ce Tet) — qe

ATes(t) = Ref qey

ATeo(t) = Rea 4ea

ai(t) — py ey Ty, (1) Qy

Qo(t) — py cp Tf(t) Qy

Ta(t

Tr, (t

qs(t

Qy(t

ATep(t) — (Te(t) — Tf ¢
ATea(t) — (Te(t) —

qr(t) — (ger(t) + ¢i(t) — go(t

qe(t) = (gs(t) = qey (t) — gealt

v (4.73)

) =
) —
) —
) —

o e e e e N N N N N N N N ~—
[
SRR I I I I I I = I = = I = I = =

donde las senales v;(t) son funciones conocidas del tiempo. Notar que Q¢ (t) proviene de una fuente ideal
de caudal en este modelo, lo que evidencia que la conveccién es un fenémeno multidominio.

Discretizaciéon Espacial

Como ya mencionamos, en muchas ocasiones el problema que queremos resolver usando el modelo hace
que no podamos ignorar la distribucién espacial de los fenémenos térmicos. En esos casos, en principio,
deberfamos recurrir a ecuaciones en derivadas parciales como la Ec.(4.63) o la Ec.(4.64).

Para simular ecuaciones en derivadas parciales, al igual que en el caso de las ordinarias, hay que
discretizar. Sin embargo, no sélo hay que discretizar el tiempo sino también el espacio. Una técnica que
se utiliza a menudo es la denominada Método de Lineas que discretiza el espacio transformando las
ecuaciones en derivadas parciales en sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Si utilizamos esta idea en un sistema térmico, el resultado serd equivalente a dividir cada dominio
espacial en muchos recintos donde podemos utilizar lo que vimos para sistemas de parametros concen-
trados.

Consideremos por ejemplo nuevamente el sistema de la Fig.4.18 pero asumiendo ahora que la tem-
peratura del fluido no es uniforme, sino que se va calentando a medida que circula por el colector (para
simplificar supondremos que la temperatura del colector si es uniforme). Para esto, podemos proseguir
como sigue:

» Dividimos el cano en N recintos iguales con temperaturas T, (t), T, (t),. .., Ty (1).
» La capacidad térmica de cada recinto, recordando que es proporcional a la masa, serd Cy/N.

= La resistencia térmica entre cada recinto y el colector serda N R.¢ ya que la misma es inversamente
proporcional a la superficie de contacto entre los recintos.

= Habrd conveccién entre recintos consecutivos, de manera que el flujo de calor entrante en un recinto
qi, (t) sera el saliente del anterior g, , (t).
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Con estas consideraciones, las relaciones constitutivas y estructurales asociadas al j-ésimo recinto seran:

% Ty, (8) = ay, (t

ATer; (t) = N Rey geg, (t

Qo, (t) — pg 5 Ty, (t ) £t

ATey, (t) = (Te(t) = T, (1)

a5; (t) = (ges; () + 4, (1) — qoj( )

iy (t) = Go,_, (t)

con la salvedad que la ultima ecuacion sélo vale para j entre 2 y N, y para j = 1 tenemos directamente
el flujo de conveccién de entrada:

)
)
)
)
)

0
0
0 (4.74)
0
0
0

Gir (t) — py ¢y Ty, (t) Qp(t) = 0. (4.75)

El sistema de las Ecs.(4.74)—(4.75) contiene 6 N ecuaciones. Reemplazando estas en la Ec.(4.73) se obtiene
un sistema de 6 IV 4+ 8 ecuaciones e incognitas.

Esta claro que cuanto mas dividamos el dominio para obtener m&s precisién y més detalle en la
representacién espacial de la temperatura, més grande seré el sistema de DAEs y el orden del modelo.

4.4.3. Consideraciones Sobre el Orden y Analogia con otros Dominios

En los modelos matemaéticos a parametros concentrados de sistemas térmicos, el orden resulta igual al
nimero de recintos con capacidad de almacenar calor, es decir, es igual al nimero de capacitores térmicos.

Si bien en teoria podria haber restricciones que hagan que el orden resulte menor, dichas restricciones
estarian asociadas a dos recintos que tienen forzada la misma temperatura. Esto implicaria una resistencia
térmica nula entre ambos lo que haria que carezca de sentido considerar ambos recintos como diferentes
ya que no habria ningin fenémeno que separe a los mismos.

Una singularidad de los sistemas térmicos es que carecen de fenémenos analogos a la inductancia ya
que hay una tnica forma de almacenar energia (debido a que la variable que se almacena es justamente
la energfa). En todos los otros dominios encontramos dos maneras de almacenar energia: campo eléctrico
y campo magnético o energia potencial y energia cinética (en sus variables traslacionales, rotacionales o
en sus magnitudes hidrdulicas correspondientes).

Una consecuencia de que no haya fenémenos anidlogos a la inductancia es que en los modelos ma-
tematicos puramente térmicos no puede haber modos oscilantes. Es decir, el comportamiento sera siempre
sobreamortiguado.

4.5. Sistemas Multidominio

Hasta aqui vimos por separado modelos matematicos que representan fenémenos en el dominio eléctri-
co, en el mecénicos, en el hidraulico y en el térmicos En la préctica, muchos de los sistemas de interés
involucran fenémenos que se corresponden a mas de un dominio. Estos fendmenos multidominio resultan
en nuevos componentes, con sus correspondientes relaciones constitutivas, que ejercen de interfaz entre
sub-modelos de cada dominio. Veremos entonces a continuacion algunos de estos componentes.

4.5.1. Sistemas Electro-Mecanicos

La Figura 4.19 muestra el esquema de un motor de corriente continua. El mismo tiene elementos que
ya conocemos y que representan la resistencia e inductancia de armadura en el lado eléctrico y el momento
de inercia y el el rozamiento en el lado mecanico. Hay ademds un nuevo componente que representa la
conversion electromagnética-mecanica de energia.

Este nuevo componente, bajo ciertas hipdtesis, puede modelarse mediante las siguientes relaciones
constitutivas:

(4.76)
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Figura 4.19: Motor de Corriente Continua

donde e(t) es la fuerza contraelectromotriz, i,(t) es la corriente de armadura, w(t) es la velocidad angular,
7(t) es el torque electromotriz y K,, es una constante.

Notar que este componente transmite la potencia sin que se pierda o almacene energia, ya que
Potec(t) = e(t) ia(t) = 7(t) w(t) = Pec(t) (4.77)

Este modelo tiene validez asumiendo que el flujo de excitacién del motor es constante. Caso contrario,
un modelo més detallado estd dado por

e(t) = K ¢e(t) w(t)

T(t) — K ¢e(t) ia(t) (4.78)

0
0

donde ¢, (t) es el flujo de excitacion.
La Figura 4.20 muestra el modelo de un motor de corriente con excitacién independiente, en el cual

puede verse el circuito de excitacion que contiene un inductor no lineal representando la caracteristica
magnética del arrollamiento de excitacion.

Figura 4.20: Motor de Corriente Continua con Excitacién Independiente

En este caso, la relacién constitutiva de la Ec.(4.78) se complementa con la del inductor no lineal:
Pe(t) — ue(t) =0
9(ic(t)) = de(t) =0

donde u(t) es la tensién en bornes del inductor, i.(t) es la corriente de excitacién y g(-) es una funcién
no lineal que vincula la corriente de excitacién con el flujo magnético.

(4.79)

4.5.2. Sistemas Hidraulico-Mecanicos

La Figura 4.21 muestra un sistema que contiene componentes mecanicos e hidraulicos.
En la misma podemos distinguir dos instancias de un nuevo componente (pistén) que vincula ambos
dominios y estd caracterizado por las siguientes relaciones constitutivas:

Q(t)
F(t)

—Av(t)=0
- APt =0 (4.80)
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Figura 4.21: Sistema Hidraulico-Mecanico

donde P(t) y Q(t) son la presién y el caudal del lado hidrdulico mientras que F'(t) y v(t) son la fuerza y
la velocidad del lado mecéanico y el pardmetro A es el drea del piston. Al igual que en los demés elementos
transformadores, puede verse que la potencia es la misma a ambos lados del piston.

Dado que en el dominio mecanico conviene utilizar las posiciones para plantear las relaciones estruc-
turales, generalmente complementaremos la Ecuacién (4.80) con la relacién #(t) — v(t) = 0.

En cualquier caso, las relaciones planteadas en términos de velocidad y caudal establecen una relacién
entre posicién y volumen. Una implicancia de esto en el modelo de la Figura 4.21 es que la posiciéon de
ambos pistones y el volumen de liquido en el acumulador hidraulico estan vinculados, por lo que conocido
el volumen de liquido en el acumulador y la posiciéon de uno de los pistones, quedara determinada la
posicién del restante (asumiendo que conocemos la cantidad total de liquido en el sistema).

4.5.3. Componentes Modulados

El los modelos electro-mecanicos e hidraulico-mecéanicos encontramos componentes que ejercen de
interfaz entre los distintos dominios al estilo de los transformadores. Estos elementos vinculan magnitudes
a ambos lados de manera que se produce un intercambio de energia entre los dominios. De esa forma, por
ejemplo, la potencia eléctrica que se le entrega a un motor se transforma en energia mecénica rotacional.
En este tipo de conexién entre los dominios hay una interaccién clara. Lo que hagamos de cada lado del
componente de interfaz va a afectar al otro lado.

Otra manera de interaccién se da cuando un componente es afectado por otro (en principio de otro
dominio, pero podria ser también del mismo). Por ejemplo, en una vélvula controlada la accién mecdnica
sobre la posicién del vastago afecta su relacion entre presién y caudal, pero no implica intercambio de
energia entre los dominios. En otras palabras, lo que ocurra en el dominio hidraulico no carga a la parte
mecanica. En tal caso, decimos que la valvula estd modulada por el sistema mecanico.

De manera similar, el flujo de calor que disipa una resistencia eléctrica puede considerarse como
entrada de un sistema térmico. Sin embargo, el sistema térmico no le transfiere energia al eléctrico sino
que tendremos una fuente de flujo de calor modulada del lado eléctrico.

A modo de ejemplo, la Figura 4.22 muestra un sistema que contiene componentes hidraulicos, térmicos
y eléctricos que modela de manera muy simplificada un sistema de calentamiento eléctrico de agua (podria
ser un termotanque eléctrico).

Encontramos aqui dos tipos de componentes multidominio que pueden pensarse como fuentes de flujo
de calor moduladas:

Potencia Eléctrica: La disipacién de potencia de la resistencia R actua como fuente de flujo de calor
en el sistema térmico segtn la ley constitutiva:

ar(t) — ur(t) ir(t) =0 (4.81)
donde gr(t) es el flujo de calor, y ugr(t) e ir(t) son la tensién y corriente en el resistor.

Conveccién: Siguiendo la ley de la Ec.(4.70), tenemos dos fenémenos de conveccién debidos al ingreso
y egreso de liquido en el recinto en los cuales el flujo de calor depende del caudal.
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Figura 4.22: Sistema Hidraulico-Térmico-Eléctrico

Podemos considerar ademads que el sistema tiene algtin control sobre la potencia eléctrica en funcién de
la temperatura, de manera que la tensién u(t) depende de T,(t), lo que constituye una fuente de tensién
modulada. Si ademds incluyéramos en el modelo la parte mecanica que mueve el vastago de la valvula
con posicién z(t), tendriamos que dicho sistema mecédnico modula la vdlvula de salida.

4.6. Modelos no Fisicos

Hasta aqui estudiamos como plantear las relaciones matematicas correspondientes a modelos de siste-
mas provenientes de distintos dominios de la fisica. Hay otros dominios, no relacionados directamente con
la fisica, donde se pueden plantear modelos matemadticos similares (ecuaciones diferenciales algebraicas)
que permiten estudiar la evolucién de las distintas magnitudes mediante simulaciones o distintas herra-
mientas de andlisis. Entre los mencionados dominios no fisicos encontramos la epidemiologia, la dindmica
de poblaciones y la economia, entre otros. Veremos entonces como plantear modelos matemdticos (sim-
ples) en dichos dominios.

4.6.1. Modelos Epidemioldégicos

Una de las ramas de la ciencia en la que se utilizan modelos de ecuaciones diferenciales es la epi-
demiologia. Dentro de los modelos que se usan en esta disciplina encontramos por ejemplo los Modelos
Compartimentales, en los cuales se divide una poblacién en distintas categorfas (compartimentos) y se
describe la evolucién del nimero de individuos correspondientes a cada categoria.

Uno de los modelos epidemiolégicos compartimentales més simples que permite representar la propaga-
cién de una enfermedad contagiosa en una poblacién surge de dividir dicha poblacién en tres categorias:
individuos susceptibles (S), individuos infectados (I) e individuos recuperados (R). En este modelo,
denominado SIR, la poblacién total es obviamente la suma del nimero individuos en cada categoria:
N(t) = S(t)+ I(t)+ R(t) y asumiendo que en el periodo en cuestién no varia la poblacién total, se puede
considerar que N (t) es constante. En la mayor parte de los casos, se toma N = 1 de manera que S(t),
I(t) y R(t) representan la fraccién de poblacién susceptible, infectada y recuperada respectivamente.

Las hipétesis méas simples para la construccién del modelo SIR son las siguientes:

= Soélo los individuos susceptibles pueden infectarse. Se supone que una vez recuperados, no hay
posibilidad de reinfeccién (esto es vélido generalmente al considerar escalas de tiempo no muy
largas).

= El niimero de individuos que se infecta en cada instante de tiempo es proporcional al nimero de
individuos infectados y al nimero de individuos susceptibles.



CAPITULO 4. TECNICAS BASICAS DE MODELADO 93

= El niimero de individuos que se recupera en cada instante es proporcional al niimero de individuos
infectados.

Teniendo en cuenta esto, el modelo es muy simple:

S(t) = B S() 1(t)
()= 5 S(0) 1(6) —~ () (1.8)
R(t) =~ I(t)

donde B y 7 son dos pardametros. v modela la inversa del tiempo medio que una persona infectada
permanece como tal. El primer pardmetro, en tanto, puede escribirse como 3 £ Ry v donde Ry es el
numero reproductivo bdsico que representa cuantos individuos se exponen al agente infeccioso debido a
cada persona infectada.

El pardmetro v depende exclusivamente de la enfermedad (durante cuanto tiempo en promedio las
personas pueden contagiar), mientras que el pardmetro Ry depende tanto de la enfermedad (que tan
contagiosa es) como del contacto social entre los individuos (a mayor contacto, mayor valor de Ry). La
condicién necesaria para que una epidemia se propague es que el parametro Ry sea mayor que 1. Ademads,
cuanto mayor es Ry puede verse que la epidemia se expande mas rapidamente y termina alcanzando a
un porcentaje més alto de la poblacion. Esto explica los esfuerzos que se hacen para reducir el contacto
social cuando aparecen epidemias que tienen consecuencias graves para la salud de la poblacién.

En la practica el pardmetro Ry suele ser desconocido y se debe ajustar a partir de los datos de la
evolucién de casos detectados. Para el Covid-19 en la ciudad de Rosario, por ejemplo, la primera ola de
casos ocurrié entre los meses de Julio y Diciembre de 2020. Simulando el modelo de la Ec.(4.82) para
parametros v = 0.1177 y Ry = 1.65, escalando los resultados de acuerdo a la poblacién de la ciudad
expuesta al virus y a estimaciones de los niveles de sub-deteccién de casos, se obtienen los resultados de
la Figura 4.23.
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Figura 4.23: Evolucién de Casos y Resultados de Simulacién

Como puede verse, los resultados de simulaciéon con el modelo se ajustan muy bien a los casos ob-
servados. De hecho, el valor de Ry utilizado se puede ajustar muy bien utilizando los datos de las dos
primeras semanas de la ola de casos y lo que sigue se puede considerar una proyeccién que coincide de
manera muy razonable con lo que ocurrio.

Hay muchas enfermedades, el Covid-19 entre ellas, en las cuales pasan varios dias desde que una
persona se expone al agente patégeno hasta que comienza a contagiar. Esto se puede modelar con un



CAPITULO 4. TECNICAS BASICAS DE MODELADO 94

cuarto compartimento de poblacién expuesta (E), lo que da lugar al modelo SEIR que tiene 4 variables
de estado.

Para realizar simulaciones mas largas, se puede considerar también que los individuos recuperados
pueden volver a ser susceptibles tras cierto intervalo de tiempo, lo que da lugar a modelos de tipo SIRS
o SEIRS.

Una limitacién del modelo SIR de la Ec.(4.82) es que considera una poblacién homogénea y cerrada
que no recibe individuos infectados (casos importados). Esto tiltimo puede corregirse sumando un término
de entrada en la ecuacién de I (t) que modele el flujo de individuos infectados que arriban a la poblacién. El
uso de entradas permite ademads conectar distintos modelos SIR que modelan la evolucién de la epidemia
en distintas poblaciones (ciudades, provincias, etc.). En dichos casos, las conexiones entre los modelos SIR
de las poblaciones representan el flujo de personas infectadas entre las mismas, que depende del niimero
de individuos infectados en dichas poblaciones.

Con estas consideraciones, el modelo para cada poblacién queda:

Sj(t) = —B; S;(t) I;(t)

L) =8; Si(t) L(t) —v L)+ > _rij Li (4.83)
i+

Ri(t) =~ L;i(t)

donde r; ; es un parametro que representa la movilidad de personas desde la poblacién ¢ hacia la poblacién
7.

4.6.2. Modelos Ecolégicos y Poblacionales

Otra rama de la ciencia donde se suelen utilizar modelos de ecuaciones diferenciales es la Ecologia,
y mas precisamente, la Dindmica de Poblaciones. En estos modelos, las magnitudes fundamentales son
generalmente los tamanos de las poblaciones de una o distintas especies y los modelos expresan las
variaciones de dichos tamanos debido a las tasas de natalidad y mortalidad y a la interaccion entre las
especies si hubiera mas de una.

El modelo més simple que puede plantearse es el de crecimiento logistico, que establece que en ausencia
de limitaciones de recursos y de depredadores, el numero de individuos de una especie crece de manera
proporcional a la propia poblacién, dando lugar a la ecuacion:

z(t) = a x(t) (4.84)

donde el pardmetro a representa la tasa de crecimiento (podria interpretarse como la diferencia entre la
tasa de natalidad y la de mortalidad). La solucién a esta ecuacién es una exponencial creciente y, bajo las
hipétesis de recursos ilimitados y ausencia de predadores, suele representar bastante bien el crecimiento
de una poblacién.

Un modelo clasico muy difundido en la dindmica de poblaciones es el que desarrollaron independien-
temente Lotka y Volterra a mediados de la década de 1920 para explicar la evolucién de la poblacién
de dos especies que compiten: presas y depredadores. Este modelo, denominado Lotka- Volterra, en su
versién mas simple asume que las presas se reproducen sin limites en ausencia de depredadores y que
los depredadores mueren y se extinguen en ausencia de presas. Cuando ambas especies estan presentes,
hay un fenémeno de depredacion que tiende a aumentar la poblacién de depredadores y a reducir la
poblaciéon de presas. Este fenémeno involucra un término proporcional a la cantidad de individuos de
ambas especies.

El modelo toma por lo tanto la siguiente forma:

SCl(t) =aqa zl(t) — b zl(t) SCQ(t)

Z2(t) = ¢ x1(t) 22(t) — d 22(t) (4.85)

donde x; representa el nimero de presas y o el nimero de depredadores. En cuanto a los pardmetros,
a es la tasa de reproduccién de las presas, b es la tasa de depredacién, c es la tasa de reproduccion de
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los predadores en presencia de presas y d es la tasa de mortalidad de los depredadores. Notar que en
ausencia de depredadores, el modelo es equivalente al de crecimiento logisito dado por la Ec.(4.84).

El modelo de Lotka-Volterra permite explicar la evolucién de la poblacién de diversas especies en
la naturaleza. Por ejemplo, la Figura 4.24 muestra la evolucién de las poblaciones de liebres (presas)
y linces (depredadores) en Canadd desde fines del siglo XIX hasta mediados del siglo XX. Estos datos
se corresponden en realidad a la cantidad de pieles de liebres y linces recolectados por la Hudson Bay
Company en Canada. En la misma grafica se pueden ver también los resultados de simulacién del modelo
de la Ec.(4.85) con pardmetros a = 0.835, b = 0.0311, ¢ = 0.582, y d = 0.0156 a partir de condiciones
iniciales x1(0) = 19.87, 22(0) = 14.82.
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Figura 4.24: Poblacién de Linces y Liebres.

Como puede observarse, si bien el ajuste dista de ser perfecto, el comportamiento cualitativo del
modelo se corresponde razonablemente con los datos observados. Una caracteristica del modelo de Lotka-
Volterra es que las soluciones son siempre oscilantes salvo que haya una tnica especie inicialmente o que
se comience desde el punto de equilibrio no trivial (hay un punto de equilibrio en el origen y otro para
cierto nimero de presas y depredadores).

Los modelos poblacionales suelen ademés presentar las siguientes variantes:

Limitacion de recursos: En el modelo de Lotka Volterra se supone que en ausencia de depredadores la
poblacion de presas crece sin limites. Para representar una limitacién al crecimiento se suele agregar
un término cuadratico a la primera ecuacién, de manera que el sistema resulta

B1(t) = a x1(t) — b x1(t) z2(t) — e 23(t)
.%"2(75) =cC .Tl(t) l‘g(t) —d .Tg(t)

y el niimero de presas sélo puede crecer hasta el valor 1'% = g/e. La misma idea se puede aplicar
al modelo de crecimiento logisitico de la Ec.(4.84).

Competencia y Cooperacién: El modelo de la Ec.(4.85) asume que las especies se comportan como
presa y depredador. Hay otros modelos donde se asume que las especies compiten por recursos, y por
lo tanto se limitan mutuamente el crecimiento. Un modelo de competencia entre especies, también
desarrollado independientemente por Lotka y Volterra, estd dado por las siguientes ecuaciones:

1(t) =a 21 (t) —b a3 (t) — c x1(t) x2(t)
1(t) = e wa(t) — f a3(t) — g a1 (t) wa(t)
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De manera andloga, hay modelos de cooperacién donde los términos de interaccién cambian de
signo.

Multiples especies: Se suelen plantear modelos de miultiples especies ejerciendo roles de presas y de-
predadores y/o de competidores. Por ejemplo, el siguiente modelo representa 3 especies, donde la
segunda (x2) depreda a la primera (1) y la tercera (z3) depreda a la segunda:

il(ﬁ) =a X (t) —-b X1 (t) $2(ﬁ)
Zo(t) = c x1(t) z2(t) — d x2(t) — € x2(t) z5(t)
23(t) = [ x2(t) z3(t) — g 23(t)

Migracién: Los modelos poblacionales suelen dividirse en regiones para incorporar los efectos de mi-
gracion de especies. Un modelo de migracion muy simple establece que la tasa de migracién entre
dos regiones contiguas A y B es proporcional a la diferencia de poblacién entre ambas, con lo que
un modelo presa depredador en dos regiones contiguas tomaria la siguiente forma:

S.ClyA t)=a X1 A(t) —-b X A( ) Xro A(t) mq (561 B(t 7$17A(t
cx1,4(t) T2,a(t) —d x2 4(t) +

(t) )
Z2,4(t) = A(t))
#1,8(t) =a x1,8(t) — b x1,8(t) x2,B(t) —m1 (acl,B(t) —x1,4(t))
Z9.5(t) =cx1 B(t) x2,5(t) — d x2,5(t) — ma (x2,8(t) — x2,4(t))

Los modelos més detallados de migracién consideran directamente la distribucién espacial de la
poblacién y dan lugar a ecuaciones en derivadas parciales.

4.6.3. Modelos Econémicos

En economia también se suelen utilizar modelos de ecuaciones diferenciales para explicar la evolucién
de distintas variables en el tiempo. Si bien los procesos econémicos son muy complejos para explicarlos con
modelos simples, en ocasiones estos modelos ayudan a visualizar propiedades cualitativas de la evolucién
de ciertas magnitudes. En los modelos econémicos las variables generalmente representan magnitudes
como capital y produccién y las ecuaciones expresan cémo cambian estas magnitudes con el tiempo a
partir de procesos de inversién, de negociacion, etc.

Un ejemplo clésico relativamente simple es el Modelo de Goodwin que parte de la siguiente observa-
cién: Al aumentar la ganancia de las empresas de un palis, estas invierten mas dinero, lo que permite
incrementar la produccién. Para poder incrementar la produccién, es necesario contratar mas trabajado-
res, lo que aumenta la tasa de empleo. Ahora, cuando aumenta la tasa de empleo (es decir, cuando baja
la desocupacién), los trabajadores pueden exigir mejores salarios (ya que la produccién los necesita). Esto
hace que la ganancia de las empresas baje, con lo que baja la inversion, la produccién y la tasa de empleo
y al haber més desempleo las empresas puedan bajar los salarios ya que habra desocupados dispuestos a
trabajar por menos plata.

Es evidente que existe cierto punto de equilibrio entre salarios, ganancia de las empresas y tasa de
empleo, y seguramente podran imaginarse gente diciendo que basta con dejar sin regulacién la economia
para que este proceso alcance dicho equilibrio. Sin embargo, cualquier persona con conocimientos de
dindmica de sistemas sabe que la existencia de un punto de equilibrio no implica que dicho punto sea
estable. Mdas aun, el proceso que explicamos en el parrafo anterior se parece mucho a la descripcion de
un oscilador.

En el ano 1967 un economista norteamericano llamado Richard Goodwin propuso un modelo ma-
temdtico para representar este proceso que ya venia siendo observado desde un siglo antes en datos
econdémicos que mostraban oscilaciones sostenidas en la tasa de empleo, en los salarios y la produccion.

Veamos entonces como se construye este modelo aplicado a la economia de un pais, en una versién
simplificada donde consideraremos que la poblacién (y por ende la fuerza laboral disponible) se mantiene
constante y que no cambia la productividad con el tiempo.

Llamaremos K (t) al capital total invertido en un pais con fines productivos y llamaremos ¢(¢) a la pro-
duccién que genera dicho capital. Asumiremos como primera hipdtesis que la produccién es proporcional
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al capital invertido, esto es,
K(t) =0 (4.86a)
q(t)
donde o es un parametro que expresa el capital que hay que invertir para producir una unidad de producto.
La segunda hipétesis que asumiremos es que la produccién ¢(t) es proporcional al nimero de traba-
jadores empleados I(t) (en realidad I(t) se denomina fuerza laboral). Esto es,

a(t) =a (4.86D)

donde a es un pardmetro que expresa la productividad (cuanto produce en promedio cada trabajador
empleado).

Llamaremos w(t) al salario real promedio recibido por cada trabajador, expresado en unidades de
produccién (no es cuanto dinero gana un trabajador, sino cuanta produccién se puede comprar con dicho
salario). Luego, el salario total recibido por el conjunto de trabajadores sera el producto de w(t) por la
fuerza laboral I(t). De aqui resulta que la fraccién u(t) de la produccién total ¢(t) que reciben como pago
los trabajadores en su conjunto es

u(t) = M (4.86¢)

La ganancia total p(t) obtenida por las empresas es igual a la produccién total menos lo que se le paga
a los trabajadores, esto es,

p(t) = q(t) —w(t) I(t) (4.86d)
y una tercera hipdtesis es que parte de la ganancia obtenida se reinvierte en forma de capital y el resto

se destina a ahorro, de donde '
K(t) =p(t) — A q(t) (4.86e)

siendo A\ un parametro que expresa la fraccién de la produccién que se ahorra.

Finalmente la dltima hipdtesis es que los trabajadores negocian su salario en funcién del nivel de
empleo. Cuando el nivel de empleo es cercano a 1 pueden hacer que su salario crezca mucho, mientras
que cuando el nivel de empleo es bajo pierden capacidad de negociacion. Un modelo muy utilizado para
expresar esto lo brinda la ecuacién:

W(t) = (= + 1%;@)) w(t) (4.86f)

donde v y p son dos pardmetros y v(t) es el nivel de empleo, que se puede calcular como
1t
v(t) = ) (4.86g)

donde n es la fuerza laboral disponible.

Las Ecs.(4.86a)—(4.86g) son un sistema de DAEs que representan el modelo de Goodwin. En dicho
modelo se observan generalmente las variables u(t) y v(t), es decir, la fraccién de la produccién que
obtienen los trabajadores y el nivel de empleo.

Puede verse que, bajo ciertas condiciones en los parametros, hay un punto de equilibrio para ciertos
valores de u y v. Sin embargo, ese punto no es asintéticamente estable y las trayectorias son oscilaciones
similares a las del modelo de Lotka-Volterra.

A modo ilustrativo, la Figura 4.25 muestra resultados de simulacién y datos para Argentina en el
periodo 2004-2020. Si bien las variaciones del nivel de empleo y de salarios puede atribuirse a muchos
factores (a partir de 2015 hubo un proceso de liberalizacién que implicé endeudamiento y desempleo)
puede verse que el modelo aproxima razonablemente la evolucién.

Los parametros utilizados en la simulaciéon de la Figura 4.25 fueron v = 0.2066, p = 0.01876, 0 =
11.633 y A = 0.4891.

Hay muchos modelos que se utilizan en economia y la mayor parte de ellos se comportan como
osciladores que explican las fases ciclicas que se observan en casi todas las economias (explosién, crisis,
contraccion, estancamiento, expansion y recuperacion), y més fuertemente en las economias desreguladas.
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Figura 4.25: Participacién de los trabajadores en el producto y nivel de empleo en Argentina (2004-2020).

A modo de ejemplo, cuando al modelo de Goodwin que tiene dos actores (capitalistas y trabajadores)
se le agrega como tercer actor el sector financiero, resulta un sistema de tercer orden (modelo de Keen)
que puede explicar bastante bien las crisis financieras que ocurren peridédicamente tanto a nivel local de
los paises como a nivel global. De hecho, utilizando estos modelos varios economistas predijeron la crisis
financiera mundial de 2008.

4.6.4. Parametrizacién de los Modelos

A diferencia de los modelos fisicos donde la mayor parte de los parametros pueden calcularse a partir
de magnitudes conocidas, en los modelos no fisicos los pardmetros suelen ser no medibles. El nivel de
contacto social en un modelo epidemioldgico o el factor de depredacién en un modelo poblacional son
ejemplos de magnitudes que no se pueden medir de forma directa. La manera de estimar estos parametros
es observando datos reales y luego ajustando dichos pardmetros para que los resultados de simular el
modelo coincidan lo mejor posible con los datos reales.

Esta forma de construir los modelos se suele denominar Modelado de Caja Gris, ya que construirmos
el modelo por primeros principios y luego utilizamos técnicas de Identificacion de sistemas (Modelado de
Caja Negra) para calcular los pardmetros no medibles.

4.7. Construccion Directa de Diagramas de Bloques

Hay sistemas muy simples en los cuales no es estrictamente necesario proceder de manera sistematica
planteando las relaciones constitutivas y estructurales. En sistemas como el de la Figura 4.8, por ejemplo,
se puede construir directamente un Diagrama de Bloques sin listar previamente todas las ecuaciones.

Para esto, alcanzard con tomar una salida (o cualquier variable de interés) e ir construyendo hacia
atras con bloques de manera recursiva. Una vez que el Diagrama de Bloques esté cerrado, es decir, una
vez que cada variable del modelo esté calculada por algin bloque (y suponiendo obviamente que no
utilizamos dos veces la misma ecuacién) puede verse que el modelo resultante tendrd tantas variables
como ecuaciones. Este procedimiento no es ni més ni menos que el que ya utilizamos en el Capitulo 3
para pasar de la DAE al DB, sélo que con un poco de practica se puede realizar directamente sin escribir
previamente la DAE.

A modo de ejemplo, dado el circuito RLC de la Figura 4.26, el procedimiento de construccién (ilustrado
en la Figura 4.27) seguirfa los siguientes pasos:
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R L

v(t) C
i(t)

Figura 4.26: Circuito RLC Serie

1. Tomamos como salida la tensién del capacitor uc(t) y utilizamos las leyes del capacitor para cal-
cularla a partir de la corriente i(t).

2. Calculamos ahora i(t) usando las leyes del inductor, a partir de la tensién ur,(¢).
3. Calculamos up,(t) como suma de tensiones a partir de ug(t), uc(t) y la entrada v(t).

4. Dado que uc(t) ya estéd calculada y que v(t) es entrada, resta calcular ug(t) a partir de la ley de la
resistencia.

i(t) q(t)

S e

uc (t)

() —— () =7 () —— a(t)

uc(t)

o(t) /\UL(f) o) i) q(t) uc(t)

v(t) ur, (t) (b(t)

(O—J

i(t) q(t)

uc (t)

ol
—
Ql-

R

Figura 4.27: Construccién del DB a partir del circuito de la Fig.4.26.

Este procedimiento es generalmente més réapido que listar todas las relaciones constitutivas y es-
tructurales y en sistemas muy simples permite obtener un modelo en Diagramas de Bloques de forma
casi inmediata. Sin embargo, cuando los sistemas se tornan mas complejos la idea generalmente ya no
funciona.
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4.8. Bibliografia Complementaria

En este capitulo utilizamos como fuentes principales el libro Continuous System Modeling de Francois
Cellier [Cel91] y el Capitulo 14 del libro de Peter Fritzson [Fril4].

En cuanto a modelos epidemioldgicos, como lectura de profundizacién podemos recomendar el libro de
Brauer, Castillo-Chavez y Feng [BCCF19]. Respecto a los modelos ecolégicos de dindmica de poblaciones
como el de Lotka-Volterra, hay una gran cantidad de libros y articulos al respecto. Entre ellos, el libro
[Kot01] presenta diversos modelos con sus propiedades mateméticas y el de Tiller [Til12] desarrolla un
ejemplo con migraciones utilizando el lenguaje Modelica.

Con respecto a modelos econémicos, un libro que tiene un enfoque desde las ecuaciones diferenciales es
el de Gandolfo [Ganl10], y brinda varios modelos ilustrativos (incluyendo el de Goodwin que presentamos
en este capitulo).

4.9. Problemas Propuestos

[P4.1] Circuito Boost
Considerar nuevamente el circuito elevador (boost) de la Figura 4.5.

1. Escribir todas las relaciones constitutivas, incluyendo la de la puesta a tierra, y plantear las rela-
ciones estructurales utilizando potenciales de manera analoga a lo hecho con el circuito rectificador
de la Figura 4.3.

2. Listar las variables algebraicas y de estado y verificar que se correspondan el nimero de ecuaciones
e incégnitas.

3. Suponer que no se utiliza el componente de puesta a tierra y replantear las ecuaciones correspon-
dientes. Analizar si es posible causalizar el modelo resultante.

[P4.2] Modelo Mecanico Traslacional
Para el modelo mecéanico de la Figura 4.9, se pide

1. Plantear la relacién constitutiva de un componente punto de anclaje fijo que se corresponda a una
pared, piso o techo.

2. Utilizando posiciones absolutas, reescribir las relaciones constitutivas y estructurales del sistema.

3. Eliminar las ecuaciones triviales del sistema completo de DAEs. Analizar si el niimero aparente de
variables de estado se corresponde con el orden del modelo.

4. Causalizar el modelo obteniendo las Ecuaciones de Estado.

5. Obtener un Diagrama de Bloques directamente del sistema de DAEs.

[P4.3] Modelo Mecanico Traslacional con Dos Masas
La Figura 4.28 muestra un esquema mecanico traslacional con dos masas.

2

W —] s F(t)
m m

T e B

Q) (@] (@) Q

Figura 4.28: Sistema con dos Masas.
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1. Analizar el orden del modelo y proponer un posible vector de estados minimal.

2. Plantear las relaciones constitutivas de los componentes de manera que en las mismas aparezcan
las posiciones absolutas. Incluir el elemento correspondiente al punto de anclaje fijo.

3. Completar el sistema de DAEs con las relaciones estructurales utilizando posiciones absolutas.

4. Analizar si hay correspondencia entre el orden analizado en el primer punto y el nimero de variables
que aparecen derivadas.

5. Eliminar ecuaciones triviales y alias y causalizar el modelo.

6. Obtener un Diagrama de Bloques.

[P4.4] Modelo Mecdnico Traslacional con Palanca

El esquema de la Figura 4.29 representa un sis-
tema mecéanico con una palanca. En el mismo, se b
asume que el dngulo que forma la palanca con la
horizontal es pequeno, de manera que puede consi-
derarse fija la posicion horizontal de los extremos
de la misma.

2

Figura 4.29: Sistema con Palanca.

1. Plantear las relaciones constitutivas de la palanca vinculando las siguientes variables:

= Posicién vertical del primer extremo: y; (t).

» Posicién vertical del segundo extremo: ya(%).

= Posicién vertical del pivot: y,(2).

= Fuerza ejercida sobre la palanca en el primer extremo: Fi(t).

= Fuerza ejercida sobre la palanca en el segundo extremo: F(t).
2. Plantear las restantes relaciones constitutivas y las relaciones estructurales correspondientes.
3. Analizar el orden del modelo y comparar con el nimero de estados que aparecen derivados.

4. Construir un Diagrama de Bloques a partir del sistema de DAEs.

[P4.5] Modelo Mecéanico Rotacional
Considerar el modelo rotacional de la Figura 4.10.

1. Eliminar las ecuaciones triviales y los alias del modelo dado por la DAE (4.37) y obtener el Diagrama
de Bloques correspondiente.

2. Reducir el indice mediante Pantelides derivando la restriccién correspondiente a wq(t) = wa(t) y
obtener el nuevo Diagrama de Bloques.

3. Replantear el modelo de la DAE (4.37) reemplazando la restriccién entre las velocidades angulares
por una entre los dngulos y obtener el Diagrama de Bloques correspondiente.
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[P4.6] Modelo Roto-Traslacional

Dado el sistema de la Figura 4.11,

1. Obtener un sistema de Ecuaciones Diferenciales Algebraicas que lo represente.

2. Determinar el orden del modelo.

3. Analizar si el sistema de DAEs tendra indice alto.

4. Obtener un Diagrama de Bloques y analizar la eventual presencia de derivadores o lazos algebraicos.

[P4.7] Sistema Biela-Manivela
Dado el sistema de la Figura 4.12,

1. Obtener un modelo en Ecuaciones Diferenciales Algebraicas y determinar el orden del modelo.
2. Modificar el modelo anterior suponiendo ahora que la manivela tiene un momento de inercia J.
3. Explicar por qué el sistema de DAESs resultantes tendra indice alto.

4. Eliminar las ecuaciones triviales y aplicar el método de reduccién de indice analizando las ventajas
y desventajas en las posibilidades de eleccion de las variables de estado.

[P4.8] Puente Grua
Considerar nuevamente el Puente Grua de la Figura 4.14.

1. Analizar el orden del modelo matematico y proponer un juego de variables de estado que permita
caracterizar correctamente el sistema en cualquier posicion.

2. Suponer ahora que el cable que sostiene la carga es eldstico, de manera que la fuerza F(t) que
transmite es proporcional a la deformacién AL(t) de la misma.

a) Modificar las relaciones constitutivas de la barra rigida dadas por la Ec.(4.45) para considerar
este fendémeno.

b) Analizar el orden del modelo matemético resultante para el puente gria con el cable eldstico.

[P4.9] Doble Péndulo

La Figura 4.30 muestra el esquema de un doble

péndulo.
Ly

1. Analizar el orden del modelo y proponer un
vector de estados minimal. mi

9y

2. Obtener un modelo de DAEs aprovechando Lo
las relaciones constitutivas utilizadas para el
modelo del péndulo simple de la Figura 4.13 ma
y planteando las ecuaciones estructurales co-

. Figura 4.30: Péndulo doble
rrespondientes.

[P4.10] Sistema Hidraulico
Considerar nuevamente el sistema de la Figura 4.17.

1. Escribir un sistema completo de DAEs, incluyendo las relaciones constitutivas y estructurales del
modelo.
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2. Verificar que haya correspondencia entre el niimero de ecuaciones y de variables.

3. Listar las variables algebraicas y las variables de estado.

[P4.11] Sistema Térmico
Considerar nuevamente el esquema de la Figura 4.22.

1. Escribir un sistema de DAEs para la parte térmica del modelo, asumiendo que la temperatura Ty, (¢)
y las variables que provienen de los demés dominios (caudales, corrientes, tensiones) son entradas.

2. Causalizar el sistema.

3. Obtener un Diagrama de Bloques.

[P4.12] Intercambiador de Calor

El esquema de la Figura 4.31 representa un in- Tarb (1)
tercambiador de calor donde un liquido a se mueve \
por un cano interior intercambiando calor con un /\
liquido b que se mueve por el cafio exterior en di- Qa(t) T, (4’.{75) )) T.(t) }—Qa ®)

reccién contraria. ‘
\/ Ty(t)

!
Qu(t) Qn(t) Th, (1)

Figura 4.31: Intercambiador de Calor

Asumiendo que la temperatura de cada liquido es uniforme en el interior de cada cafio, y suponien-
do que tanto las temperaturas de ingreso Ty, (t) v Tp,(t) como los caudales Q,(t), Qp(t) son entradas
conocidas, se pide:

1. Obtener las relaciones constitutivas asociadas a los fenémenos relevantes del sistemas:

= Almacenamiento de calor en ambos recintos. Suponer que la capacidad especifica de los liquidos
aybescqgy cp, respectivamente, que su densidad es p, y py y que el volumen total de cada
canoes V, y V.

= Conveccién (ingreso y egreso de liquido).
= Conduccién entre ambos liquidos, suponiendo una resistencia térmica Rgp.
= Conduccion desde el liquido b hacia el ambiente, suponiendo una resistencia térmica Rapp.

2. Completar el sistema de ecuaciones diferenciales algebraicas utilizando las relaciones estructurales.
Verificar que el nimero de variables y ecuaciones se correspondan.

3. Analizar el orden del modelo matemético.

[P4.13] Intercambiador de Calor Distribuido

Considerar nuevamente el Problema P4.12 pero suponiendo ahora que la temperatura no es uniforme
en el interior de cada cano. Asumir en cambio que cada cano estd discretizado espacialmente en IV recintos
en los cuales la temperatura si es uniforme.

1. Recalcular los valores de resistencia y capacidad en funcién de las nuevas dimensiones.
2. Plantear de manera genérica las relaciones constitutivas asociadas al i-ésimo recinto de cada cafo.

3. Plantear las relaciones estructurales. Tener en cuenta que al circular en sentido contrario los liquidos,
la conduccién se da entre la seccién ¢ del cano a y la N — ¢ + 1 del cano b.
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4. Verificar que el sistema de DAEs tenga igual nimero de ecuaciones que de variables y determinar
el orden del modelo.

[P4.14] Sistemas Electromecanico El esquema de la Figura 4.32 representa un motor de corriente
continua cuyo circuito de excitacién estd alimentado a través de un divisor resistivo para debilitar el
campo resultante.

1. Analizar el orden del modelo matemadtico y
proponer un vector de estados minimal.

2. Plantear las relaciones constitutivas de todos
los componentes del modelo. Suponer que el
inductor no lineal tiene una ley ¢(i.) —¢. = 0.

3. Completar el sistema de DAEs con las rela-
ciones estructurales.

Figura 4.32: Sistema Electro-Mecanico: Motor con De-

4. Obtener un Diagrama de Bloques del modelo ¢ ;
bilitamiento de Campo

a partir del sistema de DAEs y determinar si
hay lazos algebraicos o singularidades estruc-
turales.

[P4.15] Sistema Hidraulico-Mecéanico
Considerar nuevamente el esquema de la Figura 4.21.

1. Analizar el orden del modelo y proponer un vector de estados minimal.
2. Obtener un modelo de DAEs en base a las relaciones constitutivas y estructurales.

3. Realizar un Diagrama de Bloques y analizar la eventual presencia de lazos algebraicos y/o singula-
ridades estructurales.
[P4.16] Bomba Aspirante-Impelente

El sistema de la Figura 4.33 representa parte de Patm
una bomba aspirante-impelente que llena un tan-

que, consistente en un piston que avanza y retroce- Ry
de conectado en el cilintro a dos valvulas ol Qv (t)
que solo . N =
permiten la circulacién de fluido en un sentido. A Pr(t) ﬂ
1 T M
APy
F1 T Patm

1. Plantear las relaciones constitutivas de todos
los componentes del sistema y las correspon-
dientes relaciones estructurales. Para el caso T
de las valvulas utilizar relaciones constitutivas
analogas a las de los diodos.

Patm

2. Proponer un juego de pardametros para todos ]VW
los elementos que tengan sentido fisico y si-
mular el sistema utilizando OpenModelica.

Figura 4.33: Bomba aspirante-impelente
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[P4.17] Plataforma Hidraulica

El sistema de la Figura 4.34 representa una pla- ponda con el nimero de ecuaciones en el sis-
taforma hidraulica, que permite elevar una carga de tema de DAEs resultante.
masa m.

3. Analizar el orden del modelo y compararlo con

1. Plantear las relaciones constitutivas de to- ,
el niimero de supuestos estados.

dos los componentes del sistema y las corres-
pondientes relaciones estructurales. Tener en
cuenta que como la parte superior del tanque

no esta a la presién atmosférica, sino que sos- m
tiene la plataforma (lo que se corresponde a gl L
k= L‘J b

AARA

un pistén), sus relaciones constitutivas serdn

Vi (t) — Qr(t) =0
(P4.17a)

Prai(t) — % Vi(t) =0
S A
donde P,q(t) es la diferencia de presiéon en-
Pr(t)

tre la parte inferior y la superior del tanque y P (1
Qr(t) sigue siendo el caudal neto en el tanque. * 1 (t) :l; j 5

= Pyt
Q1(t) Qz(J "

2. Verificar que el nimero de variables algebrai-
Figura 4.34: Plataforma Hidraulica

cas y estados (o supuestos estados) se corres-

[P4.18] Termotanque
Considerar nuevamente el sistema de la Figura 4.22. Obtener un sistema de DAEs para el sistema
completo asumiendo que las variables Q;(t), u(t), Ta(t), 2(t) y Tamb(t) son entradas conocidas.



Capitulo 5

Modelado Orientado a Objetos

En el Capitulo 4 estudiamos como obtener modelos matematicos de sistemas de diferentes dominios
(eléctricos, mecdnicos, hidraulicos y térmicos). En todos los casos, dichos modelos eran un conjunto de
relaciones constitutivas y estructurales que formaban un sistema de ecuaciones diferenciales algebraicas.

Al haber componentes repetidos en un mismo modelo o entre diferentes modelos, encontrabamos
obviamente las mismas ecuaciones constitutivas en los mismos excepto por algtin eventual cambio de valor
de los parametros. Por otro lado, en las relaciones estructurales, siempre habia variables que se igualaban
(potenciales eléctricos, posiciones, presiones o temperaturas, segin el dominio) y otras variables cuya
suma daba cero (corrientes, velocidades, caudales o flujos de calor).

La presencia de leyes y ecuaciones repetidas en todos los modelos lleva naturalmente a las preguntas:
jes realmente necesario plantear todas las relaciones constitutivas cada vez que agregamos un compo-
nente, o alcanza con decir cudl es el componente agregado?, jes necesario colocar todas las relaciones
estructurales o alcanza con decir como estan conectados los componentes?.

La respuesta casi obvia es que no es realmente necesario brindar todas las ecuaciones. Si podemos
definir clara y univocamente las relaciones constitutivas ligadas a cada componente y las relaciones
estructurales correspondientes a cada conjunto de conexiones, entonces bastard con listar los componentes
y sus conexiones para que quede determinado de manera tnica el sistema de ecuaciones diferenciales
algebraicas.

Esta idea es la base del modelado orientado a objetos en general y del lenguaje Modelica en particular.
En este capitulo, basado en parte en el libro de Peter Fritzson [Fril4], veremos entonces las herramientas
que nos brinda el lenguaje Modelica para describir modelos matematicos utilizando los principios del
modelado orientado a objetos.

5.1. Modelica y Modelos Orientados a Objetos

Comenzaremos con un ejemplo, consistente en el circuito de la Figura 5.1 que contiene dos resisto-
res, un capacitor y un inductor. Agregando como variables los potenciales de los conectores positivos y
negativos de cada componente, podemos plantear las relaciones constitutivas de la Ec.(5.1)

106
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C () —ic(t) =0 (5.1a)

Ve, (t) — Ve, (t) — ve(t) = 0 (5.1b) C
L dl—tL(t) =0  (5.1c)
VLp (t) - VLn (t) — ’UL(t) =0 (51(21)
Rig(t) —vr(t) =0 (5.1¢)
Vg, (t) = Vg, (t) —vr(t) =0 (5.1f)
R2 ’L'RQ (t) — ’URQ(t) =0 (5.1g)
VRgp (t) - VRQn (t) — UVR2 (t) =0 (51h)
Vg, (t) =0 (5.1i)

Para completar el modelo podemos plantear ademds las siguientes relaciones estructurales:

Ve, (t) — VRQ (t)=0
—ic(t) —ir2(t) =0

Ve, (t) — VL,) t)=0

Vra, (t) = Vg, (t) =0

ipa(t) —ip(t) —ig(t) =0
Ve, (t) = Ve, (t) =0

VR, (t) = Vg, (t) =0

Vi, (t) = Vg, (t) =0

ir(t) +iL(t) +ic(t) —iq(t) =0

Figura 5.1: Circuito RLC
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lo que completa un sistema con 18 ecuaciones y variables. Este modelo, puede directamente imple-
mentarse en el lenguaje Modelica con el siguiente cédigo:

Cédigo 5.1: Modelo de las Ecs.(5.1)-(5.2) en Modelica

model RLC
Real vC(start=1),
Real vL, VLp, VLn,
Real vR, VRp, VRn,
Real vR2, VR2p, VR
Real VGp, iG;

parameter Real C=1,

equation
//capacitor
C * der(vC) - iC
VCp - VCn - vC =
//inductor
L * der(ilL)- vL =

0;

VCp, VCn, iC;
iL;

iR;

2n, iR2;

L=1, R=1, R2=2;

0;

0;

VLp - VLn - vL = 0;

//resistor
R *x iR -vR = 0;

VRp - VRn - vR = 0;

//resistor2
R2 * iR2 - vR2= 0;

VR2p - VR2n - vR2 =

// ground
VGp =

0;

// structure: Node 1
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VCp - VR2p = 0;

-iC - iR2 = 0;

// structure: Node 2
VR2n - VLp = 0;

VR2n - VRp = 0;

iR2 - iL - iR = 0;
// structure: Node 3
VCn - VGp = 0;

VRn - VGp = 0;

VLn - VGp = 0;

iR + iL + iC - iG = 0;
end RLC;

Veremos a continuacién estrategias para representar el mismo modelo de manera mas simple y es-
tructurada aprovechando las distintas funcionalidades que provee un lenguaje de modelado orientado a
objetos.

5.1.1. Modelado por Componentes

Una de las primeras observaciones en el modelo del Cédigo 5.1 es que las ecuaciones del resistor
aparecen repetidas. Ademads, el c6digo es en si muy largo, con todas las declaraciones y ecuaciones en
un mismo nivel jerarquico. Esto seria equivalente a escribir un programa largo en una tnica seccién de
c6digo plano.

Lo primero que haremos entonces para simplificar y estructurar el modelo es dividirlo en distintos
objetos pertenecientes a distintas clases. Para esto, crearemos en primer lugar modelos elementales co-
rrespondientes a cada componente:

Cédigo 5.2: Clases con los Modelos de Componentes Elementales

model Capacitor
Real v, i, Vp, Vn;
parameter Real C=1;
equation
C * der(v) - i = 0;
Vp - Vn - v = 0;
end Capacitor;

model Inductor
Real v, i, Vp, Vn;
parameter Real L=1;
equation
L * der(i) - v = 0;
Vp - Vn - v = 0;
end Inductor;

model Resistor
Real v, i, Vp, Vn;
parameter Real R=1;
equation
R*xi-v=0;
Vp - Vn - v = 0;
end Resistor;

model Ground
Real i, Vp;
equation
Vp = 0;
end Ground;
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Cada modelo constituye una clase. Es decir, tenemos una clase Capacitor, una clase Inductor, una
clase Resistor y una clase Ground. Cada clase tiene como atributos ciertos pardmetros (C, L, R) y ciertas
variables (representando corrientes, potenciales y diferencias de potencial). Estas variables y pardmetros
son en realidad objetos de la clase Real y tienen a su vez sus atributos (valor inicial, por ejemplo).

Podemos entonces construir el modelo del circuito RLC instanciando objetos de las clases Capacitor,
Inductor, Resistor y Ground, y luego anadiendo las relaciones estructurales como sigue:

Cddigo 5.3: Modelo del Circuito RLC Utilizando Clases Elementales

model RLC2
Capacitor cap(v.start=1);
Inductor ind;
Resistor res, res2(R=2);
Ground gr;
equation
//Node 1
cap.Vp - res2.Vp = 0;
-cap.i - res2.i = 0;
//Node 2
res2.Vn-ind.Vp = O;
res2.Vn - res.Vp = 0;
res2.i - ind.i - res.i = 0;
//Node 3
cap.Vn - gr.Vp = 0;
res.Vn - gr.Vp = 0;
ind.Vn - gr.Vp = 0O;
res.i + ind.i + cap.i - gr.i = 0;
end RLC2;

La primera sentencia del modelo es Capacitor cap(v.start=1), que crea el objeto cap perteneciente
a la clase Capacitor. Ademads, al instanciar este objeto, le modifica uno de sus atributos (el valor inicial
de v). De manera similar, la sentencia Resistor res, res2(R=2) crea dos objetos de la clase Resistor,
llamados res y res2. El segundo de ellos tiene ademas modificado su atributo R.

En la seccién de ecuaciones, en tanto, encontramos expresiones como cap.Vp - res2.Vp = 0. Puede
verse que la forma de acceder a los atributos de cada objeto es mediante la expresion objeto.atributo.
Dado que los atributos son objetos, pueden también utilizarse expresiones como cap.v.start para acceder
al atributo start del objeto v en el objeto cap.

El modelo RLC2 del Cédigo 5.3 es equivalente al modelo RLC del Cédigo 5.1, pero brinda una descrip-
cién mucho més concisa y clara del modelo. En la practica, para poder utilizar el modelo del Cédigo 5.3
necesitaremos que todas las clases estén definidas dentro de un mismo paquete de Modelica. Esto per-
mitird al compilador (OpenModelica, por ejemplo) encontrar la definicién de cada clase utilizada en el
modelo en cuestion. Para esto existe la clase especializada package que funciona como contenedor de
otras clases (incluidos otros paquetes).

Una parte de un paquete con componentes de circuitos elementales y el ejemplo del circuito RLC
podria ser el siguiente:

Cédigo 5.4: Parte de un Paquete con Modelos Elementales de Circuitos

package Circuitsl

model Capacitor
Real v, i, Vp, Vn;
parameter Real C=1;
equation
C * der(v) - i = 0;

package Examples
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model RLC2
Capacitor cap(v.start=1);
Inductor ind;
Resistor res, res2(R=2);
Ground gr;
equation
//Node 1
cap.Vp - res2.Vp = 0;
-cap.i - res2.i = 0;
//Node 2
res2.Vn-ind.Vp = 0;
res2.Vn - res.Vp = 0;
res2.i - ind.i - res.i = 0;
//Node 3
cap.Vn - gr.Vp = 0;
res.Vn - gr.Vp = 0;
ind.Vn - gr.Vp = 0;
res.i + ind.i + cap.i - gr.i = 0;
end RLC2;

end Examples;

end Circuitsi;

Si bien esta forma de utilizar componentes nos ahorra de escribir cada vez las relaciones constitutivas,
el modelo planteado de esta manera tiene todavia el problema de que las relaciones estructurales estan
listadas a mano.

5.1.2. Conectores y Conexiones
Como mencionamos antes, las relaciones estructurales pueden tener dos formas:
1. Igualacién de variables (para magnitudes como potenciales, posiciones, etc.).

2. Suma de variables igual a cero (para magnitudes como corrientes, fuerzas, etc.)

En el contexto del lenguaje Modelica, las variables que se suman se denominan variables de flujo.

Para especificar conexiones aprovechando estas caracteristicas el lenguaje Modelica provee la clase
especializada connector, que permite describir qué variables se vinculan en una conexién y si las mismas
son o no son variables de flujo.

Por ejemplo, para el caso de los circuitos eléctricos, podemos utilizar el siguiente conector:

Cédigo 5.5: Definicién de un Conector Eléctrico en Modelica

connector Pin
Real v;
flow Real i;
end Pin;

El Cdédigo 5.5 define la clase Pin que tiene dos atributos: el potencial v y la corriente i que es una variable
de flujo. Luego, podemos utilizar objetos de esta clase para crear el modelo de un capacitor por ejemplo:

Cédigo 5.6: Modelo de un Capacitor Utilizando Conectores

model Capacitor
Pin p, n;
Real v, i;
parameter Real C=1;
equation
C * der(v) - i = 0;
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V = p.V - n.V;
p.i=1i;
n.i + p.i=0;
end Capacitor;

Notar que al definir este componente, estamos tomando como positiva la corriente que entra al conector
llamado p (que representa obviamente el positivo del capacitor), considerando positivas las corrientes
entrantes a los conectores.

De manera similar podemos definir los restantes componentes que habiamos definido en el Cédigo 5.2
como sigue:

Cédigo 5.7: Clases con los Modelos de Componentes Elementales usando Conectores

model Inductor
Pin p, n;
Real v, i;
parameter Real L=1;
equation
L * der(i) - v = 0;
V = p.vV - n.V;
p.i=1;
n.i + p.i = 0;
end Inductor;

model Resistor
Pin p, n;
Real v, i;
parameter Real R=1;
equation
R*xi-v=0;
V = p.vV - n.V;
p.i=
n.i + p.i = 0;
end Resistor;

.

>

model Ground
Pin p;

equation
p.v = 0;

end Ground;

Utilizando estos componentes, podemos entonces de manera muy simple armar el modelo equivalente
al del circuito RLC de la Figura 5.1 como sigue:

Cddigo 5.8: Modelo del Circuito RLC Utilizando Clases Elementales

model RLC3
Capacitor cap(v.start=1);
Inductor ind;
Resistor res, res2(R=2);
Ground gr;

equation
connect (cap.p,res2.p);
connect (res2.n,ind.p);
connect (res2.n,res.p);
connect (cap.n,gr.p);
connect (ind.n,gr.p);
connect (res.n,gr.p);

end RLC3;
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El Cdédigo 5.8 refleja de manera casi gréfica el circuito donde cada ecuacién define una conexién. Al
declarar connect(cap.p,res2.p) estamos diciendo que los conectores positivos del capacitor cap y del
resistor res2 estan conectados. Esto implicara dos cosas:

1. que hay una ecuacién implicita cap.p.v=res2.p.v.

2. que las variables de flujo cap.p.i y res2.p.i participardn de una suma igual a cero junto a las
variables de flujo de los demds conectores uge estén conectados al mismo punto.

En este caso, como no hay otro conector conectado a dicho nodo, resultard directamente
cap.p.itres2.p.i=0.

De esta manera, podemos definir directamente las relaciones estructurales brindando las conexiones, sin
necesidad de enumerar ninguna ecuacién de manera explicita.

Puede verse que el modelo dado por el Cédigo 5.8 es equivalente al del Cédigo 5.3. Sin embargo, el
modelo contendrda més variables y ecuaciones triviales dado que al definir los conectores, tuvimos que
incorporar en los modelos de los componentes las ecuaciones para las corrientes por dichos conectores.

5.1.3. Herencia

Observando los componentes de los Cédigos 5.6 y 5.7 es evidente que hay muchos atributos y ecuaciones
repetidos en cada componente. A excepcién del modelo de la tierra, el resto de los componentes tienen
exactamente los mismos atributos (salvo el pardmetro) y las mismas ecuaciones (salvo la primera, que
define que se trata de un capacitor, inductor o resistor).

Estas coincidencias se deben a que son en realidad dipolos pasivos. Cualquier dipolo pasivo, de hecho,
tendra dos conectores, una diferencia de potencial entre ambos y una corriente definida como positiva
cuando ingresa por el conector positivo.

Estas coincidencias pueden explotarse utilizando el concepto de herencia en los lenguajes orientados
a objetos. Para esto, podemos definir una clase correspondiente al modelo de un dipolo pasivo! como
sigue:

Cédigo 5.9: Modelo de un Dipolo Pasico

partial model OnePort
Pin p, n;
Real v, i;
equation
V = p.vV - n.V;
p.i=1;
n.i + p.i = 0;
end OnePort;

Notar que utilizamos el modificador partial para definir la clase. Esto implica que la clase no se puede
instanciar. Solo puede utilizarse para heredar sus atributos y ecuaciones. Aprovechando entonces esta
caracteristica de los lenguajes orientados a objetos como Modelica, podemos reformular de manera maés
simple las clases de los Cédigos 5.6 y 5.7 como se muestra a continuacién:

Cédigo 5.10: Clases con los Modelos de Dipolos Pasivos usando Herencia

model Capacitor
extends OnePort;
parameter Real C=1;
equation
C * der(v) - i = 0;
end Capacitor;

model Inductor
extends OnePort;

1En inglés los dipolos se denominan one-port devices, entendiendo que un puerto tiene asociados dos conectores.
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parameter Real L=1;
equation

L * der(i) - v = 0;
end Inductor;

model Resistor
extends OnePort;
parameter Real R=1;

equation
R*xi-v=0;

end Resistor;

El comando extends permite heredar todos los atributos y ecuaciones de una clase parcial al crear una
nueva clase. Esto facilita la creacién de nuevos componentes aprovechando las caracteristicas comunes de
los mismos.

5.1.4. Modelado Jerarquico

La Figura 5.2 muestra el circuito equivalente de una celda solar que estd conectada a un circuito
elevador tipo Boost como el que vimos en el Capitulo 4 (pdgina 70). El esquema a su vez alimenta una
resistencia de carga R.

Celda Solar I Elevador

Im(ﬂ@) Ry - C R

Figura 5.2: Circuito equivalente de una celda solar con un convertidor Boost.

Para modelar este circuito podemos simplemente definir los modelos de la fuente de corriente, de los
diodos y de la llave (los restantes componentes ya los conocemos) y luego conectar todo como hicimos en
el Codigo 5.8 para el circuito de la Figura 5.1.

Los modelos de los nuevos componentes seran:

Cédigo 5.11: Modelos de Componentes Eléctricos Adicionales usando Herencia

model Diode

extends OnePort;

parameter Real Ron=1e-5,Roff=1e5,Vknee=0.6;
equation

i= if v>Vknee then (v-Vknee)/Ron+Vknee/Roff else v/Roff;
end Diode;

model Switch
extends OnePort;
parameter Real Ron=le-5,Roff=1le5;
discrete Real s;
equation
v= if s>0.5 then i*Ron else i*Roff;
end Switch;

model ConstCurr
extends OnePort;
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parameter Real I=1;
equation

i= -I;
end ConstCurr;

de donde el modelo completo nos quedara:

Cédigo 5.12: Modelo de una Celda Solar con circuito elevador

model PanelBoost
Capacitor cap(C=le-4);
Inductor ind(L=1e-4);
Ground gr;
Switch sw;
Diode di;
Resistor rs(R=0.35),rsh(R=200),r1(R=10);
Diode dio;
ConstCurr cc(I=2);
parameter Real dc=0.75;
parameter Real T=le-4;
equation
connect (cc.p,dio.p);
connect (cc.p,rsh.p);
connect(cc.p,rs.p);
connect(cc.n,dio.n);
connect (cc.n,rsh.n);
connect(cc.n,gr.p);
connect(rs.n,ind.p);
connect (ind.n,sw.p);
connect (ind.n,di.p);
connect(di.n,cap.p);
connect (cap.p,rl.p);
connect (cap.n,rl.n);
connect (cap.n,sw.n);
connect (cap.n,gr.p);

algorithm
when sample(0,T) then
sw.s:=1;
end when;
when sample(dc*T,T) then
sw.s:=0;
end when;
end PanelBoost;

Si bien este modelo funcionard, el mismo tiene muchos componentes en un mismo nivel jerdrquico.
Esto en general complica la construccién, la visualizacién y la verificacién de los modelos. Aunque no es
tan grande aun el tamano del modelo y es manejable en la forma dada por el Cédigo 5.12, es preferible
dividir el modelo en submodelos més simples.

Para esto, podemos construir dos subsistemas, uno correspondiente al modelo de una celda solar y el
otro al del circuito Boost, tal cual aparecen en la Figura 5.2. Estos subsistemas pueden definirse segin el
siguiente Cédigo de Modelica:

Codigo 5.13: Subsistemas Celda Solar y Circuito Boost

model SolarCell

Pin p,n;

Resistor rs(R=0.35),rsh(R=200);
Diode dio;

ConstCurr cc(I=2);
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equation
connect (cc.p,dio.p);
connect (cc.p,rsh.p);
connect (cc.p,rs.p);
connect(rs.n,p);
connect(cc.n,dio.n);
connect(cc.n,rsh.n);
connect (cc.n,n);

end SolarCell;

model Boost
Pin pl,p2,n;
Capacitor cap(C=le-4);
Inductor ind(L=1e-4);
Switch sw;
Diode di;
parameter Real dc=0.5;
parameter Real T=le-4;
equation
connect (pl,ind.p);
connect (ind.n,sw.p);
connect (ind.n,di.p);
connect (di.n,cap.p);
connect (cap.p,p2);
connect (cap.n,n);
connect (cap.n,sw.n);
algorithm
when sample(0,T) then
sw.s:=1;
end when;
when sample(dc*T,T) then
sw.s:=0;
end when;
end Boost;

Conectando el modelo de la celda solar a un resistor de carga y a una tierra, podemos probar su
funcionamiento por separado. De manera similar, conectando el modelo del Boost a una fuente de tensién
(entre el pin pl y el pin n), a un resistor de carga (entre el pin p2 y el pin n) y a una tierra, podemos
también simular su funcionamiento independiente. Esto facilita enormemente la depuracién de errores en
los modelos.

Usando estas nuevas clases, entonces, podemos construir de manera mucho més simple el modelo del
panel con el circuito elevador:

Cédigo 5.14: Modelo de una Celda Solar con circuito elevador usando subsistemas

model PanelBoost
SolarCell cell;
Boost boost;
Ground gr;
Resistor rl1(R=10);
equation
connect (cell.p,boost.pl);
connect (boost.p2,rl.p);
connect (rl.n,boost.n);
connect (boost.n,cell.n);
connect (boost.n,gr.p);
end PanelBoost;

Este modelo, en el cual utilizamos el concepto de modelado jerdrquico, es mucho més sencillo. Ademas,
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las nuevas clases SolarCell y Boost pueden reutilizarse en otros modelos o para crear modelos complejos
con varias instancias de los mismos.

Por ejemplo, podemos formar un conjunto de celdas consistente en N filas, donde cada fila tiene
M paneles conectados en paralelo y las filas estdn conectadas en serie entre si (asi es como se utilizan
habitualmente las celdas para construir paneles solares). Este circuito, representado en la Figura 5.3, se
puede representar por el Cédigo 5.15.

011 1]

T
min

01|01

Figura 5.3: Esquema de un Panel Solar

Cédigo 5.15: Panel Solar

model PanelArray
parameter Integer N=3,M=4;
SolarCell[N,M] cell;
Pin p,n;
equation
for i in 1:N loop
for j in 1:M-1 loop
connect (cell[i,j].p,celll[i,j+1].p);
connect (cell[i,j].n,cell[i,j+1].n);
end for;
end for;
for i in 1:N-1 loop
connect(cell[i,1].n,cell[i+1,1].p);
end for;
connect (cell[1,1].p,p);
connect (cell[N,1].n,n);
end PanelArray;

Luego, podemos utilizar esta clase en lugar de la celda solar en el modelo con el circuito Boost y la
carga resistiva:

Cédigo 5.16: Modelo de un Panel Solar con circuito elevador usando subsistemas

model PanelArrayBoost
PanelArray panel (N=4,M=3);
Boost boost;
Ground gr;
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Resistor rl(R=10);
equation
connect (panel.p,boost.pl);
connect (boost.p2,rl.p);
connect (rl.n,boost.n);
connect (boost.n,panel.n);
connect (boost.n,gr.p) ;
end PanelArrayBoost;

Este modelo, pese a lo simple de su descripcién, cuenta con 379 variables y ecuaciones (de las cuales 251
son triviales). Cambiando solamente los valores de N y M se pueden formar de manera elemental sistemas
mucho més grandes. Si no hubiéramos recurrido al modelado jerarquico, hubiera sido casi imposible
representar este 1ltimo sistema.

5.2. Construccion de Librerias de Distintos Dominios

Los conceptos de modelado orientado a objetos que vimos hasta aqui permiten construir de manera
simple componentes, conectarlos de forma elemental para armar modelos y reutilizar luego tanto los
componentes como los modelos. Los distintos elementos que se van utilizando en el proceso (conectores,
modelos parciales, modelos, etc.) se pueden organizar para facilitar su uso posterior en librerias (usaremos
este término por constumbre, aunque la palabra méds correcta seria bibliotecas).

Utilizando ademds herramientas de edicién grafica de Modelica (tanto OpenModelica como Wolfram
SystemModeler y Dymola cuentan con las mismas) es posible brindar atributos graficos a los compo-
nentes. Estos atributos gréaficos se agregan como anotaciones a las distintas clases que no tienen ningin
efecto sobre el modelo en si, pero que indican como debe visualizarse cada componente. Las anotaciones
estan ademas estandarizadas en Modelica, lo que permite que los modelos construidos usando distintas
herramientas no sélo funcionen en las otras herramientas, sino que ademads se vean igual en su capa
grafica.

Veremos entonces como se pueden construir y utilizar librerias elementales de los distintos dominios,
teniendo en cuenta no sélo los aspectos referentes a la definicién matematica de los modelos sino tambén
a su visualizacién.

5.2.1. Circuitos Eléctricos

En la seccién anterior ya introdujimos las principales ideas de cémo hacer modelos orientados a obje-
tos de circuitos eléctricos. Vamos a extender ahora estas nociones aprovechando algunas caracteristicas
adicionales del lenguaje Modelica y de las herramientas de edicién gréfica.

Tipos de Datos y Unidades

Modelica permite asignar unidades a las magnitudes que representan las variables. Si bien las unidades
funcionan generlamente como un adorno (ya que en general no se utilizan para realizar operaciones) las
mismas ayudan a visualizar mejor los modelos y los resultados de simulacién.

Para utilizar unidades, la clase Real tiene un atributo denominado unit cuyo valor es una cadena
de caracteres. Podriamos entonces en principio instanciar una variable real que representa un voltaje
diciendo que su unidad estd dada en voltios con un comando del estilo Real v(unit="V");.

Otra alternativa es crear una nueva clase derivada de la clase Real que ya tenga como unidad el voltio.
Esto puede hacerse mediante el comando type como se muestra en el siguiente c6digo, que ademas define
una clase para las corrientes:

Cédigo 5.17: Clases con unidades para circuitos eléctricos

type Voltage = Real (unit="V");
type Current = Real (unit="A");
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Utilizando estas clases, podemos redefinir entonces el conector eléctrico Pin que ya habiamos utilizado
en el Cédigo 5.5 de manera que quede mads claro :

Cédigo 5.18: Definiciéon de un Conector Eléctrico en Modelica

connector Pin
Voltage v;
flow Current ij;
end Pin;

Vistas de icono

Podemos ademas agregarle una vista grafica al conector editando en la capa de iconos. Si ponemos por

ejemplo un cuadrado relleno de color azul la herramienta modifica autométicamente el cddigo anterior
agregando una anotacion:

Cédigo 5.19: Definicién de un Conector Eléctrico en Modelica con Anotaciéon Gréfica

connector Pin
Voltage v;
flow Current ij;
annotation(Icon(graphics = {Rectangle(fillColor = {0, O, 255}, fillPattern =
FillPattern.Solid, extent = {{-80, 80}, {80, -80}})}));
end Pin;

Utilizando ahora este conector, podemos crear el modelo Ground de una puesta a tierra, como el que
definimos en el Cédigo 5.7. Si queremos que en el mismo se vea el conector con su capa grafica, en lugar
de escribir en la vista de texto la linea Pin p, deberemos arrastrar el conector a la vista de diagrama.
Luego podemos escribir en la seccién equation (en la vista de texto) la ecuacién del componente p.v=0
y finalmente podemos dibujar en la vista de icono el dibujo correspondiente a la puesta a tierra.

Dibujando por ejemplo el icono de la Figura 5.4 (el dibujo del conector aparece autométicamente en el
fcono al arrastrarlo inicialmente), la herramienta autométicamente agrega las anotaciones que aparecen
en el Cédigo 5.20. El texto %name que agregamos en el icono permite que las interfaces graficas muestren
el nombre del componente al instanciarlos en un modelo.

T

%name

Figura 5.4: Vista de icono del modelo de la puesta a tierra

Cdédigo 5.20: Puesta a Tierra en Modelica con Anotaciones Gréaficas

model Ground
Pin p annotation(Placement (visible
{{-10, -103}, {10, 10}}, rotation

true, transformation(origin = {-102, 0}, extent =
0), iconTransformation(origin = {0, 80}, extent =

{{-18, -18}, {18, 18}}, rotation = 0)));
equation
p.v = 0;
annotation(

Icon(coordinateSystem(preserveAspectRatio = true, extent = {{-100, -100}, {100, 100}}),
graphics = {Line(origin = {0, -30}, points = {{-60, 50}, {60, 50}}, color = {0, O, 255}),
Line(origin = {0, -30}, points = {{-40, 30}, {40, 30}}, color = {0, 0, 255}), Line(
origin = {0, -30}, points = {{-20, 10}, {20, 10}}, color = {0, O, 255}), Line(origin =
{0, -30}, points = {{0, 96}, {0, 50}}, color = {0, O, 255}), Text(origin = {0, -30},
textColor = {0, 0, 2565}, extent = {{-150, -10}, {150, -50}}, textString = "’name")}));
end Ground;
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De manera similar, podemos crear la clase parcial OnePort que habiamos presentado en el Cédigo 5.9,
pero ahora declarando las variables i y v con su tipo correspondiente y arrastrando dos conectores de
la clase Pin a la vista de diagrama, de manera que la herramienta genere las anotaciones graficas como
muestra el Codigo 5.21.

Cédigo 5.21: Modelo parcial para un dipolo con anotaciones graficas

partial model OnePort
Pin p annotation(...);
Pin n annotation(...);
Voltage v;
Current i;
equation
V =p.V - n.v;
p.i=1;
n.i + p.i = 0;
end OnePort;

Luego, a partir de esta clase podemos crear elementos como un resistor, capacitor e inductor, agregando
a la vista de icono de cada modelo el dibujo correspondiente (los conectores ya estardn dibujados al
heredarlos del modelo parcial). En la Figura 5.5 se muestran los iconos del resistor, capacitor e inductor.
En el texto, el simbolo %R implica que dicho texto se va a reemplazar en los diagramas que construyamos
por el valor del pardmetro R. Como antes, el simbolo %name se reemplazard por el nombre del componente
en el modelo.

%name %name %name
R=%R C=%C L=%L

Figura 5.5: Vista de icono de los dipolos pasivos.

Construccion Grafica de Modelos

Los componentes creados con iconos y vista de sus conectores se pueden instanciar y acoplar de
manera grafica. Para eso, bastard con crear un nuevo modelo y arrastrar los componentes a la vista de
diagrama y luego conectarlos haciendo click y arrastrando sobre el propio esquema. Una vez hecho esto,
es posible modificar los pardmetros u otros atributos de los objetos (como el valor inicial) haciendo doble
click sobre el objeto, o bien yendo a la vista de texto y procediendo como antes.

La Figura 5.6 muestra el esquema conectado de un circuito RLC tal como se ve en la interfaz grafica
de OpenModelica. El modelo correspondiente, tal como se ve en la vista de texto, se puede ver en el
Cédigo 5.22. Notar que la interfaz grafica muestra ademas las unidades de los parametros en caso que al
definir las clases hayamos puesto unidades a los mismos.

Cddigo 5.22: Vista de texto del modelo RLC de la Figura 5.6

model RLC
Resistor res annotation(...);
Ground ground annotation(...);
Capacitor cap(C=100e-6, v(start = 1)) annotation(...);
Inductor ind(L=1e-3) annotation(...);
equation
connect(ind.n, res.p) annotation(...);
connect (res.n, cap.p) annotation(...);
connect(cap.n, gr.p) annotation(...);
connect (ind.p, gr.p) annotation(...);
end RLC;
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ind res

100e-6 F
cap

Cc=

1

ground

Figura 5.6: Vista de Diagrama de un Circuito RLC en Modelica

Modelado Jerarquico

También podemos construir de manera grafica modelos jerarquicos, arrastrando componentes y co-
nectores para armar subsistemas y luego creando iconos para dichos subsistemas de manera que puedan
utilizarse como si fueran nuevos componentes.

Por ejemplo, la Figura 5.7 muestra el circuito equivalente de una celda solar, al que le agregamos dos
conectores de tipo Pin para poder conectarlo con otros componentes, con su correspondiente vista de
Icono.

R=0.02 Q

Vv I=
ydx
dio

R=250 Q
rsh

Figura 5.7: Vistas de Diagrama y de fcono del Circuito Equivalente de una Celda Solar

Luego, usando este nuevo componente jerarquico, podemos crear modelos como el de la Figura 5.8

l!l
i
i

R=1 Q
le-3 F

capacitor

C:

ground

Figura 5.8: Vistas de Diagrama de un modelo con dos celdas solares
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Organizacion de la Libreria

Dado que al construir una libreria se definen muchas clases (tipos, conectores, modelos parciales,
componentes, etc.) conviene organizar la librerfa usando paquetes anidados. Por ejemplo, el Cédigo 5.23
contiene parte de una libreria denominada Circuits y la Figura 5.9 muestra como se ve la misma en
el explorador de librerias de OpenModelica. Este paquete contiene dentro cuatro paquetes: uno con las
unidades (Units), otro con elementos auxiliares para construir componentes (Interfaces), otro con los
componentes (Components) y el tltimo con los ejemplos (Examples).

Dentro de este ultimo paquete, se se encuentra otro paquete denominado Panels en el que estd el
ejemplo de los dos paneles solares, junto con el modelo del componente jerdarquico de un panel solar.
Cuando se construyen ejemplos complejos que cuentan con componentes creados de manera jerarquica
(o simplemente con componentes creados especialmente para dicho modelo), conviene hacer un paquete
para todo el modelo, incluyendo los nuevos componentes creados.

Cédigo 5.23: Libreria con paquetes anidados

package Circuits

package Units Libraries Browser o D
type Voltage = Real(unit="V"); ‘ ter Clacsos ]
type Current = Real(unit="A");

end Units; Libraries

package Interfaces e E Circuits

import Circuits.Units.*; Units

connector Pin

partial model OnePort

v

Interfaces
B -en

end Interfaces;

package Components * @« OnePort
;zlz:itcgz;clzlts.Interfaces. ; 03 Components

L ——,_: Ground

model Resistor "M Resistor

|l capacitor

... < Inductor
model Inductor =+ Diode

model Capacitor

L. s ]
end Components; Switch
@ ConstCurr
package Examples o Examples
import Circuits.Components. *;
model RLC L

v Panels
j Panel
TwoPanels

package Panels
model Panel

end Panels;
end Examples;
end Circuits;

Figura 5.9: Libreria con Paquetes Anidados

En el paquete Interfaces se utiliza el comando import Circuits.Unit.*. Esto permite que todas
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las clases definidas en el paquete Circuits.Unit estén disponibles en Interfaces. Esto se repite luego
en los siguientes paquetes. De no utilizar el comando import, habria que utilizar los caminos completos
al instanciar cada clase. Por ejemplo, para instanciar un objeto res de la clase Resistor deberiamos
escribir Circuits.Components.Resistor res;.

5.2.2. Sistemas Mecanicos

Siguiendo exactamente las mismas ideas que para los circuitos eléctricos, podemos construir librerias de
sistemas mecanicos traslacionales, rotacionales y de mecanica en el plano o incluso mecanica multicuerpos
(en tres dimensiones).

Comenzaremos entonces con los sistemas mecdnicos traslacionales.

Mecanica Traslacional

Asi como en los circuitos las variables que intervenian eran los potenciales (que se igualaban en las
conexiones) y las corrientes (que sumaban cero en las conexiones), en los sistemas mecdnicos dicho rol
lo podran cumplir las posiciones (que se igualardn en las conexiones) y las fuerzas (que sumardn cero en
una conexién).

El conector entonces, que llamaremos Flange, tendra dos variables: la posicién y la fuerza, siendo esta
dltimo de tipo flow. Usando luego estos conectores, de manera andloga a lo que hicimos con el modelo
parcial para definir un dipolo, podemos definir el modelo parcial que represente un objeto deformable
(que nos permitird definir un resorte o un amortiguador).

Con estos componentes, podemos comenzar a construir la libreria como muestra el Codigo 5.24.

Cédigo 5.24: Unidades, conectores y modelos parciales de una libreria de mecdnica traslacional

package Translational
package Units
type Position = Real (unit="m");
type Force = Real(unit="N");
end Units;

package Interfaces
import Translational.Units. *;
connector Flange
Position s;
flow Force f;
annotation(...);
end Flange;

partial model Compliant
Flange flange_b annotation(...);
Flange flange_a annotation(...);
Position s_rel;
Force f;

equation
s_rel = flange_b.s - flange_a.s;
flange_b.f = f;
flange_a.f = -f;

end Compliant;

end Interfaces;

En el modelo parcial Compliant la deformacién s_rel es positiva cuando la posicién del conector
flange_b es mayor a la de flange_a. Podemos interpretar que el flange_b es el del lado derecho
mientras el flange_a es el izquierdo. La fuerza £, en tal caso, es la que se ejerce sobre el componente
considerandola positiva hacia la derecha.
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En base a estas clases, podemos crear entonces componentes elementales de la misma forma que

hicimos antes, incluyendo sus iconos para poder construir los modelos desde la interfaz gréfica.

Cdédigo 5.25: Modelos elementales de una libreria de mecénica traslacional

package Components
import Translational.Units.*;
import Translational.Interfaces. *;
model Fixed
Flange flange annotation(...);
parameter Position s_0=0;
equation
flange.s=s_0;
annotation(...);
end Fixed;

model Mass
Flange flange annotation(...);
parameter Real m(unit="Kg")=1;
Position s;
Real v(unit="m/s");
Force f£;
equation
s=flange.s;
f=flange.f;
mx*der (v)-£=0;
der(s)-v=0;
annotation(...);
end Mass;

model Spring

extends Compliant;

parameter Real k(unit="N/m")=1;

parameter Position s_rel0=0;
equation

f=k*(s_rel-s_rel0);
annotation(...);

end Spring;

model Damper

extends Compliant;

parameter Real b(unit="N.s/m")=1;
equation

f=bxder(s_rel);

annotation(...);
end Damper;

model ConstForce
Flange flange annotation(...);
parameter Force F = 1;
equation
flange.f = -F;
annotation(...);
end ConstForce;

end Components;

Utilizando estos componentes podemos entonces armar facilmente un sistema Masa-Resorte-
Amortiguador conectando directamente en la interfaz gréfica como se muestra en la Figura 5.10, lo

que a su vez resulta en el modelo de la vista de texto del Codigo 5.26.
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damper

mass
b=1 N.s/m

fixed

spring
. aVAVA

k=1 N/m

Figura 5.10: Vista de Diagrama de un sistema Masa-Resorte-Amortiguador en Modelica

Cédigo 5.26: Vista de texto del modelo Masa-Resorte-Amortiguador de la Figura 5.10

model SpringDamperMass
Fixed fixed annotation(...);
Mass mass(m = 10, s(start = 1)) annotation(...);
Spring spring annotation(...);
Damper damper annotation(...);
equation
connect (fixed.flange, spring.flange_a) annotation(...);
connect (spring.flange_b, mass.flange) annotation(...);
connect (damper.flange_b, spring.flange_b) annotation(...);
connect (damper.flange_a, spring.flange_a) annotation(...);
end SpringDamperMass;

Mecanica Rotacional

Siguiendo préacticamente la misma idea de la mecénica traslacional, podemos construir una libreria
y modelos de mecéanica rotacional. Reemplazando las posiciones por angulos y las fuerzas por torques,
podemos crear las clases basicas que definen unidades y conectores como se muestra en el Cédigo 5.27 y
con estos, los componentes elementales que se muestran en el Cédigo 5.28.

Cédigo 5.27: Unidades, conectores y modelos parciales de una libreria de mecanica rotacional

package Rotational
package Units
type Angle=Real (unit="rad");
type Torque=Real (unit="N.m");
end Units;

package Interfaces
import Rotational.Units.*;
connector Flange
Angle phi;
flow Torque tau;
end Flange;

partial model Compliant
Flange flange_b annotation(...);
Flange flange_a annotation(...);
Angle phi_rel;
Torque tau;

equation
phi_rel = flange_b.phi - flange_a.phi;
flange_b.tau = tau;
flange_a.tau = -tau;

end Compliant;

end Interfaces;
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package Components
import Rotational.Units.*;
import Rotational.Interfaces. *;
model Fixed
parameter Angle phi_0=0;
Flange flange annotation(...);
equation
flange.phi=phi_0;
annotation(...);
end Fixed;

model Inertia
Rotational.Interfaces.Flange flange annotation(...);
parameter Real J(unit="Kg.m2")=1;
Angle phi;
Real w(unit="rad/s");
Torque tau;
equation
phi=flange.phi;
tau=flange.tau;
Jxder (w) -tau=0;
der (phi)-w=0;
annotation(...);
end Inertia;

model Spring
extends Compliant;
parameter Real k(unit="N.m/rad")=1;
parameter Angle phi_rel0=0;
equation
tau=k#* (phi_rel-phi_rel0);
annotation(...);
end Spring;

model Damper
extends Compliant;
parameter Real b(unit="N.m.s/rad")=1;
equation
tau=bxder (phi_rel) ;
annotation(...);
end Damper;
end Components;

Utilizando estos componentes, podemos por ejemplo construir un modelo Inercia-Resorte-

Amortiguador como el que se muestra en la Figura 5.11.

spring

J=0.009 Kg.m2

fixed

inertia

b=0.04 N.m.s/rad

Figura 5.11: Vista de Diagrama de un sistema rotacional Inercia-Resorte-Amortiguador en Modelica
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Sistemas Roto-traslacionales

Los modelos roto-traslacionales tendran componentes que funcionen como interfaz entre las partes
traslacionales y las rotacionales. Dichos componentes, por lo tanto, tendrian necesariamente conectores
de ambos tipos.

Por ejemplo, podemos crear el modelo de un componente pindn-cremallera arrastrando un conector
Flange traslacional y uno rotacional, y vinculando sus variables de posicién y angulo y las variables de
fuerza y torque por otro. De esta forma, el modelo resultante es el del Cédigo 5.29.

Cédigo 5.29: Modelo de un Sistema Pinén-Cremallera

model RackPinion
Mechanical.Translational.Interfaces.Flange flangeT annotation(...);
Mechanical.Rotational.Interfaces.Flange flangeR annotation(...);
parameter Real r(unit="m")=1 "Pinion radius";

equation
flangeT.s - r*flangeR.phi = 0;
rxflangeT.f + flangeR.tau = O;

annotation(...);
end RackPinion;

Notar que en los conectores siempre asumimos que la fuerza y el torque (o la corriente en el caso
eléctrico) son positivos cuando ingresan al componente. Por lo tanto, en un componente de tipo trans-
formador dichos flujos deben tener signo opuesto, lo que explica el signo de la ecuaciéon r*flangeT.f +
flangeR.tau = O.

En este caso ademds no utilizamos el comando import, sino que directamente instanciamos los conecto-
res con todo el camino hacia el paquete donde esté la clase correspondiente. Aqui, de hecho, no hubiéramos
podido importar las clases ya que ambos tipos de conectores tienen el mismo nombre (Flange).

Utilizando este componente, podemos construir muy facilmente el modelo correspondiente al sistema
de la Figura 4.11. Dicho modelo, cuya definicién textual esta en el Codigo 5.30, se ve graficamente como
muestra la Figura 5.12.

spring

TPaxXTY

k=1 N.m/rad

J=1 Kg.m2

fixed

rackPinion inertia

n=1 Kg

Figura 5.12: Modelo Roto-Traslacional en la vista de Diagrama

Cédigo 5.30: Modelo Roto-Traslacional en la vista de Texto

model RotTrans
Mechanical.RotoTranslational.Components.RackPinion rackPinion annotation(...);
Mechanical.Translational.Components.Fixed fixed annotation(...);
Rotational.Components.Inertia inertia(phi(start = 1)) annotation(...);
Mechanical.Rotational.Components.Fixed fixedl annotation(...);
Mechanical.Rotational.Components.Spring spring annotation(...);
Mechanical.Translational.Components.Damper damper annotation(...);
Mechanical.Translational.Components.Mass mass annotation(...);

equation
connect (rackPinion.flangeR, inertia.flange) annotation(...);
connect (inertia.flange, spring.flange_a) annotation(...);
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connect (spring.flange_b, fixedl.flange) annotation(...);

connect (damper.flange_a, fixed.flange) annotation(...);

connect (mass.flange, rackPinion.flangeT) annotation(...);

connect (damper.flange_b, mass.flange) annotation(...);
end RotTrans;

Mecanica Planar

Extenderemos ahora las ideas que vimos hasta acéd para construir una libreria de mecanica en el plano,
basdndonos principalmente en la libreria descripta en [Zim12].

A diferencia del Capitulo 4 donde nos limitamos a la presencia de masas puntuales, aprovecharemos
las ventajas del modelado orientado a objetos para considerar cuerpos rigidos con momento de inercia.
Por este motivo, ademas de posiciones y fuerzas, los conectores deberan vincular torque y angulo.

Comenzaremos entonces definiendo las unidades, conectores y modelos parciales al igual que en los
otros casos:

Cédigo 5.31: Unidades, conectores y modelos parciales de una libreria de mecdnica planar simplificada

package Planar
package Units
type Position = Mechanical.Translational.Units.Position[2];
type Force = Mechanical.Translational.Units.Force[2];
end Units;

package Interfaces

import Mechanical.Planar.Units. *;

connector Frame
Position r;
flow Force f;
Mechanical.Rotational.Units.Angle phi;
flow Mechanical.Rotational.Units.Torque tau;
annotation(...);

end Frame;

partial model Compliant
Mechanical.Planar.Interfaces.Frame frame_a annotation(...);
Mechanical.Planar.Interfaces.Frame frame_b annotation(...);
Real 1(unit = "m");
Real phi(unit = "rad");
Real w(unit = "rad/s");
Mechanical.Translational.Units.Force f;

equation
frame_b.r[1] - frame_a.r[1]
frame_b.r[2] - frame_a.r[2]
der (phi) = w;
phi=frame_a.phi;
phi=frame_b.phi;
frame_a.f = -frame_b.f;
frame_b.f [1]*cos(phi)+frame_b.f [2]*sin(phi)=f;
frame_a.tau+frame_b.tau+l * cos(phi) *frame_b.f[2]-1 * sin(phi)*frame_b.f[1]=0;

end Compliant;

end Interfaces;

1 * cos(phi);
1 * sin(phi);

Notar que utilizamos magnitudes traslacionales y rotacionales donde las magnitudes de posicién y fuerza
tienen dos dimensiones. Los conectores Frame vinculan ahora estas magnitudes vectoriales ademas de las
escalares correspondientes a las variables angulares.
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El modelo parcial Compliant cumple un rol analogo al del traslacional, representando un objeto
sin masa y dos conectores que pueden desplazarse sélo en sentido longitudinal. El mismo tiene ahora
una variable phi que representa el dngulo que forma el componente con la direccién horizontal. En
cuanto a las ecuaciones, ademas de las relaciones geométricas obvias entre posiciones y dngulos, aparecen
las que hacen el balance de fuerzas (frame_a.f = -frame_b.f), la transmisién de fuerza longitudinal
(frame_b.f[1] *cos(phi)+frame_b.f[2]*sin(phi)=f), y la Ultima que realiza el balance de torques.

A partir de estas clases bésicas, se pueden definir los siguientes componentes elementales:

Cdédigo 5.32: Modelos elementales de una libreria de mecanica planar

package Components
import Mechanical.Planar.Units. *;
import Mechanical.Planar.Interfaces. *;

model Fixed
parameter Position r = {0, 0};
parameter Angle phi = 0;
Frame frame annotation(...);
equation
frame.r = r;
frame.phi = phi;
annotation(...);
end Fixed;

model pointMass
Frame frame annotation(...);
parameter Real m(unit = "Kg") = 1 "Mass of the body";
parameter Real[2] g(each unit = "m/s2") = {0, -9.81} "Gravity acceleration";
Position r;
Real[2] v;
equation
r = frame.r;
v = der(x);
m*der (v) = frame.f + mx*g;
frame.tau=0;
annotation(...);
end pointMass;

model Body
DSFLib.Mechanical .Planar.Interfaces.Frame frame annotation(...);
parameter Real m(unit = "Kg") = 1 "Mass of the body";
parameter Real J(unit = "Kg.m2") = 0.1 "Inertia of the body";
parameter Real[2] g(each unit = "m/s2") = {0, -9.81} "Gravity acceleration";
Position r;
Real[2] v;
Angle phi;
Real w;
equation
r = frame.r;
phi = frame.phi;
v = der(x);
w = der(phi);
mxder (v) = frame.f + m*g;
J*der (w) = frame.tau;
annotation(...);
end Body;

model RigidBar
extends Compliant;
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parameter Real L(unit = "m") = 1;
equation

1 =1L;

annotation(...);
end RigidBar;

model Prismatic
extends Compliant;
Mechanical.Translational.Interfaces.Flange support annotation(...);
Mechanical.Translational.Interfaces.Flange flange_a annotation(...);
equation
f=-flange_a.f;
support.s=0;
flange_a.s=1;
annotation(...);
end Prismatic;

model Revolute
Frame frame_a annotation(...);
Frame frame_b annotation(...);
Mechanical.Rotational.Interfaces.Flange support annotation(...);
Mechanical.Rotational.Interfaces.Flange flange_a annotation(...);

equation
frame_b.r = frame_a.r;
frame_a.f = -frame_b.f;

frame_a.tau =-frame_b.tau;
frame_b.tau=-flange_a.tau;
support.phi=0;
flange_a.phi=frame_b.phi-frame_a.phi;
annotation(...);

end Revolute;

end Components;

Esta librerfa tiene algunos elementos novedosos, como la definicién de ciertos pardmetros (fuerzas y
posiciones) con valores vectoriales. En Modelica los vectores se expresan entre llaves {x1,x2,x3,...}.

Los componentes Fixed, PointMass y Body tienen definiciones completamente andlogas a las de sus
contrapartes traslacionales y rotacionales, sélo que involucran magnitudes en dos dimensiones traslacio-
nales y en una dimensiéon rotacional. Ademas, en el caso de las masas, incorporamos por omisién la
aceleracién de la gravedad en el sentido vertical (se puede suprimir cambiando adecuadamente el valor
del pardametro vectorial g). Por otro lado, el componente RigidBar es una extensién trivial de la clase
Compliant fijando una longitud constante.

Los restantes componentes son dos articulaciones esenciales para modelar cualquier sistema. La articu-
lacién prismdtica (Prismatic) brinda una restriccién al movimiento entre los dos extremos, permitiendo
sélo el desplazamiento en sentido longitudinal. Se puede por lo tanto derivar directamente de la clase
Compliant, y en principio bastarfa con igualar a cero las fuerzas en sentido longitudinal (la articulacién
no transmite fuerza en el sentido en el que se mueve). En tal caso la ecuacién seria simplemente £=0.

Sin embargo, la articulacién tiene ademds dos conectores traslacionales (tipo Flange), cada uno so-
lidario a un extremo del objeto, que transmiten fuerza a los extremos en sentido longitudinal. Estos
conectores pueden usarse para agregar componentes entre los mismos (resortes, amortiguadores, fuentes
de fuerza) con la condicién de que dichos componentes traslacionales formen un esquema que acttie en-
tre ambos. El subsistema traslacional entre ambos conectores tendrd como origen la posicién del que se
denomina support. No pueden utilizarse masas traslacionales en dichos subsistemas ya que el conector
de origen podria estar en un marco no inercial y ademas al haber masa involucrada no se cumplird en
general que el subsistema ejerza la misma fuerza hacia ambos conectores traslacionales.

La otra articulacién es la de revolucién, que funciona como un rodamiento, permitiendo el giro entre
dos conectores pero no el desplazamiento entre ambos. Analogo al caso de la articulacién prismatica, en
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principio este componente podria definirse igualando posiciones, anulando la suma de fuerzas y anulando
también el torque transmitido entre los extremos. Sin embargo, se agregan aqui también dos conectores
rotacionales (uno solidario a cada extremo) de manera que el torque transmitido es el del subsistema
rotacional conectado a los mismos. Valen también las mismas consideraciones respecto a los componentes
rotacionales que se pueden conectar al mismo (no se deben incluir inercias).

Usando estos componentes podemos crear de manera muy simple modelos cuya formulacién directa a
partir de DAEs seria muy complicada. Por ejemplo, la Figura 5.13 muestra el modelo de un doble péndulo
construido utilizando estos componentes.

model DoublePendulum
Fixed fixed(phi = -1.57079);
Revolute revolute;
RigidBar rigidBar (phi.start=-1);
pointMass pointMass(m = 0.5);
pointMass pointMassi;
RigidBar rigidBarl;
Revolute revolutel;

equation

connect (fixed.frame, revolute.frame_a);
connect (revolute.frame_b, rigidBar.frame_a);
connect (pointMass.frame, rigidBar.frame_b);
connect (pointMassl.frame, rigidBarl.frame_b);
connect (pointMass.frame, revolutel.frame_a); o
connect (revolutel.frame_b, rigidBarl.frame_a);

end DoublePendulum;

o} m

r={0,
fixed

revolute

rigidBar

pointMass

revolutel

rigidBar1

pointMass1

Figura 5.13: Vista de Diagrama y de Texto de un doble péndulo en Modelica

Aprovechando también los conectores rotacionales y traslacionales podemos agregar también compo-
nentes de friccién, resortes, fuerzas y torques de entrada, etc. Por ejemplo, el sistema biela-manivela de
la Figura 4.12 de la pagina 78 puede modelarse de manera mucho mas simple usando esta libreria, tal
como se muestra en la Figura 5.14 y el Cédigo 5.33.

revolutel

b=100 N.s/m

0.1 m
T

rigidBarl

JegpthTu
L:

pointMass

fixed r={2, @} m

revolute body revolute2

m=0 Kg @) @) prismatic
r={0, o} m J=1 Kg.m2 fixed1
Tau=1 N.m

> (

Figura 5.14: Sistema Biela-Manivela en la vista de Diagrama

Cédigo 5.33: Sistema Biela-Manivela en la vista de Texto

model SliderCrank
Fixed fixed;
Revolute revolute;
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RigidBar rigidBar(L = 0.1);

Revolute revolutel;

RigidBar rigidBarl(L = 1);

Revolute revolute2;

Prismatic prismatic;

Fixed fixedl(phi = 3.14159, r = {2, 0});

pointMass pointMass(g = {0, 0});

Body body(J = 1, g = {0, 0}, m = 0);

Mechanical.Translational.Components.Damper damper (b = 100);

Mechanical.Rotational.Components.ConstTorque constTorque;
equation

connect (revolute.frame_a, fixed.frame);

connect (revolute.frame_b, rigidBar.frame_a);

connect (rigidBar.frame_b, revolutel.frame_a);

connect (revolutel.frame_b, rigidBarl.frame_a);

connect (rigidBarl.frame_b, revolute2.frame_a);

connect (revolute2.frame_b, prismatic.frame_b);

connect (prismatic.frame_a, fixedl.frame);

connect (pointMass.frame, prismatic.frame_b);

connect (body.frame, rigidBar.frame_a);

connect (damper.flange_a, prismatic.support);

connect (prismatic.flange_a, damper.flange_b);

connect (constTorque.flange_a, revolute.support);

connect (constTorque.flange_b, revolute.flange_a);
end SliderCrank;

5.2.3. Sistemas Hidraulicos

Teniendo en cuenta las analogias que hay entre los sistemas hidraulicos y los eléctricos, podemos
también de manera muy simple construir una libreria de componentes elementales. En este caso, asumi-
remos que los sistemas pueden modelarse mediante circuitos hidrdulicos en los cuales circula un fluido
incompresible.

Bajo estas hipdtesis, reemplazando los potenciales por presiones y las corrientes por caudales, podemos
crear las clases bésicas que definen unidades y conectores como se muestra en el Codigo 5.34 y con estos,
los componentes elementales que se muestran en el Cédigo 5.35.

Cddigo 5.34: Unidades, conectores y modelos parciales de una libreria de circuitos hidraulicos

package Hydraulics
package Units

type Pressure = Real(unit = "Pa");
type VolumeFlow = Real(unit = "m3/s");
end Units;

package Interfaces
import Hydraulics.Units.*;

connector FluidPort
Pressure p;
flow VolumeFlow q;
annotation(...);
end FluidPort;

partial model TwoPort
FluidPort fluidPort_b annotation(...);
FluidPort fluidPort_a annotation(...);
Pressure p;
VolumeFlow q;
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equation
p = fluidPort_b.p - fluidPort_a.p;
q = fluidPort_b.q;
q = —-fluidPort_a.q;

end TwoPort;
end Interfaces;
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Cédigo 5.35: Modelos elementales de una libreria de circuitos hidraulicos

package Components
import Hydraulics.Interfaces. *;
import Hydraulics.Units.*;

model Valve

extends TwoPort;

parameter Real RH(unit = "Pa.s/m3") = 1000;
equation

p - RH x q = 0;

annotation(...);
end Valve;

model Tank
parameter Real A(unit = "m2") = 1 "Tank area";
parameter Real g(unit = "m/s2") = 9.8;
parameter Real rho(unit = "Kg/m3") = 1000 "Fluid density";
FluidPort fluidPort annotation(...);
VolumeFlow q;
Pressure p;
Pressure dp;

equation
q = der(v);
p=v *rho x g / A;
dp = if v>0 or g>0 then 0 else 1lelOx*q;
fluidPort.q = q;
fluidPort.p = p + dp;
annotation(...);

end Tank;

model Inertance

extends TwoPort;

parameter Real I(unit = "Pa.s2/m3") = 1;
equation

I * der(q) = p;

annotation(...);
end Inertance;

model Column
extends TwoPort;
parameter Real H(unit = "m") = 1 "Column height";
parameter Real g(unit = "m/s2") = 9.8;
parameter Real rho(unit = "Kg/m3") = 1000 "Fluid density";
equation
p = rho * g * H;
annotation(...);
end Column;

model ConstPress
Pressure P = 0;
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FluidPort fluidPort annotation(...);
equation

fluidPort.p = P;

annotation(...);
end ConstPress;

model IdealPump
extends TwoPort;
parameter Real Q(unit = "m3/s") = le-3;
equation
q=0Q;
annotation(...);
end IdealPump;
end Components;
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Estos modelos se corresponden directamente con las relaciones constitutivas vistas en el Capitulo 4
excepto en el caso del tanque, que tiene una modificacién para evitar que el volumen en el mismo se torne
negativo. Dicha modificacién es equivalente al agregado de una valvula en el ingreso con mucha resistencia

hidraulica cuando el volumen se hace negativo y nula resistencia cuando el volumen es positivo.

Utilizando entonces estos componentes podemos de manera muy simple construir ejemplos, como el

del Cédigo 5.36 que se muestra en la Figura 5.15.

tank

Q=1e-3 m3/s

constPress idealPump

RH=1e8 Pa.s/m3

constPressil

Figura 5.15: Modelo Hidraulico en la vista de Diagrama

Cédigo 5.36: Modelo Hidraulico en la vista de Texto

model TankValve
Tank tank(v(start = 1));
Valve valve(RH = 1e8);
ConstPress constPress;
Column column;
IdealPump idealPump;
equation
connect (constPress.fluidPort, valve.fluidPort_a);
connect (tank.fluidPort, column.fluidPort_a);
connect (column.fluidPort_b, valve.fluidPort_b);
connect (idealPump.fluidPort_b, constPress.fluidPort);
connect (idealPump.fluidPort_a, tank.fluidPort);
end TankValve;
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5.2.4. Sistemas Térmicos

Procediendo de nuevamente de forma andloga, podemos construir una libreria de modelos térmicos
simples, considerando exclusivamente fenémenos de transmision de calor de pardametros concentrados.

Bajo estas hipdtesis, reemplazando los potenciales por temperaturas y las corrientes por flujos de calor,
podemos crear las clases basicas que definen unidades y conectores como se muestra en el Cédigo 5.37 y
con estos, los componentes elementales que se muestran en el Cédigo 5.38.

Cédigo 5.37: Unidades, conectores y modelos parciales de una libreria de sistemas térmicos

package Thermal

package Units
type Temperature = Real(unit="K",start=293);
type HeatFlow = Real(unit="W");

end Units;

package Interfaces
import Thermal.Units.*;
connector HeatPort
Temperature T;
flow HeatFlow q;
annotation(...);
end HeatPort;

partial model TwoPort
HeatPort heatPort_b annotation(...);;
HeatPort heatPort_a annotation(...);;
Temperature T_rel;
HeatFlow q;

equation
T_rel=heatPort_b.T-heatPort_a.T;
g=heatPort_b.q;
q=—heatPort_a.q;

end TwoPort;

end Interfaces;

Notar que para el tipo Temperature definimos como valor por omisién 293°K, lo que se corresponde a
cero grados Celsius.

Cédigo 5.38: Modelos elementales de una libreria de sistemas térmicos

package Components
import Thermal.Units.*;
import Thermal.Interfaces.*;

model HeatCapacitor
HeatPort heatPort annotation(...);
parameter Real C(unit="J/K")=1;
Temperature T;
HeatFlow q;
equation
Cxder (T)=q;
q=heatPort.q;
T=heatPort.T;
annotation(...);
end HeatCapacitor;

model ThermalResistor
extends TwoPort;
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parameter Real R(unit="K/W")=1;
equation

R * gq=T_rel;

annotation(...);
end ThermalResistor;

model HeatFlowSource
HeatPort heatPort annotation(...);
parameter HeatFlow Q =1;
equation
heatPort.q=-Q;
annotation(...);
end HeatFlowSource;

model ConstTemp
HeatPort heatPort annotation(...);
parameter Temperature T =273.15;
equation
heatPort.T=T;
annotation(...);
end ConstTemp;
end Components;
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Entre los componentes no incluimos el correspondiente al fenémeno de conveccion, ya que el mismo
involucra una variable hidrdulica (caudal) por lo que lo definiremos més adelante como componente

multidominio.

Utilizando entonces estos componentes elementales podemos de manera muy simple construir ejem-
plos, como el del Cédigo 5.39 que se muestra en la Figura 5.16, que representa la transferencia de calor
entre dos recintos, uno de los cuales recibe un flujo constante mientras que el otro disipa calor al ambiente.

rooml room2

1 J/K
1 J/K

C:
C:

thermalResistorl

.

’//———,\\\ T thermalResistor

\\ - / R=1 K/W R=1 K/W

Figura 5.16: Modelo Térmico en la vista de Diagrama.

Cédigo 5.39: Modelo Térmico en la vista de Texto

-

constTemp

Tconst

T=273.15 K

model TwoCompartments
HeatCapacitor rooml;
HeatCapacitor room2;
ThermalResistor thermalResistor;
HeatFlowSource heatFlowSource;
ThermalResistor thermalResistoril;
ConstTemp constTemp(T = 293);
equation
connect (rooml.heatPort, thermalResistor.heatPort_b);
connect (thermalResistor.heatPort_a, room2.heatPort);
connect (thermalResistorl.heatPort_b, room2.heatPort);
connect (thermalResistorl.heatPort_a, constTemp.heatPort);
connect (heatFlowSource.heatPort, rooml.heatPort);
end TwoCompartments;
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5.2.5. Sistemas Multidominio

Cuando construimos modelos mecdnicos que combinaban modelos traslacionales, rotacionales y pla-
nares, lo que hicimos fue crear componentes de interfaz que contenian conectores de los distintos tipos y
vinculaban adecuadamente sus variables. Para crear modelos de distintos dominios procederemos de la
misma manera.

Para poder utilizar ademds los componentes definidos en las distintas librerias pondremos
todos los paquetes dentro de uno mayor que llamaremos DSFLib. Esta libreria, que contiene
los distintos componentes y ejemplos desarrollados en este capitulo, se puede descargar desde
https://www.fceia.unr.edu.ar/dsf/DSFLib.zip.

Sistemas Electromecanicos

Dentro de los sistemas electromecanicos mas utilizados encontramos los que realizan la conversién de
energia electromagnética en mecanica, tal como lo hace el motor de corriente continua. Construiremos
entonces primero un componente que representa esta conversién suponiendo que el campo de excitaciéon
es constante.

Cédigo 5.40: Componentes electromecanico béasico, con flujo de excitaciéon constante

package ElectroMechanical
package Components
import DSFLib.Circuits.Interfaces. *;
import DSFLib.Circuits.Units. *;
import DSFLib.Circuits.Components. *;
import DSFLib.Mechanical.Rotational.Interfaces. *;
import DSFLib.Mechanical.Rotational.Units. *;

model EMF
Pin p annotation(...);
Pin n annotation(...);
Flange flange annotation(...);
Voltage e;
Current ij;
Torque tau;
Real w(unit="rad/s");
parameter Real K(unit="V.s/rad")=1;

equation
e =p.v - n.v;
p.i=1i;
n.i + p.i = 0;
e=Kx*w;
tau=Kx*i;
tau=-flange.tau;
w=der (flange.phi) ;
annotation(...);
end EMF;

Utilizando este componente podemos facilmente construir el modelo de un motor de corriente continua
incluyendo la resistencia e inductancia de armadura en el lado eléctrico y el momento de inercia en el
lado mecéanico, como se muestra en la Figura 5.17.

Podemos también definir un componente para el caso de un motor con excitacién independiente.
Para esto utilizaremos dos conectores para la armadura (como antes) y dos conectores para la excitacin.
Ademas, agregaremos al modelo un inductor no lineal que represente la caracteristica no lineal del circuito
de excitacién.

Cédigo 5.41: Componente electromecanico con flujo de excitacién independiente
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resistor

A CT=A
N
T
JTOAISUOD

inductor

Figura 5.17: Modelo de un Motor de Corriente Continua en la vista de Diagrama.

model SepExcDCM
parameter Real K(unit="1/rad")=1;

parameter Real[:] currTable={-2,-1,0,1,2};
parameter Real[:] fluxTable={-2,-1,0,1,2};
NLInductor inductor (currTable=currTable,fluxTable=fluxTable) annotation(...);

Pin p_ex annotation(...);

Pin n_ex annotation(...);

Pin p annotation(...);

Pin n annotation(...);

Flange flange annotation(...);
Voltage e;

Current i;

Torque tau;

Real w(unit="rad/s");

equation
e =p.v - n.v;
p.i=1;
n.i + p.i = 0;
e=Kxinductor.phi*w;
tau=K*inductor.phi*i;
tau=-flange.tau;
w=der (flange.phi) ;

connect (p_ex, inductor.p) annotation(...);
connect (inductor.n, n_ex) annotation(...);

annotation(...);
end SepExcDCM;

ground

J=0.05 Kg.m2

inertia
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En este componente, combinamos conexiones para el inductor no lineal y ecuaciones. Dicho inductor
no lineal calcula la relaciéon entre el flujo y la corriente interpolando o extrapolando linealmente sobre
una tabla de valores de corriente y flujo. Notar que dicha tabla esta declarada como parametro para el
modelo completo, y luego se pasa como pardmetro al inductor no lineal. Esto se suele hacer a menudo
al usar modelado jerarquico, definiendo ciertos parametros globales para el sistema grandes, que luego se

utilizan en algunos de sus componentes.

El modelo de este inductor no lineal esta en el Cddigo 5.42 y es muy similar al del inductor lineal

excepto que reemplaza el parametro L por una tabla de valores de corriente y flujo.

Cédigo 5.42: Modelo de un inductor no lineal

model NLInductor
extends OnePort;
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parameter Real[:] currTable =
parameter Real[:] fluxTable =
Real phi(unit = "V.s");
equation
der (phi) = v;
phi = DSFLib.Utilities.Functions.LookUpTable(i, currTable, fluxTable);
annotation(...);
end NLInductor;

|
0
N

|
-
o
-
N
()

La interpolacién o extrapolacién sobre la tabla de corriente y flujo se realiza con una funcién llamada
LookUpTable y cuyo cddigo se muestra a continuacién:

Cédigo 5.43: Funcién de Interpolacion o Extrapolacién sobre una Tabla

function LookUpTable
input Real x;
input Real[:] xdata;
input Reall:] ydata;
output Real y;
protected
Integer k;
algorithm
k :=1;
while x > xdatalk + 1] and k < size(xdata, 1) - 1 loop
k =k + 1;
end while;
y := (ydatalk + 1] - ydatalk]) / (xdatalk + 1] - xdatalk]) * (x - xdatal[k]) + ydatalk];
end LookUpTable;

El lenguaje Modelica permite definir funciones arbitrarias con distintas variables de entrada y salida,
que se calculan siguiendo un algoritmo. Notar que en el mismo, no hay ecuaciones sino asignaciones a
través del simbolo :=.

Volviendo entonces al nuevo componente que definimos en el Cédigo 5.41, podemos crear el modelo
de un motor de corriente continua con excitacién en paralelo como se muestra en la Figura 5.18. En dicho
diagrama de Modelica, el inductor no lineal y el motor son parte del icono del componente correspondiente.

Ra La

L=3e-3 H

damper

paxT4

-1 N.m.s/rad

A 08T=A

inertia

ground

Figura 5.18: Modelo de un Motor de Corriente Continua con Excitacién en Paralelo en la vista de Diagrama.

Sistemas Hidraulico-Mecanicos

El componente basico hidraulico mecédnico que vimos en el Capitulo 4 es el pistéon. En este caso,
consideraremos un par cilindro-piston que considera la posibilidad que el cilindro se mueva, por lo que el
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caudal serd proporcional a la velocidad relativa entre el piston y el cilindro.

Cédigo 5.44: Modelo de un Pistén-Cilindro

model PistonCylinder

extends DSFLib.Mechanical.Translational.Interfaces.Compliant ;
DSFLib.Hydraulics.Interfaces.FluidPort fluidPort annotation(...);
parameter Real A(unit="m"2")=1;

equation
fluidPort.q=der(s_rel)*A;
fluidPort.p*A=-f;

annotation(...);

end PistonCylinder;

Notar que desde el punto de vista mecdnico, utilizamos como base el modelo Compliant lo que nos
permite ahorrar definiciones comunes.

Utilizando entonces este nuevo componente podemos crear el modelo de un gato hidraulico como se
muestra en la Figura 5.19. En el mismo, ignoramos el peso del liquido dentro de los cilindros.

m=1e3 Kg

-100 N

F
constForc

RH=1e6 Pa.s/m3

constForcel

A=1e-3 m2

7

fixed

Figura 5.19: Modelo de un Gato Hidrdulico en la vista de Diagrama.

Sistemas Térmo-Hidraulicos

Si bien se pueden plantear muchos componentes termo-hidrdulicos (hay muchos fenémenos que ocurren
involucrando ambos dominios en la termodindmica), veremos aqui sélo el componente correspondiente a
la conveccion.

En dicho componente, supondremos que hay un caudal q circulando por un cano entre dos conectores
hidraulicos y que el fluido ingresa y egresa con una temperatura T de manera que el flujo de calor entrante
y saliente es q_heat=rho*c*qx*T.

Con esta idea, podemos usar el siguiente modelo

Cédigo 5.45: Modelo que representa el fenémeno de conveccién

model Convection

extends DSFLib.Hydraulics.Interfaces.TwoPort;

HeatPort heatPort_a annotation(...);

HeatPort heatPort_b annotation(...);

Temperature T;

HeatFlow qg_heat;

parameter Real rho(unit = "Kg/m3") = 1000 "Fluid density";

parameter Real c(unit = "J/K/Kg") = 4184 "Fluid specific heat capacity";
equation

p=0;
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q_heat=heatPort_b.q;
q_heat=-heatPort_a.q;
T=if g>=0 then heatPort_b.T else heatPort_a.T;
q_heat=rhoxc*q*T;
annotation(...);
end Convection;

Como vemos, el modelo hereda los conectores y ecuaciones bésicas del modelo hidraulico parcial
TwoPort, imponiendo luego que no hay caida de presién en la parte hidrdulica (es un cafio ideal). En la
parte térmica, simplemente calcula el flujo de calor g_heat que se transmite entre los conectores térmicos,
tomando la temperatura desde el conector de entrada.

Respecto a la temperatura de salida, no calcula ninguna condicién ya que el flujo de calor podria
entrar a un recinto que esté a una temperatura diferente (aqui aparece la concentracién de pardmetros).

Utilizando este componente junto a otros componentes hidraulicos y térmicos podemos armar el
modelo correspondiente al colector solar del Capitulo 4 (Figura 4.18). Este modelo se puede ver en la
Figura 5.20. En el mismo hay dos recintos (capacitores) y dos componentes de conveccién (uno entrante
y otro saliente del mismo).

collector

1000 J/K

roomTemp -
R=1 K/W i / \
8
Tconst : .
thermalResistorl s \\7/
T=203 K - i q=1e4 W
< o
B
g kS
d <
f E Tconst
« o
Q=1e-4 m3/s s

roomTempl

P=0 Pa

4184 J/|

c

convection

idealPump convectionl

constPress

constPressil

Figura 5.20: Modelo de un Colector Solar en la vista de Diagrama.

Sistemas Térmo-Eléctricos

Podemos también definir modelos que combinan componentes eléctricos y térmicos, en los cuales el
componente mas frecuente serd el que representa la disipacién de calor en un elemento resistivo.

Para definir tal elemento, bastara con extender el modelo de un resistor agregando un conector térmico
cuyo flujo de calor de salida sea la potencia eléctrica disipada:

Cédigo 5.46: Modelo que representa el fenémeno de conveccién

model HeatingResistor
extends DSFLib.Circuits.Components.Resistor;
DSFLib.Thermal.Interfaces.HeatPort heatPort annotation(...);
equation
heatPort.q = -v * i;
annotation(...);
end HeatingResistor;

Utilizando este componente, podemos hacer un modelo muy simple de un termotanque como el que
presentamos en el Capitulo 4 (Figura 4.22).

Una versién que simplifica la parte hidraulica de dicho modelo (reemplazando los componentes por
una fuente de caudal) se muestra en la Figura 5.21.
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Figura 5.21: Modelo Simplificado de un Termotanque Eléctrico en la vista de Diagrama.

5.3. Sistemas de Control y Modelos Causales

Hasta aqui trabajamos exclusivamente con modelos acausales, en los cuales las ecuaciones establacian
relaciones entre las variables sin que aparezcan restricciones de causa—efecto. Esto, en sistemas puramente
fisicos, es lo mas conveniente ya que nos permite acoplar componentes y subsistemas de manera muy
sencilla, dejando el problema de causalizacién (necesario para simular o realizar andlisis) a los algoritmos
posteriores.

Sin embargo, en los sistemas artificiales las senales suelen involucrar un sentido causal. Por ejemplo,
en un sistema de control, suelen medirse ciertas variables que funcionan como entradas para el sistema
de control. A partir de estas mediciones, se suele calcular una accién de control (salidas del controlador)
que son enviadas a los actuadores correspondientes. Por este motivo, es natural utilizar Diagramas de
Bloques para representar estos sistemas.

El lenguaje Modelica cuenta con un tipo de clase especifica (block) que permite crear bloques in-
corporando informacion causal y manteniendo todas las caracteristicas que ya vimos para los modelos.
Veremos entonces como formular Diagramas de Bloques luego veremos como combinar los mismos con
modelos de sistemas fisicos de los distintos dominios mediante la interfaz de sensores y actuadores.

5.3.1. Diagramas de Bloques

El lenguaje Modelica permite utilizar el prefijo input para indicar que una variable es una entrada.
Esto quiere decir que dicha variable debe calcularse de forma externa al modelo donde esta definida. De
manera reciproca, puede utilizarse el prefijo output para indicar que una variable se calcula internamente
en un modelo.

Podemos entonces definir conectores con estos prefijos y utilizarlos como entradas y salidas para
construir diagramas de bloques. Cuando un conector tiene el prefijo input, el mismo puede sélo ser
conectado con un conector que contenga el prefijo output y viceversa.

En base a estos principios, podemos comenzar a definir las clases basicas para una libreria de diagramas
de bloques como sigue:

Cédigo 5.47: Interfaces Basicas de Diagramas de Bloques

package Blocks
package Interfaces
connector Reallnput = input Real annotation(...);
connector RealQutput = output Real annotation(...);
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partial block SISO
DSFLib.ControlSystems.Blocks.Interfaces.RealInput u annotation(...);
DSFLib.ControlSystems.Blocks.Interfaces.RealOutput y annotation(...);
annotation(...);
end SISO;
end Interfaces;

Como puede verse, al definir el modelo parcial SISO en lugar de utilizar model usamos block.
Podriamos haber utilizado model en su lugar pero la clase block es mas especifica y s6lo permite utilizar
conectores de entrada y salida.

Usando luego estas clases basicas, podemos crear algunos componentes elementales para los Diagramas
de Bloques como sigue:

Cddigo 5.48: Componentes Béasicos de Diagramas de Bloques

package Components

block Integrator
extends DSFLib.ControlSystems.Blocks.Interfaces.SISO(y.start = y_0);
parameter Real y_0 = O;

equation
der(y) = u;
annotation(...);

end Integrator;

block Gain
extends DSFLib.ControlSystems.Blocks.Interfaces.SISO;
parameter Real K=1 "Gain";

equation
y = K * u;

annotation(...);

end Gain;

block Add
DSFLib.ControlSystems.Blocks.Interfaces.RealInput ul annotation(...);
DSFLib.ControlSystems.Blocks.Interfaces.RealInput u2 annotation(...);
DSFLib.ControlSystems.Blocks.Interfaces.RealOutput y annotation(...);
parameter Real kl=1 "Gain on first input";
parameter Real k2=1 "Gain on second input";

equation
y = ki1 *x ul + k2 * u2;
annotation(...);

end Add;

block StepSource
DSFLib.ControlSystems.Blocks.Interfaces.RealOutput y annotation(...);
parameter Real U = 1 "Step amplitude";
parameter Real Tstep = O;
equation
y = if time < Tstep then 0 else U;
annotation(...);
end StepSource;

end Components;

Podemos también plantear algunos bloques méas complejos, aprovechando la posibilidad de Modelica
de utilizar matrices, como el siguiente que representa un sistema en ecuaciones de estados con una entrada
y una salida.

Cédigo 5.49: Bloque que modela un sistema en ecuaciones de estado
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block StateSpace
extends DSFLib.ControlSystems.Blocks.Interfaces.SISO;
parameter Real A[:, size(A, 1)] = [0, 1; -1, -1];
parameter Real B[size(A, 1), 1] = [0; 1];
parameter Real C[1, size(A, 1)] [1, 0];
parameter Real D[1, 1] = [0];
parameter Real x_O[size(A, 1), 1] = [0; 0];
Real x[size(A, 1), 1](start = x_0);

protected
Real ymat[1, 1];

equation
der(x) = A *x x + B * u;
ymat = C * x + D * u;
y = ymat[1, 1];
annotation(...);

end StateSpace;

En este caso, los parametros son matrices y la condicién inicial. Un detalle es que en Modelica un objeto
de la clase Real no es equivalente a un objeto de la clase Real[1,1]. Por eso, tuvimos que definir la
salida matricial ymat y luego asignar su elemento a la salida y. El comando protected implica que todo
lo que se declara a continuacién es privado de la clase y no puede accederse (es decir, no podremos ver el
atributo ymat desde otras clases).

Utilizando estas mismas ideas, podemos hacer un bloque de funcién transferencia, en el cual primero
convertimos el modelo a ecuaciones de estado.

Cédigo 5.50: Bloque que modela una Funcién Transferencia

block TransferFunction
extends DSFLib.ControlSystems.Blocks.Interfaces.SISO;

parameter Real num[:] = {1} "Numerator coefficients";
parameter Real den[:] = {1, 1} "Denominator coefficients";
protected

parameter Real A[size(den, 1)-1, size(den, 1)-1] (each fixed=false);
parameter Real B[size(den, 1)-1, 1] (each fixed=false);
parameter Real C[1, size(den, 1)-1](each fixed=false);
parameter Real D[1, 1] (each fixed=false);
Real x[size(den, 1)-1, 1];
Real ymat[1, 1];
initial algorithm
(A,B,C,D) :=DSFLib.Utilities.Functions.TF2SS (num,den) ;
equation
der(x) = A *x x + B * u;
ymat = C *x x + D * u;
y = ymat[1, 1];
annotation(...);
end TransferFunction;

En este caso, hay ciertos parametros privados (por el comando protected) que no se asignan al declararse,
sino que se calculan en una seccién llamada initial algorithm. Para poder hacer esto, hay que avisar
que dichos parametros no tienen un valor fijo.

Como puede notarse, el algoritmo inicial convierte la funcién transferencia a ecuaciones de estado a
través de una funcién (TF2S8) que devuelve las matrices A, B, C'y D y luego, las ecuaciones son idénticas
a las del bloque de ecuaciones de estado (Cédigo 5.49).

Utilizando estos componentes, podemos facilmente crear modelos arbitrarios como el que se muestra
en la Figura 5.22 que puede representar una planta (en espacio de estados) controlada con un controlador
proporcional integral (ganancia e integrador) que procesa el error entre la salida de la planta medida con
un sensor (funcién transferencia) y la referencia (entrada escalén).
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Figura 5.22: Sistema de Control en Diagrama de Bloques

5.3.2. Sistemas Muestreados

Muy frecuentemente los controladores se implementan mediante dispositivos digitales (computadoras,
microcontroladores, etc.) para lo cual se muestrean ciertas senales continuas de la planta, se calcula la
salida del controlador y luego se actia sobre las entradas de la planta reteniendo los valores discretos del
controlador entre intervalos de muestreo.

Esto puede facilmente incorporarse en modelos de Modelica. El lenguaje cuenta con la posibilidad
de definir variables discretas que sélo cambian cuando ocurre cierta condicién. Ademads, cuenta con una
funcién especifica para que esta condicién ocurra cada cierto intervalo de tiempo regular. Con esto,
podemos por ejemplo consturir el modelo de un bloque de funcién de transferencia discreta como sigue:

Cédigo 5.51: Bloque que modela una Funcién Transferencia Discreta

block DiscreteTransferFunction
extends DSFLib.ControlSystems.Blocks.Interfaces.SISO;
parameter Real num[:] = {1, -0.95} "Numerator coefficients";
parameter Real den[:] = {1, -1} "Denominator coefficients";
parameter Real T = 0.1 "Sample Period";
protected
parameter Integer n=size(den,1);
parameter Integer m=size(num,1);
discrete Real ylast[n](each start=0);
discrete Real ulast[n] (each start=0);
equation
y = ylast[1];
algorithm
when sample(0, T) then
ylast[2:n]:=ylast[1:n-1];
ulast[2:n] :=ulast[1:n-1];
ulast [1] :=u;
ylast[1] :=-ylast[2:n]*den[2:n]/den[1]+ulast [n-m+1:n]l*num[1:m]/den[1];
end when;
annotation(...);
end DiscreteTransferFunction;

Este modelo tiene dos vectores de variables discretas: uno que guarda las ultimas entradas ulast[:]y
otro que guarda las tltimas salidas ylast [:]. Cada T segundos se torna verdadera la funcién sample (0, T)
y en dichos momentos se actualizan estas variables discretas segin la ecuacién en diferencias que define
la funcién transferencia discreta.

Notar que tanto la entrada u como la salida y del bloque son continuas, por lo que externamente este
bloque es continuo (es un sistema muestreado). Por esto, podemos utilizarlo sin problemas en el contexto
de modelos continuos como se muestra en el modelo de Modelica de la Figura 5.23.
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Figura 5.23: Sistema de Control Discreto en Diagrama de Bloques (vista de diagrama)

5.3.3. Sistemas con Eventos

Los sistemas muestreados pueden pensarse como un caso particular de sistemas en los cuales hay
acciones asociadas a la ocurrencia de cierta condicién. En ese caso, la condicién es que haya transcurrido
cierto intervalo de tiempo y entonces la accién es tomar una muestra y actualizar el control.

En casos més generales, la ocurrencia de eventos que desencadenan una accién de control (o un cambio
en ciertas variables del modelo) se pueden representar ficilmente en Modelica utilizando el comando when
en la seccién algorithm.

Un ejemplo de este uso se puede ver en el Cdodigo 5.52 que implementa el bloque Hysteresis que
cambia el valor de la salida cuando la entrada se torna mayor que cierto parametro u_on y la vuelve a
cambiar cuando se torna menor que otro parametro u_off.

Cédigo 5.52: Bloque que modela una funcién con histéresis

block Hysteresis
extends DSFLib.ControlSystems.Blocks.Interfaces.SISO;
discrete Boolean on;
parameter Real u_on=1;
parameter Real u_off=-1;
parameter Real y_on=1;
parameter Real y_off=-1;
initial algorithm
if u>u_on then
on:=true;
end if;
equation
y=if on then y_on else y_off;
algorithm
when u>u_on then
on:=true;
end when;
when u<u_off then
on:=false;
end when;
end Hysteresis

En dicho bloque, utilizamos una variable booleana (on) para representar el estado del bloque, y en
funcién de dicho estado calculamos la salida. Los eventos se disparan cada vez que alguna condicién
(u>u_on o u<u_off) se torna verdadera. El algoritmo inicial es necesario ademds para asegurar que la
variable on comience en el estado correcto ya que por omisién las variables booleanas toman el valor de
false).

Usando este bloque, se puede modelar un control on—off con histéresis que es muy utilizado en la
practica (los acondicionadores de aire, por ejemplo, regulan la temperatura de esta manera) como se
muestra en la Figura 5.24.
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Figura 5.24: Sistema de Control Discreto en Diagrama de Bloques (vista de diagrama)

5.3.4. Sensores y Actuadores

Si bien utilizar diagramas de bloques simplifica en buena medida la representacién de los sistemas de
control, este tipo de modelos no es lo més apropiado para representar los subsistemas fisicos que forman
parte de los mismos. De hecho, construir un diagrama de bloques de sistemas multidominio con cierta
complejidad puede llevar muchisimo tiempo y no tiene casi ningin beneficio. Usar en cambio modelado
orientado a objetos es muchisimo mas sencillo.

Lo méas adecuado entonces es mantener la representacion orientada a objetos de las partes fisicas
del modelo y utilizar diagramas de bloques para representar los controladores. Es claro que para esto
necesitaremos componentes que hagan de interfaz entre los subsistemas correspondientes a los dominios
fisicos y los subsistemas donde utilizaremos diagramas de bloques.

Desde los modelos fisicos hacia los diagramas de bloques necesitaremos medir ciertas magnitudes a
través de componentes que llamaremos sensores. Estos sensores, que tendran conectores fisicos y conec-
tores de salida para los bloques, seran ideales y no deberan alterar el funcionamiento del sistema fisico
(podremos igualmente representar sensores no ideales combinando sensores ideales con otros componen-
tes).

Siguiendo estos principios, podemos entonces plantear los siguientes modelos de sensores para el
dominio eléctrico:

Cédigo 5.53: Modelos de Sensores para Circuitos Eléctricos

model VoltageSensor
extends DSFLib.Circuits.Interfaces.OnePort;
DSFLib.ControlSystems.Blocks.Interfaces.RealOutput y annotation(...);

equation
y =V
i = 0;

annotation(...);
end VoltageSensor;

model CurrentSensor
extends DSFLib.Circuits.Interfaces.OnePort;
DSFLib.ControlSystems.Blocks.Interfaces.RealOutput y annotation(...);

equation
y=1i;
v = 0;

annotation(...);
end CurrentSensor;

Estos sensores tienen todos dos conectores eléctricos (heredados de la clase OnePort) y miden la tensién
entre ambos o la corriente.

De manera similar podemos construir modelos de sensores para los demas dominios. Por ejemplo,
para los sistemas mecanicos rotacionales tenemos:

Cddigo 5.54: Modelos de Sensores para Sistemas Mecanicos Rotacionales

model TorqueSensor
extends DSFLib.Mechanical.Rotational.Interfaces.Compliant;
DSFLib.ControlSystems.Blocks.Interfaces.RealOutput y annotation(...);
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equation
y = tau;
phi_rel = O;
annotation(...);
end TorqueSensor;

model AngleSensor
extends DSFLib.Mechanical.Rotational.Interfaces.Compliant;
DSFLib.ControlSystems.Blocks.Interfaces.RealOutput y annotation(...);

equation
y = phi_rel;
tau = 0;

annotation(...);
end AngleSensor;

model AngSpeedSensor
extends DSFLib.Mechanical.Rotational.Interfaces.Compliant;
DSFLib.ControlSystems.Blocks.Interfaces.RealOutput y annotation(...);

equation
y = der(phi_rel);
tau = O;

annotation(...);
end AngSpeedSensor;

Al igual que en el caso de los circuitos, estos sensores miden entre dos conectores mecénicos el torque
o la velocidad relativa (o el 4ngulo entre los conectores).

Siguiendo los mismos principios se pueden construir sensores para los demdas dominios mecédnicos,
hidraulicos y térmicos.

En cuanto a los actuadores, también los consideraremos ideales (si no lo fueran, los construiremos
combinando componentes). Por lo tanto, serdn fuentes ideales controladas en todos los dominios y podrén
modelarse de igual manera que las fuentes ideales pero reemplazando el pardmetro (o la funcién) que fija
el valor por una senal de entrada que proviene de un conector de bloques.

Con esta idea, por ejemplo, los actuadores eléctricos seran fuentes de tension y corriente controladas
que pueden describirse como sigue:

Cédigo 5.55: Modelos de Actuadores para Circuitos Eléctricos

import DSFLib.Circuits.Interfaces. *;

model ControlledVoltage

extends OnePort;

Blocks.Interfaces.RealInput u annotation(...);
equation

v = u;

annotation(...);
end ControlledVoltage;

model ControlledCurrent

extends OnePort;

DSFLib.ControlSystems.Blocks.Interfaces.RealInput u annotation(...);
equation

i= -u;

annotation(...);
end ControlledCurrent;

De manera similar pueden plantearse fuentes controladas para los demés dominios. Con estos com-
ponentes, es simple modelar sistemas de control donde un modelo fisico interactiia con un sistema de
control en Diagrama de Bloques. Por ejemplo, la Figura 5.25 muestra el modelo (en vista de Diagrama)
de un motor de corriente continua con excitacién independiente, con una senal de entrada que comanda la



CAPITULO 5. MODELADO ORIENTADO A OBJETOS 148

tensién de armadura y una senal de salida que mide la velocidad angular. El bloque resultante, haciendo
uso del modelado jerarquico, se coloca en el lazo de realimentacién como se muestra en la Figura 5.26.

Ra La

1 N.m.s/rad

damper
angSpeedSensor

bs

fixed

Figura 5.25: Motor de Corriente Continua con Entrada y Salida

reference

add gain motor

1 2
+ K=1000 i
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Figura 5.26: Modelo del Control de un Motor de Corriente Continua
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5.4. DAE Definida por un Modelo Orientado a Objetos

El modelo orientado a objetos permite simplificar mucho la construccién del sistema de DAEs que
representa el modelo. En primer lugar, al agregar un componente a un modelo, estamos en realidad agre-
gando las ecuaciones algebraicas y diferenciales que conforman las relaciones constitutivas del mismo. Por
otro lado, al conectar dos componentes mediante el comando connect estamos indirectamente escribiendo
una serie de relaciones estructurales.

Por lo tanto, un modelo orientado a objetos no es mas que una representacion simplificada de un
conjunto de ecuaciones diferenciales algebraicas. Dado entonces un modelo orientado a objetos podemos
de manera simple encontrar el sistema de DAEs que representa:

= Las relaciones constitutivas seran las de cada componente. En las variables que intervienen en dichas
ecuaciones deberemos agregar un prefijo que identifique el componente para evitar que dos variables
de objetos distintos tengan el mismo nombre.

= Las relaciones estructurales se podran obtener de las conexiones. Por cada conexion tendremos
ecuaciones de igualdad asociadas a las variables que no son de flujo. Ademas, tendremos que detectar
todas las conexiones que convergen en un mismo punto para agregar las ecuaciones de suma de flujos
correspondientes.

Veamos entonces por ejemplo el modelo masa-resorte de la Figura 5.27.
Comenzaremos listando las relaciones constitutivas de los componentes que se encuentran en el Cédi-

go 5.25:
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Figura 5.27: Sistema Masa Resorte en la vista de Diagrama.

= Para el punto fijo tenemos:
fixed.flange.s=fixed.s_0;

donde agregamos el preefijo fixed a la variable flange.s y al pardmetro s_0 para indicar que se
trata de las variables y parametros del objeto llamado fixed.

= Para la masa, en tanto, tenemos:

mass.s=mass.flange.s;
mass.f=mass.flange.f;
mass.m*der (mass.v)-mass.f=0;
der (mass.s)-mass.v=0;

donde al igual que antes, agregamos el prefijo con el nombre del objeto a las variables y parametros.

» Para la fuerza constante las relaciones constitutivas son:

constForce.flange.f = -constForce.F;

= Para el resorte, por ultimo, tenemos las relaciones constitutivas propias:
spring.f=spring.k*(spring.s_rel-spring.s_rel0);
a la que se deben agregar las relaciones constitutivas de la clase Compliant de la cual deriva el
modelo del resorte:

spring.s_rel = spring.flange_b.s - spring.flange_a.s;
spring.flange_b.f = spring.f;
spring.flange_a.f = -spring.f;

En cuanto a las relaciones estructurales, las mismas surgen de las conexiones del modelo:

connect (fixed.flange, spring.flange_a);
connect (spring.flange_b, mass.flange);
connect (constForce.flange, mass.flange);

de donde habré tres ecuaciones que igualan posiciones:

fixed.flange.s=spring.flange_a.s;
spring.flange_b.s=mass.flange.s;
constForce.flange.s=mass.flange.s;

y como hay dos nodos de conexién (uno asociado a cada lado del resorte) tendremos dos ecuaciones que
sumen fuerzas:

fixed.flange.f+spring.flange_a.f=0;
spring.flange_b+mass.flange.f+constForce.flange.f=0;

Finalmente, colocando todas las relaciones constitutivas y estructurales juntas tenemos el modelo
completo en forma de sistema de DAEs:

Cédigo 5.56: Sistema de DAEs para el sistema masa-resorte de la Figura 5.27

fixed.flange.s=fixed.s_0;

mass.s=mass.flange.s;
mass.f=mass.flange.f;
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mass.m*der (mass.v)-mass.f=0;
der (mass.s)-mass.v=0;

constForce.flange.f = -constForce.F;

spring.f=spring.k*(spring.s_rel-spring.s_rel0);
spring.s_rel = spring.flange_b.s - spring.flange_a.s;
spring.flange_b.f = spring.f;

spring.flange_a.f = -spring.f;

fixed.flange.s=spring.flange_a.s;
spring.flange_b.s=mass.flange.s;
constForce.flange.s=mass.flange.s;

fixed.flange.f+spring.flange_a.f=0;
spring.flange_b+mass.flange.f+constForce.flange.f=0;
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Como puede verse, la obtencién de la DAE a partir del modelo orientado a objetos es totalmente
sistemadtica y, particularmente, las relaciones estructurales son triviales (lo que era un problema cuando

intentdbamos directamente obtener la DAE en el Capitulo 4.

Utilizando OpenModelica se puede obtener directamente el listado de DAEs con el comando
Instantiate Model, que brinda tanto las DAEs como la definicién de los parametros y variables en
la forma de un modelo plano (es decir, sin clases ni objetos). Para el caso de este sistema masa-resorte,

dicho comando nos brinda el siguiente resultado:

Cédigo 5.57: Salida del comando Instantiate Model para el sistema masa-resorte de la Figura 5.27

class DSFLib.Mechanical.Translational.Examples.SpringMassForce
Real fixed.flange.s(unit = "m");
Real fixed.flange.f (unit = "N");
parameter Real fixed.s_O(unit = "m") = 0.0;
Real mass.flange.s(unit = "m");
Real mass.flange.f (unit = "N");
parameter Real mass.m(unit = "Kg") = 1.0;
Real mass.s(unit = "m");
Real mass.v(unit = "m/s");
Real mass.f (unit "N");
Real spring.flange_b.s(unit = "m");
Real spring.flange_b.f (unit = "N");
Real spring.flange_a.s(unit = "m");
Real spring.flange_a.f (unit = "N");
Real spring.s_rel(unit = "m");
Real spring.f(unit = "N");
parameter Real spring.k(unit = "N/m") = 1.0;
parameter Real spring.s_relO(unit = "m") = 0.0;
Real constForce.flange.s(unit = "m");
Real constForce.flange.f (unit = "N");
parameter Real constForce.F(unit = "N") = 1.0;
equation
fixed.flange.s = fixed.s_O;
mass.s = mass.flange.s;
mass.f = mass.flange.f;
mass.m * der(mass.v) - mass.f = 0.0;
der(mass.s) - mass.v = 0.0;
spring.f = spring.k * (spring.s_rel - spring.s_rel0);
spring.s_rel = spring.flange_b.s - spring.flange_a.s;
spring.flange_b.f = spring.f;
spring.flange_a.f = -spring.f;
constForce.flange.f = -constForce.F;
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fixed.flange.f + spring.flange_a.f = 0.0;
mass.flange.f + spring.flange_b.f + constForce.flange.f = 0.0;
fixed.flange.s = spring.flange_a.s;
constForce.flange.s = mass.flange.s;
constForce.flange.s = spring.flange_b.s;
end DSFLib.Mechanical.Translational.Examples.SpringMassForce;

5.5. La Libreria Estandar de Modelica

Los modelos que fuimos construyendo en este capitulo son versiones muy simplificadas de componentes
que forman parte de la librerfa estdndar de Modelica (MSL, por Modelica Standard Library). La MSL
es una libreria abierta y gratuita que contiene paquetes de componentes de diversos dominios, y que es
desarrollada y mantenida por la Modelica Association, un consorcio de universidades y de empresas que
estd a cargo no sélo de esto, sino de la definicién del propio lenguaje. Ademds de los componentes, la
libreria cuenta con una capa de documentacién (la documentacién en Modelica tiene una representacion
estandarizada) y cuenta con numerosos ejemplos de sistemas de diversa complejidad.

Entre los principales paquetes con los que cuenta la libreria se pueden mencionar:

Sistemas Mecénicos: Incluye componentes traslacionales, rotacionales y multicuerpos (mecénica 3D).
En el ultimo caso, los componentes cuentan ademds con una capa de animacién lo que permite
visualizar los resultados en animaciones 3D. Esta capa de animacion se puede en realidad utilizar
en cualquier modelo o libreria que uno construya (la animacién también tiene anotaciones estanda-
rizadas en Modelica).

Sistemas Eléctricos: Incluye componentes analégicos, digitales, méquinas (motores principalemente),
elementos polifdsicos y convertidores de potencia. Hay ademds una implementacién de los compo-
nentes de Spice.

Dinamica de Fluidos: Tiene componentes que vinculan el movimiento de los fluidos con sus propieda-
des termodinamicas, de manera que permite representar tanto fluidos incompresibles como gases y
fluidos compresibles en general.

Sistemas Térmicos: Contiene componentes que modelan la transferencia de calor (similar a la libreria
de sistemas térmicos que desarrollamos en la Seccién 5.2.4) y componentes méas complejos que tienen
en cuenta la termodindmica en interacciéon con fluidos.

Diagramas de Bloques: Incorpora bloques similares a los que vimos en la Seccién 5.3.1, pero con
mucho méas componentes y ademas incluye bloques que utilizan senales discretas, booleanas, etc.

Sistemas Magnéticos: Tiene componentes que modelan fenémenos que involucran campos magnéti-
cos y su interaccién con dominios eléctricos y mecédnicos (solenoides, elementos de bobina mévil,
maquinas asincronas, etc.)

State Graphs: Permiten modelar Sistemas de Eventos Discretos utilizando este formalismo, similar al
de las Redes de Petri.

Ademaés de estos paquetes, la libreria contiene paquetes con funciones matematicas, unidades de
medida, y diversas utilizades que permiten leer y escribir archivos desde los modelos, entre otras cosas.

Ademds de la MSL existen diversas librerias muchas de ellas gratuitas y otras comerciales, desarro-
lladas por la comunidad de modelado y simulacién (o en algunos casos por empresas de software) y que
contienen componentes para modelar desde automdviles hasta sistemas quimicos pasando por modelos de
edificios, aviones, y una vasta variedad de aplicaciones en los diversos dominios de la ciencia y la ingenieria.
Las principales librerias disponibles estan listadas en la pagina https://modelica.org/libraries.html.
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5.6. Bibliografia Complementaria

Las principales referencias sobre el lenguaje Modelica y las técnicas de modelado
orientado a objetos son los libros de Peter Fitzson, particularmente los libros [Fril4]
y [Fril5], este tltimo en castellano y disponible gratuitamente para descargar desde
http://www.diva-portal.org/smash/get/diva2:853769/fulltext01.pdf.

Anualmente se realiza ademdas la conferencia de Modelica en la cual todos los traba-
jos se publican y se encuentran disponibles para descargar gratuitamente desde la pagina
https://modelica.org/publications.html. Desde dicha pigina es posible también descargar numero-
sas tesis de maestria y doctorales vinculadas con Modelica y hay un listado de los principales libros que
tratan sobre distintos temas vinculados al lenguaje.

5.7. Problemas Propuestos

[P5.1] Convertidor Buck
La Figura 5.28 muestra el circuito correspondiente a un convertidor de continua en continua denomi-
nado Buck o reductor.

50 YN

(ORI O

Figura 5.28: Convertidor Buck.

1. Utilizando los componentes de la libreria Circuits desarrollada en la Seccion 5.2.1, escribir el
modelo orientado a objetos correspondiente.

2. Simular el modelo en OpenModelica. Suponer que los pardmetros son los siguientes: L = 10~ *Hy,
C =107%F, U = 12V, R = 10Q. Para la llave, utilizar un periodo de "= 10~% segundos y un duty
cycle del 50 %.

3. Escribir las relaciones estructurales correspondientes al nodo donde esté la puesta a tierra.

[P5.2] Rectificador de Media Onda
El circuito de la Figura 5.29 es un rectificador de media onda que alimenta una carga resistiva. Para
poder modelarlo, se pide:

1. Desarrollar el modelo en Modelica de la fuente de voltaje sinusoidal, usando como base el modelo
parcial de un dipolo del Cddigo 5.9. Este componente debera tener dos pardmetros: amplitud (en
Volts) y frecuencia (en Hz.).

2. Desarrollar el modelo en Modelica del transformador, de manera que tenga 4 conectores (dos posi-
tivos y dos negativos) y que satisfaga las siguientes ecuaciones:

g i) dis()
1(t) = I dbdt +M d'dt (P5.20)
’Ug(t) - M Zl(t) + Ly lQ(t)

dt dt


http://www.diva-portal.org/smash/get/diva2:853769/fulltext01.pdf
https://modelica.org/publications.html
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Rs diode

transformer

R=1
RL

sinevVoltage

ground

Figura 5.29: Rectificador de Media Onda.

donde vy (t) y va(t) son los voltajes en el primario y secundario, i1(t) e ia(t) son las corrientes
respectivas y los pardmetros L1 y Lo son la inductancia primaria y secundaria mientras que M es
la inductancia mutua.

3. Construir con estos elementos el modelo orientado a objetos del circuito, describiendo los compo-
nentes y las conexiones.

4. Simular el circuito en OpenModelica tilizando pardametros L1 = 0.02Hy, Lo = 0.1Hy, y M = 0.04Hy
para el transformador. Ademds, usar V = 311V y f = 50Hz para la fuente.

5. Observar que ocurre si se toman pardmetros L1 = Lo = M = 0.1Hy. Explicar lo observado a partir
de la Ecuacién (P5.2a).

[P5.3] Sistema con Palanca
La Figura 5.30 representa un sistema mecénico traslacional que contiene un componente que modela
una palanca.

fixed1l

=

b=1 N.s/m
k=100 N/m

GravForce

Figura 5.30: Sistema con Palanca.

1. Analizar el orden del modelo y proponer un conjunto minimal de variables de estado.

2. Construir el modelo de la palanca teniendo en cuenta lo siguiente:
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El componente tiene tres conectores Flange a distancias Ly y Lo entre si (el largo total es
L1 + Ls). Las distancias Ly y Ly serén los pardmetros del sistema.

Se consideran solo pequenos movimientos, por lo que puede considerarse que
Ly (sp(t) — sc(t)) = La (8c(t) — s4(t)) (P5.3a)

siendo s4, Sp ¥ S la posicién de los tres conectores (s, es la del conector del medio).

= La palanca no tiene masa, por lo que las fuerzas de los tres conectores deberan sumar cero.

= Tampoco hay momento de inercia, por lo que la suma de torques respecto al conector central

debera ser cero. Esto es,
Ly fa(t) — L1 fo(t) = 0; (P5.3b)

yva que dos fuerzas con igual sentido producen torques con sentidos opuestos respecto al centro.

3. Usando este modelo, construir el modelo del sistema completo, describiendo los componentes y sus
conexiones.

4. Utilizando OpenModelica simular el sistema con los pardmetros de la Figura 5.30, considerando
ademds que la posicién del punto fijo que representa el techo es de 2 mts y la del piso es 0. Suponer
que la longitud en reposo del resorte es también de 2 mts.

[P5.4] Sistema con Polea .
El esquema roto-traslacional de la Figura 5.31 contiene una polea simple.

damper

TPaxTy

b=0.05 N.m.s/rad

J=le-3 Kg.m2

Butads
u/N 0oT=

fixed

gravForce

Figura 5.31: Sistema con Polea

1. Analizar el orden del modelo y proponer un conjunto minimal de variables de estado.
2. Construir el modelo de la polea teniendo en cuenta lo siguiente:

= E] componente tiene dos conectores traslacionales y uno rotacional.

= Hay dos pardmetros: r (radio de la polea) y s¢ (posicién media de los conectores traslacionales),

por lo que se cumplira
S0 = (8p + 8a)/2 (P5.4a)

siendo s, v $p la posicion de los conectores izquierdo y derecho respectivamente.
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= Cuando el &ngulo del conector rotacional es cero, asumimos que la posicién de ambos conectores
traslacionales es igual, por lo tanto:

r ¢ =(sp—5a)/2 (P5.4b)
= El componente no tiene momento de inercia, por lo que la suma de torques sera nula:
rfa—rfo=1 (P5.4c)

siendo f, y fp la fuerza en los conectores izquierdo y derecho y 7 el torque en el conector
rotacional.

3. Utilizando este componente, plantear el modelo completo mencionando sus restantes componentes
y las conexiones.

4. Simular el sistema en OpenModelica.

[P5.5] Sistema Biela-Manivela
El esquema roto-traslacional de la Figura 5.32 contiene un componente Biela-Manivela.

spring

V
k=1 N/m

POXTL

damper

inertia

b=1 N.s/m

Figura 5.32: Sistema Biela-Manivela

1. Analizar el orden del modelo y proponer un conjunto minimal de variables de estado.

2. Construir el modelo del componente Biela-Manivela teniendo en cuenta las siguientes consideracio-
nes:

= E] componente tiene un conector traslacional y uno rotacional.

= Hay tres parametros: la longitud de la biela L, el radio de la manivela r y la posicién del centro
de la manivela sg.

= Para relacionar la posicién y el angulo de los conectores se puede usar la siguiente ecuacion:
s=1 cos(¢) + L /11— (% sin(g))2 (P5.5a)

tal que s + sg es la posicién del conector traslacional y ¢ es el angulo del conector rotacional.

= Para relacionar la fuerza y el torque de los conectores, se puede usar:

T (s—1 cos(¢)) = f (r s sin(¢)) (P5.5b)
donde T es el torque del conector rotacional y f la fuerza del translacional.

3. Utilizando este componente, plantear el modelo completo mencionando sus restantes componentes
y las conexiones.

4. Simular utilizando OpenModelica con los parametros indicados en la figura suponiendo ademas que
el punto fijo de la derecha esta en la posicion sp = 1m y que la condicién inicial de velocidad en la
inercia es de 1 rad./seg.

De haber problemas de causalizaciéon, agregar como variable la velocidad angu-
lar al sistema biela manivela mediante una ecuacién der(phi)=w declarando Real
phi(stateSelect=StateSelect.prefer) para utilizar preferentemente esta variable como
estado.
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[P5.6] Vibraciones de una Carga Desbalanceada

El modelo de la Figura 5.33 esta pensado para estudiar el efecto de una carga rotacional desbalanceada
acoplada al eje de un motor. En este caso, el motor estd modelado como una fuente de torque con
su momento de inercia J, masa total M y rozamiento en el eje. El eje del motor se puede desplazar
verticalmente, y la estructura estd apoyada sobre una base, cuyo vinculo se representa a través de un
resorte y del rozamiento. La carga desbalanceada es una masa m que se mueve en dos dimensiones rotando
a una distancia r del eje.

Figura 5.33: Sistema con Carga Desbalanceada

1. Analizar el orden del modelo y proponer un conjunto minimal de variables de estado.

2. Construir el modelo de la fuente de torque constante, utilizando como base el modelo parcial
Compliant rotacional de la libreria DSFLib.

3. Construir el modelo completo utilizando los pardmetros de la figura suponiendo que la masa que
representa el desbalance gira a 0.1m del eje.

4. Analizar como varfa la amplitud de las oscilaciones en la base (deformacién del resorte) cuando
cambia el radio de giro de la masa.

[P5.7] Puente Grua

El esquema roto-traslacional-planar de la Figura 5.34 contiene un modelo de un puente gria con
el cable retractil. Dicho cable tiene un componente rotacional donde se enrolla de manera que puede
alargarse o retraerse.

me | F(t)

>

b

m

Figura 5.34: Puente Gria con Cable Retractil

1. Analizar el orden del modelo y proponer un conjunto minimal de variables de estado.
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2. Construir el modelo del cable retractil teniendo en cuenta las siguientes consideraciones:

Puede utilizarse una articulacion prismatica como base para representar el movimiento longi-
tudinal del mismo.

Entre los conectores traslacionales de esta articulacién deberd haber un elemento rototrasla-
cional con dos conectores traslacionales y uno rotacional que represente el carrete donde se
enrolla el cable.

Dicho elemento rototraslacional, que puede extenderse de la clase Compliant, tendra dos
parametros: la longitud del cable Ly cuando el dngulo del conector rotacional es 0 y el ra-
dio r del carrete.

Para relacionar la longitud del cable y el angulo del conector se puede usar la ecuacién
1 = LO - rxflange_r.phi.

Para relacionar la fuerza que transmite el cable en sentido longitudinal y el torque del conector
rotacional se puede usar flange_r.tau=fx*r.

3. Construir el modelo de una fuente ideal de velocidad angular.

4. Utilizando estos componentes, plantear el modelo completo mencionando sus restantes componentes
y las conexiones.

5. Simular utilizando OpenModelica con los pardmetros m. = 250Kg, b = 1Ns/m, m = 1000Kg, F' =
1000N y suponiendo ademaés que la longitud del cable con angulo de retraccién cero es Ly = lmts
y que el radio es r = 0.01m.

[P5.8] Sistema Hidraulico
Considerar nuevamente el modelo de la Figura 5.15. En el mismo reemplazar la valvula lineal por otra
no lineal cuya relacién constitutiva esté dada por la ley:

Q(t) — G /JAP{)| sign(AP(t)) = 0. (P5.8a)

para cierto pardmetro G. Definir el nuevo componente y simular el sistema.

[P5.9] Sistema Térmico con Radiacién
Considerar el modelo de la Figura 5.35.

b

Figura 5.35: Modelo Térmico con Radiacion.

1. Analizar el orden y proponer un juego de variables de estado minimal.

2. Construir el modelo correspondiente a la radiacién entre dos superficies, teniendo en cuenta lo
siguiente:

El flujo de calor por radiacién entre dos superficies (desde la superficie b hacia la a), bajo
ciertas hipdtesis resulta:

Qo =G o (T} =T (P5.9a)
donde G es un pardmetro (dependiente de la geometria y de los materiales de las superficies),
o = 5.67- 108 es la constante de Stefan-Boltzmann.
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= Puede extenderse el modelo parcial térmico TwoPort para calcular el flujo segin la ecuaciéon
anterior.

3. Plantear el modelo completo del sistema y simular para distintos valores del parametro G.

[P5.10] Modelo de un Montacargas
La Figura 5.36 muestra el esquema de un montacargas impulsado por un motor de corriente continua
con excitacién independiente.

v (

Figura 5.36: Esquema de un Montacargas

1. Escribir un modelo orientado a objetos que represente el subsistema del motor y que tenga un
conector mecénico rotacional para que pueda conectarse con el resto del sistema.

2. Escribir un modelo orientado a objetos que represente el subsistema mecédnico traslacional del
montacargas (sin el cable) que tenga un conector mecénico traslacional para poder conectarlo con
el resto.

3. Usando los dos modelos anteriores y un modelo rototraslacional apropiado formar el modelo com-
pleto.

[P5.11] Bomba Aspirante-Impelente
Considerar el sistema de la Figura 5.37, donde la posicién del pistén x(t) sigue una evolucién sinusoidal
conocida.

1. Construir una clase de Modelica que represente una valvula de una via que tenga las siguientes

relaciones constitutivas:
Ron gt iqg(t 0
AP(t) = | Fon a(t) st a(t) > (P5.11a)
Rog q(t) siq(t) <0

con Ry, = 1076 v Rog = 1012

2. Construir una clase que represente una fuente de posicién sinusoidal que tenga como parametros la
amplitud y la frecuencia.

3. Utilizando estos nuevos componentes, construir un modelo del sistema completo.
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Figura 5.37: Sistema con una Bomba Aspirante Impelente

4. Simular el sistema en OpenModelica suponiendo que el 4rea del pistén es A; = 0.01m?2, la resistencia
hidrdulica Ry = 10° Pa s/m? y la posicién del pistén sigue la ley z(t) = 0.01 sin(2 © f t) con
f = 10Hz. Usar el resto de los componentes con los valores por defecto de la DSFLib.

[P5.12] Bomba Aspirante-Impelente 11

El esquema de la Figura 5.38 muestra una versién mas completa del sistema del Problema P5.11,
donde el movimiento del pistén se realiza a través de un biela-manivela impulsado por un motor de
corriente continua.

Figura 5.38: Sistema con una Bomba Aspirante Impelente

1. Construir una clase de Modelica correspondiente al motor, que tenga como interfaz un tinico conector
rotacional asociado al eje del motor. El motor debera contener, ademas de lo que se ve en la figura,
una inercia.

2. Construir una clase de Modelica correspondiente a la bomba, que incluya el sistema biela-manivela,
el piston-cilindro y las dos valvulas de una via. Dicho modelo deberd tener como interfaces un
conector rotacional (asociada al eje de la manivela) y dos conectores hidraulicos asociados a la
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entrada de la vélvula de entrada y a la salida de las valvulas de salida. Utilizar para el sistema biela
manivela el componente desarrollado en el Problema P5.5

3. Utilizando estas dos clases, construir un modelo del esquema completo.

4. Simular el sistema utilizando los mismos parametros del Problema P5.11 y ademaés suponiendo que
la longitud de la biela es L = 0.1m, que el radio de la manivela es » = 0.0lm y que los parametros
del motor son J =1 Kg/m?, L, = 1073Hy, R, = 0.1Q, K =1 V s/rad y U, = 120V.

[P5.13] Colector Solar
Considerar el modelo del colector solar de la Figura 5.20.

1. Reescribir el modelo suponiendo ahora que el cano donde circula el liquido estd dividido en dos
secciones con temperaturas distintas (formando dos recintos), pero que el colector es un tnico
recinto.

2. Proponer un subsistema para cada seccién de cano que tenga como interfaces dos puertos hidraulicos
y dos puertos térmicos.

3. Reescribir ahora el modelo suponiendo que tanto el cano como el colector estan divididos en 2
secciones.

4. Proponer un subsistema que agrupe una secciéon de cano y de colector, de manera que cada seccién
tenga como interfaces dos puertos hidrdulicos y tres puertos térmicos (agregando el correspondiente
al recinto del colector).

[P5.14] Control de Tensién en una Fuente Buck

La Figura 5.39 muestra el esquema de un control de tensiéon para un convertidor Buck. En el mismo,
la tension de referencia de 6V se compara con la salida y se implementa un control Proporcional-Integral
(PI) que calcula el ciclo de trabajo (duty cycle) del convertidor. El ciclo de trabajo es la entrada de un
bloque que genera una senal PWM (Pulse Width Modulation) que controla la llave del convertidor.

u ref add1l pwMSignal
add integrator l—-be.z
I
Aﬁg, 100
u=6 —> -1 f

voltageSensor

groundi

A 2T=A
R=10 Q
RL

Figura 5.39: Control de Tensién en un Convertidor Buck

1. Modificar el modelo de la llave para que la senal que controla la posicion de la misma sea una
entrada proveniente de un Diagrama de Bloques.

2. Construir un bloque que genere la senal PWM a partir de una entrada, utilizando el siguiente
codigo:
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Cddigo 5.58: Bloque que Genera una Sefial PWM

block PWMSignal
extends DSFLib.ControlSystems.Blocks.Interfaces.SISO;
parameter Real T(unit ="s") = 1 "Period"
discrete Real yd;
discrete Real dc;
discrete Real tlast;
equation
y = yd;

algorithm
when sample (O, T) then
yd = 1;
dc := min(max(u,1e-5),0.99999);
tlast := time;
end when;

when time > tlast + dc * T then
yd := 0;
end when;
end PWMSignal;

3. Construir el modelo completo.

4. Agrupar el modelo en tres bloques, uno para la referencia, otro para el controlador y otro para la
planta.

5. Simular usando OpenModelica con los pardametros indicados en la figura hasta un tiempo final
ty = 0.01. Observar que ocurre al variar las ganancias del control PI.

[P5.15] Control de Nivel de un Tanque

El esquema de la Figura 5.40 representa un sistema de control de nivel en un tanque. En el mismo,
un control proporcional compara el nivel del tanque con el de una referencia (de un metro). La diferencia
entre ambos niveles regula la apertura de la valvula por la que entra el agua al tanque. El sistema tiene
ademas una valvula de salida que representa el consumo del usuario.

stepSource

S—

-10 u=1

modulatedvalve
constPress G=le-5

stepSourcel

C

u=1

modulatedvalvel
G=le-5 constPressi

Figura 5.40: Control de Nivel de un Tanque
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1.

Modificar el modelo del tanque agregando un conector hidraulico que represente una entrada inde-
pendiente de agua a presién atmosférica (que puede considerarse nula). Agregar ademds al compo-
nente una salida de Diagrama de Bloques que calcule el nivel de agua en el tanque h(t).

Modificar el modelo de la vélvula agregando una senal de entrada u(t) proveniente de un Diagrama
de Bloques que modele la apertura de la valvula. Utilizar la siguiente ley para el componente:

q(t) = min(max(u(t),0),1) G /|p(t)] sign(p(t)) (P5.15a)
de manera que el valor de apertura sature entre 0 y 1 y donde G es un parametro.
Construir el modelo completo utilizando los nuevos componentes.

Simular en OpenModelica con los parametros indicados en la figura, suponiendo que el escalén de
referencia de nivel se da en tiempo ¢t = 0 y que el escalén de apertura de la valvula de salida se da
en tiempo t = 500s.

[P5.16] Refrigeracién de un Motor

La Figura 5.41 esquematiza el sistema de refrigeracién de un motor. En este sistema circula agua
impulsada por una bomba cuyo caudal se regula mediante una vélvula controlada. El agua circula entre
el motor (al que enfrfa) y el radiador.

Y\ T, (t)

Motor %

Figura 5.41: Sistema de Refrigeraciéon de un Motor

Consideraremos las siguientes hipotesis:

La bomba impone una diferencia de presién AP constante.

La valvula sigue la ley de la Ecuacién (P5.15a).

El motor tiene temperatura uniforme y una capacidad térmica C,,.
En el motor se genera un flujo de calor ¢, constante.

El agua tiene temperatura uniforme dentro del motor. La capacidad térmica de la masa de agua en
el motor es Cyp,.

El agua tiene temperatura uniforme dentro del radiador. La capacidad térmica de la masa de agua
en el radiador es Cy..

Hay una resistencia térmica R,,,, entre el motor y el agua.
Hay una resistencia térmica R,,, entre el agua y el ambiente a través del radiador.
Consideramos despreciable la capacidad térmica del radiador.

La apertura de la vélvula wu(t) es proporcional a la temperatura medida en el motor (en grados
centigrados). A 0°C la vélvula esta totalmente cerrada y a 100°C estd totalmente abierta.

Se pide entonces

1.

Analizar el orden del modelo y proponer un vector minimal de variables de estado.
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2. Construir un modelo orientado a objetos del sistema completo.
3. Simular el sistema en OpenModelica considerando los siguientes parametros:

» Capacidades térmicas: Cyy = Copm = 104, C,, = 5 10%.
Resistencias térmicas: R,,,, = 0.001, R,,, = 0.004.

Flujo de calor entrante al motor: ¢, = 10*W.
Presién de la bomba: AP = 1000Pa.

Pardmetro de la valvula controlada: G = 10~°

[P5.17] Relaciones Estructurales
En relacién a los problemas anteriores, se pide:

1. Escribir las relaciones estructurales asociadas al conector de la masa del modelo de la Figura 5.30
del Problema P5.3.

2. Repetir para el conector de la inercia de la Figura 5.31 del Problema P5.4.

3. Idem para el conector de la masa de la Figura 5.33 del Problema P5.6.



Capitulo 6

Modelado Mediante Formalismos
Energéticos

En este capitulo veremos dos técnicas de modelado que se basan en principios energéticos. Estas
técnicas permiten describir las relaciones constitutivas y estructurales de un sistema a partir de los
fenémenos energéticos (almacenamiento, disipacién, conversién y generaciéon) que ocurren en el mismo.

Veremos en primer lugar la técnica de los Bond Graphs (o Diagramas de Enlace), que brinda un
lenguaje grafico unificado para distintos dominios con simbolos que representan los distintos fendmenos
energéticos y las relaciones estructurales entre las magnitudes que intervienen en los mismos.

Luego veremos las Ecuaciones de Fuler-Lagrange que constituyen una herramienta que sistematiza
y simplifica la obtencién de sistemas de ecuaciones diferenciales. Si bien este enfoque puede usarse en
distintos dominios, en este curso nos enfocaremos especificamente para el caso particular de los sistemas
mecanicos.

6.1. Introduccién a los Bond Graphs

Los Bond Graphs o Diagramas de Enlace son un lenguaje gréafico para representar modelos de sistemas
fisicos de diferentes dominios a partir de los fenémenos energéticos que ocurren en los mismos. Este
formalismo fue introducido por Henry Paynter en la década de 1960 y permite formular de manera
grafica y acausal las relaciones constitutivas y estructurales de un sistema fisico.

6.1.1. Componentes Elementales
El Bond o Enlace

El componente més elemental de un Bond Graph es el Bond o Enlace (se suele llamar también Power
Bond o Enlace de Potencia), que representa la transmisién de potencia entre dos partes de un sistema. La
transmisién de energia se realiza a través de dos variables (llamadas variables de potencia) denominadas
esfuerzo e(t) y flujo f(t) cuyo producto da por resultado potencia p = e f. El Bond se representa mediante
un arpén dirigido en el sentido positivo de la transmisiéon de potencia, como se muestra en la Figura 6.1,
donde se representa la transmisién de potencia desde el Sistema A hacia el Sistema B (esto es, cuando e
y [ son positivas la potencia se transmite en dicha direccién).

e
Sistema A \ Sistema B
f

Figura 6.1: Un Enlace o Bond con sus variables de potencia e (esfuerzo) y f (flujo).

164
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En el dominio eléctrico, por ejemplo, se representa como variable de esfuerzo la tensién y como variable
de flujo la corriente. Luego veremos la generalizacién a otros dominios.

Elementos Estructurales

Hay dos componentes estructurales bésicos, denominados Vinculo 0 y Vinculo 1 (0-Junction y 1-
Junction) que representan el flujo de potencia entre subsistemas.

El Vinculo 0 representa la distribucion de potencia con el esfuerzo como variable comtun a todos los
subsistemas conectados. La Figura 6.2, por ejemplo, muestra un Vinculo 0 que transmite potencia entre
cuatro subsistemas.

Sistema 2
fale
e e .
Sistema 1 O Sistema 3
h f3
fa| e
Sistema 4

Figura 6.2: Un Vinculo 0 conectando cuatro subsistemas.

Dado que se trata de un componente estructural, se verificara que la suma de las potencias es cero, y
por lo tanto:

Z +pi(t) = Z Fei(t) fi(t) = e(t) Z +fi(t) =0 (6.1)

donde el signo + dependera del sentido entrante o saliente de los arpones. Dado que la ecuacién anterior
deberd verificarse para cualquier trayectoria e(t), deberd cumplirse también que

Zifi(t) =0 (6.2)

que junto al esfuerzo comun entre todos los enlaces conforma la ley constitutiva del Vinculo 0. En el
caso particular del Vinculo 0 de la Figura 6.2, con un enlace entrante y tres salientes, la Ec.(6.2) toma la
expresion:

J1(t) — fa(t) — f3(t) — fa(t) =0 (6.3)

En los circuitos eléctricos, por ejemplo, el Vinculo 0 representara la conexién en paralelo de subsistemas
de modo que la Ecuacién (6.2) se corresponde con la Ley de Kirchhoff de corrientes.

El componente dual es el Vinculo 1, que representa la transmisién de potencia entre subsistemas con
el flujo como variable comtn, como se muestra en la Figura 6.3.

Aligual que en el Vinculo 0, deberd verificarse que la suma de las potencias es nula, de donde resultara

3 +ei(t) =0 (6.4)
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Figura 6.3: Un Vinculo 1 conectando cuatro subsistemas.

lo que junto a las ecuaciones del flujo comun establece la ley constitutiva del componente.
En el caso de los circuitos eléctricos, el Vinculo 0 representara la conexién en serie de subsistemas.

Elementos Pasivos

Hay tres elementos pasivos bédsicos, uno que modela el fenémeno de disipacién llamado Resistor (que
se representa con el simbolo R), y dos que modelan fendmenos de almacenamiento: el Capacitor (que se
representa con el simbolo C) y la Inercia (que se representa con el simbolo I).

La Figura 6.4 muestra un Resistor conectado a un sistema. En el Bond correspondiente, estdn repre-
sentadas las variables de flujo y de esfuerzo.

Resto del €
Sistema f R

Figura 6.4: Un Resistor conectado a un sistema.

El Resistor tiene una ley constitutiva que vincula estaticamente las variables de flujo y esfuerzo. En
el caso general esto se traduce en una ecuacién algebraica del tipo

gle, f) =0 (6.5)

donde ¢(+,-) es una funcién que debe cumplir g(0,0) = 0 (esto implica que esfuerzo y flujo igual a cero
es un punto de la curva) y que debe ser tal que la relacién entre e y f esté restringida al primer y
tercer cuadrante). Esta restriccién al primer y tercer cuadrante implica que el componente siempre disipa
energia.

En el caso lineal, la relacion entre esfuerzo y flujo queda establecida por un parametro R segtn la ley:

e—Rf=0 (6.6)

Para los circuitos eléctricos, es evidente que el elemento R representara la resistencia eléctrica.
La Figura 6.5 muestra un Capacitor que, como mencionamos, es uno de los elementos que representa
el almacenamiento de energia.
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Figura 6.5: Un Capacitor conectado a un sistema.

El capacitor, ademds de las variables de potencia (e y f) vincula una variable de energia q(t) que
representa el desplazamiento generalizado, segun las leyes constitutivas:

q(t) — f(t)
9(q(t), e(t))

: @)

donde de manera similar que en el resistor, la funcién g(-,-) establece una relacién estética entre ¢(t) y
e(t) restringida al primer y tercer cuadrante.

En el caso lineal, la relacién estatica entre esfuerzo y desplazamiento la establece un parametro C, de
manera que la Ec.(6.7) ahora queda

q(t) = f(t)
q(t) = Ce(t)

Es claro también que en los circuitos eléctricos el elemento C permitirad representar capacitores y que
la variable de energia ¢(t) representard la carga en el capacitor.

El dltimo componente pasivo elemental es la Inercia, que se muestra en la Figura 6.6 y que también
modela almacenamiento de energia.

8 (6.8)

Resto del ¢ \ I

Sistema
/

Figura 6.6: Una Inercia conectada a un sistema.

La inercia, ademds de las variables de potencia (e y f) vincula otra variable de energia p(t) que
representa el momento generalizado, segun las leyes constitutivas:

B(t) — e(t) = 0
9(p(t), £(£)) = 0

donde de manera anéloga al resistor y al capacitor, la funcién g(-, ) establece una relacién estatica entre
p(t) y f(t) restringida al primer y tercer cuadrante.

En el caso lineal, la relacién estédtica entre flujo y momento la establece un pardmetro I, de manera
que la Ec.(6.9) ahora queda

(6.9)

p(t) —e(t) =
pt) —1 f(t)

En los circuitos eléctricos el elemento I permitira representar inductores donde la variable de energia
p(t) representard el flujo magnético.

Con los elementos pasivos y los vinculos estructurales podemos construir modelos simples, como el
correspondiente a un circuito RLC serie que se muestra en la Figura 6.7. En la misma, junto a los
componentes aparecen los parametros C1, L1 y Ry que ayudan a visualizar de qué componente se trata.

8 (6.10)
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Figura 6.7: Representacion en Bond Graph de un Circuito RLC Serie.
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Figura 6.8: Fuentes Ideales de Esfuerzo y Flujo en Bond Graphs.

Fuentes Ideales

Hay dos tipos de fuentes ideales en Bond Graphs. La fuente ideal de esfuerzo (Se) y la de flujo (Sf),
que se muestran en la Figura 6.8.
La fuente de esfuerzo se caracteriza por una ley constitutiva

e(t) = E(t) (6.11)

donde E(t) es una trayectoria dada. En el caso de los circuitos eléctricos este componente representaria
una fuente ideal de tensién.
La fuente ideal de flujo, en tanto, se caracteriza por la ley dual

1) = F(1) (6.12)

donde F'(t) es una trayectoria brindada.

A modo de ejemplo, la Figura 6.9 muestra el modelo en BG de un circuito RLC serie con una fuente
de tension ideal. En el mismo, ademads de los parametros se indica la corriente comin que representa el
Vinculo 1.

L i
R

o) Ct) TC Swft) 1 L

i(t)

3

R:R

Figura 6.9: Circuito RLC Serie con Fuente Ideal.

Transformadores y Giradores

Ademsds de los vinculos 0 y 1, hay otros dos elementos que representan la transferencia de energia
entre subsistemas, denominados Transformador (TF) y Girador (GY).
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El Transformador, mostrado en la Figura 6.10, representa la transferencia de energia entre dos sub-
sistemas a través de una relacion que vincula los esfuerzos de ambos lados entre si y los flujos de ambos
lados entre si.

Sistema 1 T F Sistema, 2
fi f

Figura 6.10: Un Transformador Conectando dos Subsistemas.

Las ecuaciones constitutivas de este componente son

617K€2:0

Kfi—fo=0 (6.13)

donde K es el pardmetro del transformador. Notar que e; y f1 en la Ec.(6.13) son el esfuerzo y flujo
del lado primario, es decir, el que aporta energia, mientras que es y fs son las variables de potencia del
secundario. Por lo tanto K representaria la ganancia en el flujo desde el primario hacia el secundario.
Notar ademads que el componente transmite potencia de manera ideal ya que

p1=e1 fi =e2 fa =p2 (6.14)

En el dominio mecénico rotacional este componente puede representar una caja reductora, por ejem-
plo. Como luego veremos con mas detalle, en mecanica las variables de flujo serdn las velocidades. La
Figura 6.11 muestra un sistema rotacional con el modelo en Bond Graphs correspondiente que incluye

un transformador.
1L/
XXX
1
kq Ji
T2
XXX

b1 25,

T wi (t) 171/T2 wa(t) Ty

R:bn R b

Figura 6.11: Modelo Mecénico-Rotacional con un Transformador.

El Girador, en tanto, mostrado en la Figura 6.12, representa la transferencia de energia entre dos
subsistemas a través de una relacién que vincula de manera cruzada esfuerzos y flujos de ambos lados.
Las ecuaciones constitutivas por lo tanto resultan:

61—Kf2:0

K fi—ey=0 (6.15)
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Figura 6.12: Un Girador Conectando dos Subsistemas.

Al igual que el transformador, este componente transmite potencia de manera ideal verificando la
Ecuacién (6.14). El fenémeno que tipicamente se representa mediante este elemento es la conversién
electromagnética-mecanica de energia que ocurre por ejemplo en un motor de corriente continua.

La Figura 6.13 muestra el modelo de un motor de corriente continua con excitacién constante en su
representacién en Bond Graph, donde aparece un Girador.

R :R. R

Figura 6.13: Modelo Electromecénico con un Girador.

6.1.2. Sensores y Componentes Modulados

Los componente bésicos que vimos permiten representar los distintos fenémenos de interaccién
energética entre subsistemas. Sin embargo, como vimos en capitulos anteriores, en muchas ocasiones
hay interacciones entre sistemas que no involucran intercambio de energia. Por ejemplo, cuando movemos
la posicion del vastago de una valvula cambiamos su relacién presién-caudal, pero no estamos intercam-
biando energia entre la parte mecénica que mueve el vastago y la parte hidraulica. Lo que ocurre es que
hay una interaccion en senal que es muy diferente a una interaccion en potencia.

Los Bond Graphs puros que utilizan los elementos basicos que vimos antes, sélo pueden representar
interaccién en potencia ya que un enlace que vincula dos subsistemas representa la potencia que intercam-
bian. Para poder representar interacciones en senal necesitaremos utilizar componentes modulados, esto
es, componentes que cambien sus caracteristicas en funcién de una senal de entrada que provendra de un
Diagrama de Bloques. Esto permitird por ejemplo representar sistemas de control, para lo cual ademas
necesitaremos sensores que transoformen los esfuerzos y flujos de un Bond Graph en las correspondientes
senales en los Diagramas de Bloques.

La Figura 6.14, por ejemplo, muestra el modelo en Bond Graph de un motor de corriente continua de
excitacién independiente donde aparece un Girador Modulado (MGY ). En dicho modelo hay interaccién
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en senal entre los circuitos de excitaciéon y armadura pero no en potencia. Mas precisamente, el flujo de
excitacion influye en la relacién del girador pero no hay intercambio de energia entre ambos circuitos.

Iz
Se 1- MGY 1 I
U, la K- 6. w - J
K
R : & de R:b
I
Se 1 fe R ' R,
: U,

Figura 6.14: Modelo de un Motor con Excitaciéon Independiente usando un Girador Modulado.

Los componentes modulados se representan con los mismos simbolos que los bésicos, pero con la letra
M adelante. Es decir, tendremos los componentes MR, MC, MI, MSe, MSf, MTF y MGY . Estos
tendran las mismas leyes constitutivas que los originales pero los pardmetros dependeran de la senal de
entrada que reciban.

6.1.3. Variables Generalizadas y Dominios Fisicos

Como adelantamos y luego vimos en los distintos ejemplos, los Bond Graphs utilizan simbolos que
representan los fenémenos energéticos independientemente del dominio fisico en el que ocurren. Ademss,
usan variables de potencia (e, f) y de energia (p,q) generalizadas respecto a los dominios. Vimos que
en los circuitos eléctricos estas variables representan tension, corriente, flujo magnético y carga eléctrica.
Mencionamos ademas que en los dominios mecanicos las variables de flujo son las velocidades.

La Tabla 6.1 sintetiza lo que representan las variables generalizadas en los distintos dominios. En este
curso veremos sélo modelos con Bond Graphs de circuitos eléctricos, de mecdnica y de fluidodindmica.

6.1.4. Energia Asociada a un Bond Graph

Como mencionamos, las variables de un Bond Graph representan fenémenos de intercambio de energia,
en los cuales el producto e(t) f(¢) calcula la potencia transmitida instantdneamente entre dos partes del
sistema. Esto puede utilizarse para calcular la energia total almacenada en un instante de tiempo. Dicha
energia serd la suma de la energia almacenada en todos los elementos almacenadores I y C, la cual puede
determinarse de manera muy simple.

En un elemento I, por ejemplo, tenemos

Er(t) = Pi(t) = fr(t) er(t) = f1(t) pr(t)

de donde, definiendo que con p;y = 0 no hay energia, resulta

Er(pr) = /Om fr(p)dp (6.16)
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Bond . .
Graphs Esfuerzo e Flujo f Momento p Desplazamiento ¢
Circuitos . . Flujo
Eléctricos Tensién (V) Corriente (A) Magnético (Wh) Carga (C)
Mecénica . :
Traslacional Fuerza (N) Velocidad (m/s) | Impulso (N's) | Desplazamiento (m)
Mecénica Velocidad Momento (
Rotacional Torque (N m) Angular (m/s) | Angular (N m s) Angulo (rad)
. . . . Impulso del
. . 3 3
Fluidodindmica Presién (Pa) Caudal (m?/s) fuido(N s) Volumen (m?)
N Flujo de ,
Termodindmica | Temperatura (K) entropia (W /K) - Entropia (J/K)
Quimica Potencial Flujo B Numero de
Quimico (J/mol) | molar (mol/s) Moles (mol)
Tabla 6.1: Variables Generalizadas en los Distintos Dominios Fisicos
Para el caso lineal, recordando que f;(pr) = pr/1, resulta
Loy 1.5
Er(pr) = s Pr=5l /1 (6.17)
Siguiendo igual razonamiento, para un elemento C resultara:
qc
Eolae) = | ol (6.18)
0
Para el caso lineal, recordando que ec(qc) = qo/C, resulta
Loy 1,5
Eclqec) = 577 @ = 5C €¢ (6.19)

6.2. Modelado con Bond Graphs

Veremos a continuacion algunas técnicas elementales para plantear modelos en Bond Graphs de dis-
tintos dominios. En todos los casos, el procedimiento de modelado consistird en colocar primero los
vinculos 1 y 0 que representan la estructura, luego los transformadores y giradores que completan las
relaciones entre distintas variables de flujo y de esfuerzo y finalmente los elementos que representan el
almacenamiento, la generacién y la disipacion de energia asociada a cada variable de potencia.

6.2.1. Circuitos Eléctricos

Para modelar circuitos eléctricos la idea bésica es utilizar un vinculo 0 para cada potencial (excepto
la masa) y vinculos 1 para formar las diferencias de potencial a las que ocurra algtin fenémeno. Luego,
la idea es colocar en cada vinculo 0 los elementos correspondientes a dicho voltaje.

Consideremos por ejemplo el circuito de la Figura 6.15.

En el mismo podemos distinguir dos potenciales (v; y v2) y una diferencia de potencial (v; — v2) a
la que ocurre algin fenémeno. Entonces, podemos comenzar a formar la estructura con tres vinculos 0
como se muestra en el Paso 1 de la Figura 6.16. Luego, para completar la estructura debemos formar
las diferencias de potencial uniendo los vinculos 0 correspondientes mediante vinculos 1 como se muestra
en el Paso 2 (notar que podriamos haber usado ahi todos los enlaces en sentido contrario). Finalmente,
asociado a cada voltaje, agregamos los componentes que representan los fenémenos energéticos como
se muestra en el Paso 3. Podriamos ademds eventualmente simplificar este Bond Graph eliminando el
vinculo 0 que representa el voltaje v1 — v2 ya que es pasante (tiene sélo dos enlaces con idéntico flujo y
esfuerzo). En tal caso, el Resistor Ry quedaria directamente conectado al vinculo 1.
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Figura 6.15: Circuito RLC

Paso 1 Paso 2 Paso 3
0.,7,,‘ O.,f,‘ 07 RR2
0 0 1 0 0 1 0 Rz
vy (t) va(t) vi(t) va(t) i (t) va(t)
C:c Iz

Figura 6.16: Construccién del Bond Graph de un Circuito RLC

Notar que sélo tuvimos en cuenta las relaciones entre los voltajes sin mirar que pasaba con las
corrientes. Esto sin embargo funciona ya que al construir un modelo en Bond Graph estamos ademas
representando lo que ocurre con la potencia. Dado que la potencia es el producto de la corriente y la
tension, si estan bien establecidas las relaciones entre los distintos voltajes y entre las distintas potencias,
implicitamente quedan bien establecidas las relaciones entre las corrientes.

6.2.2. Sistemas Mecanicos

El procedimiento para hacer modelos de sistemas mecdnicos es muy similar al caso eléctrico. La idea
es asociar un vinculo 1 a cada velocidad absoluta o relativa del sistema a la que ocurra algin fenémeno.
Luego, continuar utilizando vinculos 0 para conectar las velocidades absolutas con las relativas. Si hubiera
algin transformador, también debera utilizarse para vincular las velocidades correspondientes y por
dltimo, una vez completada la estructura, se agregarédn los componentes que representan los fenémenos
energéticos.

La Figura 6.17 muestra un sistema roto-traslacional con el procedimiento de construcciéon del Bond
Graph correspondiente. En el Paso 1 colocamos un vinculo 1 asociado a cada velocidad. Luego, en el Paso 2
con un vinculo 0 conectamos las velocidades absolutas y relativas. Ademds, mediante un transformador
vinculamos la velocidad traslacional vy con la rotacional w. Finalmente, agregamos los componentes en
el Paso 3.

Analogo al caso eléctrico, construimos el modelo sin tener en cuenta las fuerzas o torques. S6lo miramos
que ocurria con las velocidades. Dado que en Bond Graphs usamos también las relaciones entre potencias,
las relaciones entre las fuerzas y/o torques quedan implicitamente establecidas.

Cabe hacer algunas aclaraciones sobre el modelo obtenido, que seran generales para los casos mecani-
COoS:

= Las inercias se representan mediante el componente I que serd lineal. Comparando la Ec.(6.10) con
la expresién de la cantidad de movimiento p(t) = m v(t), queda claro que para los pardmetros se
cumplird I = m. Andlogamente, en el caso rotacional tendremos I = J.
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Figura 6.17: Construccién del Bond Graph de un Sistema Roto-Traslacional

El rozamiento y los amortiguadores se representa mediante el componente R. En el caso lineal
se cumplird la ley F(t) = b v(t) y comparando esta expresién con la Eq.(6.6) es claro que los
parametros cumpliran R = b. El el caso rotacional se puede deducir la misma expresion.

Los resortes se representan mediante el componente C. En el caso lineal se cumplira la ley F(t) =
k Ax(t), que comparada con la expresién q(t) = C e(t) de la Eq.(6.8) conduce a la relacién C = 1/k.
Lo mismo ocurrird en el caso rotacional.

En el modelo no aparecen las posiciones absolutas de las masas. En los Bond Graphs no apare-
ceran posiciones, sélo apareceran las velocidades, las fuerzas, las cantidades de movimiento y las
deformaciones de los resortes. El motivo es que las posiciones absolutas no juegan ningin rol en el
intercambio de energia.

Para obtener posiciones absolutas podemos tomar sefiales de velocidad e integrarlas (mediante un
bloque integrador) armando un Diagrama Mizto como el de la Figura 6.14.

6.2.3. Sistemas Hidraulicos

Para los sistemas hidraulicos puede plantearse un procedimiento idéntico al de los circuitos eléctricos,

colocando un vinculo 0 para cada presién absoluta (excepto la atmosférica) y para cada presién relativa
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a la que ocurra algin fenémeno.

La Figura 6.18 muestra un sistema hidraulico roto-traslacional y el procedimiento de construccién del
Bond Graph. En el Paso 1 colocamos un vinculo 0 asociado a cada presién absoluta y relativa. Luego, en
el Paso 2 con dos vinculos 1 conectamos las presiones absolutas y relativas. Finalmente, agregamos los
componentes en el Paso 3.

Paso 1 0 0

P - P PPy

Pi(t) Py(t) Pr(t)

Paso 3 0 0

1 0 1
P(t) Py(t) Pr(t)
Paso 3 R I Se v
Rou 0= A
/‘ ‘ (t)
MR
:QSuuf> OPIW 1 0 R ' 0[%)
C:cn C:4/-9)

Figura 6.18: Construccién del Bond Graph de un Sistema Hidraulico

Al igual que en los casos eléctricos y mecanicos, las correspondencias entre componentes hidrdulicos y
de Bond Graphs son directas. En el caso del tanque, cabe recordar que la relacién constitutiva del mismo
es

P(t)=pgh(t)= 2L v

_ A (6.20)
V(t) =Q()



CAPITULO 6. MODELADO MEDIANTE FORMALISMOS ENERGETICOS 176

y comparando esta expresién con la Ec.(6.8), resulta

C= A (6.21)
Py

En el caso de la columna de agua, notar que la asociamos a una fuente de esfuerzo ideal. En cuanto al
sentido de potencia del enlace que la conecta, podriamos haber usado uno en sentido contrario obteniendo
un modelo equivalente salvo que el flujo en dicho enlace (que no influye en el modelo) hubiera resultado
de signo contrario. En general, al conectar una fuente de esfuerzo a un vinculo 0 no importa el sentido
del enlace. Lo mismo ocurre al conectar una fuente de flujo a un vinculo 1. El sentido en tales casos sélo
define en que direcciéon consideramos que es positivo el aporte de potencia. Podemos por lo tanto poner
siempre el sentido desde la fuente hacia el resto del sistema.

Si en cambio conectamos una fuente de esfuerzo con un vinculo 1, el sentido del enlace es importante
ya que el esfuerzo de la fuente forma parte de la sumatoria de esfuerzos asociada a dicho vinculo. En este
caso igualmente podemos usar fuentes que aportan energia al sistema (con el enlace en direccién al resto
del sistema) colocando el signo adecuado al esfuerzo de la fuente. Vale lo mismo para una fuente de flujo
en un vinculo 0.

6.2.4. Sistemas Multidominio

Para construir modelos de Bond Graph de sistemas multidominio se puede seguir los procedimientos
correspondientes a cada dominio y completar el diagrama con los elementos que representen la interfaz
entre los distintos dominios. Estos componentes de interfaz, cuando involucren intercambio de energia
entre los subsistemas, resultaran de tipo transformador o girador. Por el contrario, cuando lo que haya
sea una interaccién en senal, la conexién entre submodelos se dara a través de elementos modulados.

Respecto a los modelos electromecanicos, ya presentamos el modelo de un motor de corriente con-
tinua y vimos que la interfaz la realizaba un girador. Para sistemas hidraulico-mecanicos, en tanto, el
componente de interfaz serd generalmente un pistén (o algo similar) que podrd representarse mediante un
transformador ya que el mismo vincula entre si las variables de flujo (velocidad y caudal) y las variables
de esfuerzo (fuerza y presién).

La Figura 6.19 muestra el Bond Graph correspondiente a un sistema hidraulico-mecanico. El mismo
tiene dos transformadores que representan los pistones de area A; y As.

Pi(t) Py(t)
/ k
7 -
1 7L __\‘ L m
-UL Q1(t) Q)L |
v1(1) o ’
(%) (t)
0—SRu 0 Ru Ln
Se ) TF 0 1 0 1 0 TF 1 R
R u () A 0] Ll"/ 0] Pa(t) 1A ve(t)
C:cu G

Figura 6.19: Bond Graph de un Sistema Hidraulico-Mecanico

En cuanto a los médulos de los transformadores, recordemos que segin la Ec.(6.13) vale la relacién
fa(t) = K f1(t), de donde K es la ganancia en el flujo desde el primario hacia el secundario. Por lo tanto,
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en el transformador de la izquierda tenemos

fa(t) = Qt) = A1 wi(t) = K fi(t) (6.22)

de donde A; = K. En el segundo transformador el primario estd en la parte hidrdulica, por lo tanto la
relacion queda al revés.

Notar ademas que hay cuatro vinculos 0 pasantes en el Bond Graph de la Figura 6.19, por lo que el
diagrama puede reducirse bastante.

6.3. Bond Graphs y DAEs

Al igual que lo que ocurria con los modelos orientados a objetos, al construir un modelo en Bond
Graph estamos implicitamente definiendo un sistema de DAEs, en el cual pueden distiguirse relaciones
estructurales asociadas a los vinculos 0 y 1 y relaciones constitutivas asociadas a los restantes elementos.
Como veremos, la obtencién de las DAEs es algo més simple que en los modelos orientados a objetos y
hasta podremos determinar de forma simple si un modelo contendra lazos algebraicos o indice alto.

6.3.1. Obtencion de las Relaciones Constitutivas y Estructurales

Para obtener las relaciones constitutivas y estructurales que conforman el sistema de DAEs corres-
pondiente a un Bond Graph, seguiremos el siguiente procedimiento:

1. Numeraremos los enlaces utilizando los nimeros 1, 2, etc.
2. Denominaremos e; y f; a las variables de esfuerzo y flujo asociadas al enlace 7.

3. Escribiremos en funcién de dichas variables generalizadas las ecuaciones de los componentes, tanto
de los elementos R, C, etc. como de los vinculos estructurales 0 y 1.

4. En el caso de los almacenadores, apareceran las variables de energia g; o p; segun el tipo.

Veamos por ejemplo el modelo de la Figura 6.20, del que ya habiamos obtenido el Bond Graph (aunque
en este caso eliminamos un vinculo pasante). En el mismo siguiendo el primer paso del procedimiento
enumeramos los enlaces.

k1 r kr
A — ks
b M ] e [
=
O (@] (@] O
C:1/k C 1k
2 5
1 4 11
R 0— N1 SpF_2 Ny C
b, v (t) va(t) s 1/r w(t) 1 1/k,
3 7 10
I tmy I T Mms I 7

Figura 6.20: Bond Graph para Obtener el Sistema de DAEs.

Podemos entonces plantear el sistema de DAEs de las Ecs.(6.23)—(6.24). Como puede verse, el procedi-
miento es simple y sistematico. El sistema tiene 28 ecuaciones y 28 variables. Hay 22 variables de potencia
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Relaciones constitutivas: Relaciones estructurales:
el(f) —b f1(t) =0 fi(t) = fa(t) =0
q2<t>1— h(#)=0 At) = f3(t) =0
g2(t) — 71— e2(t) =0 fi(t) = fa(t) =0
p3(t) 1, es(t) =0 —e1(t) —e2(t) —es(t) —ea(t) =0
pa(t) 1 fa(t) =0 call) el =0
(15(t)—f5(t):0 64(t)—€6(t):0
X f10) = f5(0) — fo() =0 (6.24)
q5(t)—k—2 es(t) =0 fe(t) — fz(t) =0
pr(t) —ez(t) =0 (6.23) fo(t) = fs(t) =0
pr(t) —ma f2(t) =0 es(t) —er(t) —es(t) =0
1 fo(t) — fio(t) =0
eslt) = 7 eolt) =0 fo(t) = f11(t) =0
L) — foty =0 eot) = ex0(t) — en(t) = 0
Pro(t) —e1o(t) =0
p1o(t) — J fro(t) =0
qi1(t) — f11(t) =0
qu(t) — L en(t) =0

Ky

(correspondientes a los flujos y esfuerzos en los 11 enlaces) y 6 variables de energfa correspondientes a
los 6 almacenadores.

Es importante en todo momento no perder de vista la equivalencia entre las variables generalizadas
y las originales para poder interpretar el sentido fisico de las ecuaciones. En este caso, por ejemplo,
si quisiéramos saber la fuerza que ejerce el pinén cremallera sobre la masa ms es claro que la misma
estd representada por el esfuerzo en el enlace 8, es decir, dicha fuerza es el esfuerzo es. De manera
similar, el torque neto sobre la inercia serd el esfuerzo ey y la deformacién del resorte de torsion serd el
desplazamiento ¢p1.

6.3.2. Causalizacion

Si bien los Bond Graphs son intrinsecamente acausales, es posible incorporar informacién a los mismos
respecto de la causalidad en las ecuaciones involucradas, lo que puede utilizarse principalmente para
analizar propiedades del sistema.

Como sabemos, cada enlace transmite potencia entre dos subsistemas A y B a través de dos variables,
el esfuerzo y el flujo. Desde el punto de vista causal, hay dos posibilidades: que el sistema A calcule el
flujo y el B calcule el esfuerzo o lo contrario. La Figura 6.21 expresa estas dos situaciones y muestra como
se indica en un Bond Graph la situacion causal.

Como vemos, la codificacion es simple. Se agrega una barra transversal al enlace del lado del sistema
que calcula el flujo. Dicho de otra manera, la barra de causalidad se coloca del lado hacia el cual se
impone el esfuerzo.

Utilizando esta representacion podemos decidir las relaciones causales entre todas las variables de un
Bond Graph, para lo cual tendremos que tener en cuenta las siguientes restricciones:

= Una fuente de esfuerzo necesariamente debe imponer esfuerzo al resto del sistema. Por lo tanto la
barra de causalidad debera estar del lado del otro subsistema.

= Una fuente de flujo necesariamente debe imponer flujo al resto del sistema. Por lo tanto la barra
de causalidad debera estar del lado de la fuente.
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Figura 6.21: Posibles Situaciones Causales en un Enlace

Un vinculo 0 tiene esfuerzo en comiun, por lo tanto un tnico enlace debe imponer el esfuerzo. Luego,
debe haber un tnico enlace con la barra de causalidad del lado del vinculo 0.

Un vinculo 1 tiene flujo en comin, por lo tanto un tnico enlace debe imponer el flujo. Luego, todos
los enlaces salvo uno debe la barra de causalidad del lado del vinculo 1.

Los transformadores establecen una relacion entre dos esfuerzos y otra relaciéon entre dos flujos.
Luego, si uno de los subsistemas conectados a un transformador calcula el esfuerzo, quedara deter-
minado el esfuerzo del otro subsistema. Lo mismo respecto a los flujos. Por lo tanto, deberd haber
una unica barra de causalidad del lado del transformador.

En los giradores ocurre lo contrario que en los transformadores y por lo tanto las dos barras deberan
estar del lado del girador o las dos del otro lado.

En los capacitores podriamos usar ambas opciones, pero preferiremos que impongan esfuerzo ya
que eso implicara utilizar causalidad integral.

En los inductores podriamos usar ambas opciones, pero preferiremos que impongan flujo.

Para los resistores la causalidad sera indistinta.

Teniendo en cuenta estas reglas, podemos proponer el siguiente procedimiento para causalizar un
Bond Graph:

1.

2.

© »®» N>

10.
11.

Si no quedan fuentes sin causalizar, avanzamos al punto 5.

Causalizamos una fuente.

Propagamos la causalidad a través de los vinculos estructurales, transformadores y giradores.
Volvemos al punto 1.

Si no quedan almacenadores sin causalizar, avanzamos al punto 9.

Causalizamos un almacenador de forma integral.

Propagamos la causalidad a través de los vinculos estructurales, transformadores y giradores.
Volvemos al punto 5.

Si no quedan resistores sin causalizar termina el procedimiento.

Causalizamos un resistor de forma arbitraria.

Propagamos la causalidad a través de los vinculos estructurales, transformadores y giradores.
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12. Volvemos al punto 9.

La propagacién de la causalidad en tanto, se corresponde al siguiente procedimiento:

1. Si un vinculo 0 tiene un enlace que le impone esfuerzo, causalizar los restantes enlaces imponiendo
esfuerzo al resto del sistema y propagar.

2. Si un vinculo 0 tiene todos los enlaces que le imponen flujo salvo uno, causalizar ese enlace impo-
niendo flujo al resto del sistema y propagar.

3. Siun vinculo 1 tiene un enlace que le impone flujo, causalizar los restantes enlaces imponiendo flujo
al resto del sistema y propagar.

4. Si un vinculo 1 tiene todos los enlaces que le imponen esfuerzo salvo uno, causalizar ese enlace
imponiendo esfuerzo al resto del sistema y propagar.

5. Si un transformador tiene un enlace que le impone esfuerzo, causalizar el otro enlace imponendo
esfuerzo al resto del sistema y propagar.

6. Si un transformador tiene un enlace que le impone flujo, causalizar el otro enlace imponendo flujo
al resto del sistema y propagar.

7. Si un girador tiene un enlace que le impone esfuerzo, causalizar el otro enlace imponendo flujo al
resto del sistema y propagar.

8. Si un girador tiene un enlace que le impone flujo, causalizar el otro enlace imponendo esfuerzo al
resto del sistema y propagar.

A modo de ejemplo, la Figura 6.22 ilustra los primeros pasos del procedimiento de causalizacién de un
Bond Graph, correspondiente al modelo hidraulico-mecanico de la Figura 6.19 en el cual eliminamos los
enlaces pasantes. En primer lugar causalizamos la fuente y luego propagamos a través del transformador.
Luego causalizamos de forma integral el capacitor hidraulico y propagamos a través del vinculo 0 y luego
del vinculo 1 de la izquierda.

Prosiguiendo luego con el proceso de causalizacién se llega finalmente a un Bond Graphs con todos sus
enlaces causalizados como se muestra en la Figura 6.23. En el mismo puede verse que todos los elementos
almacenadores preservan la causalidad integral.

6.3.3. Singularidades Estructurales y Lazos Algebraicos
Singularidades Estructurales

Consideremos ahora nuevamente el modelo roto-traslacional que habiamos introducido anteriormente.
En la Figura 6.24 puede verse el resultado del proceso de causalizacién donde la inercia que representa la
masa my estd en causalidad derivativa. Si hubiéramos causalizado dicha inercia con causalidad integral,
hubiera quedado la inercia correspondiente a J en causalidad derivativa.

Es evidente el motivo. La masa ms y la inercia J estan acopladas rigidamente y por lo tanto sus
velocidades no son independientes. Desde el punto de vista de lo que vimos en el Capitulo 3, este problema
es estructuralmente singular y el sistema de DAEs tiene por lo tanto indice alto.

Cada vez que el procedimiento de causalizacién nos conduzca a la aparicion de causalidades derivativas
sabremos que el sistema de DAEs resultante tendra indice alto.

Lazos Algebraicos

Consideremos por tultimo nuevamente el circuito eléctrico de la Figura 6.25 con el Bond Graph co-
rrespondiente. Siguiendo el procedimiento de causalizacién se llega a la situacién que se muestra a la
izquierda de la figura donde hay dos opciones para causalizar los resistores.

Cualquiera de las dos opciones nos permitira completar la causalizacién. De todas formas, puede verse
que esta situacion en la cual hay mas de una opcién para completar la causalizacion se debe a la presencia
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Figura 6.22: Proceso de Causalizacion de un Bond Graph

de un lazo algebraico. Esto se debe a que conociendo los valores de los estados y las entradas (es decir,
conociendo las variables de esfuerzo o flujo que imponen almacenadores y fuentes) no queda establecido
el valor del esfuerzo o del flujo en todos los resistores. Esto implicard que haya dependiencia entre el
esfuerzo y flujo de dos o maés resistores cuyas ecuaciones deberdn resolverse de forma simultanea.

6.3.4. Orden de la DAE

El orden de la DAE que resulta de un Bond Graph serd igual al nimero de almacenadores en causalidad
integral. De esta manera, el orden del Bond Graph de la Figura 6.25 sera 2 (lo que se corresponde con el
circuito).

Si miramos sin embargo el orden del Bond Graph de la Figura 6.24 vemos que hay 5 almacenadores en
causalidad integral aunque el orden del modelo mecénico sea 4 (hay dos grados de libertad). En realidad
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Figura 6.24: Bond Graph con Causalidad Derivativa.
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Figura 6.25: Bond Graph con Lazo Algebraico.

el orden del sistema de DAEs que produce el Bond Graph es efectivamente 5 y eso se debe a que las
relaciones estructurales se establecen en funcién de las velocidades y no de las posiciones (ya habiamos
visto este problema en el Capitulo 4). En consecuencia, no aparece la vinculacién entre las posiciones
(s6lo aparece entre las velocidades) y en principio uno podria poner condiciones iniciales arbitrarias a la

deformacién de los distintos resortes.
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6.4. Bond Graphs y Modelica

Como es de esperar, los Bond Graphs pueden representare usando el lenguaje Modelica. Hay de
hecho hay una librerfa denominada BondLib [CNO05] que contiene una implementacién de los distintos
componentes.

En este curso utilizaremos una libreria basada en las ideas de la BondLib, pero simplificada para poder
construir modelos de forma més inmediata. Un problema de la BondLib es que cada enlace es un objeto,
vy hay que hacer dos conexiones, uno entre el enlace y el componente de un lado y otro entre el enlace
y el componente del otro lado. En nuestra simplificacién, utilizaremos componentes que ya contienen el
enlace.

Los componentes de Bond Graph que veremos forman parte de la libreria DSFLib.

6.4.1. Componentes Basicos

Para poder conectar un enlace con un componente necesitaremos un conector apropiado que vincule
las variables del enlace (e y f) con las correspondientes del componente. Un problema que tendremos
es que si el componente es un vinculo 1, todas las variables de flujo deberan ser iguales y todas las de
esfuerzo se sumarén.

Esto implica que en realidad el concepto de variable de flujo de Modelica difiere del de Bond Graph.
En Modelica los flujos suman cero en una conexién independientemente del contexto. En Bond Graph,
por el contrario, los flujos pueden igualarse y los esfuerzos pueden sumar cero (como ocurre en el vinculo
1).

Por tal motivo, no podremos definir un conector con variables de flujo, sino que estaremos forzados a
que las variables e y f se igualen a ambos lados del conector. Esto a su vez nos traerd un problema con
los signos: si todas las variables se igualan a ambos lados, no tendremos forma a priori de saber en un
vinculo 1 si hay que sumar o restar los esfuerzos (lo mismo ocurrird con los flujos). Esto lo resolveremos
utilizando una tercer variable en un conector que indica la direccién del enlace, de manera que la definicién
del conector resulta la brindada en el Cédigo 6.1.

Cddigo 6.1: Definicién de un Conector de Bond Graph en Modelica

connector BondCon
Real e;
Real f;
Integer d;
annotation(...);
end BondCon;

La variable d entonces tomard los valores 1 o —1 segtn el sentido del enlace correspondiente sea
entrante o saliente. Luego, un enlace dirigido de un conector bondConl a un conector bondCon?2 puede
representarse como sigue:

Cddigo 6.2: Definicién de un Enlace de Bond Graph en Modelica

model Bond
DSFLib.BondGraph.Interfaces.BondCon bondConl annotation(...);
DSFLib.BondGraph.Interfaces.BondCon bondCon2 annotation(...);
equation
bondConl.e = bondCon2.e;
bondConl.f = bondCon2.f;
bondConl.d = -1;
bondCon2.d = 1;
annotation(...);
end Bond;

Utilizando un enlace podemos construir el modelo de un componente pasivo que contenga un enlace
dirigido hacia el componente:
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Cédigo 6.3: Definiciéon de un Componente Pasivo con Enlace en Modelica

partial model PassiveOnePort
DSFLib.BondGraph. Interfaces.BondCon bondCon annotation(...);
Real e, f;
equation
e = bondCon.e;
f = bondCon.f;
bondCon.d = -1;
annotation(...);
end PassiveOnePort;

y luego, a partir de este componente podemos heredar componentes como el resistor, capacitor e inductor:

Cédigo 6.4: Componentes Pasivos de Bond Graph en Modelica

model R
extends DSFLib.BondGraph.Interfaces.PassiveOnePort;
parameter Real R = 1;
equation
e = Rxf;
annotation(...);
end R;

model C
extends DSFLib.BondGraph.Interfaces.PassiveOnePort;
parameter Real C = 1;
parameter Real q_0 = O;
Real q(start = q_0);
equation
der(q) = f;
q = Cxe;
annotation(...);
end C;

model I
extends DSFLib.BondGraph.Interfaces.PassiveOnePort;
parameter Real I = 1;
parameter Real p_0 = O;
Real p(start = p_0);
equation
der(p) = e;
p = Ixf;
annotation(...);
end I;

)

Con ideas muy similares puede crearse modelos activos correspondientes a las fuentes de flujo y
esfuerzo. La Figura 6.26 muestra los componentes pasivos y activos correspondientes en su vista grafica.
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Figura 6.26: Componentes Pasivos y Activos de Bond Graph en Modelica.
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6.4.2. Vinculos Estructurales, Transformadores y Giradores

Los vinculos estructurales 0 y 1 tienen un nimero variable de enlaces a los que pueden conectarse.
Si bien esto se puede representar en el lenguaje Modelica, debido a limitaciones del entorno gréfico, es
preferente utilizar un ntmero fijo de conectores donde eventualmente quede algin conector sin enlace.
El siguiente es el modelo de un vinculo 0 con cuatro conectores donde al final se verifica si algin enlace
no tiene conexiones y en tal caso se establecen las ecuaciones de flujo igual a cero y se da un valor a la
direccién (para que no quede indefinida).

Cédigo 6.5: Modelo de un Vinculo 0 con 4 Conectores en Modelica

model JO
DSFLib.BondGraph.Interfaces.BondCon bondConl annotation(...
DSFLib.BondGraph.Interfaces.BondCon bondCon2 annotation(. ..
DSFLib.BondGraph.Interfaces.BondCon bondCon3 annotation(. ..
DSFLib.BondGraph.Interfaces.BondCon bondCon4 annotation(...

equation
bondConl.e

~ N

bondCon2.e;

bondConl.e bondCon3.e;

bondConl.e bondConé.e;

bondConl.f*bondConl.d + bondCon2.f*bondCon2.d + bondCon3.f*bondCon3.d + bondCon4.fx*
bondCon4.d = O;

if cardinality(bondConl) == 0 then
bondConl.f = O;
bondConl.d = 1;

end if;

if cardinality(bondCon2) == O then
bondCon2.f = 0;
bondCon2.d = 1;

end if;

if cardinality(bondCon3) == 0 then
bondCon3.f = 0;
bondCon3.d 1;

end if;

if cardinality(bondCon4) == 0 then
bondCon4.f = O;
bondCon4.d = 1;

end if;

annotation(...);

end JO;

En este modelo, el operador cardinality devuelve cuantos componentes estan conectados a un conector.
Si fuera necesario tener mas de 4 enlaces en un vinculo 0, se pueden conectar dos vinculos 0 entre si
mediante un enlace.

Siguiendo la misma idea, se puede construir el modelo de un vinculo 1.

En cuanto a los transformadores y giradores, los modelos son también similares sélo que tendréan dos
conectores y las leyes que relacionan las variables de esfuerzo y flujo seran diferentes.

La Figura 6.27 muestra los componentes multi-puerta correspondientes en su vista grafica.

0 1

jo j1
._$>1'F._Q> __5(3\/__5
Figura 6.27: Componentes Multi-Puerta de Bond Graph en Modelica.

Utilizando estos componentes es simple construir modelos como por ejemplo el del Circuito de la
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Figura 6.15, cuyo modelo en Modelica se muestra en la Figura 6.28. En el mismo se pueden ver los
componentes y sus conexiones.
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Figura 6.28: Bond Graph de un Circuito Eléctrico en Modelica.
6.4.3.

Componentes Modulados

Incorporando un conector de entrada tipo RealInput es posible reemplazar el pardmetro de un compo-

Cédigo 6.6: Resistor Modulado de Bond Graph en Modelica
model ModPassiveOnePort
extends DSFLib.BondGraph.Interfaces.PassiveOnePort;

end ModPassiveOnePort;

nente por una senal construyendo asi un componente modulado. Por ejemplo, el siguiente codigo muestra
DSFLib.ControlSystems.Blocks. Interfaces.Reallnput u annotation(...);

el modelo de un resistor modulado, construido a partir de un modelo parcial pasivo modulado:

model MR
extends DSFLib.BondGraph.Interfaces.ModPassiveOnePort ;
equation
e ux*f;
annotation(...);

end MR;

Utilizando este componente podemos construir el modelo Bond Graph correspondiente al sistema
hidraulico de la Fig.6.18, segtin se muestra en la Figura 6.29.
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Figura 6.29: Bond Graph de un Sistema Hidrdulico en Modelica.
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6.4.4. Sensores

Para poder observar en senal las variables que forman parte de un Bond Graph se puede incluir algin
tipo de modelo de sensor. Por ejemplo, la Figura 6.30 muestra el Bond Graph en Modelica correspondiente
al modelo de un motor de corriente continua con excitacién independiente que vimos en la Fig.6.14.
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Figura 6.30: Bond Graph de un Sistema Electromecénico con Sensor de Flujo.

En este modelo vemos un sensor de flujo Df que se comporta como una fuente de esfuerzo nulo (para
no afectar el vinculo 1) y cuenta con una salida tipo RealOutput donde sale la sefial de flujo. Hay también
un sensor de esfuerzo denominado De con un comportamiento analogo.

Un problema de este modelo es que el flujo magnético se calcula en dos lugares: en la inercia no
lineal que representa el arrollamiento de excitaciéon y en el bloque LookUp Table que genera la senal de
flujo. Una opcién més simple es agregar a la inercia no lineal un conector RealOutput por donde salga
directamente la senal de flujo. En tal caso, el modelo resultante puede simplificarse notablemente como
se muestra en la Figura 6.31.
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Figura 6.31: Bond Graph de un Sistema Electromecénico con Sensado del Momento.
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6.4.5. Interfaz con Otras Librerias

Es posible también combinar modelos en Bond Graph con modelos desarrollados en base a la libreria
estandar de Modelica o a la DSFLib. Para esto bastard con crear componentes de interfaz que contengan
conectores de ambos dominios con las ecuaciones adecuadas.

6.5. Ecuaciones de Euler-Lagrange

A lo largo del curso, siempre que trabajamos con sistemas mecénicos utilizamos como base directa
o indirectamente la segunda ley de Newton: > F;(t) = m a(t). Incluso al trabajar con Bond Graphs a
partir de principios energéticos, incluimos el elemento Inercia que en el caso mecanico representa esta
ecuacién en su relacién constitutiva.

Veremos ahora un enfoque diferente que, también basado en principios energéticos, permite simplificar
los problemas asociados al planteo de esta ecuacién (particularmente las dificultades para determinar las
fuerzas que actdan en sistemas en dos o tres dimensiones). Esta metodologia, que da lugar a las ecuaciones
e Euler-Lagrange, es muy utilizada en la practica para obtener modelos de ecuaciones diferenciales de
sistemas mecanicos complejos y es de gran utilidad, por ejemplo, para modelar manipuladores robéticos.

La metodologia también sirve para modelar sistemas de otros dominios (electromecénicos, por ejem-
plo), pero en este curso nos limitaremos a los casos puramente mecanicos.

Comenzaremos introduciendo ejemplos para comprender en qué consiste el enfoque y luego justifica-
remos por qué este método funciona.

6.5.1. Ejemplos Introductorios

Consideremos un sistema masa resorte (sin amortiguador) como el de la Figura 6.32, donde ¢(t) indica
la posicién medida desde el equilibrio y ¢(¢) la velocidad de la masa.

q(t), 4(t)
e

Figura 6.32: Sistema Masa Resorte.

Vamos a definir una funcién que denominaremos Lagrangiano del sistema, que calculara la diferencia
entre la energia cinética y la potencial, esto es:

En este caso particular, dado que la energia cinética es T = %m ¢ v la potencial eldsticaes V = %kz 7,

el Lagrangiano resulta

1 1
L=-mqg®— 2k ¢ 2
51 4 5k (6.26)

Una vez calculado el Lagrangiano, vamos a proponer la siguiente ecuacion denominada Fcuacion de
Euler Lagrange y que més adelante analizaremos de dénde procede:

d (0L oL
— =) == (6.27)
dt \ 9q dq
Particularizando entonces para el Lagrangiano de la Ec.(6.26), y teniendo en cuenta que %—5 =mqy
que %—5 = —k ¢, la Ec.(6.27) toma la siguiente forma:
d(m ¢(t))

dt
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o equivalentemente,
m () +k q(t) =0

que puede verificarse facilmente que es la ecuacién que rige la dindmica del sistema masa resorte de la
Figura 6.32.
El caso analizado es muy simple y lineal, y aparentemente (al menos en este caso) la ecuacién de Euler-
Lagrange parece representar correctamente el sistema. Veamos algunos casos més complejos entonces.
Consideremos ahora el péndulo de la Figura 6.33, en el cual g representa el angulo con la vertical.

g
) 9y
Figura 6.33: Péndulo Simple.

En este caso, la energia cinética la podemos calcular como T = %J i = %m 1?2 ¢%, mientras que la

energfa potencial resulta V.=m g h = —m g [ cos(q). Luego, el Lagrangiano para este sistema resulta:
1
L:T—V:§m @ +mgl cos(q) (6.28)
Teniendo en cuenta ahora que %—g =ml?§yque %—5 = —m gl sin(q), la Ec.(6.27) toma la siguiente
forma: )
d(m 1% g
% =—m gl sin(q) (6.29)

o equivalentemente,

i 4 i) =0

que es la ecuacion del péndulo simple que ya conocemos. Evidentemente la Ecuaciéon de Euler-Lagrange
sigue brindando un modelo correcto en este caso no lineal.

Veamos ahora que pasa si agregamos complejidad (y un grado més de libertad) al sistema, incluyendo
elasticidad al cable como se muestra en Figura 6.34. En este nuevo esquema, la variable ¢o(t) representa
la deformacién del cable y la variable ¢ (t) el d4ngulo de dicho cable con la vertical. El cable sin deformar
tiene longitud .

Figura 6.34: Péndulo con Cable Eléstico.

En este caso podemos descomponer la energia cinética como la suma de la energia debida al movimiento
radial y la debida al movimiento angular:

1 1., 1 1 .
T=omd+5J 6 =gmds+om(+e)d
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Hay por otro lado energia potencial gravitatoria y elastica:

1
V=-mg(+q2) cos(q1) + §k q%

de manera que el Lagrangiano toma la forma:

1, 1 . 1
L=gmds+5m(+e)*q+mg(l+g) cosia) -5k g (6.30)

Dado que hay dos coordenadas (g1 y q2), plantearemos una Ecuacién de Euler-Lagrange como la Ec.(6.27)

para cada una de ellas, esto es:
d (0L oL
— ) = (6.31)
dt \ 9¢; 9q;

Para ¢1 (el dngulo) tenemos

oL oL

—— = l 24 —, = — l si

95, " (I +a2) ¢1; g~ MY (I +g2) sin(q1)
y tras derivar la primera expresién respecto al tiempo, la Ec.(6.31) resulta

2m (I+q) 21 +m (I+2)* i1 =-m g (I +q2) sin(q1)

de donde,
2 o1 + (I +q2) G1 +g sin(q1) =0 (6.32)

Para g2 (deformacién del resorte) resulta

oL

) OL )
ﬁszh; — =m (l+q)d+mg cos(q) —k g
2

0q2

Tras derivar la primera expresion respecto al tiempo, la Ecuacién (6.31) para g2 queda:

m s =m (I+q) 4 +m g cos(q1) — k gz (6.33)

que junto a la Ec.(6.32) completa el modelo del sistema. Puede verse también que estas ecuaciones son
correctas. Por ejemplo, en la Ec.(6.33) que modela el movimiento en sentido radial de la masa, aparece
la fuerza del resorte (k ¢2), la fuerza que ejerce la gravedad en funcién del dngulo m g cos(q1) y la fuerza
centripeta dependiente de la velocidad angular m (I + ¢2) ¢? (la coordenada radial es no inercial, y por
lo tanto aparecen fuerzas virtuales).

6.5.2. El Principio de Accién Estacionaria

En los tres ejemplos que vimos hasta aca la Ecuacién de Euler-Lagrange brindé un modelo correcto
de la dindmica. Vamos a analizar ahora por qué.
Para esto, vamos a definir en primer lugar la siguiente magnitud, que llamaremos la accion:

to
Slastr, ta] 2 / (g ¢, )dt (6.34)

t1

donde L(q, ¢,t) es el Lagrangiano del sistema. Notar que la accién S es un funcional ya que depende de
la funcién ¢(t) en el intervalo [t1, to].

Supongamos que sabemos que el sistema modelado por el Lagrangiano L en tiempo t; estd en la
posicién ¢(t1) mientras que en to estd en la posicién ¢(t2). Nos hacemos entonces la siguiente pregunta:
. Cuél trayectoria de todas las que empiezan en ¢(t1) y terminan en ¢(t2) es la que sigue ¢(t)?.

La respuesta a esta pregunta la da el Principio de Accion Estacionaria, que constituye uno de los
principios fundamentales de la Fisica y que, para una particula sujeta a fuerzas conservativas, establece
lo siguiente:
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Definicién 6.1. Principio de Accion Estacionaria
La trayectoria que sigue una particula produce un valor estacionario de la accion.

Para comprender este principio, tenemos en primer lugar que analizar el concepto de valor estacionario
en un funcional. Para una funcién, un valor estacionario es el que ocurre en un minimo local, en un maximo
local o en un punto de ensilladura, es decir, en un punto en el cual si nos movemos infinitesimalmente, el
valor de la funcién no cambia (la funcién tiene derivada nula).

En el caso de un funcional como la accién de la Ec.(6.34), un valor estacionario ocurre cuando al
variar infinitesimalmente cierta trayectoria ¢(t), la accién S permanece constante.

Supongamos entonces que go(t) es la trayectoria que produce un valor estacionario de la accién Sy
definamos la siguiente trayectoria:

4a(t) 2 qo(t) +a B(2) (6.35)

donde a es un ndmero real y 5(¢) es una funcién diferenciable cualquiera que cumple 5(t1) = B(t2) = 0.
De esta manera, la funcién g¢,(t), para cualquier valor de a, cumple con las condiciones q,(t1) = qo(t1) vy
qa(t2) = qo(t2). Ademds, si a = 0 resulta ¢, (t) = qo(t).

Veamos entonces que condicién debe cumplir L para que efectivamente go(t) sea la trayectoria que
produce un valor estacionario. Para esto, observemos que debera cumplirse que

%S[qa(t),tl,tg] =0 sia=0.

Evaluemos entonces la derivada anterior a partir de la definicién de la accién dada por la Ec.(6.34).

0 o [ tz 9 2 (9L 0q, OL 0dq
3.° — 5. L a 'avtdt: —L as .aytdt: - - dt
505 =g ), Mawdusttt = [ 5otanio = | (5 T+ 5 o)

1

De la Ec.(6.35) resulta % = B(t). Ademas, 4q(t) = Go(t) + a B(t) de donde % = B(t). De esta forma,

o t2 /9L oL . t2 9L 2 9L .
= /t (a_q B0+ 52 5(15)) dr= [ 5) s |G A

Integrando por partes el Ultimo término, se obtiene

t2 t2 q (0L t2 q /9L
- | & () #ow= o (5) s

y reemplazando en la expresion de g_s = 0 se obtiene
a

o[ o= (30 o) (-5 () oo

La tnica manera que esta ecuacién se cumpla para cualquier funcién 3(t) arbitraria es que se cumpla:

oL d (OL\ _ 0
dq dt (311') -
Esta expresion es equivalente a la Ecuacién de Euler-Lagrange que habiamos definido en (6.27).

En otras palabras, la ecuacién de Euler-Lagrange puede verse como el resultado de aplicar el Principio
de Accién Estacionaria (a veces llamado Principio de Minima Accién).

Si bien el andlisis que presentamos aqui fue hecho sobre una particula, el mismo se puede extender a
sistemas de multiples particulas y por lo tanto a cuerpos y sistemas mecénicos en general, dando lugar a
la Ecuacién (6.31) para cada coordenada de movimiento.

Un aspecto importante a tener en cuenta es que las Ecuaciones de Euler-Lagrange que se obtienen
a partir del Lagrangiano de la Ec.(6.25) son validas suponiendo que todas las fuerzas son conservativas
(tipicamente la gravedad y las fuerzas eldsticas en sistemas mecanicos puros).

2 9L .

oL
; 0 B(t)dt = E B(t)
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6.5.3. Coordenadas Generalizadas

En base a lo que ya sabemos respecto al orden de los sistemas mecénicos (dos veces los grados de
libertad), al utilizar Euler-Lagrange es claro que debemos utilizar tantas coordenadas ¢; como grados de
libertad para describir el Lagrangiano. Por este motivo, en el primer ejemplo de la Figura 6.32 hay un
s6lo grado de libertad y adoptamos la coordenada ¢ igual al desplazamiento de la masa (medida desde
la posicién de reposo). De manera similar, en el ejemplo del péndulo simple de la Figura 6.33 usamos
el dngulo como unica coordenada y en el péndulo con elasticidad de la Figura 6.34 utilizamos tanto el
angulo como la elongacién del resorte ya que habia dos grados de libertad.

Sin embargo, en todos los casos podriamos haber utilizado alternativamente otras coordenadas genera-
lizadas y las ecuaciones seguirian ain siendo validas. Por ejemplo, en el péndulo con elasticidad podriamos
tomar directamente q; y g2 como las posiciones horizontal y vertical. De esta manera, la energia cinética

resulta 1 1
T=gmdi+5m d

mientras que la energia potencial es

1
Vi=mg etk (/6 +a -1’

de manera que el Lagrangiano queda

1 5, 1 1
L=T-V=cmd+omi-—mgae-—gkG/d+ad-1)°

Para el movimiento horizontal, las derivadas parciales resultan

oL _ Vi@ +¢ -1 0L

—=—-kq ;S =maqr
oq VE+4¢ oq1

por lo que la Ecuacién de Euler-Lagrange (6.31) resulta

.. / q
1 2

donde puede verse facilmente que el lado derecho es la fuerza del resorte k (1/q3 + g5 — 1) proyectada en
la direcciéon horizontal.
Repitiendo el procedimiento para el movimiento horizontal resulta

oL Vi +¢ -1 0L

S =-mg—kq ;oo =M
Oq2 VG + a6 2P

y la Ecuacion de Euler Lagrange correspondiente es

. q2
mg=-mg—k (/G +¢ 1) ———— (6.37)
1 2 q% +q§

donde aparece ahora la gravedad y la proyeccion vertical de la fuerza del resorte.

En general, puede demostrarse facilmente que al cambiar coordenadas mediante una transformacién
d = R(q), y escribir el Lagrangiano en las nuevas coordenadas, las ecuaciones de Euler-Lagrange que se
obtienen son las mismas que se hubieran obtenido haciendo el cambio de variables directamente sobre las
ecuaciones de Euler-Lagrange originales.

6.5.4. Fuerzas no Conservativas

La presencia de fuerzas no conservativas puede incorporarse a las ecuaciones de Euler-Lagrange me-
diante agregando los términos de las fuerzas generalizadas Q; que actian en la direccién de la coordenada
¢;- De esta manera, en presencia de dichas fuerzas las ecuaciones de Euler-Lagrange resultan:

d (oL\ oL
4 (a_qi) G- (6.38)
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Por ejemplo, si queremos considerar la presencia de una fuerza de friccion en el eje del péndulo simple
Q = b ¢, la Ecuacién (6.29) ahora resulta

d(m 1? ¢)
dt

De manera similar podemos agregar friccién no lineal o fuerzas de entrada.
Veamos por ejemplo el puente gria de la Figura 6.35. En el mismo, llamaremos ¢; a la posicién del
carro de masa m. y g2 al dngulo que forma la cuerda con la vertical.

+m gl sin(q) = —b g (6.39)

Figura 6.35: Puente Gria con Fuerza Externa y Friccion.

La energia cinética la podemos escribir como

L.
T:imcqf—i—imvf

donde v; es la velocidad tangencial de la carga, que puede descomponerse en las velocidades horizontal
y vertical v? = v2 + vi. Para escribir v, y vy en funcién de las coordenadas ¢; y g2 tendremos en cuenta
que:

x=q + L sin(qx) = vy, =& =¢1+ L cos(q) ¢2

y=—L cos(q2) = vy, =9y =L sin(q2) ¢o
por lo que la energia cinética en funcién de las coordenadas generalizadas resulta
1 2

o1 . 1 . .
T=gme @i + 5m (@ + L cos(g2) 42)° + 5m (L sin(ga) ¢2)°

1 . .. 1 )
= 5(me+m) @i +m L cos(qx) 41 g2+ 5m L G

La energia potencial, en tanto, es
V=mgy=—-mgL cos(q)

y el Lagrangiano queda

1 1
L= g(me+m) ¢i +m L cos(g2) q1 G2+ 5m L ¢ +m g L cos(qz)

2 2
Para la coordenada ¢; las derivadas parciales del Lagrangiano son
oL oL
— =0 ——=(m j L j
o0 o0 (me+m) g1 +m L cos(q2) o

En la direccién de la coordenada ¢; actian las fuerzas F(t) (entrada) y la friccién Fy = —b ¢1. Luego, la
ecuacién de Euler-Lagrange (6.38) queda

d /0L oL .. .. . . .
% (3_611) — 3_611 = (mec+m) §1 +m L cos(qz) G2 —m L sin(gz) i = Ft)—bq (6.40)
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Para la coordenada ¢, las derivadas parciales del Lagrangiano son

oL .. . oL ) .
—=—mLd¢ g2+mglL)sin(g); =—— =m L cos(q2) 1 +m L? ¢
g2 042

En la direccién de g2 no actian fuerzas no conservativas, por lo que resulta

d /0L oL . . .. .. .. .
— [ =— ) —=— =m L cos(q2) j1—m L sin(g2) ¢1g2+m L? Go+(m L ¢1 go+m g L) sin(gz) =0 (6.41)
dt \ 9go 0q2

De esta manera, queda un sistema de 4to. orden dado por las Ecs.(6.40)—(6.41).

6.5.5. Ecuaciones de Euler-Lagrange y DAEs

A partir de las Ecuaciones de Euler-Lagrange es muy simple obtener un sistema de DAEs. Para esto
bastaréa con definir las variables de velocidad correspondientes a cada coordenada generalizada v; £ ¢,
vy £ (o, etc. v luego reemplazar con las mismas en las ecuaciones de Euler-Lagrange cada vez que
aparezcan derivadas temporales. Esto es, deberemos reemplazar ¢; por v; y §; por ©; (en rigor de verdad,
alcanza con reemplazar las derivadas segundas). Al sistema de DAEs hay que agregarle también las
definiciones de dichas velocidades.

Por ejemplo, para el caso de las Ecs.(6.40)—(6.41) se obtiene:

(me+m) 01 +m L cos(qz) 92 —m L sin(ge) v2 = F(t) — b vy

m L cos(qz) 01 —m L sin(qz) vive +m L? 99+ (m L vy va +m g L) sin(gz) =0 (6.42)
g1 =1 .

g2 = v

En muchas ocasiones, con este procedimiento se puede despejar directamente las ecuaciones de estado.
En este caso en particular esto no es posible, porque aparecen las derivadas de v1 y v5 en las dos primeras
ecuaciones, lo que implica que hay un lazo algebraico. Por lo tanto, para obtener las Ecuaciones de Estado
aqui deberiamos usar lo que vimos en el Capitulo 3.

6.5.6. Extension a Otros Dominios

Si bien las ecuaciones de Euler-Lagrange surgieron de la mecédnica clasica, las mismas pueden ex-
tenderse a otros dominios que van desde la mecanica relativista hasta los sistemas electromecéanicos y
electromagnético-mecéanicos. En todos los casos basta con definir apropiadamente las coordenadas gene-
ralizadas y la energia cinética y potencial.

Una salvedad es que en todos los demas dominios en lugar de utilizar la energia cinética T' se utiliza la
coenergia cinética T*. La energia cinética puede interpretarse como el drea debajo de la curva p (cantidad
de movimiento) vs. v (velocidad). Es decir, la integral [ p(v)dv. La coenergia cinética, en cambio, es el
drea a la izquierda de dicha curva, o sea la integral [v(p)dp. Cuando hay una dependencia lineal entre
la cantidad de movimiento y la velocidad (como ocurre en la mecénica cldsica al suponer que la masa es
constante con la velocidad) la energia y la coenergia cinética resultan equivalentes. Sin embargo, cuando
la relacién es no lineal (como ocurre en la mecénica relativista o ante la presencia de inductancias no
lineales en sistemas electromecdnicos) debe utilizarse la coenergia T para definir el Lagrangiano.

En este curso, de todas maneras, sélo trabajaremos con sistemas mecanicos bajo hipdtesis no relati-
vistas, por lo que el comentario anterior es sélo a titulo informativo.

6.6. Bibliografia Complementaria

Hay varios libros en la literatura que permiten profundizar sobre los temas abarcados en este capitulo.
En cuanto a Bond Graphs, un libro clasico que aborda la dindmica de sistemas utilizando este formalismo
de modelado es el de Karnopp, Margolis y Rosenberg [KMR12]. Otro libro cldsico sobre modelado con
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Bond Graphs es el de Thoma [Tho75]. Con resultados y extensiones mds avanzadas, es también recomen-
dable el libro de Borutzky [Bor10]. Por tltimo, si bien no estd dedicado exclusivamente a Bond Graphs,
el libro de Cellier [Cel91] es muy didéctico.

Con respecto a Euler-Lagrange, lo desarrollado aqui sigue inicialmente el enfoque del libro de Morin
[Mor08] (en el orden de presentacién del método) pero también se utilizan conceptos (como la incorpora-
cién de fuerzas no conservativas) provenientes de otras fuentes. Hay libros con contenido més avanzado
y formal donde, por ejemplo, se deducen las ecuaciones de Euler-Lagrange a partir de la mecénica clasi-
ca [GPSO01]. Finalmente, el libro de Ortega [OPNSR13] trata con el uso de Euler-Lagrange en sistemas
multidominio para aplicaciones de control y es muy recomendable como lectura de profundizacion.

6.7. Problemas Propuestos

[P6.1] Sistema con Palanca
Considerar nuevamente el sistema con palanca de la Figura 4.29 del Problema P5.3.

1. Obtener un modelo Bond Graph del sistema.
2. A partir del Bond Graph, obtener un sistema de DAFEs.

3. Causalizar el Bond Graph y analizar el orden y la eventual presencia de lazos algebraicos y/o
singularidades estructurales.

4. Construir un modelo en Modelica del sistema y simular utilizando distintos juegos de parametros
para verificar que el modelo sea correcto.

[P6.2] Sistema con Polea
Repetir el Problema P6.1 para el sistema de la Figura 5.31.

[P6.3] Convertidor Buck
Repetir el Problema P6.1 para el sistema del Problema P5.1 (Figura 5.28). Para simular, utilizar un
resistor modulado y un bloque que genere la onda cuadrada con los valores Ry v Rog-

[P6.4] Modelo de un Montacargas
Considerar nuevamente el esquema de la Figura 5.36 del Problema P5.10. Se pide:

1. Construir un Bond Graph de la parte mecanica traslacional suponiendo que la polea actia como
una fuente ideal de fuerza sobre el cable.

2. Modificar el modelo anterior reemplazando la fuente de esfuerzo por el modelo Bond Graph del
motor y la polea.

3. Analizar el orden del sistema fisico y el orden del Bond Graph (para esto deberd causalizar).

[P6.5] Biela-Manivela
Considerar el sistema Biela-Manivela de la Figura 5.32. Se pide:

1. Obtener la expresién del médulo K(¢) de un transformador de Bond Graph que represente el
mecanismo Biela-Manivela donde ¢ es el angulo de la manivela. Dicho médulo deberd calcular la
relacién entre la velocidad angular de la manivela y la velocidad lineal del extremo de la biela. Para
esto, se puede derivar respecto al tiempo la relacion entre el angulo y la posicién del extremo de la
biela dada por el Teorema del Coseno:

s(t)2 + 1% =271 s(t) cos(p(t)) = L? (P6.5a)

donde L es el largo de la biela y 7 es el radio de la manivela.
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2. Dibujar el Bond Graph del modelo completo utilizando un transformador asumiendo que interna-

mente el componente tiene la expresion que calcula el médulo.

Construir en Modelica el modelo de dicho transformador de Bond Graph, que puede heredarse de
la clase TwoPort. Internamente deberd calcular el 4ngulo ¢(t) y en base a este la posicién s(t) y el
médulo K = §(t)/¢(t). Este transformador tendrd como pardmetros L y r.

. Construir una solucién alternativa utilizando un transformador modulado y calculando la senal

K (¢) mediante un sensor de flujo, un integrador y un nuevo bloque que calcule la expresién de
K (¢) en funcién de los pardmetros L y 7.

[P6.6] Bomba Aspirante-Impelente
Considerar nuevamente el sistema de la Figura 5.37 del Problema P5.11. Se pide,

1.

Dibujar un Bond Graph del modelo suponiendo que la velocidad del pistén estd determinada por
una fuente ideal.

. Construir en Modelica el modelo de un Resistor de Bond Graph que se corresponda con la valvula

de una via. Dicho componente tendra como parametros las resistencias Ron v Rof-

Usando el componente nuevo, construir el modelo completo del Bond Graph en Modelica donde la
velocidad del piston siga una trayectoria sinusoidal. Verificar el correcto fucionamiento. Es posible
que en una de las valvulas deba invertir las resistencias Ron ¥ Roft-

[P6.7] Plataforma Hidraulica
Para el sistema de la Figura 4.34 del Problema P4.17 se pide:

1.

Construir un modelo Bond Graph. Tener en cuenta en el mismo que el elemento que representa el
tanque trabaja a la diferencia de presién entre la parte superior y la inferior. Asumir ademaés que
las presiones P (t) y P»(t) estdn impuestas externamente (o sea, son fuentes ideales).

. Obtener el sistema de DAEs a partir del Bond Graph.

Analizar el orden del sistema fisico y el del Bond Graph.

[P6.8] Ecuaciones de Euler-Lagrange de un Sistema con Dos Masas
Considerar el sistema de la Figura 6.36.

W —] 2 Ft)
| M W M2 e

(@] (@) (@) Q

Figura 6.36: Sistema Mecédnico con Dos Masas

. Analizar el orden del sistema y proponer un juego de coordenadas generalizadas.

Escribir el Lagrangiano en funcién de las coordenadas generalizadas.

Ignorando la presencia del amortiguador y de la fuerza de entrada F', obtener las ecuaciones de
Euler Lagrange.
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4.

5.

Modificar las ecuaciones obtenidas en el punto anterior incorporando el amortiguador y la fuerza
de entrada.

Obtener un modelo en forma de Ecuaciones de Estado.

[P6.9] Sistema con Restriccién Cinematica
Considerar ahora el sistema de la Figura 6.17 en la pagina 174 y repetir el Problema P6.8 para el
mismo. De ser posible, utilizar las mismas variables generalizadas.

[P6.10] Doble Péndulo
La Figura 6.37 muestra un péndulo doble. Se pide:

Figura 6.37: Péndulo doble

. Calcular la posicién absoluta (horizontal y vertical) de las masas m y mo en funcién de los dngulos

91 y 92.

. Obtener una expresion para la energia potencial gravitatoria asociada a cada masa en funcién de

los dngulos mencionados.

Calcular la energia cinética asociada a cada masa en funcién de dichos angulos y sus derivadas.
Obtener las Ecuaciones de Euler Lagrange.

Obtener un sistema de Ecuaciones Diferenciales Algebraicas.

Obtener las Ecuaciones de Estado.

[P6.11] Sistema Biela-Manivela
Considerar nuevamente el sistema biela-manivela de la Figura 5.32 en la pagina 5.32. Se pide:

1.

Calcular la posicion y la velocidad de la masa en funcién del dngulo y la velocidad angular de la
manivela.

Obtener la expresion del Lagrangiano usando como coordenada generalizada el angulo de la mani-
vela.

Obtener las Ecuaciones de Euler-Lagrange ignorando la presencia del amortiguador.

Modificar las ecuaciones considerando ahora la presencia del amortiguador.



Capitulo 7

Herramientas de Analisis de
Sistemas Lineales

Como hemos mencionado en el Capitulo 1, los modelos matematicos pueden utilizarse para realizar
andlisis experimental (simulaciones) y teérico. Cuando el modelo matemaético del sistemas es lineal, existen
importantes herramientas de analisis tedrico que se pueden aplicar. En el Capitulo 8 se vera ademads que
las herramientas de andlisis de sistemas lineales pueden ser tutiles también para sistemas no lineales,
dado que el comportamiento de estos ultimos puede aproximarse por el de un sistema lineal bajo ciertas
restricciones.

En este capitulo nos dedicaremos a repasar algunas herramientas de andlisis de sistemas lineales e
invariantes en el tiempo (LTI segtin su sigla en inglés: Linear Time-Invariant), tanto para modelos internos
(ecuaciones de estado, EE) como para modelos externos, es decir, entrada-salida (funciones transferencia,
FT). Iremos en orden de complejidad creciente comenzando por los sistemas de orden 1, luego los de
orden 2, para luego comentar las posibilidades de analisis de sistemas de orden superior.

7.1. Sistemas de Orden 1

7.1.1. Ecuaciones de Estado

Un sistema libre, es decir sin entradas, es un sistema donde la Unica causa que puede generar una
evolucién es una condicion inicial. Las EE de un sistema lineal, invariante en el tiempo, libre y de orden
1 constan de una tunica ecuacién diferencial escalar, de la forma

&1 = A1 21 (7.1)

Numerosos sistemas de interés préctico (mecénicos, eléctricos, hidrdulicos, térmicos) pueden ser modela-
dos en la forma (7.1), como se puede ver en el Ejemplo de la Figura 7.1. La variable de estado para cada
uno de estos sistemas se indica a través de su dependencia temporal en cada diagrama. Si se consideran
relaciones constitutivas lineales, de acuerdo a lo visto en el Capitulo 4, las ecuaciones para cada sistema
resultan:

i L, -t Lot
1= RC’l’ V= v, w= Jw,
. 1 . 1 (7.2)
h=—-———h, 06=——90
RyC” RC™’

donde para el sistema hidréulico y térmico se definen C' := p—Ag y C := me, respectivamente, con A seccién
transversal del tanque, p densidad del liquido, g aceleracion gravitatoria, m masa y ¢ calor especifico.
Notar que cada una de las ecuaciones diferenciales en (7.2) tiene la forma (7.1) y que es sencillo determinar
el valor del pardmetro A\ (jEjercicio!), resultando A; < 0 en cada caso.

198
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Figura 7.1: Ejemplos de sistemas de primer orden de diversos dominios fisicos: eléctrico, mecdnico traslacional
y rotacional, hidraulico y térmico.

El espacio de estados de un sistema de orden 1 no es més que el eje real, R. La EE (7.1), al ser escalar,
se puede resolver facilmente dando el resultado

z1(t) = eMtz1(0), para todo t.

Como se esperaba, la trayectoria z1(-) depende de cudl sea la condicién inicial x4 (0). La forma cualitativa
de la trayectoria, mejor dicho de cualquier trayectoria, depende del valor del coeficiente A;:

A1 < 0: Exponencial convergente, lim;_, o 21 (t) = 0;
A1 = 0: Constante, 21 (t) = x1(0) para todo t;
A1 > 0: Exponencial divergente, lim;_, . x1(t) = oo.

Podemos dar una idea general de la evolucién temporal para cada caso mediante el grafico de la Figura 7.2.
Este grafico muestra cada caso de evolucién desde la condicién inicial z1(0) = 1. Para cada uno de los

2 T T T T
—A; <0
_)\1 =0
15 F —AX, >0 |4
1
0.5 F 4
0 : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 7.2: Evoluciones temporales de sistemas de orden 1 (el eje horizontal representa el tiempo).

tres casos (convergente, constante, divergente) podemos también dar una idea cualitativa de la evolucién
desde cualquier condicién inicial graficando en el espacio de estados en lugar de temporalmente, como
muestra la Figura 7.3 para el caso A\; < 0. Este grafico indica que cualquier condicién inicial positiva dara
origen a una trayectoria de valor decreciente hasta llegar asintéticamente al origen; cualquier condicién
inicial negativa a una creciente hacia el origen y la condicién inicial nula quedara constante en el origen.
Similarmente podemos graficar los casos divergente (Figura 7.4) y constante (Figura 7.5).
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Figura 7.3: Evolucién en el espacio de estado de un sistema de orden 1. Caso convergente.
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Figura 7.4: Evolucién en el espacio de estado de un sistema de orden 1. Caso divergente.
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Figura 7.5: Evolucién en el espacio de estado de un sistema de orden 1. Caso constante.

7.1.2. Funcion Transferencia
Si el sistema de orden 1 posee una entrada, el modelo EE (7.1) cambia por
1 =Mz +bnw (7.3)
y si, ademds, se identifica en el mismo una variable de salida, la EE (7.3) se complementa con
Y1 =cu a1 +dnu. (7.4)

Debido a la linealidad e invariancia temporal de estas ecuaciones, recordando que L£{ f(t)} =
sL{f(t)} — f(0) = sF(s) — f(0), podemos transformar Laplace y obtener:

SXl(S) - 1'1(0) == Al Xl(S) + b11 Ul(S),
Yl(S) = C11 Xl(S) + d11 Ul(S).

Despejando X1(s) en la primera ecuacién, reemplazando en la segunda y operando podemos obtener
facilmente

Yi(s) =~ 2 (0) + [c”b“ +d11} Us(s)

S—)\lxl S—)\l
_c di15 + (c11b11 — Aidin)
fs_)\lscl(O)qL 3—)\1 Ul(S)

donde se observa claramente que la transformada de la salida contiene dos términos, uno que se anula si la
condicién inicial es nula y otro que se anula si la entrada es nula. El primer término corresponde entonces
a la transformada de Laplace de la respuesta libre observada en la salida, mientras que el segundo a la de
la respuesta forzada de la salida. Siempre y cuando la condicién inicial sea nula, la relacién entre
la entrada y la salida puede escribirse en la forma

_ di1s + (c11b11 — Mdin)
S — )\1

— bliﬂm(s) —=: G(s)U1(s), (7.5)
S ap

Y1(5> Ul(S)

donde G(s) recibe el nombre de funcién transferencia (entre la entrada uy y la salida 1), y vemos que
para un sistema de orden 1 tiene la forma general
- bls + bo

G(s) ST

(7.6)

En el caso particular desarrollado, donde esta FT de orden 1 representa la relacion entrada-salida del
modelo (7.3)—(7.4), tenemos

by = di, bo = c11b11 — A1d11, ag = —M\1.
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Respuesta al escalén

Queremos evaluar ahora la evolucién de la salida de un sistema LTI cuya FT es de la forma (7.6)
cuando su entrada es un escalén unitario y las condiciones iniciales son nulas. De aqui en adelante,
llamaremos h(t) a esta evolucidn, es decir, a la “respuesta al escalén unitario” del sistema y H(s) a su
transformada de Laplace. Sabemos que si G(s) es la FT de un sistema, entonces

(7.7)

o
<Crn|>—l

Transf. del escalén

Para hallar la evolucién temporal h(t) podemos utilizar sin duda las herramientas ya conocidas sobre
como antitransformar Laplace. Proponemos aqui un procedimiento cualitativo mas ligado a nuestro co-
nocimiento de sistemas: utilizar los teoremas de valor inicial (T.V.I.) y del valor final (T.V.F.), més el
conocimiento del tipo de evolucién temporal (por ejemplo, exponencial convergente). Planteamos entonces
lo siguiente.

1
)= 1 . = 1 . P
(T.V.IL) h(0T) = 513120 s- H(s) 513120 #-G(s) 7 G(00)
(T.V.F.) h(o0) = h'_}ng s+ H(s) = G(0),
donde hemos definido la notacién
). 1t — 1
h(07) := t1_1>%1+ h(t), h(c0) := tliglo h(t), G(0) = slglgo G(s).

Hay que tener en cuenta que la aplicacion del T.V.F. sélo es valida si el limite temporal existe, de lo
contrario el valor G(0) puede existir aunque no exista h(co).

Para el caso en que G(s) tiene la forma general de primer orden (7.6), sabemos que la relacién entrada-
salida serd BIBO-estable (es decir, que a toda entrada acotada corresponderd una salida acotada) cuando
ag > 0. Esto corresponde a decir que el tinico polo de la FT es negativo, A1 < 0. En este caso, la evolucién
exponencial de la salida no diverge sino que evolucionara desde el valor inicial exponencialmente hacia el
valor final. En este caso tenemos, utilizando (7.6),

(o) = G(0) = 2, h(0*) = Gloo) = by,
0

y la constante de tiempo de la evolucién exponencial es 7 = 1/ag. Podemos ya graficar la evolucién sin
més computo, como se muestra en la Figura 7.6. El valor de 7 para una evolucién de primer orden puede
obtenerse graficamente mediante el denominado método de la tangente. El mismo se realiza trazando la
tangente en algin punto de la evolucién y computando la diferencia temporal entre el punto tangente y
el punto donde corta la recta horizontal trazada en el valor final h(oo). Para la evolucién de la Figura 7.6
se ha utilizado este hecho trazando la tangente en el punto en que la evolucién vale h(0%) como ayuda
para graficar la curva. Notar que el hecho de que las condiciones iniciales sean nulas implica que la
salida es nula para tiempos negativos, pero si by # 0, la salida dejard de ser nula para tiempos positivos
arbitrariamente pequenos; eso es lo que indica h(0%) = b;. Mediante nuestro conocimiento de las técnicas
para antitransformar Laplace (expansién en fracciones simples) podemos verificar que la respuesta al
escalén unitario del sistema cuya FT es (7.6) es la siguiente:

b b
h(t) = 2 rl oy -2 e~ %! paratodo t > 0 si ag # 0.
ap ~~ Qo N
\ , h(0+) eMt_e—t/T
G(0)

Esta expresién es valida para cualesquiera valores reales de by y by, v siempre que ag # 0. Se puede
verificar que si ag < 0, entonces h(co) # G(0) (no se puede aplicar el T.V.F.). En el caso particular
ap = 0, el polo de la FT (7.6) se ubica en el origen, resultando
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Figura 7.6: Ejemplo de respuesta al escalén estable de orden 1. En un intervalo correspondiente a una constante

67

de tiempo T, la respuesta recorre el 63 % de la diferencia entre el valor inicial h(0T) y el valor final h(co). Se
respuesta al escalén unitario sera

h(t) = by + bot,

Esta FT posee un término constante b; sumado a un término de accién integral b?“, de modo que la

para todo t > 0 si ag = 0.
Ejemplo 7.1. Dada la FT siguiente, graficar su respuesta al escalén unitario.

—s+1
G(s) = .
(5) =~
En primer lugar, observamos que al ser el polo \; = —1 negativo, la respuesta serd convergente. Calcu-
lamos valor inicial, valor final y constante de tiempo:
h(0") = G(o0) = —1, h(c0) = G(0) =1,

T = 1/@0 =1
y en base a estos valores podemos graficar inmediatamente la respuesta, como muestra la Figura 7.7.

Figura 7.7: Respuesta al escalén unitario.
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7.2. Sistemas de Orden 2

7.2.1. Ecuaciones de Estado

Un modelo de EE de un sistema LTI libre de orden 2 es el siguiente

T1 = 41121 + a1222

. (7.8)
T2 = G21%1 + Q2272
que en su forma matricial equivale a
x = Ax, (7.9)
con
% = Fl} : A= [“” “12] , x = {zl} . (7.10)
) az1 Q22 T2

A diferencia del caso escalar (orden 1) ya desarrollado, la solucién de las EE (7.8) no se obtiene de forma
tan directa sino que requiere algunos calculos y operaciones adicionales. Sin embargo, podemos comenzar
viendo algunos casos particulares de facil solucién, para luego ver cémo usar éstos en la solucién del caso
general.

Caso desacoplado (matriz A diagonal)

Cuando la matriz A es diagonal, es decir cuando tenemos

T1 = Mz, [)\1 0}
A=
0 XM’

o = Aa2,

podemos reconocer facilmente que el sistema de orden 2 estd formado en realidad por dos subsistemas
de orden 1 que no interactuan entre si. Esto se evidencia en que la ecuacién de #; depende tnicamente
de 21 (y no de x2) y lo andlogo ocurre con 5. En este caso tan particular, que recibe el nombre de caso
desacoplado, podemos obtener la solucién de forma directa:

=t -1 )
x(t) ®(1) x(0)

Aqui arriba a la izquierda hemos escrito la solucién componente por componente mientras que a la derecha
indicamos la forma matricial de escribir la solucién:

x(t) = ®(t)x(0).

La matriz variante en el tiempo ®(t) recibe el nombre de Matriz de Transicion del sistema. En la
Figura 7.8 puede verse un ejemplo eléctrico de un sistema LTI de orden 2. El mismo consiste en dos
mallas desacopladas que comparten una misma masa. Las EE para este sistema resultan

. 1 1

vo = — vo, — 0
R C A= R C

R, 0 _&

1L, = L ZL; L

Similarmente a como procedimos en el caso escalar, podemos graficar la evolucién temporal de la solucién.
Para cada componente tendremos una evolucién cualitativamente distinta dependiendo del signo del
coeficiente \; correspondiente (i = 1 o ¢ = 2). La variedad de comportamientos cualitativos que puede
exhibir el sistema de orden 2 como tal se puede observar con facilidad si graficamos la trayectoria no
temporalmente sino en el espacio de estados, cuyos ejes representan los valores de las variables de estado,
x1 y x2. Un grafico en el espacio de estados que ilustra trayectorias desde distintas condiciones iniciales
y da idea de este comportamiento cualitativo recibe el nombre de Retrato de Fase del sistema.
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Ré C=— RQE—LE

_L_

Figura 7.8: Sistema LTI de orden 2 desacoplado: dos mallas serie, una RC'y otra RL, comparten la misma masa.

Retratos de Fase de un sistema libre de orden 2 desacoplado

La Figura 7.9 muestra los distintos retratos de fase que puede exhibir un sistema de ecuaciones de
estado de orden 2 desacoplado, de ecuaciones

W = Ajwy, [)\1 0}
A=
0 X’

wg = Agwa,

Las formas de estas evoluciones, es decir los tipos de retratos de fase, reciben los nombres siguientes:

= Nodo Estable: \; <0y Ao <0 con A # \o.

= Nodo Inestable: \; >0y A2 >0 con Ay # As.

= Ensilladura: A\ A2 < 0 (uno positivo y el otro negativo).

= Estrella estable: \; = Ay < 0.

= Estrella inestable: A\; = A2 > 0.

= Nodo estable degenerado: uno nulo y el otro negativo.

= Nodo inestable degenerado: uno nulo y el otro positivo.

= Constante: Ay = A2 = 0 (la matriz A es nula).

En esta lista se indican en negrita los méas importantes por ser los més usuales.
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(g) Nodo inestable degenerado con A1 > 0, A2 = 0.
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(f) Nodo estable degenerado con A1 < 0, A2 = 0.

(h) Constante, A1 = A2 = 0.

Figura 7.9: Retratos de Fases de sistemas de orden 2 desacoplados.
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Caso de oscilaciones

Ademas de los comportamientos ya vistos, los que pueden entenderse facilmente interpretando al
sistema de orden 2 como la combinacién de subsistemas de orden 1, existen comportamientos propios de
los sistemas de orden 2 que no poseen una descripcién sencilla como superposicién de sistemas de orden
1. Estos comportamientos corresponden al caso cuando las variables de estado presentan oscilaciones,
cuya amplitud puede ser decreciente (oscilacién amortiguada), constante (oscilacién sostenida) o creciente
(oscilacién divergente). La forma maés sencilla que pueden tener las EE en el caso oscilatorio es la siguiente

W1 = @ W — W Wy

. w # 0, (7.11)
Wo = W W1 + xwsy
que en forma matricial resulta
Ww=Aw, con Ark_ﬂ. (7.12)
w o«

Pasando a coordenadas polares (p,#), donde p representa el médulo del vector w y 6 su dngulo con
respecto a la horizontal, puede demostrarse que las EE (7.11) se transforman en

p=ap,

0=w.
Estas ecuaciones pueden resolverse de manera directa, resultando

p(t) = e**p(0),
8(t) = 6(0) + wt.

La primera ecuacién indica que el médulo del vector de estado evoluciona exponencialmente en alguna
de las formas antes vistas, dependiendo del signo del coeficiente a: o < 0 para exponencial convergente,
a = 0 para evolucion constante, @« > 0 para exponencial divergente. La segunda ecuacién indica que
el vector de estado rota a velocidad angular constante w. La evolucién del vector de estado combina
estas dos situaciones: su modulo evoluciona exponencialmente mientras rota a velocidad constante. Los
Retratos de Fase correspondientes se ilustran en la Figura 7.10.
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Figura 7.10: Retratos de Fases (modales) de sistemas de orden 2 oscilatorios.



CAPITULO 7. HERRAMIENTAS DE ANALISIS DE SISTEMAS LINEALES 208

Caso acoplado general

En general, la matriz A obtenida al modelar un sistema LTI de orden 2 no seréd de ninguna de las formas
sencillas ya vistas. Baste como ejemplo un simple circuito RLC serie con valores arbitrarios de resistencia
R, inductancia L y capacitancia C' (jEjercicio!). La pregunta natural es cémo proceder para interpretar
la evolucidn (es decir, la solucién) del estado que satisface unas EE dadas en la forma general (7.8). La
solucién (luego mostraremos el desarrollo correspondiente) es la siguiente:

Se deben hallar los autovalores \; y A2 de la matriz A:

= Si A1 y A2 son reales y distintos, el comportamiento correspondera a alguno de los casos
desacoplados en correspondencia con los signos de \; y Ag;

= Si A\; y A2 son complejos conjugados, el comportamiento correspondera a alguno de los
casos oscilatorios con @ = Re{A1} y w = £Im{\ };

= Si A7 = A2 y la matriz A es diagonal, se trata de un caso desacoplado (estrella).

= Si A\; = A2 y la matriz A no es diagonal, el comportamiento se verd mas adelante (casos
Jordan).

Recordemos que los autovalores de una matriz A son las soluciones de la ecuacién:
det(A T —A)=0

En la mayoria de los casos entonces, la forma cualitativa de la evolucién en el espacio de estados de un
sistema LTI libre de orden 2 estd determinada por los autovalores A\; y A2 de la matriz A. La diferencia
con respecto al caso desacoplado se observara en que las evoluciones apareceran como ‘torcidas’ o, mejor
dicho, ‘linealmente transformadas’ con respecto a como se ven las evoluciones del caso desacoplado.
La Figura 7.11 ilustra estos retratos de fase en el caso de autovalores reales; la Figura 7.12 lo hace
para el caso de autovalores complejos conjugados no reales. En cada uno de los Retratos de Fase de la
Figura 7.11 existen algunas trayectorias contenidas en rectas que pasan por el origen. Estas rectas reciben
el nombre de direcciones invariantes bajo la dinamica del sistema ya que una condicién inicial
sobre esa recta da origen a una trayectoria integramente contenida en la misma recta. Estas direcciones
se corresponden con las direcciones de los autovectores de la matriz A. Por el contrario, los Retratos de
Fase de la Figura 7.12 no poseen direcciones invariantes. Las direcciones indicadas con lineas de trazo se
corresponden en cambio a los vectores parte real y parte imaginaria de los autovectores de A, ya que en
este caso de autovalores complejos, los autovectores correspondientes son vectores de niimeros complejos.
En la Seccién 7.3 daremos el desarrollo tedrico y justificacién correspondiente.

7.2.2. Funcién Transferencia
Una FT general de orden 2 es de la forma

. 5282 + bi1s+ by

= . 1
G(s) PR ——— (7.13)

Recordemos que una FT modela la relacién entre una entrada y una salida de un sistema LTI y se puede
pensar como el cociente entre las transformadas de Laplace de la salida y la entrada cuando las condiciones
iniciales son nulas. Nos interesa aqui relacionar la FT (7.13) con la respuesta h(t) al escalén unitario. Ya
hemos mencionado que esto se puede hacer mediante las herramientas y los métodos conocidos sobre cémo
antitransformar Laplace, pero lo que buscamos aqui es combinar conocimiento cualitativo sobre la forma
de la evolucidn, junto con algunos calculos cuantitativos para entender mas a fondo las caracteristicas del
sistema.
Comenzamos calculando los polos p; y p2 de la FT, los cuales son las raices de

s2+a15+a0 =0,
de modo que podemos escribir

s>+ ais+ap = (s —p1)(s — p2) = s* — (p1 + p2)s + pipo. (7.14)
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(a) Nodo estable. (b) Nodo inestable.
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X1 €
(¢) Nodo estable degenerado. (d) Nodo inestable degenerado.
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T
(e) Ensilladura.

Figura 7.11: Retratos de Fases de sistemas que se pueden desacoplar, con autovalores reales.

Sabemos que p; y p2 caracterizan cualitativamente la forma de la evolucién temporal, de manera similar
a como los autovalores de la matriz A lo hacen en el caso libre. Por lo tanto, el caso mas interesante a
tratar aqui es el que se puede dar en sistemas de orden 2 pero que no posee una interpretacién sencilla
como superposicién de evoluciones de orden 1. Esto corresponde al caso en que p; y p2 son complejos
conjugados no reales.

Caso oscilatorio amortiguado

El caso de polos complejos conjugados no reales, p1,pe = o+ jw con w # 0, da lugar a una respuesta
temporal oscilatoria, con amplitud de evolucion exponencial relacionada con « y frecuencia de oscilacién
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(b) Foco inestable. (c) Centro.

Figura 7.12: Retratos de Fases de sistemas con autovalores complejos conjugados no reales.

w. Mas precisamente, la respuesta al escalén en este caso es de la forma
h(t) = Hy + Ke® sin(wt + ¢), t>0, (7.15)

con Ho, K y ¢ ciertos coeficientes reales. El caso de oscilaciones amortiguadas es el caso BIBO-estable, y
se da para a < 0. Notar que los polos determinan: (i) la velocidad o tasa exponencial a la que se extinguen
(o crecen) las oscilaciones mediante su parte real « y (ii) la frecuencia de la oscilacién amortiguada
mediante su parte imaginaria w. Como los polos dependen tnicamente del denominador de la FT (7.13)
y estdn determinados por los coeficientes ag y aj [recordar (7.14)], entonces los parametros by, by
y by del numerador no afectan la forma cualitativa de la oscilacién amortiguada en cuanto
a su velocidad de amortiguamiento y frecuencia de oscilacién, ya que esta forma esta determinada
exclusivamente por el denominador de la FT a través de sus polos.

Determinacién de los polos mediante la respuesta al escalén

Supongamos tener una respuesta al escalén unitario de una FT de orden 2 cuya respuesta tiene forma
cualitativa de oscilacién amortiguada. Se desea obtener los polos de la F'T cuya respuesta se observa. Con
este fin, identificamos primero en la respuesta el valor final h(co), que de acuerdo a (7.15) coincide con el
coeficiente Ho, porque a < 0 hace que la exponencial se extinga para t — oo. Luego, observamos que la
respuesta, al ser oscilatoria, cruza varias veces este valor, en distintos instantes. De (7.15) los instantes
t1, to, etc. en que h(t;) satisface h(t;) = Hoo se dan tinicamente cuando sin(wt; + ¢) = 0. Siendo t; y ;41
dos instantes consecutivos en los que esto sucede, debe ser cierto que

sin(wt; + ¢+ m) =sin(wtit1 + @) =0,

de modo que t;y1 = t; + g La distancia temporal entre ¢; y t;41, dada por t;41 — t;, corresponde a un
semiperiodo de la oscilaciéon. Podemos determinar facilmente la frecuencia de oscilaciéon amortiguada w
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0 t, t, ty t,

Figura 7.13: Respuesta al escaléon de una FT BIBO-estable de orden 2 con polos complejos conjugados. Se
indican tiempos t1, t2, t3 y t4 de cruce por el valor final h(co), asi como tiempos 71, T2, 73, 74 de desviaciones
méximas con respecto al valor final. Se observa que t;41 — t; = Ti41 — 7 = T/2, para ¢ = 1,2, 3.

de la siguiente forma:
U T 2w

ot —t T2 T
donde hemos definido T' como el (pseudo) periodo de la oscilacién observada.

Se puede demostrar que no soélo la distancia entre cruces sucesivos del valor final es igual a un se-
miperiodo de oscilacién, sino también la distancia entre desviaciones méaximas sucesivas con respecto
al valor final [simplemente analizando la derivada de h(t)]. En la respuesta, podemos identificar ficil-
mente también las desviaciones maximas con respecto al valor final, las que se dan cuando el término
Ke® sin(wt+¢) en (7.15) llega a un maximo (positivo) o a un minimo (negativo). Sean 7; y 741 = 7i+7/w
instantes arbitrarios, separados un semiperiodo, pero en los cuales no se cruce justo el valor final. Suele
ser conveniente que estos instantes correspondan a desviaciones méximas consecutivas (una por encima
y otra por debajo) del valor final. Utilizando (7.15) tendremos entonces

W(Tis1) — Hoo = Ke®T 1 sin(wrig1 + @) = Ke®™e™“ sin(wr; + 7 + ¢)
= /@[~ K e sin(wr; 4 ¢)] = —e®™“[h(r;) — Haol.

Tomando valor absoluto y dividiendo, obtenemos

|h(7it1) — Heo| /
— T /W .1
h(r) —Hw] € (7.16)

de donde ya conociendo w podemos hallar «. La expresion a la izquierda del igual representa cuanto
se amortigua la oscilaciéon a lo largo de un semiperiodo. La Figura 7.13 ilustra los instantes y valores
caracteristicos mencionados.

Caso oscilatorio, forma usual del denominador

Cuando los polos son complejos conjugados, suele expresarse el denominador de la FT de la siguiente
forma
s2 +a1s +ag = 8% + 28wps + w2, (7.17)

donde ag > 0 necesariamente para tener polos complejos conjugados (jPor qué?). La constante wy,
recibe el nombre de frecuencia de oscilacion natural o no amortiguada, mientras que £ el de coeficiente de
amortiguamiento. Siendo p1 2 = a+tjw los polos (con w > 0 sin pérdida de generalidad), recordando (7.14)
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Im
b1 freeeenee Fw=w,/1-¢€

i\ £

Figura 7.14: Polos complejos conjugados p1,2 = a® jw. Se indican las relaciones con la frecuencia no amortiguada
wn y el coeficiente de amortiguamiento £. La frecuencia w, puede verse como el médulo de cada polo, ya que
[p1]? = |p2)® = o® + w? = w?2. El dngulo ¢ depende tinicamente de £, ya que tan ¢ = |a|/w = £/1/1 — £2.

y operando obtenemos la relacién entre ag, a1, &, w, y la parte real a e imaginaria w de los polos:

a1 = 2éw, = —2a,
ap :wi =ao? +w2,
o también, poniendo parte real e imaginaria en funcién de € y wy,:

o= —Ewp, (7.18a)
w=w2 —a%=wy1-¢2. (7.18Db)

De esto tltimo podemos ver que debe ser €2 < 1 para que los polos sean efectivamente complejos
conjugados (es decir, para que w resulte real, como fue planteado desde el inicio). También de la ecuacién
de «, tenemos los casos: a < 0 para 0 < £ < 1 (caso BIBO-estable), o = 0 para £ = 0 (polos imaginarios
puros), y a > 0 para —1 < £ < 0 (oscilacién divergente). Asimismo, podemos ver que el cociente entre la
parte real e imaginaria de los polos da como resultado

o —<

- = ——, 7.19

by e (7.19)
expresién que depende tnicamente de £. Reemplazando (7.19) en (7.16), se obtiene que el amortiguamiento
en un semiperiodo es

% = /W = TE/V1-E2, (7.20)

Esto justifica el nombre coeficiente de amortiguamiento £. De (7.18) vemos también que w, = w
cuando £ = 0, es decir que w, representa la frecuencia de oscilacién observada tinicamente en el caso de
inexistencia de amortiguamiento. Esto justifica el nombre frecuencia de oscilacién no amortiguada
wy,. Las relaciones entre los polos y los valores caracteristicos w, y £ se ilustran en la Figura 7.14.

Determinacion del numerador de la FT

Sean cuales sean los polos, podemos aplicar los teoremas de valor final y valor inicial a la FT (7.13),
como lo hicimos para orden 1:

BOT) = Gloo) = by, (7.21)
si existe h(0o), entonces h(oo) = G(0) = b—o. (7.22)
aog

Recordemos también que si p; y p2 poseen parte real a negativa, entonces la FT es BIBO-estable y el
limite h(oco) existird. La ecuacién (7.21) indica que el coeficiente by del numerador representa la amplitud
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del salto o discontinuidad que posee la respuesta al escalén h(t) en t = 0: si bg # 0, entonces h(0~) =0
(condiciones iniciales nulas) seré distinto que h(0T) = by. También observamos que el valor final i (c0)
estd relacionado con by. Habiendo determinado ag en el andlisis del denominador, de (7.22) podemos
despejar bg.

Resta relacionar el valor de b;. Una forma es aplicar el T.V.I. a la derivada de la respuesta al escaldn,
de la siguiente forma. Si H(s) representa la transformada de Laplace de h(t), recordando (7.7), (7.21) y
las propiedades de la transformada de la derivada, podemos hallar

L{h(t)} = sH(s) — h(0%) = G(s) — by (7.23)
h(0%) = Tim sC{A(®)} = lim s[G(s) — bo] = 1 S22 Fhis b — by + 15 + o)
S—00 S—00 §—00 sS4 + as —+ an
_ 2 _
~ gim & bQil)s (b0 =bato)s g (7.24)
$—00 s+ ais+ag

Habiendo determinado a; al analizar el denominador y by analizando el salto en 0 como indica (7.21),
podemos medir la derivada por derecha en 0 y obtener b; despejando de la tltima ecuacién.

Ejemplo 7.2. La Figura 7.15 ilustra la respuesta al escalén unitario de un sistema LTI de orden 2. Se
desea hallar la F'T de este sistema.

Figura 7.15: Respuesta al Escaléon Unitario de un sistema LTI de orden 2.

Solucién: Sabemos que una FT genérica de orden 2 es de la forma (7.13). Mds atin, como la evolucién
de la Figura 7.15 es oscilante amortiguada, sabemos que los polos de esta FT deben ser complejos conju-
gados con parte real negativa. De la grafica relevamos muy facilmente lo siguiente: h(07) = 2, h(o0) = 1.
Determinamos en primer lugar el denominador de la FT, es decir, los coeficientes ag = w? y a1 = 2wy,
donde hemos recordado (7.17). Sobre la figura podemos determinar el periodo de la (pseudo)oscilacién
evaluando tiempos sucesivos en que se cruza el valor final, o bien en que la desviacién con respecto al
valor final es un extremo. Obtenemos de esta forma un periodo T' = 3.3 seg, aproximadamente. De esto
podemos calcular inmediatamente la parte imaginaria de los polos, que estd dada por la frecuencia de

esta oscilacién en rad/seg:

2 1.9
w=—~1.9.
T

A continuacién, determinamos el amortiguamiento a lo largo de un semiperiodo. Para esto conviene,
como se dijo anteriormente, determinar instantes en que la desviacién con respecto al valor final es un
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extremo (maxima o minima). Estos instantes corresponden a extremos de h(t), es decir a puntos donde
h(t) = 0. Observando la figura, observamos (medimos bien, en caso de disponer de los datos numéricos)
que la derivada por derecha en tiempo 0 satisface h(()*‘) = 0, lo que implica que ¢ = 73 = 0 serd uno de
los tiempos en los cuales el desvio con respecto al valor final serd un méximo o un minimo (un méximo en
este caso) y que el instante inmediato siguiente donde esto sucede es 72 = T'/2. Usando la férmula (7.20)
con i = 1, calculamos

[7(r2) = Hoo| _ 1063 1] _ o e/ yfice
|h(r1) — Heo| 21|

de donde puede despejarse que £ =~ 0.3. Con estos valores, podemos hallar
w

— =2

V1—£2

Sabemos ahora entonces que el denominador de la FT es s2 +2-0.3-2 5 +22 =52+ 1.2 s + 4.
Pasamos ahora a la determinacién del numerador. Recordando (7.22) y (7.21),

Wp =

Finalmente, para determinar b; recordamos (7.24) y medimos h(O"’), cosa que ya hemos hecho en este
caso, obteniendo

0=h0%)=b —bya; =b; —2-1.2  — by = 2.4.
En definitiva, la FT para la cual la respuesta al escalén unitario es la de la Figura 7.15 sera

2524+245+4
G(s) = o 22572
()= 3710574

Un caso particular: el Pro

Un caso particular pero de mucha utilidad es el caso en que by = b; = 0, lo que implica que la FT de
orden 2 es de la forma

bo
s24+a1s+ag

En este caso, segtn (7.21) y (7.24), resultard h(01) = h(0") = 0. Es decir, la respuesta al escalén de esta
FT no salta en el origen, indicado por h(0~) = 2(0) = 0, ni tampoco su derivada, 2(07) = h(0") = 0.

En el caso de polos complejos conjugados, como esta respuesta posee derivada nula al comienzo,
entonces el instante de inicio ¢t = 0 correspondera efectivamente a un maximo o minimo de la oscilacién y
se puede considerar a este instante como el instante 7; en (7.20), resultando 7;41 el instante del siguiente
extremo de la oscilacién. Resultara entonces que el primer extremo de la oscilacién, posterior al inicio,
se dard a un semiperiodo de distancia del inicio, similarmente a lo que ocurre en la Figura 7.15 del
Ejemplo 7.2, pero con la diferencia de que la respuesta no salta en el origen, es decir h(07) = h(0T) =
h(0) = 0. La Figura 7.16 ilustra la respuesta al escalén de un PT2.

G(s) = (7.25)

7.3. Sistemas de Orden 2 Generales y de Orden Arbitrario

7.3.1. Retratos de Fase

Como hemos comentado en la Seccién 7.2.1, en general las ecuaciones de estado de un sistema libre no
resultardn desacopladas. En tal caso, y como ya se ha mencionado, son los autovalores de la matriz A los
que principalmente determinan el tipo de retrato de fase. A continuacién veremos la justificacién de esto
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Figura 7.16: Respuesta al Escalén Unitario de un PT2. La caracteristica es que h(0) = h(0) = 0.

y el procedimiento general a seguir para entender la forma que poseen los retratos de fase de sistemas de
orden 2 generales, asi como de orden superior.
Dado un sistema LTT libre de orden n mediante sus ecuaciones de estado

x(t) = A x(t), (7.26)
proponemos el cambio de variables
x(t) =V w(t) (7.27)

donde V' es una matriz invertible de dimensién n X n. La ecuacién matricial (7.27) indica que cada
componente x; del vector x es igual a una combinacién lineal de los componentes wy, ..., w, del vector
w, con coeficientes tomados de las entradas de la matriz V. Reemplazando (7.27) en (7.26), resulta

Vw(t)=AV w(t).

Multiplicando a la izquierda por V! (recordar que el producto matricial no es conmutativo y por lo
tanto se debe preservar el orden de las multiplicaciones) se obtiene

w(t)=VP AV w(t) = A w(t), (7.28)
donde se ha definido la nueva matriz
A=V1AV (7.29)

El cambio de variables realizado, de x a w puede interpretarse como un cambio de coordenadas en el
espacio de estados. Cabe entonces la pregunta: ;existirda un cambio de coordenadas tal que el sistema se
vea desacoplado en las nuevas coordenadas? Y si existe, jcémo se obtiene tal cambio de coordenadas?
En las nuevas coordenadas, las EE estdn dadas por (7.28), caracterizadas por la matriz de evolucién A.
Para que estas EE estén desacopladas, la matriz A debe ser diagonal.

Recordemos que si A; es un autovalor de A y V; un autovector asociado a A;, entonces V; # 0 y se
satisface

AVi=X\V, (7.30)
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es decir, la multiplicacién de la matriz A por uno de sus autovectores da como resultado un multiplo escalar
del autovector, donde el factor escalar que multiplica es el autovalor. La ecuacién (7.30) es equivalente a

NVimAVi=MIVi—AVi= (N I-A)V;,

donde hemos tenido la astucia de introducir la matriz identidad para poder extraer por derecha el factor
comun V. Si la matriz A tiene n autovectores linealmente independientes y tomamos V' como una matriz
cuyas columnas son estos n autovectores de A,

V=V V2 - W], (7.31)

entonces resultard V una matriz invertible y sucederé:

AV=AW Vo - V|=[AVi AV - AV, =[MVi AVa -0 AVa]
A1 0 0

=[Vih Vado oo Vol = Vo - Vi) | — VA,
. c. '.. 0
0 0 A

ecuacién que equivale a (7.29) siendo ademds A una matriz diagonal.

En resumen, si la matriz A tiene n autovectores linealmente independientes, realizando el cambio
de coordenadas (7.27) dado por la matriz V' cuyas columnas son los n autovectores, entonces en las
nuevas coordenadas w las EE estardn desacopladas y el comportamiento de cada componente w; estara
caracterizado por el correspondiente autovalor A;. Un caso en el que la existencia de n autovectores
linealmente independientes estd asegurada es cuando la matriz A tiene sus n autovalores distintos, ya que
autovectores correspondientes a distintos autovalores son necesariamente linealmente independientes.

Los autovalores de una matriz pueden ser nimeros reales o complejos. Al ser A una matriz de ntime-
ros reales, si uno de sus autovalores, digamos \;, resulta no ser real entonces necesariamente otro de sus
autovalores, digamos \;41, deberd ser el complejo conjugado del primero: A1 = \;. Notar que autova-
lores complejos conjugados son distintos, y entonces poseen autovectores asociados que son linealmente
independientes. Esto significa que en el desarrollo de arriba algunos de los A; podrian no ser reales, asi
como algunos de los autovectores correspondientes V;. En tal caso, si bien podriamos obtener una forma
desacoplada (matriz A diagonal), el sistema desacoplado resultante no serfa de ninguna de las formas
vistas anteriormente en la Seccién 7.2.1. A continuacién ejemplificaremos cémo proceder en tal caso para
un sistema de orden 2.

Orden 2, autovalores no reales

Tomemos el caso de un modelo de orden n = 2, donde los autovalores de la matriz A (la que sera de
dimensién 2 x 2) son Ay = Az ¢ R. Escribamos Ay = a+ jw y A2 = a — jw, con a y w reales, este tltimo
no nulo. Tomemos autovectores correspondientes, de modo que

Vi=W+Vi
Vo=V —jVi

r V32

Ve = [zj = Re{V1} Vi = {”“] = Im{V;}

La matriz V de (7.31) resulta con entradas complejas (no reales), de modo que aunque el cambio de
coordenadas (7.27) produce una forma desacoplada, esta dltima no resultard real. Si se toma en cambio
la siguiente matriz V' para el cambio de coordenadas (7.27):

V=[Ww W, (7.32)

resultard

A=V"1AV = [O‘ _w] (7.33)
w (0%
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y en las nuevas coordenadas el sistema se vera como alguno de los casos oscilatorios ya vistos.

En resumen, en el caso en que A tiene autovalores complejos conjugados (no reales), el cambio de
variables o transformacién de coordenadas que lleva a la forma maés sencilla analizada estd dado por la
matriz V' cuyas columnas son el vector parte real y vector parte imaginaria de un autovalor de A. En la
Figura 7.12 se pueden observar los retratos de fase correspondientes al caso de orden 2 con autovalores
no reales. Las rectas en linea de trazos son las direcciones de los vectores Vg v V1.

Orden 2, autovalores repetidos, matriz A no diagonal

Queda por analizar el caso en que al calcular los autovalores de A se obtienen autovalores repetidos,
pero la matriz A no viene dada en forma diagonal. En estos casos, no se podrén encontrar n autovectores
linealmente independientes que puedan usarse para cambiar de coordenadas y transformar las EE a una
forma desacoplada. El caso mas sencillo en el que esto sucede es el siguiente

(7.34)

W1 = A\wy + wa . A1l
w=Jw J{O )J

’ng = )\’wg

donde la matriz J tiene el autovalor repetido A y usamos variables w; y ws (en lugar de x1 y z3) para
enfatizar que en general las EE no van a estar en esta forma sencilla. Notar que si bien estas EE no
estan desacopladas, si lo esta la ecuacién para ws, ya que depende tinicamente de ws. Podemos entonces
resolver inmediatamente y obtener

wa(t) = eMwy(0).
Al disponer ahora de la expresion para la evolucién de ws, podemos reemplazarla en la primera ecuacién:
(1) = dwy (t) + eMwo(0).
Esta es una ecuacién lineal que también puede resolverse facilmente, obteniendo como resultado
wi(t) = eMwi (0) + teMws(0).

Combinando las soluciones obtenidas en forma vectorial, podemos escribir
fwi ()] e teM] [wi(0)]
w(t) = |:’LU2(t):| = [0 | wa(0)] = D(t)w(0). (7.35)

El retrato de fase correspondiente recibe el nombre de caso Jordan, debido a que la matriz J en (7.34)
es un bloque de Jordan de orden 2 correspondiente al autovalor A. Dependiendo del signo del autovalor
A tendremos los casos estable (A < 0), degenerado (A = 0) e inestable (A > 0), los que se ilustran en la
Figura 7.17. Notar que el eje wy es una direccién invariante bajo la dindmica del sistema.

Supongamos ahora el sistema

x = Ax

donde la matriz A posee un autovalor doble A, pero la cual no es diagonal ni de la forma (7.34). En
este caso, no existen 2 autovectores linealmente independientes y no podremos hallar tampoco un cambio
de coordenadas x = Vw de modo que el sistema se vea desacoplado en las nuevas variables w. Nos
preguntamos entonces si podemos hallar un cambio de coordenadas que lleve al sistema a la forma (7.34).
La respuesta es que si y que tal cambio de coordenadas esta dado por

V=[Vi V. (7.36)
con V7 autovector de A, de modo que satisface la ecuacién

(A — A)V; =0,
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(c) Jordan degenerado (A = 0).

Figura 7.17: Retratos de Fases de un sistema de la forma (7.34) (casos Jordan).

y donde V1 estd relacionado tanto con A como con V;, siendo solucién de la ecuacién
M - AV, = -1
Realizando el cambio de coordenadas x = V'w resultaréd en las nuevas coordenadas
w=V"1AVw=Jw, (7.37)

con J como en (7.34). El vector V1 recibe el nombre de vector principal asociado a V;. Los retratos
de fases generales para este caso se ilustran en la Figura 7.18. La direccién invariante observada es la
direccién del autovector V;.

Sistemas de orden superior

En el caso de sistemas LTT libres de orden mayor a 2, modelados por medio de las EE
x = A x,

la idea principal para analizar la dindmica es la misma que para los casos de orden 2 generales: hallar
una transformacion de coordenadas de modo que el sistema se vea mas simple en las nuevas coordenadas.
Esta transformacion estard dada por una matriz V' cuyas columnas sean autovectores linealmente inde-
pendientes de A, sus vectores parte real e imaginaria en el caso de autovalores complejos, o los vectores
principales asociados en el caso que no existan suficientes autovectores linealmente independientes. No
ahondaremos aqui en esto, salvo mencionando que la matriz A = V1AV resultante recibe el nombre de
forma candnica real de Jordan de A.
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(a) Jordan estable (A < 0). (b) Jordan inestable (A > 0).

Figura 7.18: Retratos de Fases del tipo Jordan.

7.3.2. Solucion General de las Ecuaciones de Estado

Consideremos un sistema de EE dado en su forma matricial:
x(t) = A x(t) + B u(t)
y supongamos que la condicién inicial estd dada por
x(0) = xg
Para calcular la solucién x(t) del sistema, podemos recurrir a la Transformada de Laplace:
s X(s) —x9 = A X(s) +B U(s)
de donde,
(sI—A)X(s)=x0+BU(s) = X(s)=(s [ —A) " xo+ (s [ — A~ BU(s)
Notar que lo desarrollado en la Seccién 7.1.2 corresponde a este mismo desarrollo para el caso en que
n = 1. Antitransformando resulta
x(t) = ®(t) xo + /Ot ®(7) Bu(t—7) dr (7.38)
donde
o)y 2L {(sT—-A)"} (7.39)

y el término con la integral es el producto de convolucién entre ®(¢) y BU(t). Como puede verse, la
solucién de las EE dada por la Ec.(7.38) tiene dos términos. Uno debido a las condiciones iniciales xg
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y otro debido a las entradas u(t). El primer término se denomina respuesta libre y el segundo respuesta
forzada.

La matriz ®(t) que caracteriza la solucién se denomina Matriz de Transicion del sistema. Teniendo
en cuenta la analogfa de la Ec.(7.39) con la expresién de la transformada de una funcién exponencial, se
define la exponencial matricial:

ALt =L (s T - A7) (7.40)
que en el caso que A sea escalar coincide con la exponencial normal. La matriz de transicion ®(t) = e” *
tiene varias propiedades que coinciden con las de la exponencial escalar:
P0)=er0=1
(I)(tl + tg) = eA (titt2) — €A b €A tz2 — (I)(tl) (I)(tg)
B(—t)=e A= (e )L =d(t)7!
Los elementos de la matriz de transicién ®(t) tienen una forma bastante particular, como veremos a

continuacién. Recordando que la inversa de una matriz puede escribirse como la matriz de cofactores
dividida por el determinante, resulta

Esto muestra que cada elemento de la matriz ®(t) tiene por transformada un cociente de polinomios.

Esto es,
_ Ni;(s)
| J
islt) = £ {det(s I-A4) }

con N; ; el elemento en fila i y columna j de la matriz de cofactores adj” (s I—A). El polinomio det(s I — A)
tiene raices en los valores de s que satisfacen det(s I — A) = 0, es decir cuando s coincide con un autovalor
de la matriz A. Por lo tanto, llamando A1, Ag,--- , A, a los n autovalores de la matriz A, expandiendo
cada cociente de polinomios N; ;(s)/det(s I — A) en fracciones simples y antitransformando, resulta que
(en muchos casos, no en todos!) cada componente de la matriz de transicién podra escribirse como:

D, j(t)=c1 e 4oty et

para ciertas constantes c1, cs, etc. Hay que tener en cuenta que si un autovalor \; = a+ jw no es real, en-
tonces su complejo conjugado A;+1 = \; = a—jw también es autovalor, y los coeficientes correspondientes
satisfacen ¢; = dr + jdy, ¢iy1 = ¢; = dr — jd;. Por lo tanto, dentro de la suma anterior tendremos

ettt ettt =cetit4g et = 2Re{¢; e”\it}
= 2Re{c; e™el¥!} = 2e™[dg cos(wt) + dr sin(wt)]
dando lugar a comportamiento oscilatorio. Si consideramos entonces la respuesta libre de un sistema
lineal y estacionario, haciendo u = 0 en la Ec.(7.38), tendremos
arr e T+ tag, et
.1 ek1 t+ +an,n ekn t

para ciertas constantes «; ; que dependerdn de la condicién inicial xo y de la matriz A, de modo que
autovalores no reales aparecen en pares complejos conjugados y las constantes a; ; serdn tales que cada
componente de x(t) resulte real.

I Estamos asumiendo que no hay autovalores repetidos. Si los hubiera, la suma poseerd términos de la forma t* ei t.
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7.3.3. Puntos de Equilibrio y Estabilidad Interna

Los modelos que involucran al estado, como las EE, se utilizan a menudo para representar sistemas
no lineales. Algunos métodos para analizar EE no lineales se verdn en el Capitulo 8, mientras que en este
capitulo nos concentramos exclusivamente en los sistemas lineales.

Consideremos unas EE lineales e invariantes en el tiempo de orden n € N arbitrario con m € N
entradas

x(t) = A x(t) + B u(t) (7.41)

donde la entrada es constante e igual al valor @ € R™, es decir, u(t) = @ para todo t. Reemplazando en
las EE, obtenemos

x(t) = Ax(t) + B a. (7.42)

Un Punto de Equilibrio del sistema (7.42) es un valor constante X del vector de estado x tal que si
la condicién inicial es x(0) = X, la trayectoria resultante, es decir la solucién de (7.42) que parte de esa
condicién inicial, es x(¢) = X para todo t. En otras palabras, un punto de equilibrio es un punto (en el
espacio de estados) tal que si el sistema comienza en ese estado, se queda en ese estado. Para que un
estado constante sea solucién de (7.42), su derivada debe ser nula. Por lo tanto, los puntos de equilibrio
del sistema son las soluciones de

0=AxX+Bu (7.43)

Si la matriz A es invertible (o sea, no tiene autovalores nulos), existird un tnico punto de equilibrio, el
que se puede calcular multiplicando a la izquierda por la inversa de la matriz A:

0=A%x+Bui = x=-A"'Ba.

En caso que la matriz A no sea invertible, hay dos posibilidades: infinitos puntos de equilibrio o ningin
punto de equilibrio.

Ahora bien, si el estado inicial no coincide con el punto de equilibrio, jcémo podemos determinar si
la solucién se acerca al equilibrio o no? La respuesta a esta pregunta esta relacionada con el concepto de
Estabilidad Interna.

Para un sistema LTI diremos que un punto de equilibrio es estable cuando toda solucién que parte
suficientemente cerca del mismo no se aleja indefinidamente?. Diremos ademés que un punto de equilibrio
es inestable cuando no es estable. Por ultimo, diremos que un punto de equilibrio es asintéticamente
estable cuando ademads de ser estable, toda solucién tiende asintéticamente al mismo.

Modelo Incremental

Asi como hemos visto que se puede cambiar de coordenadas para ver las EE en una forma mas sencilla
que las originales, también se puede realizar una traslaciéon de modo que un punto de equilibrio se vea
como el origen en las nuevas variables trasladadas. Por ejemplo, si tenemos un punto de equilibrio X en
correspondencia con la entrada constante @, podemos definir el estado incremental Ax(t) = x(t) — X, de
modo que

Ax(t) = %x(t) — XO =Ax(t)+Bu=AAx(t)+Ax+B1u
= =0
= A Ax(t).

En las variables incrementales Ax, el sistema se ve como un sistema libre. Por lo tanto, podemos analizar
directamente la estabilidad del origen del sistema sin entrada caracterizado por la matriz A,

x(t) = A x(t),

2En el caso no lineal es necesaria una definicién més precisa, que veremos en el Capitulo 8.
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y concluir sobre cualquier punto de equilibrio que resulte de aplicar entradas constantes.
Como vimos anteriormente, la solucién de la ecuacién libre tiene la forma

ALt An t
oy et Tt ag, e

t

At A
Qpi et "t ap, e

siendo A; los autovalores de la matriz A. De aqui, es evidente que:

El punto de equilibrio de un sistema LTI es asintoticamente estable si y sélo si todos
los autovalores de la matriz A tienen parte real negativa.

En este caso hablamos de un tnico punto de equilibrio ya que la condicién establece que no hay autovalores
nulos y por lo tanto A es invertible. Ademas, es claro que,

Si uno o mas autovalores de la matriz A de un sistema LTI tienen parte real positiva,
sus puntos de equilibrio serdn inestables.

Por otro lado, cuando los autovalores tengan parte real nula, no se aproximaran al equilibrio y tampoco
se alejaran mucho, salvo que se trate de autovalores multiples, ya que en ese caso apareceran términos
no amortiguados multiplicados por ¢, t2, etc. Luego,

Si un sistema LTT tiene todos sus autovalores con parte real menor o igual que cero y
no tiene autovalores con parte real nula repetidos, entonces sus puntos de equilibrio
seran estables.

Esto tltimo brinda una condicién suficiente (pero no necesaria) para asegurar estabilidad interna.
Existen ademads sistemas donde la matriz A tiene autovalores con parte real nula repetidos cuyos puntos
de equilibrio son estables, como el caso de la matriz nula A = 0.

Como vemos, la posicién de los autovalores de la matriz A en un modelo de EE juega un rol andlogo
al de la posicién de los polos de la funcién transferencia en la determinacién de la estabilidad.



Capitulo 8

Herramientas de Analisis de
Sistemas No Lineales

Gran parte de los modelos que vimos y construimos en los distintos capitulos tenian componentes
con leyes no lineales. Sin embargo, las distintas herramientas de analisis que nos permiten establecer
propiedades de estabilidad o de la respuesta temporal que estudiamos hasta acé estdn limitadas a sistemas
lineales ya que se basan esencialmente en mirar los polos de la funcién transferencia G(s) o los autovalores
de la matriz de evolucién A.

En este capitulo presentaremos algunas herramientas bésicas para analizar propiedades en sistemas
no lineales. El capitulo esta basado en parte en los tres primeros capitulos del libro Nonlinear Control de
Hassan Khalil [Khal5] y en una adaptacién del mismo en castellano que constituyen las Notas de Clase
de la materia de doctorado Sistemas No Lineales de nuestra facultad [SB00]. Respecto al Teorema de
Hartman-Grobman, una referencia de profundizacién es el libro Differential Equations and Dynamical
Systems de Lawrence Perko [Per13].

8.1. Trayectorias, Puntos de Equilibrio y Estabilidad

Las trayectorias en el espacio de estados de los sistemas lineales dependian principalmente de la
posicién de los autovalores de la matriz de evolucién A. De acuerdo a los mismos, podiamos determinar
tanto la estabilidad de los puntos de equilibrio como la forma cualitativa del retrato de fases. En los
sistemas no lineales veremos que las trayectorias pueden ser significativamente mas complejas y que
puede haber multiples puntos de equilibrio con caracteristicas de estabilidad muy distintas.

8.1.1. Trayectorias en Sistemas No Lineales
Comenzaremos presentando algunos ejemplos de sistemas no lineales relativamente simples y obser-
vando las trayectorias de los mismos.

Péndulo con Friccion

Consideraremos el modelo del péndulo simple que vimos en capitulos anteriores con el agregado de
friccién lineal y representando el movimiento en variables angulares. Llamando z1(t) = ¢(¢) al dngulo
medido respecto de la vertical y x2(t) = w(t) a la velocidad angular correspondiente, las ecuaciones
resultan las siguientes:

8.1
io(t) = 2 sin(an (1) - % (1)

223
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donde g es la aceleracién de la gravedad, L es la longitud del cable, b es el coeficiente de friccion y
J = m L? es el momento de inercia. Suponiendo que b = m = L = 1 y que m = 9.81, la Figura 8.1
muestra trayectorias a partir de distintas condiciones iniciales.

10 N

X2
o
T

-10

Figura 8.1: Trayectorias en el Espacio de Estados del modelo del péndulo de la Ecuacién (8.1)

En el retrato de fases podemos observar lo siguiente:

= Hay varios puntos de equilibrio que luego veremos que se corresponden a los angulos z; =
0,£m, £2 7, etc. y a la velocidad angular x5 = 0.

= Cerca de ciertos puntos de equilibrio las trayectorias se asemejan a las de un foco estable.
= Cerca de otros puntos de equilibrio las trayectorias se asemejan a las una ensilladura.

= Lejos de los puntos de equilibrio (para velocidades angulares grandes) las trayectorias no se asemejan
a nada conocido.

Para comprender mejor estas trayectorias, la Figura 8.2 muestra la evolucién en el tiempo de ambos
estados a partir de cierta condicién inicial. En dicha evolucién se observa que el angulo comienza cercano
a 7 (o sea, en posicién casi vertical de péndulo invertido) y con una gran velocidad angular negativa.
Luego de pasar por la posicién ¢ = 0, debido a la gran velocidad inicial, el pendulo sigue girando y
completa una vuelta mas tras lo cual se termina deteniendo en torno a la posicién ¢ = —2 .

Mas alla de esta interpretacion fisica de las trayectorias, estd claro que el retrato de fases muestra
cosas que no habiamos visto en los sistemas lineales. La presencia de multiples puntos de equilibrio es
algo novedoso (tenfamos siempre un punto, o cuando la matriz A era singular habia infinitos cubriendo
una recta o ninguno). También es novedoso que los distintos puntos de equilibrio muestren distintas
caracteristicas de estabilidad.

Circuito con Diodo Tinel

La Figura 8.3 muestra un circuito oscilador con un diodo tinel y la caracteristica Volt-Ampere de dicho
componente. En dicha caracteristica se observa una zona donde la resistencia tiene un comportamiento
negativo, que es lo que se aprovecha para generar oscilaciones sostenidas. Las ecuaciones del circuito son
las siguientes:

_xa(®) _ip(t)  x(t)

nt)==c"~-"¢ " Reo

(8.2)
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Figura 8.2: Trayectoria en el Tiempo del modelo del péndulo a partir de una condicién inicial.

donde z1(t) es la tensién del capacitor y z2(t) es la corriente en la inductancia: La corriente del diodo
ip(t) estd dada por la relacién Volt-Ampere del mismo:

ip(t) = 83.72 21 () — 226.31 21 (t)* + 229.62 21 (t)®> — 103.79 21 (t)* + 17.76 21 () (8.3)

lo que introduce un término no lineal al circuito.

uD

Figura 8.3: Circuito Oscilador con Diodo Tinel y Caracteristica Volt-Ampere del Diodo.

La Figura 8.4 muestra dos trayectorias en el espacio de estados, obtenidas utilizando parametros
E=05 R=10,L =1y C = 25 (si tomamos como unidad de tiempo el microsegundo, las unidades
de la inductancia y capacitor serfan micro-Henry micro-Coulomb). Una trayectoria (la que parte del
punto xp) se asemeja a un foco inestable que parte cerca de un equilibrio, pero luego parece converger a
una curva cerrada con una oscilacién sostenida. La otra, parece la de un foco estable, pero en lugar de
converger al equilibrio, lo hace hacia la misma curva cerrada.

Esta curva cerrada hacia la que convergen las distintas trayectorias se denomina ciclo limite y en este
caso puede verse que desde cualquier condicién inicial las trayectorias terminan en el mismo. Esto implica
que, tras un transitorio, las variables realizan una oscilacién sostenida cuya amplitud y frecuencia son
independientes de las condiciones iniciales. La Figura 8.5 muestra la evolucién temporal de la trayectoria
que se inicia dentro del ciclo limite, y se ve como la misma converge a una senal periddica.
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Figura 8.4: Trayectorias en el Espacio de Estados del modelo del Circuito de la Ecuacién (8.2)
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Figura 8.5: Evolucién temporal de las variables del oscilador de la Ecuacién (8.2)
Los ciclos limites son trayectorias que se producen exclusivamente en sistemas no lineales.
Oscilador de Tercer Orden
Consideremos ahora el siguiente sistema de tercer orden:
a1 (t) = 22(t)
Z'Q(t) zl(t) — :cl(t)g + b Z'Q(t) —k zg(t) (84)

d3(t) = wy (v2(t) — 23(t))

donde b, k y wy son parametros. Adoptando b = 0.35, k = 1.6 y wy = 0.5, la trayectoria desde una
condicién inicial z(0) = [0.1, 0, 0,]7 resulta la que se muestra en las Figuras 8.6-8.7.
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Figura 8.7: Evolucién temporal de las variables del sistema de la Ecuacién (8.4).

En estas trayectorias se puede observar un comportamiento oscilatorio no periédico, donde ni siquiera
hay un patrén claro. En realidad, habiamos visto ya un sistema con un comportamiento similar cuando
simulamos el doble péndulo de la Figura 4.30. Una caracteristica de estas evoluciones es que dos trayec-
torias que se inician en puntos arbitrariamente cercanos, tras un tiempo divergen y siguen caminos muy
diferentes. Por este motivo, cuando hay incertidumbre de pardametros o ruido, el comportamiento se torna
muy impredecible.

Este fenémeno se denomina caos y es también exclusivo de los sistemas no lineales. En los sistemas
continuos auténomos sélo puede aparecer cuando el orden es 3 0 méas. En un sistema de segundo orden,
al no poder cortarse entre si las trayectorias, una solucién oscilatoria que a largo plazo no gana ni pierde
amplitud termina conformando una curva cerrada y por lo tanto una evolucién periédica.

Si bien en este curso no estudiaremos herramientas para determinar la presencia de caos en un siste-
ma, es importante poder reconocer el fenémeno y tener presente que dicho comportamiento es bastante
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frecuente en sistemas no lineales.

8.1.2. Determinacion de los Puntos de Equilibrio

Como veremos més adelante, las principales propiedades que podremos analizar en los sistemas no
lineales estaran relacionadas con los puntos de equilibrio de los mismos. Recordemos que un punto de
equilibrio de un sistema es un valor del estado x(t) = Z en el cual se cumple que la derivada respecto al
tiempo es nula y por lo tanto la solucion permanece en dicho valor constante.

Vamos a tratar en este curso con sistemas no lineales invariantes respecto al tiempo, esto es, que
puedan expresarse como

&(t) = f(x(t), u(t)) (8.5)

donde z(t) € R™ y u(t) € R™. Los puntos de equilibrio de este sistema estaran por lo tanto asociados a
la presencia de una entrada constante u(t) = 4 y seran las soluciones Z de la ecuacién

x(t) = f(z,u) = 0. (8.6)
Si tomamos por ejemplo el sistema del péndulo de la Ec.(8.1) (donde no hay entrada), resulta
.i‘l(ﬁ) =Z9=0
b
da(t) = f%sin(jl) — 5 @2=0
y de la primera ecuacién resulta Ty = 0, mientras que de la segunda resulta sin(Z;) = 0 de donde

71 = k 7 para todo k € Z. Esto es, hay infinitos puntos de equilibrio de la forma [k 7, 0]7 como ya
habiamos observado en la Figura 8.1. Desde el punto de vista del sistema fisico, estos puntos de equilibrio
se corresponden a dos posiciones del péndulo. Cuando k es par, el mismo se encuentra en posicién vertical
hacia abajo (posicién estable) mientras que cuando k es impar se encuentra en posicién vertical hacia
arriba (péndulo invertido).

Tomando ahora el modelo del circuito con diodo tunel de la Ec.(8.2), podemos calcular el o los puntos
de equilibrio haciendo:

_T2 W 1
nw=5-7C " ®e
E T

y de la segunda ecuacién resulta £; = E mientras que de la primera ecuacion se obtiene
Ty =1ip+ % = 83.72 77 — 226.31 &1 + 229.62 77 — 103.79 75 + 17.76 71 + %
que para los pardmetros £ = 0.5y R = 10 resulta z = [0.5, 0.15688]7 (hay un tinico punto de equilibrio).

Por tltimo, en el modelo del oscilador de tercer orden de la Ec.(8.4), podemos calcular los puntos de
equilibrio como sigue:

1(t) = T2 = 0
Go(t) =21 — T3 +bTy—k T3 =0
1'3(15) :’wf (ZZ'Q*ZZ‘g) =0

y de la primera ecuacion se obtiene T5 = 0, mientras que de la tercera resulta T3 = T = 0 y reemplazando
en la segunda queda Z; — 73 = 0 lo que tiene tres soluciones: Z; = 0 y #; = 41. Por lo tanto, hay tres
puntos de equilibrio: Z, = [0, 0, 0|7, Z, = [1, 0, 0] y . = [-1, 0, 0]7.
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8.1.3. Modelo en Torno al Equilibrio

En muchas ocasiones es muy tutil considerar que el punto de equilibrio estd en el origen ya que esto
facilita el andlisis de estabilidad y de la respuesta a condiciones iniciales del sistema. Para esto, cuando un
punto de equilibrio no se corresponda con el origen lo que haremos sera desplazar el eje de coordenadas
mediante un simple cambio de variables de manera que en las nuevas variables el origen sea efectivamente
el punto de equilibrio.

Una caracteristica de los sistemas lineales y estacionarios era que para una entrada constante se
desplazaba el punto de equilibrio pero no cambiaba la dindmica en torno al mismo. Por lo tanto, al hacer
un cambio de variables tal que el punto de equilibrio en las nuevas coordenadas sea el origen la matriz A
quedaba idéntica. Como veremos, en los sistemas no lineales esto no sera asi y dependiendo de la entrada
podra en general cambiar la dindmica y por lo tanto la forma de la funciéon f que determina el lado
derecho de la ecuacion.

Veamos entonces como realizar el cambio de variables. Dado el sistema de la Ec.(8.5) y un punto
de equilibrio Z para la entrada constante u(t) = @, definimos las nuevas variables Az(t) = z(t) — &, y
Au(t) = u(t) — u luego:

Ad(t) = &(t) = f(z(t),u(t)) = f(Az(t) + T, Au(t) + @)

Definiendo entonces f(Az(t), Au(t)) £ f(Ax(t) + Z, Au(t) + @), resulta

Ai(t) = f(Az(t), Au(t)) (8.7)

lo que constituye el modelo en torno al equilibrio.
Considerando por ejemplo el modelo del péndulo dado por la Ec.(8.1) y el punto de equilibrio z =
[7, 0], el modelo en torno a este equilibrio resulta

8.8

Aiio(t) = —% sin(Azy (t) + ) — % Axs(t) = %sin(Aml(t)) - g Az (t)

8.2. Linealizacion

Los fenémenos fisicos que ocurren en los sistemas son generalmente de naturaleza no lineal. Sin
embargo, en muchas ocasiones se tiene en cuenta sélo la parte lineal de las relaciones entre las magnitudes
ya que esto facilita el analisis de propiedades temporales y frecuenciales, el diseno de sistemas de control,
etc. Ademas, mientras las trayectorias no se alejen mucho de algin punto de equilibrio, las hipétesis de
linealidad suelen implicar aproximaciones mas que razonables.

Veremos entonces como obtener aproximaciones lineales a partir de modelos no lineales. Mas adelan-
te estudiaremos bajo qué condiciones ciertas propiedades del sistema linealizado podran extenderse al
sistema no lineal.

8.2.1. Linealizacién en Torno al Equilibrio

Tomemos nuevamente el sistema de la Ec.(8.5) y consideremos que el mismo tiene cierto punto de
equilibrio Z para cierta entrada constante 7 y veamos como es la expansién en serie de Taylor de la
funcién f(x(t),u(t)) en torno a T y u:

H0) = [@(O.u(®) = f@0)+ 5| (@) =2+ G () =0+ Olla(t) — )2, (u(t) — 7))

donde O[] representa el resto de la serie que tiene sélo términos de orden superior. Recordando que
f(&,u) =0 al tratarse de un punto de equilibrio, y definiendo como antes

Ax(t) =z(t) —Z; Au(t) =u(t)—a (8.9)
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a las variables en torno a dicho equilibrio, obtenemos el siguiente modelo en torno al equilibrio

Az(t) + of

5| Au(t) +O0[Az(t)*, Au(t)?]

Z,a

Z,u

Despreciando entonces los términos de orden superior resulta el siguiente modelo lineal y estacionario:

Az(t) = A Ax(t) + B Au(t) (8.10)
donde o/ o7
A YJ A 74

A= 9 . B 9 i’ﬂ. (8.11)

Notar que A es la matriz Jacobiana de f evaluada en el punto de equilibrio. El sistema dado por la
Ec.(8.10) es lo que llamamos modelo linealizado.

Supongamos entonces que queremos obtener un modelo linealizado del péndulo en torno a un punto
de equilibrio genérico . Tenemos:

Z'Q(t) ]

f(x(t),u(?)) = [ g . b
~7 sin(x1(t)) — i xa(t)

Por lo tanto, la matriz Jacobiana es:

on| on
ﬂ - axl 7 63@2 7| 0 1b
ox|. |90/ of| |~ |-2 cos(71)) ——
I e L 7
8961 7 8x2 Z

Luego, si particularizamos para un punto de equilibrio # = [k 7, 0]7 con k par resulta:

9 0 1]
Apar = a_i = lg 73 (812)
v L JA
mientras que para k impar resulta
o 0 1]
Aimpar = a_£ =19 73 (813)
g L JA

Claramente tendremos un modelo linealizado diferente segin linealicemos en torno a un punto de
equilibrio de abajo o de arriba (péndulo invertido).

8.2.2. Linealizacion en un Sistema de DAEs

Cuando construimos un modelo orientado a objetos o simplemente usamos las relaciones constitutivas
y estructurales no obtenemos directamente un sistema de ecuaciones de estado como el de la Ec.(8.5),
sino un sistema de ecuaciones diferenciales algebraicas que siempre podra tomar la siguente forma sems-
implicita:

L(t) = f(x(t), a(t), u(t))
0= g(z(t), alt), u(t))
donde a(t) es un vector de variables algebraicas que puede despejarse de la segunda ecuacién (que es

implicita).
En este caso, los puntos de equilibrio para una entrada constante @ son las soluciones a la ecuacién

(8.14)

(8.15)
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v la linealizacién en torno a los mismos toma la forma

Ai(t) = Fy, Az(t) + Fy Aa(t) + F, Ault)

8.16
0=G, Az(t) + G, Aa(t) + G, Ault) (8.16)
donde o7 o7 o7
F, 2=~ N B, 2= 1
’ Ox i,(z,ﬁ7 ¢ da :E,(z,ﬁ7 “ ou z,a,0 (8 7)
y de manera similar
9g 9g 9y
A A A
Ca Ox i,a,a, Ce da i,a,a, G ou Z,a,a (8 8)

De la segunda ecuacién en la Ec.(8.16), asumiendo que la matriz G, no es singular, se puede despejar
Aa(t):
Aa(t) = =G, (G, Ax(t) + Go Au(t))

y reemplazando en la primera se obtiene:
Ax(t) = F, Az(t) — F, G;' (G, Ax(t) + Gy, Au(t)) + F, Au(t)

y finalmente

Ai(t) = (F, — F, G, Gy) Ax(t) + (Fy — F, G,' Gy) Ault)
y comparando esta expresién con la de la Ec.(8.10) se obtiene que las matrices de evolucién y de entrada
son

A=F,-F,G,'G,; B=F,-F,G;'G, (8.19)

Para que este procedimiento funcione necesitamos que la matriz G, no sea singular. Puede mostrarse
que esta matriz es singular cuando el problema tiene indice alto, por lo que la linealizacion en tal caso
requiere primero reducir el indice utilizando Pantelides. Una vez hecho esto, si fuera necesario, a partir
de la DAE podemos calcular directamente el modelo linealizado en ecuaciones de estado explicitas sin
necesidad de obtener las ecuaciones de estado del sistema no lineal.

8.2.3. Linealizacién en OpenModelica

OpenModelica tiene una herramienta para linealizar directamente un modelo en torno a un punto
independientemente de cudl sea su formulacién original, esto es, sin importar si es un modelo orientado
a objetos o si es simplemente un sistema plano de ecuaciones diferenciales algebraicas.

La linealizacién funciona de la siguiente forma: OpenModelica genera el sistema de ecuaciones de
estado utilizando el procedimiento que vimos en el Capitulo 3 y simula el mismo hasta cierto instante
de tiempo (seleccionado por el usuario). Luego, para ese tiempo final, calcula las derivadas parciales
correspondientes en torno al valor del estado en dicho instante de tiempo.

Para ilustrar como se puede utilizar esta herramienta, tomamos por ejemplo el modelo del péndulo
de la Ec.(8.1) y lo escribimos en lenguaje Modelica:

Cédigo 8.1: Modelo del Péndulo de la Ec.(8.1) en Modelica

model Pendulum

Real phi,w;

parameter Real b=1,J=1,g=9.81,L=1;
equation

der (phi)=w;

der (w)=-g/L*sin(phi)-b/J*w;
end Pendulum;

Si bien seria posible en principio hacer la linealizacién invocando directamente al compilador omc
con los parametros adecuados, es mucho més simple realizarlo desde la herramienta 0MShell, que es
una terminal que permite utilizar interactivamente dicho compilador. Desde OMShell se puede en-
tonces abrir el archivo Pendulum.mo que contiene el modelo del Cdédigo 8.1 e invocar el comando
linearize(Pendulum,stopTime=0) que realiza la linealizaciéon en torno a la condicién inicial como se
muestra a continuacién:
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Cédigo 8.2: Terminal de OMShell

OMShell 1.1 Copyright Open Source Modelica Consortium (0SMC) 2002-2023
Distributed under OMSC-PL and GPL, see www.openmodelica.org

Connected to OpenModelica 1.21.0
To get help on using OMShell and OpenModelica, type "help()" and press enter.

>> loadFile("/data/Modelica/Pendulum.mo")
true

>> linearize (Pendulum, stopTime=0)
record SimulationResult

stdout | info | Linear model is created at /tmp/OpenModelica/linearized_model.mo

En el mensaje de salida (se muestra s6lo una parte) el compilador informa que se creé el modelo linealizado
en una carpeta temporal. Dicho modelo, que se muestra a continuacién, coincide con el que habiamos
obtenido para k par en la Ec.(8.12).

Cédigo 8.3: Modelo Linealizado del Péndulo en Modelica

model linearized_model "Pendulum"
parameter Integer n = 2 '"number of states";
parameter Integer m = O "number of inputs";
parameter Integer p = O "number of outputs";
parameter Real x0[n] = {0, 0};
parameter Real uO[m] = zeros(0);
parameter Real A[n, n] =

o, 1;

-9.809999999999993, -1];
parameter Real B[n, m] = zeros(n, m);
parameter Real C[p, n] = zeros(p, n);
parameter Real D[p, m] = zeros(p, m);
Real x[n] (start=x0);
input Real u[m];
output Real yl[pl;

Real ’x_phi’ = x[1];
Real ’x_w’ = x[2];
equation
der(x) = A * x + B * u;
y=Cx*xx+ D x* u;
end linearized_model;

Si quisiéramos en cambio linealizar en torno al punto de equilibrio z# = [, 0]7, deberfamos modificar
la condicién inicial utilizando dichos valores y luego proceder de igual manera.

Como puede verse en el modelo lineal resultante, el mismo no sélo calcula la matriz A, sino también
las matrices B, C'y D (que en este caso son nulas ya que no hay entradas ni salidas). Para especificar que
una variable es entrada debemos definirla con el prefijo input mientras que para especificar es es salida
debemos utilizar el prefijo output.

Consideremos entonces por ejemplo un péndulo invertido, que tiene una entrada 7(t) que aplica un
torque en el eje (que podria servir para controlar el péndulo en dicha posicién que sabemos que es
inestable). El modelo correspondiente en Modelica seria el siguiente
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Cédigo 8.4: Modelo del Péndulo de la Ec.(8.1) con entrada

model InvPendulum

output Real phi(start=3.141509);

Real w;

input Real tau=0;

parameter Real b=1,J=1,g=9.81,L=1;
equation

der (phi)=w;

der (w)=-g/L*sin(phi)-b/J*w+tau/J;
end InvPendulum;

Notar que pusimos la condicién inicial ¢9 = 7w y ademds la entrada 7 = 0, lo que nos permitird
linealizar en torno a dicho punto de equilibrio. Procediendo igual que antes, se obtiene:

Cédigo 8.5: Modelo Linealizado del Péndulo Invertido en Modelica

model linearized_model "InvPendulum"
parameter Integer n
parameter Integer m = 1 "number of inputs";
parameter Integer p = 1 "number of outputs";
parameter Real xO[n] {3.141509, 0};
parameter Real u0[m] {0};
parameter Real A[n, n] =
o, 1;
9.809999943513269, -1.000000000000577] ;
parameter Real B[n, m] =
[o;
1.0000000000005777 ;
parameter Real C[p, n] =[0.9999999977371976, 0];
parameter Real D[p, m] = [0];
Real x[n] (start=x0);
input Real u[m] (start=u0);
output Real y[pl;
Real ’x_phi’ = x[1];
Real ’x_w’ = x[2];
Real ’u_tau’ = ull];
Real ’y_phi’ = y[1];
equation
der(x) = A * x + B * u;
y=Cx*xx + D * u;
end linearized_model;

2 "number of states";

Notar que la matriz A también coincide con la que calculamos en la Ec.(8.13).

Veamos finalmente como usar esta herramienta para linealizar un modelo orientado a objetos mas
complejo. La Figura 8.8 muestra el modelo orientado a objetos de un motor con excitacién independiente
que utiliza puertos de entrada y salida de senal construido con componentes de la DSFLib.

En dicho modelo usamos los parametros R, = 0.05, L, = 0.003, R, = 25.2, J =15,b=1, V, = 184,
la constante del motor K = 0.016 y la caracteristica magnética del circuito de excitacién dada por los
valores [0, 3, 6,9, 10,12, 15] para la corriente y [0, 200, 375,475,500, 525, 545] para el flujo.

Consideraremos que queremos linealizar el modelo en torno al punto de equilibrio que se obtiene con
una entrada constante U, = 460. Para esto, colocamos el modificador start=460 en el puerto de entrada.

El modelo estd dentro de un paquete denominado MotorControl guardado en un archivo
MotorControl.mo. Para poder linealizar el modelo, entonces, debemos entonces abrir la DSFLib y el
paquete MotorControl dentro de OMShell y luego invocar la linealizacién:

Cédigo 8.6: Terminal de OMShell

>> loadFile("/data/Modelica/DSFLib.mo")
true
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1 N.m.s/rad

b
angSpeedsensor

fixed

Figura 8.8: Modelo de un motor con excitacién independiente y puertos de entrada y salida de senial

"Notification: Automatically loaded package Modelica 3.2.3 due to uses annotation from DSFLib.

Notification: Automatically loaded package Complex 3.2.3 due to uses annotation from Modelica.

Notification: Automatically loaded package ModelicaServices 3.2.3 due to uses annotation from
Modelica.

n

>> loadFile("/data/Modelica/MotorControl.mo")

true

>> linearize(MotorControl.Motor,stopTime=20)

Para evitarnos calcular el punto de equilibrio, simplemente pusimos un valor grande al tiempo final para
que la linealizacion se realice en torno al estado en el cudl quede el sistema transcurrido ese tiempo. El
resultado es el siguiente:

Cébdigo 8.7: Modelo Linealizado del Motor

model linearized_model "MotorControl_Motor"

parameter Integer n = 4 '"number of states";

parameter Integer m = 1 "number of inputs";

parameter Integer p = 1 "number of outputs";

parameter Real x0[n] = {10.25359225568756, 68.63986823113224, 1584.517302642607,

418.3859651148796};

parameter Real uO[m] = {460};

parameter Real A[n, n] =
[-16.66668579026573, -2231.391860543775, 0, -366.0794381134812;
0.4462783744718695, -0.06666666730613563, 0, 0.01093716889065744;
0, 1.000000009592135, 0, 0;
0, 0, 0, -0.7559998921758215] ;

parameter Real B[n, m] =
[333.3333332161497;
0;
0;
0l;

parameter Real C[p, n] = [0, 1.000000009592135, 0, 0];

parameter Real D[p, m] [0];

Real x[n] (start=x0);

input Real u[m] (start=u0);

output Real y[p];

Real ’x_inductor.i’ = x[1];
Real ’x_inertia.w’ = x[2];
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Real ’x_sepExcDCM.flange.phi’ = x[3];
Real ’x_sepExcDCM.inductor.phi’ = x[4];
Real ’u_u’ = u[1];
Real ’y_y’ = yl[1l;

equation
der(x) = A * x + B * u;
y=Cx*xx + D * u;

end linearized_model;

8.3. Estabilidad de Lyapunov

En los sistemas lineales, las propiedades de estabilidad de los puntos de equilibrio se determinaban
facilmente a partir de la posicién de los autovalores de la matriz A. Esto evidentemente no se puede
extender a los sistemas no lineales. Mas atn, las definiciones de estabilidad que habiamos usado en los
sistemas lineales no son correctas al aplicarlas a los sistemas no lineales.

Veremos entonces como definir formalmente el concepto de estabilidad de los puntos de equilibrio y
algunas herramientas para determinar las caracteristicas de estabildad de los mismos.

Tanto en las definiciones como en las herramientas consideraremos que el punto de equilibrio es el
origen. Esto no implica una pérdida de generalidad, ya que si el punto de equilibrio fuera otro, podemos
utilizar el modelo en torno a dicho punto desplazando de tal manera el punto de equilibrio al origen.

8.3.1. Definicion de Estabilidad

Para los modelos lineales habiamos hecho una definicién no muy precisa respecto a la estabilidad de
los puntos de equilibrio. Habiamos dicho que un punto de equilibrio era estable si las trayectorias no
se alejaban indefinidamente del mismo y que era inestable en caso contrario. Esto es correcto para los
sistemas lineales pero no lo es en casos no lineales como los que vimos para el péndulo, por ejemplo.

De hecho, si en el caso del péndulo consideramos una condicién inicial cercana al punto de equilibrio
Z = [m, 0] las trayectorias no se alejan indefinidamente, sino que tienden a otro punto de equilibrio estable
cercano como puede verse en la Figura 8.1. Sin embargo, es claro que el punto de equilibrio es inestable.

Veremos entonces como definir formalmente los conceptos de estabilidad. Dado que siempre es posible
hacer un cambio de coordenadas que lleve el origen a un punto de equilibrio arbitrario, daremos todas
las definiciones como si el punto de equilibrio fuera directamente el origen.

Definicién 8.1 (Estabilidad de Lyapunov). El origen del sistema estacionario

i(t) = f(a) (8.20)

es estable en el sentido de Lyapunov si y solo si dado un valor de € > 0 arbitrario existe 6(g) > 0 tal que
la condicion ||x(to)|| < 0 implica ||x(t)] < & para todo t > t.

La Figura 8.9 ilustra el concepto de la Estabilidad de Lyapunov del origen. Dada una bola de radio €
centrada en el origen, siempre existe una bola (dentro de la anterior) de radio 4, tal que para cualquier
condicidn inicial dentro de la bola mas chica, la trayectoria resultante nunca sale de la bola méas grande.

Esta definicién implica que el sistema puede permanecer siempre arbitrariamente cerca del punto de
equilibrio. Se trata adema&s de una definicién local que sélo exige la existencia de bolas suficientemente
chicas en torno al origen desde las cuales las trayectorias no se alejan mucho del mismo, pero no pide
nada con respecto a lo que puede ocurrir cuando las condiciones iniciales estan mas alejadas.

La definicién de estabilidad ademés no pide que las trayectorias se acerquen al equilibrio. Para esto
altimo esta la definicién de estabilidad asintdtica:

Definicién 8.2 (Estabilidad Asintética). El origen del sistema (8.20) es asintdticamente estable si es
estable en el sentido de Lyapunov y si puede elegirse § > 0 tal que la condicion ||z(to)|| < § implica
x(t) = 0 para t — oo.
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Figura 8.9: Estabilidad de Lyapunov

Notar que la condicion de estabilidad asintética también es local y no dice nada sobre lo que ocurre
con condiciones iniciales alejadas. Existe igualmente el concepto de estabilidad asintética global, que
garantiza la convergencia al origen desde cualquier condicién inicial.

Obviamente, el origen nunca podré ser asintéticamente estable de manera global si existen otros
puntos de equilibrio.

8.3.2. Método Directo de Lyapunov

Una vez que definimos los conceptos de estabilidad, nos resta buscar herramientas que permitan
analizar si los puntos de equilibrio de un sistema no lineal serdn o no estables. Comenzaremos entonces
analizando un par de ejemplos simples.

Consideremos el siguiente sistema de primer orden:

i(t) = —g(a(1)) (8.21)

donde g(x) es una funcién definida en el primer y tercer cuadrante que verifica g(0) = 0. Este siste-
ma podria representar un circuito RC con un capacidad C' = 1 y un resistor no lineal arbitrario con
caracteristica volt-ampere i = g(v).

Dado que es un circuito pasivo, deberia ser estable. Si ademas el resistor siempre permite el paso de
corriente cuando hay tensién (o sea que g(v) = 0 sélo ocurre cuando ¢ = 0) entonces todo el tiempo habra
disipacién y en cierto punto deberia desaparecer la energia del circuito.

En este caso, podemos observar lo siguiente: si en el instante ¢ tenemos z(¢) > 0 la Ec.(8.21) dice que
z(t) < 0. Esto implica que la tensién siempre decrecerd y eventualmente tendremos que x(t — oo) — 0.
Algo andlogo ocurre si z(t) < 0, ya que en tal caso resulta #(t) > 0 y la conclusién es la misma.
Evidentemente el origen de este sistema es estable (més atin, es global y asintéticamente estable ya que
estamos suponiendo que g(v) = 0 sélo ocurre para v = 0).

Esto lo pudimos analizar de manera simple porque el sistema es de primer orden y es muy sencillo ver
las formas de las trayectorias. En general, este tipo de andlisis no es viable en sistemas de orden mayor.

Veamos entonces otra forma de hacer el andlisis en base a la observacién de que el resistor debe disipar
energfa. Sabemos que la energia almacenada en el capacitor es V = 0.5 22, y por lo tanto la derivada de
la energia respecto al tiempo es

V() = 55 (1) = ~a(t) gla(t) (5.22)

Como ¢(z) es una funcién del primer y tercer cuadrante, resulta V(z) < 0 para todo z, salvo para z = 0
donde vale V(0) = 0. Esto quiere decir que la energia disminuye para cualquier valor del estado x (salvo
en el origen), y que por lo tanto tendremos que V (z(t)) — 0 si t — oo y dado que V(x) = 0 implica z = 0
resulta que todas las trayectorias tienden al origen, que por lo tanto es global y asintéticamente estable.

Veamos si podemos hacer ahora un andlisis similar con un sistema de segundo orden, como el corres-
pondiente al circuito de la Figura 8.10, cuyo modelo estd dado por el sistema de la Ec.(8.23).
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L

I
1l
Q

Figura 8.10: Circuito RLC con resistores no lineales.

_ —gi(@i(t) + 22(?)

1(t) = 8
) (8.23)
ot =~ = n(a2(0)

Aqui, g1(-) y g2(-) son dos funciones de primer y tercer cuadrante con gi(0) = 0 que representan las
caracteristicas de dos resistores no lineales. Notar que el origen es un punto de equilibrio de este sistema.
La energia total del circuito es

V(r)=05C 27 +0.5 L x5 (8.24)
cuya derivada resulta
V(z)=C x1(t) 21(t) + L x2(t) do(t)
—gl(wl(g) +a2(t) o a(t) —z1(t) —ng(wz(t))

=x1(t) (—g1(21(t)) + 22(t)) + 22(t) (—21(t) — g2(22(1)))
= —x1(t) g1(z1(t)) — w2(t) g2(w2(t))

=C xl(t)

Dado que g1 y g2 son funciones de primer y tercer cuadrante, es claro que V(:I:) < 0 para todo x # [0,0]7
y luego tendremos que V (x(t)) — 0 si t — co y dado que V(z) = 0 implica z = [0, 0] resulta que todas
las trayectorias tienden al origen, que por lo tanto es global y asintéticamente estable.

Esta idea es la base del Método Directo de Lyapunov, en la cual se utiliza una funcién V(z) positiva
(que no serd necesariamente la energia) y se estudia que ocurre con su derivada temporal. El siguiente
teorema conforma la base de este método:

Teorema 8.1 (Lyapunov). Sea el origen * = 0 un punto de equilibrio del sistema %(t) = f(x(t)) v
sea E C R™ una region del espacio de estados que contiene al origen. Sea V : E — R una funcion
continuamente diferenciable tal que:

Vz)=0siz=0yV(z)>0sizeE—-{0}
luego,
= Si la derivada satisface V(z) < 0 para todo x € E — {0} entonces el origen es estable.

= Si la derivada satisface V(x) < 0 para todo x € E — {0} entonces el origen es asintdticamente
estable.

Este teorema garantiza que si una funcién V(z) es definida positiva en una regién E que contiene al
origen y su derivada es definida negativa en dicha regién, entonces el origen (que debe ser un punto de
equilibrio) es asint6ticamente estable. Si la derivada es semidefinida negativa entonces sélo garantiza que
el origen es estable.

Una funcién se dice definida positiva cuando es siempre positiva excepto en el origen (donde es nula)
y se dice que es definida negativa cuando es siempre negativa (excepto en el origen, donde es nula). De
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manera similar, una funcién es semidefinida positiva cuando es siempre positiva o nula, y en el origen es
nula (y existe el concepto andlogo de semidefinida negativa).

Una funcién definida positiva con derivada definida o semidefinida negativa se denomina Funcion de
Lyapunov y, de acuerdo al Teorema 8.1 la sola existencia de dicha funcién permite garantizar la estabilidad
del origen. La funcién de energia del circuito RLC dada por la Ec.(8.24) es por lo tanto una funcién de
Lyapunov y entonces el origen del sistema de la Ec.(8.23) es estable. Més atin, dado que V(z) < 0 es
asintoticamente estable.

Para el caso del péndulo de la Ec.(8.1) podemos también tomar como candidata a funcién de Lyapunov
a la energia total, sumando la potencial gravitatoria y la energia cinética:

V(z)=m g L (1 —cos(zx1)) +0.5 J 23 (8.25)

Notar que para que esta funcién sea definida positiva debemos limitar la regién F, ya que si 21 = 2 7
por ejemplo y xo = 0 resulta V(z) = 0. Podemos considerar por lo tanto que —7 < x; < 7. La derivada
entonces resulta:

V(z) =m g L sin(x1) &1 + J z2 @2

=m g L sin(z1) z2 + J 22 (—%sin(ml) -5 o)

=(mgL-—J %)sin(a@l) Ty —b 23
= —b a2

donde en el dltimo paso usamos que J = m L2.

Observar que la condicién V(:I:) = —b 22 implica que la derivada es semidefinida negativa, ya que
cuando zo = 0 resulta V(:I:) = 0 para cualquier valor del estado 1, incluso fuera del origen. Es claro
entonces que seguin el Teorema 8.1 podemos garantizar que el sistema es estable, pero no podemos
garantizar ain que sea asintéticamente estable.

Sin embargo, dado que hay disipacién en el péndulo, parece bastante evidente que debe haber esta-
bilidad asintética. Veremos a continuacién entonces una extension al Teorema de Lyapunov que permite
garantizar estabilidad asintética en casos como este, donde la derivada de la funciéon de Lyapunov es
semidefinida negativa.

8.3.3. Principio de Invariancia de LaSalle

Siguiendo con el ejemplo del péndulo, lo que ocurre es que V(x) = —b 3 es negativa en todos lados,
excepto cuando zo = 0 (es decir en el eje 7). Esto quiere decir que el sistema pierde energia en todos
lados menos cuando la trayectoria cruza el eje x;.

La pregunta que surge entonces es: jexiste la posibilidad de que el estado permanezca para siempre
en una zona distinta del origen donde V(m) = 0y por lo tanto la energia no decrezca hasta llegar a cero?.
Veamos en este caso si esto es posible:

= Para que V(z) = 0 necesitamos que x5 = 0 (esto ocurre en el eje ;).

= Sise cumple la condicién x5 = 0, luego de acuerdo a la Ec.(8.1) la derivada de xg verifica:

da(t) = f% sin(z1 (1))

y esto puede ser 0 sélo si 1 = k 7.
= Por lo tanto, si |z1| < 7wy x1 # 0, la condicién x5 = 0 implica @5 # 0.

= Esto tltimo implica que la trayectoria no puede permanecer en el eje, sino que pasara por el eje y
lo cruzara.
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Ahora que es claro que el estado no puede permanecer para siempre en una zona donde V(z) = 0 (salvo
que sea el origen), es evidente que la energia seguird decreciendo y eventualmente llegaré a cero y por lo
tanto el origen serd asintoticamente estable.

Este razonamiento se formaliza en el Principio de Invariancia de LaSalle, que establece que cuando
V(z) es semidefinida negativa, las trayectorias que se inician suficentemente cerca del origen convergen
al mdzimo invariante contenido en la zona donde V (z) = 0.

Un conjunto invariante es una zona del espacio de estados en la cual toda trayectoria que se inicia
en la misma, permanece en dicha zona para siempre. De acuerdo a esto, un punto de equilibrio es un
invariante. También, en un sistema lineal la direccién de un autovector es invariante (ya que cuando las
trayectorias se inician en un autovector, permanecen en el mismo para siempre).

En la practica, para demostrar la estabilidad asintdtica del origen utilizando el principio de invariancia
de LaSalle bastara probar que el origen es el dnico conjunto invariante contenido en la zona donde
V(ac) = 0 ya que las trayectorias convergerdn a dicho punto.

En el caso del péndulo, mostramos de hecho que la zona donde V(Jc) = 0 es el eje z1, y que dentro de
dicha zona, el Uinico conjunto invariante es el origen ya que en cualquier otro punto las trayectorias no
pueden permanecer en el eje. Esto, segin LaSalle, implica que el origen es asintéticamente estable.

Si consideramos nuevamente el circuito No Lineal de la Ec.(8.23) pero ahora con g2(-) = 0 (esto
equivale a eliminar el resistor que estd en serie con el inductor en la Fig.8.10), la derivada de la funcién
de energia de la Ec.(8.24) queda

V() = —a1(t) g1(z1(t)) — 22(t) ga(z2(t)) = —21(t) g1(1(2)) (8.26)

que es semidefinida negativa (se anula en el eje :3). Si tomamos la ecuacién de @, para xz; = 0, resulta

. —g1(@1(t) +x2(t) _ 22(t)

z1(t) = = 8.27
lo que indica que para que se preserve la situacién x1(t) = 0 y la trayectoria pueda mantenerse sobre el
eje zo (0 sea, en la zona donde V(x) = 0) debe ocurrir que x2 = 0, lo que sélo ocurre en el origen. Por lo
tanto el origen es el maximo invariante y segin LaSalle las trayectorias convergeran al mismo. Es decir,

el origen serd asintoticamente estable.

8.4. Analisis Mediante Aproximaciones Lineales

En los sistemas lineales el analisis de estabilidad y la determinacién de la forma de las trayectorias es
muy simple. Dado que ya vimos como linealizar un sistema no lineal, cabe preguntarnos si no podemos usar
estas aproximaciones para estudiar las propiedades del sistema no lineal original. Veremos a continuacién
entonces cuando estas aproximaciones son validas para analizar tanto la estabilidad como la forma de las
trayectorias.

8.4.1. Meétodo Indirecto de Lyapunov

La gran dificultad asociada al uso del método directo de Lyapunov es la necesidad de contar con una
candidata de Lyapunov V (z) apropiada. Si bien en ciertos casos podremos usar la energia, en muchos otros
esto no serd posible ya que muy frecuentemente los modelos tienen partes que no provienen directamente
de la fisica o donde la fisica se encuentra simplificada y aproximada mediante magnitudes a las cuales no
se les puede asignar una interpretacién energética.

Sin embargo, cuando un sistema es lineal es muy simple encontrar una funcién de Lyapunov. Por
supuesto, en un caso lineal parece no tener sentido utilizar Lyapunov dado que podemos establecer
directamente la estabilidad de los puntos de equilibrio a partir de los autovalores de la matriz A. Sin
embargo, vimos que en cercanias de un punto de equilibrio podemos linealizar un sistema no lineal y en
tal caso, saber que existe una funciéon de Lyapunov para el sistema linealizado nos ayudard a determinar
las propiedades de estabilidad del punto de equilibrio del sistema no lineal.

De hecho, se puede mostrar que cuando todos los autovalores de la matriz de evolucion A de un
un sistema lineal y estacionario tienen parte real negativa, entonces se puede obtener una funcién de
Lyapunov V (z) cuadratica definida positiva con su derivada V (z) definida negativa y también cuadratica.
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Dado que si nos acercamos suficientemente al punto de equilibrio los términos lineales son més grandes
que los no lineales, el efecto de los términos no lineales no influye en el signo de V(ac) lo que garantiza la
estabilidad asintética.

Veamos esto con un ejemplo. Consideremos el sistema de primer orden:

i(t) = —a(t) + 2(t)? (8.28)
Si linealizamos en torno al origen obtenemos
z(t) = —x(t) (8.29)
Proponemos entonces la candidata de Lyapunov V(z) = 0.5 22 de donde cuya derivada resulta
Vizg)=zi=x(—z)=—2> (8.30)

que es definida negativa y por lo tanto el origen del sistema linealizado resulta asintoticamente estable.
Si intentamos ahora usar la misma candidata de Lyapunov para el sistema no lineal, obtenemos:

Vieg)=zi=z (—z+2°) = -2 (1 -2?) (8.31)

que resulta negativa para |z| < 1. Luego, existe una regién que contiene al origen en la cual V(z) es
definida negativa lo que implica que el origen es asintéticamente estable.

Lo que ocurre en este ejemplo se puede generalizar. Cada vez que V(m) sea definida negativa para el
sistema linealizado, serd definida negativa para el no lineal al restringirnos a una regién suficientemente
cercana al origen lo que implicard a su vez que el origen es un punto de equilibrio asintéticamente estable
del sistema no lineal. Dado que si todos los autovalores de A tienen parte real negativa siempre podremos
encontrar una funcién de Lyapunov con derivada definida negativa para el sistema linealizado, resulta
que si todos los autovalores de la matriz A del sistema linealizado en un punto de equilibrio tienen parte
real negativa, podemos garantizar que el punto de equilibrio serd asintéticamente estable.

Este razonamiento se formaliza con el Método Indirecto de Lyapunov, que ademads brinda condiciones
para la inestabilidad como se establece en el siguiente teorema:

Teorema 8.2 (Método Indirecto de Lyapunov). Sea T un punto de equilibrio del sistema @(t) = f(z(t))
donde f es continuamente diferenciable en un entorno de dicho punto. Sea
L, @)

=5 | (8.32)

=T

Entonces

1. El punto de equilibrio T es asintdticamente estable si todos los autovalores de A tienen parte real
negativa.

2. El punto de equilibrio T es inestable si uno o mds autovalores de A tiene parte real positiva.

Notar que cuando hay autovalores con parte real nula y ningtin autovalor con parte real positiva el
teorema no brinda ninguna conclusioén sobre la estabilidad. Los autovalores con parte real nula implican
que hay dindmica lineal que no se acerca ni se aleja del equilibrio (podrian ser centros, por ejemplo).
En tales casos, es la parte no lineal la que determina si las soluciones se acercan o no al equilibrio y esa
informacién desaparece en la linealizacién.

Consideremos entonces nuevamente el ejemplo del péndulo. Habiamos visto al linealizar que para los
puntos de equilibrio de la forma [k 7,0]7 con k par la matriz A tomaba la expresién de la Ec.(8.12),
cuyos autovalores pueden calcularse de la ecuacién caracteristica:

b, . g
AA+=)+ 2 =
(+J)+L 0

que al ser un polinomio de segundo orden sin cambios de signos tendra todas sus raices con parte real
negativa. Por lo tanto, estos puntos de equilibrio seran asintéticamente estables.
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Si tomamos en cambio los puntos de equilibrio con k impar, la matriz A toma la expresion de la

Ec.(8.13), cuyos autovalores pueden calcularse ahora de la ecuacién:
by g
AA+=)—==0

que tiene un cambio de signo y por lo tanto habra al menos un autovalor con parte real positiva lo que
segun el Teorema 8.2 indicard que dichos puntos de equilibrio seréan inestables.

Como vemos, el método indirecto de Lyapunov se puede aplicar de manera mucho mas simple en
general que el método directo, ya que sélo requiere linealizar y calcular los autovalores.

Como contrapartida, hay casos en los cuales puede no funcionar. Tomemos por ejempplo el sistema
del circuito de la Fig.8.10 dado por la Ec.(8.23) y supongamos que

gi(z1) =ay 1 + by 23 go(w2) = ag w2 + by 73

Si linealizamos este sistema en torno al origen, obtenemos

a ay + 3 bl f% 1 a1 1

_of _ C c —-lc ¢C

A= = ) e (8.33)
L L L L

que para el caso a; = as = 0 tiene autovalores con parte real nula. Por lo tanto el Método Indirecto de
Lyapunov no dice nada sobre la estabilidad del origen. Esto se debe a que no hay disipacion lineal, y al
linealizar desaparece el efecto de los resistores. Sin embargo, el Método Directo si nos garantiza que el
origen es asintéticamente estable.

Si consideramos nuevamente el caso del péndulo pero ahora con b = 0 (sin rozamiento) y linealizamos,
obtenemos también en el origen una matriz A con autovalores imaginarios puros y nuevamente el Método
Indirecto no nos dice nada.

Para dicho caso, usando como candidata de Lyapunov a la funcién V(z) dada por la Ec.(8.25) se
obtiene la derivada V(x) = 0 para todo z. De acuerdo al método directo de Lyapunov el origen es estable
ya que V(Jc) es semidefinida negativa (es nula, lo que es un caso particular de semidefinida negativa).
Obviamente no se puede probar que sea asintGticamente estable (de hecho no lo es, ya que no pierde
energia).

8.4.2. Teorema de Hartman—Grobman

Como ya habiamos mencionado, en el retrato de fases del péndulo de la Fig.8.1 se puede observar que
en las cercanias de los puntos de equilibrio las trayectorias se asemejan a las de un foco estable o a las
de una ensilladura.

La linealizacién del modelo del péndulo en torno a los puntos de equilibrio estables nos daba la matriz
de evolucién A de la Ec.(8.12), que para los pardmetros m =b=L=J =1y g = 9.81 toma la forma

0 1
A= [9.81 1}

cuyos autovalores son A\; o = —0.5 & j 3.092 y efectivamente se corresponden a un foco estable. La
linealizacién en torno a los puntos de equilibrio inesables, en cambio, nos dan la matriz Jacobiana de la
Ec.(8.13), que para los mismos pardmetros resulta

0 1
A[9.81 —1}

y cuyos autovalores son \; = —3.672 y Ay = 2.672, lo que se corresponde a una ensilladura.

Todo esto parece sugerir que las trayectorias del sistema linealizado en torno a un punto de equilibrio
se aproximan a las del sistema no lineal original en las cercanias de dicho punto. De hecho, la Figura 8.11
muestra las trayectorias del sistema no lineal y del linealizado para el caso del péndulo y las mismas son
muy similares.
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x1

Figura 8.11: Trayectorias en el Espacio de Estados del modelo del péndulo y de su linealizacién

En realidad, esto es esperable. Sabemos que cuanto més nos acercamos al equilibrio los términos no
lineales se tornan més pequenos en relacién a los lineales. Por lo tanto, parece 16gico que las trayectorias
del sistema no lineal se parezcan a las que se obtienen despreciando dichos términos. Esta idea se formaliza
mediante el Teorema de Hartman-Grobman.

Teorema 8.3. Hartman-Grobman Sea el origen x = 0 un punto de equilibrio del sistema @(t) = f(z(t))
donde f es continuamente diferenciable en torno a dicho punto y donde
0f (z)

A=\

or |,_,

no tiene autovalores con parte real nula. Entonces, existen dos entornos del origen U y V' entre los cuales
existe un homomorfismo H(-) que verifica

H(x(t)) = e ' H(x(0)
para las soluciones x(t) € U de la ecuacion diferencial.

En la practica, esto se traduce en que las trayectorias del sistema no lineal tienen una forma similar
a la del sistema linealizado con la condiciéon de que la matriz A de este ultimo no tenga autovalores con
parte real nula.

Para entender esta 1ltima condicién recordemos que la presencia de autovalores con parte real nula
podria implicar trayectorias cerradas tipo centros, por ejemplo. En tales casos, la parte no lineal podria
hacer que las trayectorias converjan o diverjan asemejandose a focos estables o inestables y por lo tanto
es esperable que la linealizacién no preserve la forma cualitativa de las trayectorias.

En el ejemplo del péndulo vimos que la linealizacién en torno a los puntos de equilibrio arrojaba
matrices jacobianas con parte real distinta de cero, por lo que en todos los puntos de equilibrio vale el
Teorema de Hartman-Grobman. Esto garantiza que las trayectorias del sistema linealizado (focos estables
y ensilladuras) se asemejan a las del sistema no lineal.

Para el circuito con diodo tinel dado por la Ec.(8.2), en tanto, si se linealiza el modelo en torno al
equilibrio Z = [0.5, 0.15688]7 resulta la matriz Jacobiana

0.0283 0.04
=L

cuyos autovalores son A1 2 = 0.014 £ j 0.2 y efectivamente se corresponden a un foco inestable.
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8.5. Bibliografia Complementaria

Como ya mencionamos, las principales fuentes bibliograficas que se utilizaron para elaborar este
capitulo son el libro de Khalil [Khal5] y las notas de clase en castellano de la materia de doctorado
Control de Sistemas No Lineales [SB00]. Las referencias mencionadas por supuesto ahondan mucho més
en los temas y utilizan una formalizacién matematica mucho mas rigurosa de lo que presentamos aqui.

Para profundizar sobre el Teorema de Hartman-Grobman, en tanto, se puede consultar el libro de
Perko [Perl3] que, al igual que las otras referencias, tiene un tratamiento riguroso de la teoria de sistemas
no lineales (sin incluir control).

8.6. Problemas Propuestos

[P8.1] Oscilador de Van der Pol
El oscilador de Van der Pol es un sistema que responde a las siguientes ecuaciones:

. ) ) (P8.1a)
ia(t) = —w” @1 (t) + € (1 — 27(t)) 2(t)

donde w > 0 y € > 0 son parametros. Se pide:
1. Demostrar que el origen es el tnico punto de equilibrio del sistema.
2. Linealizar el sistema en torno al origen y analizar la estabilidad de dicho punto.
3. Determinar, si fuera posible, la forma de las trayectorias en las cercanias del origen.

4. Simular el sistema desde una condicién inicial cercana al origen para los pardmetros w = e =1y
observar la forma del retrato de fases.

[P8.2] Sistema Masa-Resorte
La Figura 8.12 muestra un sistema masa-resorte con friccién no lineal cuadratica, que puede modelarse
mediante el siguiente sistema de ecuaciones de estado:

1(t) = x2(t)

P8.2a
2a(0) =~ 10 = L a(0) ) + 2 (P8.20)

Figura 8.12: Sistema Masa-Resorte
Se pide:
1. Calcular el punto de equilibrio para una entrada constante F(t) = F.
2. Obtener el modelo linealizado en torno a dicho punto de equilibrio.

3. Determinar, en base al método indirecto de Lyapunov, si es posible sacar conclusiones sobre la
estabilidad del sistema no lineal.
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4. Demostrar que el punto de equilibrio es estable usando el método directo de Lyapunov. Para esto,
obtener el modelo en torno al equilibrio y usar la energia como candidata a funcién de Lyapunov.
Alternativamente se puede usar la funcién V(Az1, Aze) = 0.5 ¢ 22 + 0.5 23 para una constante
genérica ¢ que podra luego ajustarse para que la derivada resulte semidefinida negativa.

5. Demostrar la estabilidad asintdtica usando el Principio de Invariancia de LaSalle.

[P8.3] Modelo de Lotka-Volterra
El siguiente sistema es un modelo clasico que representa la dindmica de la poblacién de dos especies,
presa y depredador:

.Z"l (t) =a xl(t) —-b xl(t) .Tg(t)

() = ¢ w1 (t) 22(t) — d wa(t) (P8.3a)

donde z1(t) es el nimero de presas, z2(t) es el nimero de depredadores y los pardmtros a, b, ¢ y d son
todos positivos. Se pide entonces

1. Calcular todos los puntos de equilibrio del sistema.
2. Obtener el modelo linealizado en torno a cada punto de equilibrio.

3. A partir de los modelos linealizados, determinar cuando sea posible la estabilidad de los puntos de
equilibrio.

4. Determinar, cuando sea posible, la forma cualitativa de las trayectorias en torno a los puntos de
equilibrio.

5. Simular el sistema a partir de distintas condiciones iniciales suponiendo que todos los pardametros
valen 1.

[P8.4] Anélisis de Estabilidad Global En el siguiente sistema se puede demostrar que el inico punto
de equilibrio es el origen.

(t) = (1 — 2% —23) 21 + 22

Bo(t) = —x1 + (1 — 22 — 23) 2y

(P8.4a)
Se pide:

1. Analizar mediante linealizacién la estabilidad y la forma de las trayectorias en torno al origen.
Indicar si las conclusiones son validas para puntos alejados del origen.

2. Utilizando como candidata de Lyapunov la funcién V(x) = 0.5 («7 + 23), analizar el signo de su
derivada V(x) en funcién del médulo del estado r? = z3 + z3.

3. Simular desde distintas condiciones iniciales y comparar las trayectorias obtenidas con el analisis
del signo de V().

[P8.5] Estabilidad y Trayectorias de un Sistema No Lineal Dado el siguiente sistema:

#1(8) =6 1 — 21 19 — 2
.1() o (P8.5a)
.Z'g(ﬁ):—4 To + T1 T2

se pide

1. Calcular todos los puntos de equilibrio.
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2. Analizar la estabilidad de cada punto de equilibrio.

3. Determinar, cada vez que sea posible, la forma de las trayectorias en torno a los puntos de equilibrio.

[P8.6] Modelo de FitzHugh-Nagumo
El modelo de FitzHugh-Nagumo representa de manera simplificada la dindmica de excitacién de una
neurona y estd caracterizado por las siguientes Ecuaciones de Estado:

. 1 x3
561:6 <£E1§11'2+I(t)>

(P8.6a)
. 1
dp =~ (1 +a—bx)

donde z1(t) es el potencial de la membrana de la neurona y la entrada I(¢) representa la corriente de
excitacion externa. En este problema consideraremos los parametrosa=1,b=1,C =1y 7 = 10.

1. Suponiendo una entrada constante I(t) = 1, calcular el punto de equilibrio. Ayuda: Observe que
al ser b = 1 puede despejar de la segunda ecuacion el valor de equilibrio de 1 — z2 y luego utilizar
dicho valor en la primera ecuacién.

2. Obtener un modelo linealizado en torno al punto de equilibrio calculado.

3. Calcular los autovalores de la matriz de evolucién A del modelo linealizado y analizar la estabilidad
del sistema lineal. Dibujar ademds el retrato de fase del sistema linealizado (s6lo en el plano modal).

4. Determinar la estabilidad del sistema no lineal en torno al punto de equilibrio. Justificar la respuesta.

5. Analizar si es posible dibujar el retrato de fases aproximado del sistema linealizado en las cercanias
del punto de equilibrio.

6. Repetir todo el problema para la entrada constante I(t) = %

7. Simular el sistema y verificar los resultados.

[P8.7] Sistema con elasticidad y friccién generalizadas El sistema

Zi'1:1'2

2 = —g1(1) — gala) + ult) (P8.72)

representa un sistema masa-resorte-amortiguador con caracteristicas generalizadas de elasticidad y fric-
ci6én, dadas por las funciones arbitrarias ¢g1(-) v g2(-) que estdn definidas en el primer y tercer cuadrante
y que verifican g;(x;) =0 < z; =0.

Se pide:

1. Para la entrada u(t) = 0, mostrar que el origen es el tinico punto de equilibrio.

2. Linealizar el sistema en torno al origen. Escribir los parametros en funcién de las derivadas parciales
0g;/0x; evaluadas en z; = 0.

3. Determinar que condiciones deben tener las derivadas parciales dg; /0x; para que se pueda garantizar
estabilidad en base al método indirecto de Lyapunov.

4. Demostrar que el origen es estable independientemente de la condicién anterior. Puede utilizarse
como candidata de Lyapunov la funcién V(z) = G1(z1) + 0.5 23, donde

Gi(zy) = /OZ1 g1(z)dz
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5. Demostrar ademas que el origen es asintéticamente estable.

6. Suponer ahora se cambia la entrada por una con valor constante u(t) = @.

a) ;Se puede garantizar que haya un unico punto de equilibrio?

246

b) (Es posible garantizar la estabilidad del o de los puntos de equilibrio con la informacién
brindada sobre las funciones g;(-)?.

¢) Proponga un par de condiciones adicionales sobre dichas funciones para garantizar la estabi-
lidad asintética del o de los puntos de equilibrio.

[P8.8] Motor con Excitacién Independiente
Consideraremos un motor de corriente continua con excitacién independiente como el de la Figura 8.13,
en el cual los pardmetros son los dados por la Tabla 8.1 mientras que la caracteristica magnética de la

excitacion es la de la Figura 8.14

Wb)

Flujo ('

Figura 8.13: Motor de Corriente Continua con Exci-
taciéon Independiente.

400 -

200 -

6
Corriente (A)

9

Figura 8.14: Caracteristica Magnética de Excitacién.

Param. Descripcién Valor | Unidad
J Momento de Inercia 15 Kg m?
bar Coef. Roce Eje 1.1 Nms
R, Resis. de Armadura 0.05 Q)
L, Induc. de Armadura 0.003 H
R, Resis. de Excitacion 25.2 Q
Ky Constante Motor 0.016 | V s/ rad
U.n Tension Armadura Nom. 460 \%
U.n Tension Excit. Nom. 184 A\

Tabla 8.1: Pardmetros del Motor de Corriente Continua

El modelo del motor se puede escribir mediante las siguientes ecuaciones de estado:
i‘l = (Ua(t) — Ra Xr, — KM i) ZEg)/La
ig = Ue(t) — Re g_l(xg)
i3 = (Ky @2 1 — bas 23)/J

(P8.8a)

donde la funcién g~!(-) representa la inversa de la caracteristica de campo de la Figura 8.14.
Se pide:
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1. Interpretar fisicamente que representan las variables de estado z1, x2 y x3.
2. Calcular el punto de equilibrio para entradas U, (t) = Uan v Ue(t) = Uen.

3. Obtener un modelo linealizado en torno al punto de equilibrio encontrado en el punto anterior. Para
estimar numéricamente el valor de dg~!(z2)/0x2|z, puede aprovecharse la curva de la Figura 8.14.

4. De ser posible, estudiar la estabilidad del punto de equilibrio y la forma de las trayectorias en torno
al mismo.

5. Suponiendo ahora entradas nulas, analizar la estabilidad del origen mediante el método directo de
Lyapunov. Puede usarse como candidata de Lyapunov la energia total. En el caso del inductor no
lineal la energia puede escribirse como

B(zs) = / g1 (@ (1)) (1)t = / 64 (@) dzs = T(2)

es decir, la energia es la primitiva de z2(t).
6. ;Para que rango de condiciones iniciales vale lo analizado en el item 57 ;y lo analizado en el item 47.

7. Este modelo no tiene en cuenta el angulo del eje del motor. ;Qué cambiaria si se lo considera?.
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