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Practico 5 — Integrales impropias
1. a) Seana >0y f:[a,+00) — R una funcién continua tal que f(¢f) > 0. Definimos F(z) = / ft)dt.

+oo
Demostrar que F'(x) es creciente y que / f(t)dt converge <= F(x) esta acotada superiormente.
a

b) Sea g : [a,+00) — R una funcién continua que verifica 0 < f(t) < g(¢) para todo ¢t > a.
—+oo —+oo
i) Probar que si / g(t)dt converge entonces / f(t)dt también converge.

a a

+oo +oo
ii) Si / f(t)dt diverge entonces / g(t)dt diverge .
a a

2. Clasificar y hallar la integral en caso de convergencia
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3. Sea k > 0. Hallar el valor de k para que la integral / (

1

) dx sea convergente y calcularla.

4. a) Probar que para  — 400 se cumple que

sin(z) sin®(z)  sin(z)

~

v @ Ve

0 sin(z)

VT

¢) ;Por qué no aplica el criterio del equivalente en este caso?

sin(z) n sin?(z)

b) Probar que NG .

+oo
dx converge mientras que / < > dx diverge.
1

5. Sean f y g dos funciones derivables en [a,+00) y tales que sus derivadas f’ y ¢’ son funciones integrables en
el mismo [a, +00) . Ademas se cumple que 11'1J1r1 f(z)g(x) =L e R.
Tr—r+00

—+o0 —+oo
a) Probar que / f'(x)g(x)dx converge si y solo si / f(x)g'(z)dx converge.

b) Clasificar:

+oo +oo
t t
1) / Letn dty / Li? dt,
0 1

+oo +oo
2) / sen(t?)dt 'y / | sin(z?) | da.
0 1

1
1Sugerencia: escribir sen(t?) = 2tsen(t2)2—t y usar la formula de partes.
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6. Clasificar:

+oo 1 1 “+oo +oo
e e * log(x) sin(z)
a) / dr  b) O/ a0 O/ Crdr 1/ s ) 0/ sin?(t) dt
“+o00 “+o00 1 1 “+o0 ( ) “+o0 _\/5
X X . COS(T . e

™

o0 w2o L 1 6% 5 dr

7. Determinar para qué valores de « las siguientes integrales impropias son convergentes.

+o0 a +o0
a) / Y dz b) / % dz
0 T + 1 0 (ez — 1)0&

8. Usando el criterio integral clasificar las siguientes series

> - . > log(n)
; Py ﬁog DY

n=2 n n=1
> dx =1
9. Estudiar la convergencia de / y E .
o xlnx nlnn

+o0 2 2
10. Probar que / log (1 + a2) dx converge y calcularla. Sugerencia: hacer partes con 1 - log (1 + a2>
0 T T

Ejercicios propuestos en evaluaciones anteriores

1. (Primer parcial primer semestre 2023)

1. Sea f:[1,+00) — R continua y positiva. Ademas existe b > 1 tal que f restricta al intervalo [b, +00) es
decreciente. Para cada n natural tal que n > 1 se define a,, = f(n).

+oo
Prueba que la serie > a,, converge si y solo si la integral / f(z)dx converge.
1

2. Sea f:[2,400) — R tal que f(x) = a > 0. Prueba que f es decreciente.

1
xIn®(z)’
3. Calsifica, discutiendo segiin « > 0, la serie

1
Z nln®(n)’

2. (Primer parcial segundo semestre 2022) Considere la siguiente integral impropia:

/+oo 14e®
= dx
o log(z) (1 +xlog(z))

Entonces:
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) La integral es divergente para todo o € R.

) La integral es convergente si y solo si @ < 1.
) La integral es convergente para todo « € R.
)
)

(A
(B
(C
(D) La integral es convergente si y solo si « > 0.
La integral es convergente si y solo si o > 1.

3. (Examen julio 2021)

a. Sea
1

 tlog*(t—3)°
Determine la convergencia o divergencia de las integrales

/ oy [ rwar

021

ft)

+oo
Luego, clasifique la integral impropia / f@)dt.
4

b. Se considera la serie
“+o0
sen(n)

oo nlog2 (n— 3).

Demuestre que esa serie converge absolutamente.

4. (Primer parcial segundo semestre 2020 — turno vespertino) Sean « y § dos reales positivos. Considere
la integral impropia

/OC dx
1 n(n(z))*(e” +1)8

Entonces la integral es convergente si y solo si:

a+ 8 <1.

5. (Bxamen diciembre 2018) Se consideran las siguientes integrales impropias

oo sen(x) oo dx
Of et A+ D+ o)

Indicar la opcién correcta:

(A) La integral (I) converge, pero la integral (II) diverge.
(B) La integral (II) converge, pero la integral (I) diverge.
(C) Ambas integrales convergen.

(D) Ambas integrales divergen.
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Ejercicios Complementarios

1. La trompeta de Torricelli. Sea f : [a,+00) — R una funcioén derivable que toma solamente valores positivos.
Se pueden extender a este caso las formulas vistas para el area y el volumen del cuerpo de revoluciéon generado
por la grafica de la funcion alrededor del eje de las abscisas (observemos que en este caso es un cuerpo no
acotado). Las formulas son:

+oo

+oo
A(f) = 2 / FOVIT (FORdt, V()= / (f(1))%t.

Cuando A(f) converge decimos que el cuerpo tiene &rea finita, y cuando diverge decimos que tiene &rea
infinita. De la misma forma, cuando V(f) converge decimos que el cuerpo tiene volumen finito, y cuando
diverge decimos que tiene volumen infinito.

Considere la funcién f : [1,+00) — R dada por f(t) = 1. La trompeta de Torricelli es el cuerpo de revolucién
obtenido al girar f alrededor del eje 0t, como se muestra en la figura. Demuestre que la trompeta de Torricelli

tiene area infinita pero volumen finito.
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2. La funcion Gamma, I' : (0,4+00) — R, extiende el concepto de factorial a los nimeros reales positivos. La

+o0
podemos definir como I'(z) = / et dt.
0

a) Probar que I'(n) es una integral impropia convergente Vn € N* .(En realidad se puede ver que es

convergente y derivable Vo € RT.)

b) Encontrar una relacion entre I'(n) y I'(n — 1).

¢) Probar que I'(n) = (n — 1)! ¥n € N*, lo cual muestra que I' es una extension del factorial a todos los

reales positivos.

3. Sea f: R — R con derivada continua y tal que ffooo f(z) dx converge. Se define F': R — R como

—x [* f(3)Edt siz<0
0 siz=0
xf;mf(%)idt siz>0

+2

Fx) =

a) Investigar si F' es continua

b) Probar que F es derivable en todo x # 0 y que es derivable en x = 0 si solo si ffooc flt+a)—f(t)dt

Calcular F’ en este caso y determinar si F’ es continua



